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Kurssiin kuuluvat oleellisena osana laskuharjoitukset,
joiden tehtédvat laitetaan kurssin verkkosivulle pian
vastaavan luennon jilkeen. M#drdaikaan mennessé
niytetyistd tehdyistd harjoituksista saa yhden
arvosanapykiilin korotuksen loppuarvosanaan. (Ei
pisterajoja, jokainen tehtédvé vaikuttaa paitsi etté
loppuarvosana pyoristetéiéin kokonaisluvuksi.)
Korostettakoon ettd ndmé lisdpisteet ovat vain pieni lisa
sithen hyo6tyyn, joka laskuharjoitusten tekemisesté on

kurssin asian ymmértamiselle ja siten tenttimenestykselle.

1. Johdanto

Téamén kurssin tarkoituksena on antaa perustiedot
kiintein aineen fysiikasta (solid state physics). Jotkut
tutkittavat asiat ovat varsin samanlaisia my&s nesteissa.
Téamén takia on alettu kiyttdd termid “condensed matter
physics”. Tama siséltdd sekd kiintedt aineet ettd nesteet,
joissa molemmissa atomit jatkuvasti vuorovaikuttavat
toistensa kanssa. Termistd kidytetddn suomennoksia
“tiiviin aineen fysiikka” tai “kondensoidun materian
fysiikka”.

Tiiviin aineen fysiikka on fysiikan suurin osa-alue. Silld on
tavaton merkitys yhteiskunnallemme, silla tekniikan
edelleen jatkuva nopea kehitys perustuu olennaisesti
tiiviin aineen ominaisuuksien ymmaéartidmiseen. Tam4 ei
kuitenkaan ole ainoa syy tiiviin aineen fysiikan
opiskeluun. Ndahdédkseni yhté tarkedd on se, ettéd tiiviissi
aineessa esiintyy monia fysikaalisesti mielenkiintoisia
ilmidita.

Tiiviin aineen ominaisuudet ovat seurausta suuresta
médristi (~ 10%%) hiukkasia ja niiden vilisista
vuorovaikutuksista. Téllaiseen “monen kappaleen
ongelmaan” ei ole mitédédn yleistéd ratkaisumenetelmas.
Sen sijaan on olemassa suuri joukko erilaisia
likim&ardismenetelmié ja malleja. On aina helpoin ldhtea
liikkeelle mahdollisimman yksinkertaisesta mallista. Jos
tdma el auta ymmartamadn tutkittavaa ilmicté, pyritdéan
vihén korjaamalla saamaan aikaan parempi malli, ja
sitten taas parempi, kunnes saavutetaan riittava
tarkkuus. T#t4 menetelméé soveltamalla voidaan hyvin
monet tiiviin aineen ominaisuudet ymmaértiaa. Aina
kuitenkin jaa jéljelle ongelmia, jotka ovat aivan liian
vaikeita ratkaistavaksi.

Kurssit “Atomifysiikka 17, “Kiintedn aineen fysiikka” ja
“Ydin- ja hiukkasfysiikka” tutustuttavat eri aihepiireihin,
jossa kvanttimekaniikalla on olennainen asema.
Kvanttimekaniikka on erityisen olennainen monissa tiiviin
aineen fysiikan ilmidissd. Ongelmana on se, etté
kvanttimekaniikkaa ei ole opittu téssé vaiheessa kunnolla.
Siksi monien asioiden kovin syvéllinen ymmértdminen ei
juuri ole mahdollista. Lisdksi on valtettdva monimutkaista
matematiikkaa. Koska kiintedn aineen fysiikalla on
kuitenkin suuri merkitys, on tastd huolimatta tarkea
antaa jonkinlainen perustieto tisti tavattoman laajasta
alasta. Tiiviin aineen fysiikasta syvemmin kiinnostuneille
suositellaan kvanttimekaniikan opiskelun jélkeen
syventivad kurssia “Kondensoidun materian fysiikka”.

Esitiedot

Kurssilla oletetaan tunnetuksi perustiedot
kvanttimekaniikasta siiné laajuudessa, kun on saatu
kurssilla “Atomifysiikka 1”7. Myos sihkémagnetismin ja
“Aaltoliike ja optiikka” kurssit ovat hyodyllisid joissain
kohdissa. Lamp6oppi on tarkedd monissa tiiviin aineen
ilmitissé. Jotta ndmé kohdat tulisivat ymmaérrettya
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paremmin suositellaan jatkokurssiksi “Termofysiikkaa”.
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Kiitokset

Kiitdn Jani Halista monista korjauksista tdhén
monisteeseen.

Merkint6ja ja vakioita
a/bc = - laskujirjestyssaénto tdssd monisteessa

h, Planckin vakio, useammin esiintyy
h=h/2r = 1.054 x 10734 Js

e = 1.602 x 10712 C, alkeisvaraus, elektronin varauksen
itseisarvo

kg = 1.380 x 10723 J/K, Boltzmannin vakio
Na = 6.022 x 10?3 1/mol, Avogadron vakio
u = (0.001 kg/mol)/Na = 1.660 x 10727 kg,

atomimassayksikko

€0 = 8.854 x 10712 C2/Nm?, séihkévakio (tyhjisn
permittiivisyys)

po = 41 x 1077 N/A? = 47 x 1077 T?m?/J,
magneettivakio (tyhjion permeabiliteetti)

me = 9.109 x 1073! kg, elektronin massa, useimmiten
merkitty vain m:1la

1eV=1.602 x 1072 J
&, &, sihkokentta
E, energia

B, magneettikentté (virallinen nimi “magneettivuon
tiheys”)
H, magnetoiva kentté (virallinen nimi “magneettikentéin

voimakkuus”)

U, 1) elektronin potentiaalienergia U = —eV, 2) kiteen
muodostumislampo

i, 1) Fermi-taso (103), 2) magneettisen momentin (109)
itseisarvo, u = |p|.

Z, 1) todennikoisyyden normalisointivakio (32), 2)
alkuaineen valenssi, sivu 18.

exp(z) = e”, coshz = 1(e” + e7), sinhz = 1(e* —e™®),

tanhx = 1/ cothz = sinhz/ cosh x.



a*, a:n kompleksikonjugaatti

2. Kiderakenne

Kiinteét aineet muodostuvat atomeista. Atomien vélilla
on vuorovaikutuksia, joiden seurauksena on tietyissa
oloissa kiinte# aine. Kiintefssi aineessa atomit ovat usein
jarjestyneet sddnnolliseen jérjestykseen. Tallaista ainetta
kutsutaan kiteiseksi (crystalline).

Tunnelointimikroskoopilla (scanning tunneling
microscope, sivu 31) saatu atomiresoluution kuva
NbSeq-pinnasta. Lahinaapuriatomien vélimatka on 0.35
nm. (http://www.pma.caltech.edu/GSR/condmat.html)

Kuvassa kaksi kvartsikidettd (SiOz).

Useat kiteiset aineet esiintyvét tietyissd muodoissa, joissa
tasaiset pinnat kohtaavat toisensa tietyilld vakiokulmilla.
Téllaiset muodot voidaan ymmértda atomien

jirjestaytymisen pohjalta.

Kuvassa kaksi kalsiittikidettd (CaCOg), joilla pinnat ovat
samoissa kulmissa.

Kiintedt kappaleet ovat useimmiten monikiteisia. Taméi
tarkoittaa ettd ne koostuvat useista eri suuntiin olevista,



vhteenliittyneisté kiteistd. Yksittéisessa kiteesséd voi olla
esim. ~ 10'® atomia, kun koko makroskooppisessa
kappaleessa on ~ 102 atomia.

Kuvassa ndytteitd joissa erikokoisia rikkikiisukiteité
(FQSQ).

Yleisesti kiintedn aineen rakenne voi olla tavattoman
monimutkainen. Vaikka se olisikin muodostunut
rakenneyksikoisté, joissa on samat atomit, siind ei
vilttamétta ole sdannollisesti toistuvaa rakennetta.
Esimerkki téllaisesta aineesta on lasi, joka muodostuu
SiO5-yksikoisté. Téllaista ainetta kutsutaan amorfiseksi.

Tutkitaan ideaalista tapausta, jossa jétetdéan kaikki kiteen
epatiydellisyydet huomiotta. Téllaisen kiteen kuvaus
voidaan jakaa kahteen osaan.

1) joukkoon atomeja (tai mitéd tahansa kuvia), joka
muodostaa kiteessé toistuvan objektin. Tdt4 sanotaan
kannaksi (basis).

2) avaruuden pistejoukko, joihin kaikkiin paikkoihin kanta
on asetettava (vain siirtdmaillé, ei kddntdmailld), jotta
saataisiin koko kide muodostettua. Téllainen pistejoukko
esitetdin muodossa

(1)

r =ni1a; + noas + nzas.

Téssé nq, no ja ng ovat kokonaislukuja. Vektoreita aq, as
ja as kutsutaan alkeisvektoreiksi. (Niiden téytyy olla
lineaarisesti riippumattomia.) Pistejoukkoa (1) kutsutaan
Bravais-hilaksi ja sen pisteitéd hilapisteiksi.

—/ =

1

Kuvan mukaista alkeisvektorien méiaradméé koppia

kutsutaan alkeiskopiksi.

coecos

kide

.....+..=

hila + kanta =

Kuvassa esimerkki kahdessa ulottuvuudessa.
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Alkeisvektorien valinta ei ole yksikisitteistd. Oheisessa
kuvassa alkeisvektoreina voidaan kdyttdd myos a) ja ab.
My6s niiden avulla saadaan lausuttua kaikki hilapisteet.

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
yksikkdkoppi
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Tietyissd symmetrisissé hiloissa on alkeisvektorien sijasta
kéaytannollisempéd kayttad suorakulmaisesti valittuja
vektoreita (vaikka ne eiviit virittdisikddn koko hilaa).
Niiden méaaraamad koppia kutsutaan yksikkokopiksi.
Yksikkokopin sivujen pituuksia kutsutaan hilavakioiksi.

2.1 Esimerkkejé kiderakenteista

Niissé kuvissa pallot kuvaavat atomiytimien paikkoja.
Koko kide saadaan toistamalla kuvattua yksikkoa.

a a

Yksinkertaisessa kuutiollisessa (simple cubic) rakenteessa
kaikki sivut ovat yhta pitkia ja kulmat suoria.

Tilakeskeisessd kuutiossa (tkk, engl. body centered cubic,
bee) on lisdksi yksi piste kuution keskell4.



A

Pintakeskeisessé kuutiossa (pkk, engl. face centered cubic,
fcc) on yksinkertaiseen kuutiolliseen rakenteeseen lisétty
pisteet tahkojen keskelle.

k

Timanttirakenteessa on lisdtty pisteitd pintakeskeiseen
kuutiolliseen rakenteeseen siten, ettd ne ovat neljan
ldhinaapuripisteen muodostaman tetraedrin keskella.
Téamé rakenne esiintyy mm. piilld (kaikki atomit Si).
Lahisukuinen rakenne on sinkkivilkkeelld ZnS, jossa joka
toinen atomi on Zn (esim. keltaiset ylld olevassa kuvassa).

hnt

Natriumkloridirakenne on kuutiollinen, jossa Na- ja
Cl-atomit vuorottelevat. Tamé voidaan nahdd myos
pkk-hilana, jossa kanta muodostuu yhdestd NaCl-parista.

Pintakeskeinen kuutiollinen rakenne muodostaa ns. tiiviin
pakkauksen: jos pinotaan kovia kuulia, saavutetaan
pkk-hilassa maksimaalinen pakkaustiheys. Alla oleva kuva
pyrkii havainnollistamaan kuinka pkk-hila muodostuu
tiiviisti pakatuista tasoista.

%A

Vaihtoehtoinen tiiviin pakkauksen rakenne on
heksagonaalinen tiivis pakkaus (htp, engl. hexagonal close
packing, hep). Se muodostuu samanlaisista tasoista kuin
ylld, mutta ne on aseteltu eri kohdille. Ideaalisessa
(kovien pallojen) tapauksessa ¢ = \/8/3a.

Pkk- ja htp-pakkausten ero voidaan esittda oheisella
kuvalla. Kun kuulien péélle laitetaan kolmas kerros, se
tulee pkk:ssa kahdessa alemmassa kerroksessa avoimiksi
jééneisiin kohtiin c¢. Htp:ssa kuulat tulevat samoille
kohdille a kuin alimmassa kerroksessa.

Molemmat tiiviit pakkaukset ovat yleisia rakenteita
erityisesti alkuainemetalleille. Jos atomit kayttaytyisivét
kuin kovat pallot, niille olisi yhdentekevéé onko niiden
jéirjestys pkk vai htp. Atomit kuitenkin valitsevat jomman
kumman, esim. Al, Ni ja Cu ovat pkk ja Mg, Zn ja Co
ovat htp. Htp:ssi liséksi suhde ¢/a poikkeaa jonkin verran
kovien pallojen arvosta 1.63. Varsin suuri poikkeama
esiintyy sinkilld (Zn), jolla ¢/a = 1.86.

Tiiviiden pakkausten lisdksi myos tilakeskeinen
kuutiollinen hila on yleinen alkuaineilla, mm. K, Cr, Mn,
Fe. Yksinkertaista kuutiollista rakennetta ei juuri esiinny
kiteissd. Natriumkloridirakenne voidaan ymmartéa sillé,
ettd atomien koko on hyvin erilainen: suurien
kloori-ionien véliin mahtuu sopivasti pienet natriumionit.
Timanttirakenne vastaa varsin harvaa pakkausta. Se
esiintyy aineilla, jotka pyrkivéit sitoutumaan neljdéin
ldhinaapuriin siten, etta kaikki naapurit ovat samassa
kulmassa toisiinsa ndhden (109.5°).

Useilla materiaaleilla kiderakenne on monimutkaisempi
kuin edelld esitellyt. Oheinen kuva esittdéd kvartsin
kiderakennetta (itse kide on kuvassa edelld).

Malli kvartsin (SiO2) kiderakenteesta. Pallot esittévét
happiatomeja, piiatomit (ei niytetty kuvassa) sijaitsevat
jokaisen Oy4-tetraedrin keskelld. Bravaishilan kanta
muodostuu kolmesta tetraedrista (esim A, B ja C).



SiOy esiintyy usein myos amorfisessa muodossa (lasi).
Tarkastelemalla kvartsin monimutkaista kiderakennetta
voi ehkd ymmartaé, ettd jadhdytettiessd nopeasti sulaa
SiOq:ta, atomit eivit ehdi jirjestyd vaan jaavét
epdjarjestyneeseen muotoon.

Kiteet voidaan luokitella perustuen niiden symmetriaan.
Kide on aina symmetrinen siirroissa hilavektorin verran.
(Siis kun kidett# siirretdén hilavektorin (1) verran,
lopputulos on identtinen alkuperéisen kanssa.) Sen liséksi
kiteelld voi olla mm. kierto- ja heijastussymmetrioita. On
osoitettu, ettd eri perusteilla kiteet voidaan jakaa 7
kidejérjestelméan, 14 hilatyyppiin, 32 kideluokkaan ja 230
avaruusryhmaén.

Monet kiteiden ominaisuudet ovat riippuvaisia kiteen
symmetriasta. Esimerkiksi kuutiollisessa ionikiteessa
negatiivisesti ja positiivisesti varattujen ionien painopiste
yhtyy, ja siksi materiaalin sdhkdinen dipolimomentti
hévidd (esim. NaCl). Jos symmetria on pienempi
(esimerkiksi suorakulmaisen sdrmién), negatiivisesti ja
positiivisesti varattujen ionien painopiste saattaa olla eri.
Tallaista materiaalia, jolla on nollasta poikkeava
sdhkoinen dipolimomentti, sanotaan ferroelektriseksi.

Toinen tapaus on ettd dipolimomentti hivida
tasapainotilassa. N&in on esim. oheisessa mallikuvassa,
jossa negatiiviset varaukset ovat tetraedrin kulmissa ja
positiivinen tetraedrin keskella.

|

f

Jos téllaista materiaalia puristetaan nuolen suunnassa,
eivit varausten painopisteet endd yhdy, ja syntyy
sdhkoinen polarisaatio. Téllaista materiaalia sanotaan
pietsoelektriseksi. Ilmio toimii my6s toisin péin: kun
pietsoelektrinen kide laitetaan sihkokenttdédn, muuttaa se
muotoaan. Mm. ylla kuvattu kvartsi on pietsoelektrinen,
mutta ilmion tarkempi selittdminen siind on hankalaa
monimutkaisesta kiderakenteesta johtuen.

Kiderakenteeseen liittyvd ominaisuus on myo6s
kahtaistaittavuus. Kahtaistaittavissa materiaaleissa
valonsédteen kulkunopeus riippuu valon polarisaatiosta
(sihkokentén suunnasta). Tdmén takia valo jakautuu
kahteen eri séteeseen.

Kuvassa kahtaistaittavuus kahdessa kalsiittikiteessa

(CaCO3).

2.2 Hilatasot

Hilapisteiden kautta kulkevia tasoja kutsutaan
hilatasoiksi. Kuvassa on esitetty muutamia eri hilatasoja.

Hilatasojen suuntia merkitdan usein Millerin indekseilla.
Yksinkertaisuuden vuoksi rajoitutaan kuutiolliseen
hilaan, missé vektorit a1, a2 ja az kiinnitetdan
yksikkokopin sérmien mukaan. Tarkastellaan hilatasoa,
joka kulkee pisteiden 3aq, las ja 2a3 kautta.
Muodostetaan kertoimista ka#nteisluvut: %, 1 ja % Jotta
saataisiin kokonaisluvut kerrotaan ndmaé 6:1la. T&ll6in
tason Millerin indeksit ovat (263). T#té tasoa vastaan
kohtisuoraa suuntaa merkitddan kiyttaméilla samoja
lukuja kulmasuluissa, [263].

2a; |

yksikko-
koppi

Jos hilataso ei leikkaa jotain akselia, vastaa se tapausta,
missé leikkauspiste menee darettoméan kauas. Taman
ka#nteisluvuksi tulkitaan é =0.

Tarkastellaan yksinkertaista kuutiollista rakennetta.
Voidaan osoittaa, ettd vierekkiisten samansuuntaisten
hilatasojen vélinen etéisyys d saadaan Millerin indeksistéa

(hkl) kaavalla
a

d= —, (2)
VhE+ k2412
missé a on hilavakio (yksikkskopin sivun pituus).
Tarkastellaan muita kuutiollisia rakenteita vahan
myShemmin.



(100) (110) (111)

Oheisessa kuvassa on esitetty kolme usein esiintyvéa
hilatasoa. Huomaa ettd kuutiollisen hilan symmetrian
vuoksi tasot (010) ja (001) ovat samanlaisia tason (100)
kanssa. My6s tasot (011), (101) ja (110) ovat keskenéin
samanlaisia.

2.3 Kiderakenteen kokeellinen
maarittaminen

Kiderakenne voidaan mé#arita kokeellisesti kayttien
siteilyn diffraktiota kiteesta. Jos séteilyn aallonpituus A
on samaa suuruusluokkaa kuin atomien etéisyydet
kiteessé, syntyy diffraktiokuvio, josta atomien jérjestys
voidaan péatella.

Aaltoliikkeen yleisté teoriaa kisitelliin eri kurssilla.
Oletetaan ettd seuraava Huygensin periaate on tuttu: kun
aalto saapuu johonkin pisteeseen, synnyttda se ns.
toisioaallon, joka ldhtee pisteestéd kaikkiin suuntiin.
Syntyva kokonaisaalto saadaan summana toisioaalloista.
Tamén mukaan aallot etenevét rintamina, joissa kaikkien
aaltojen vaihe on sama. Muissa suunnissa toisioaallot
kumoavat toisensa.

toisioaalto

aaltorintama

Huygensin periaatteen mukaan heijastuksessa tasaisesta
pinnasta on tulevan aallon ja heijastuneen aallon kulmat

samat. AC=BD

dsin ©

Heijastuksissa perédkkéisistéd hilatasoista eroaa kuljettu
matka 2dsin #:n verran. Heijastuneet aallot ovat samassa
vaiheessa, jos tdmé etdisyys on aallonpituuden A
monikerta. Voimakkaalle sironnalle saadaan siis Braggin
ehto

(3)

Kun tdmé ehto on voimassa, ovat kaikista hilan pisteisté
sironneet aallot samassa vaiheessa ja vahvistavat toisiaan.

2dsinf =n\, n=1,2,3,...

Kaikkien heijastusten saamiseksi on kaytava kaikki
kidetasot 1&pi.

Jotta Braggin piikkejd ndhtéisiin, tdytyy aallonpituuden
A olla lyhyempi kuin kaksi kertaa hilatasojen etaisyys, 2d.
Kéaytannossd A = 0.02 nm - 1 nm. Voidaan kéyttaa eri
séiteilylajeja.

e sihkomagneettinen séteily. Vaadittu aallonpituus on
rontgenalueella,
c ch
E=hy,v=—- =>FE=—.
A A
Tésséd E on energia, h Planckin vakio, v taajuus, ¢
valon nopeus, A aallonpituus. Esimerkiksi
rontgenputkessa, jossa kuparinen kohtio, saadaan ns.
karakteristista sateilyéd vastaten K,-siirtyméa
energioilla 8027 ja 8047 eV. Néita vastaavaksi
aallonpituudeksi saadaan 0.154 nm.

(4)

e neutronit.

2 2
P h h
=— =>F=——.
p A 2mA2

Téssd m on neutronin massa ja p lilkemé&aré.

E_

T 2m’

(5)

e elektronit. Kaavat (5) péteviit myods elektroneille.
Matalaenergiset elektronit eivit juuri tunkeudu
kiteen sisédén, joten niilld saadaan tietoa vain
pinnasta. Korkeilla energioilla saadaan tietoa myo6s
kiteen sisélta.

Sirontamittaukset voidaan suorittaa monella eri tavalla.
Useimmissa menetelmissé kidytetdan séteilyé, jossa on
vain yksi aallonpituus, esim. karakteristinen
rontgenséteily. Jotta sironnat saataisiin mitattua,
vksikiteelld on seké kidetté ettd havaitsinta kierrettava
sopiviin suuntiin. Vaikka havaitsimena kaytettéisiin
valokuvauslevyé, saadaan sille heijastuksia vain tietyilla
kiteen asennoilla.

havaitsin
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Roéntgen-
putki

etsitdan heijastuksia tdméan suuntaisista tasoista



Toinen vaihtoehto on kayttdd pulverindytetta, jossa on
kiteitd satunnaisesti kaikissa eri asennoissa.

2)

(00

200 rm

Intensity (arbitrary units)

[ == (006)

i r— (004)

¢

)

28 (degrees)

Rontgendiffraktio ja scanning electron micrograph (SEM)
materiaalista (C¢H;CoH4NH3)2Snly, joka on tehty
ohutfilmitransistoria varten. Heijastukset on identifioitu
koodilla (hkl), joka saadaan kertomalla Millerin
indeksissé olevat luvut n:ll4, joka esiintyy Braggin
kaavassa (3). Lahde:
researchweb.watson.ibm.com/journal /rd /451 /mitzi.html

Heijastuksen sammuminen

Tarkastellaan heijastusta tkk-hilan (100)-tasoista.
Yksinkertaisesta kuutiollisesta hilasta (hilavakio a)
saadaan heijastukset kun

2asinf =n\, n=1,2,3,... (6)
T&hén verrattuna tkk:ssa ovat yliméaraiset tasot kunkin
tason vilissd. Naisté lisdtasoista syntyvét heijastukset
ovat vastakkaisissa vaiheissa péa#tasoista syntyvien
aaltojen kanssa kun n = 1, tai yleisemmin kun n on
pariton. Sanotaan etti tkk:ssa ndmé heijastukset ovat
sammuneet.

BN

Vastaavaa sammumista ei tapahdu heijastuksissa
(110)-tasoista koska ndmé tasot ovat samat tkk:ssa ja
yksinkertaisessa kuutiollisessa hilassa. Eri heijastuksia
tutkimalla on pystytty identifioimaan lukuisten
materiaalien kiderakenteet.

A

\4

Rontgensironnalla voidaan tutkia myo6s suuria
molekyylejd, mm. DNA. Néistd muodostetaan ensin
kiteitd. Mittaamalla diffraktiosuunnat voidaan
kiderakenne ja atomien asemat molekyylissa selvittas.

2.4 Kiintean aineen sidosvoimat

Olisi mielenkiintoista teoreettisesti ymmértaé esim.
kiinteiden aineiden hilarakenne. Periaatteessa tdméa on
helppoa. Otetaan Schrodingerin yhtélo elektroneille ja
ytimille, madratdsn naiden ominaisarvot ja funktiot,
jolloin alimman energiatilan ratkaisun pitéisi antaa
materiaalin hilarakenne.

Pyritddn arvioimaan mitd vaatisi selvittda teoreettisesti
esim. alumiinin hilarakenne. Oletetaan etté elektronin
aaltofunktion yhdessé ulottuvuudessa voi diskretoida
kymmenell& pisteella.

A

¥(x)

/|
/| .
Xq X0 X

/|

Jotta voitaisiin ratkaista ero tkk:n ja htp:n valilld on
laskettava minimissdén noin 10 atomia. Jokaisessa
atomissa on 13 elektronia jotka kukin liikkuvat kolmessa
ulottuvuudessa. Ominaisarvo on siis laskettava matriisille
jonka dimensio on 1019%13x3 = 1039 ja jossa on siis 10780
elementtid. Témé ylittdd monin verroin kaikkien
maailman tietokoneiden yhteenlasketun keskusmuistin.

Paatelldsn siis, ettd monien asioiden laskeminen
perusperiaatteista ldhtien on kdytannossd mahdotonta.
Sen sijaan on turvauduttava erilaisiin
likima#raismenetelmiin. N&itd on kehitetty valtava méara
eri tarkoituksiin sopivia ja niiden avulla voidaan
ymmaértdd lukuisia ilmisitd. Tassd kurssissa tarkastellaan
niistd vain yksinkertaisimpia. Piddn hdmméstyttavani,
ettd joidenkin asioiden laskemisen mahdottomuudesta
huolimatta kondensoidun aineen fysiikasta tiedetdin
hyvin paljon.

Kiinteiden aineiden sidosvoimien kvantitatiivinen
késittely ei juuri onnistu yksinkertaisin menetelmin. Siksi
mainitaan vain lyhyesti paatyypit.

Lyhyilld etéisyyksilld kahden atomin vélinen voima on
aina repulsiivinen. Tamé johtuu suureksi osaksi Paulin
kieltosdannosté, joka estdd useampaa kuin yhtéd elektronia
olemasta samassa tilassa. Myo0s elektronien vélinen
Coulombin repulsio on olennainen. Suuremmilla
etdisyyksilla voimat ovat usein attraktiivisia.
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Kuvassa on hahmoteltu kahden atomin vélinen
potentiaalienergia niiden etéisyyden r funktiona.

Kovalentti sidos. Attraktiivinen voima johtuu siitd etta
atomit pareittain jakavat kesken&én osan elektroneistaan.
Koska elektronit padsevit liikkkumaan laajemmalla
alueella, niiden kineettinen energia alenee. (Perustilassa
on epamiédriisyysperiaatteen mukaan litkemédra p ~ h/d,
missé d on liikkkumavali, ja kineettinen energia

Eyin = p?/2m. Toisaalta Paulin kieltosiinto saattaa estiii
energian alenemisen. Palataan tdhin myohemmin
harjoitustehtdvéna.)

Metallisidos. Suuri joukko atomeja jakaa osan
elektroneistaan niin ettd ne padsevit liikkkumaan koko
kiteen lapi. Perustelu muuten samanlainen kuin
kovalentilld sidoksella.

Ionisidos. Joissain yhdisteissd esim. NaCl, Na luovuttaa
ldhes kokonaan uloimman elektroninsa klooriatomille.
Téssé tapauksessa attraktiivinen voima aiheutuu
Coulombin potentiaalista. Kahden ionin (varaukset nje ja
nqe) viilinen potentiaalienergia on

1 ninge?

Eis (7)

- 471'60 |’I"1 — 7"2‘ ’
NaCl-kiteessi yhdelld Nat-ionilla on kuusi Cl™-ionia

ldhinaapureina. Yhden lahinaapurisidoksen energia on
1 e?
Eyg=—-—=
pl 4dmeg R’

(®)

missd R on ldhinaapurietidisyys. Seuraavaksi ldhimpéané
on NaT-ioneja, joita on 12 kpl ja etiisyys d = v/2R.

{6 kpl
d=R
{8 kpl
d=V3R
. 12 kpl
tutkitaan
taman {d =V2R
naapureita
Cr
Na*

Yhden Nat ionin vuorovaikutusenergia muiden ionien
kanssa saadaan summaamalla vuorovaikutusenergiat
kaikilla etéisyyksilla oleviin naapureihin. Téksi energiaksi

saadaan
B B e
P ] AweoR’

e? 12 8
= _(6-—=+2-.. 9
47T€0R( V2 V3 ©)

Téssé « on sulkujen sisélld esiintyva summa, jota
kutsutaan Madelungin vakioksi. Sen arvo riippuu hilasta
ja on tédssd tapauksessa o = 1.7476.

Jotta voitaisiin padsta eteenpéin, on keksittava joku
muoto repulsiiviselle voimalle. Yksinkertaisuuden vuoksi
oletetaan lauseke

Be?

_— 10
4meg R™ (10)

Ep,repulsive =

Kokonaispotentiaaliksi saadaan

e? «@ I}
E =— —— ). 11
B = (5 ) (11)
Ep/(a€?/4meoRo)
10F ‘\
05[ ‘\
i 5 5 + RIR
-05}
-10F //
15[ ////

Oheinen kuva esittéd potentiaalia (11) kun n =9 ja
Ro = (nf/a)'/ (=1, Osapotentiaalit (8) ja (10) on
esitetty katkoviivoilla.

Etsimilli energian (11) minimi saadaan 8 = aR""!/n ja

energia
ae? 1
E,=- 1——.
P dmeg R < n)

Koko kiteen sidosenergia U on tdma
vastakkaismerkkisend kerrottuna NaCl-parien maaralla N

Nae? 1
U= 1-——.
4megR n
Tamé& on yhtépitdvd mitatun muodostumislimmon
kanssa kun valitaan n = 9.4, miké lienee uskottava arvo.

Huomaa etté repulsiivisen osuuden vaikutus
sidosenergiaan on pieni ~ 10%.

(12)

(13)

Vetysidos. Vedylld on vain yksi elektroni. Kun vety
liittyy esimerkiksi happiatomiin, siirtyy péddosa elektronin
aaltofunktiosta hapelle ja vedylle jai positiivinen varaus.
Télla varauksella se voi vetédd puoleensa jotain kolmatta
atomia, mistd syntyvaa sidosta molekyylien vélille
kutsutaan vetysidokseksi. Tdmé sidos on térked mm.
jadssa.

Van der Waals -vuorovaikutus. Tamé& antaa heikon
attraktion myos varauksettomien atomien vélille. Idea:
elektronien kiertoliikkeesté johtuen varauksettomat
atomit ovat virahtelevid siahkoisid dipoleja. Hetkellinen
dipolimomentti toisessa atomissa synnyttda sdhkokentén,
joka polarisoi toisen atomin, jolloin niiden valilla
vaikuttaa dipoli-dipoli-voima. Vuorovaikutus riippuu



etiisyydestd kuten 1/r% ja on olennainen mm.
jalokaasuatomien vélilla. m

Oheisessa taulukossa on annettu joidenkin kiinteiden
aineiden sulamisldmpétilat (normaalipaineessa), joista voi
padtelld sidosten vahvuutta. Taulukon véliviivat
jaottelevat aineet edelld lueteltujen sidostyyppien
mukaisesti.

aine  sulamisldmpotila (K)  kiderakenne
Si 1683 timantti
C (4300) timantti
GaAs 1511 sinkkivélke
SiOq 1670
Al,O4 2044
Hg 934.3
Na 371 tkk
Al 933 pkk
Cu 1356 pkk
Fe 1808 tkk
W 3683 tkk
CsCl 918
NaCl 1075
H,0 273
He -
Ne 24.5 pkk
Ar 83.9 pkk
H, 14
04 54.7

Hiilelld on timantin liséiksi toinen muoto, grafiitti. Téssé
kukin hiiliatomi muodostaa kovalenttisen sidoksen kolmen
ldhinaapurin kanssa, jolloin muodostuu tasoja. Tasojen
véliset voimat ovat van der Waals -tyyppié ja heikkoja,
joten tasot padsevit helposti liukumaan toistensa suhteen.
Grafiitista irrotettua yhta tasoa kutsutaan grafeeniksi.

Kuvassa grafiitin malli jossa pallot esittévét hiiliatomeja
(Wikipedia)

Kovalentti sidos muodostuu usein juuri tiettyyn
suuntaan. Kovalenttiset kiteet ovat kovia, mutta hauraita,
ts. ne murtuvat kovasta iskusta. Metallisidos ei
olennaisesti riipu suunnasta. Siksi metalliatomit voivat
liukua toistensa ohi mutta sidos silti pitdid. Tésta syysta
metalleja voidaan muovata esimerkiksi takomalla.
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3. Hilaviarihtelyt

Tutkitaan atomien heilahtelua tasapainoasemiensa
ympadrilla. Yksinkertaisuuden vuoksi tarkastellaan aluksi
yksiulotteista atomiketjua. Oletetaan heilahtelun
amplitudi pieneksi. Téalloin voidaan olettaa, ettd atomiin
kohdistuvat voimat ovat verrannollisia poikkeamiin
lahinaapurietéisyyksissd. Taméa malli on ekvivalentti sen
kanssa, ettd atomit olisi kytketty toisiinsa jousilla.

tasapaino na X
a =
f—— n-1 n n+l

ANAMSAMAMSAANSAMAMNAANABANNABANMABAAMAN-
b TE T, Tl
“AASAAABAAANA B AN SANSMAN S SN~

epatasapaino

Tasapainotilassa atomit ovat tasavélein a, eiké niihin
kohdistu voimia. Merkitdin atomin n paikkaa
tasapainossa z,, = na. Epdtasapainotilassa atomi n on
paikassa x,, = na + &,, missi &, on siis atomin n
poikkeama tasapainoasemastaan. Atomiin n vaikuttaa
oikealta puolelta atomista n + 1 voima

K(§n+1 - gn)a

missd K on jousivakio ja &,+1 — &, on atomien n jan + 1
vélisen jousen venymaé. Vasemmalta puolelta atomista
n — 1 vaikuttava voima on

_K(gn - fn—l)'

Téassd etumerkki tulee siitd, ettd voima on negatiiviseen
suuntaan, jos &, > £,_1. Muodostetaan Newtonin
liikeyhtélo ja laskemalla voimat yhteen saadaan

d*¢,
dt?

(14)

(15)

K(§n+1 - gn) - K({n - fn—l)
K (&1 — 280 +&n1),

missid M on atomin massa.

(16)

Pyritédédn ratkaisemaan yhtilo (16) yritteelld

En(t) _ Aei(knafwt). (17)

Tarkastellaan téta yritettd hieman.

Yrite (17) on kompleksinen, silld €' = cos ¢ + i sin ¢.
Oikea fysikaalinen ratkaisu on tulkittava tdmén
kompleksisen ratkaisun reaaliosana:

fysikaalinen

n = Regp (18)
= (ReA) cos(kna — wt) — (ImA) sin(kna — wt).

Syy kompleksisen yritteen kiayttoon on, etti silloin ei
tarvitse erikseen kirjoittaa sini- ja kosinifunktioita, vaan
molemmat siséltyvét erikoistapauksina kompleksiseen
yritteeseen (17). Kaikki laskut voitaisiin yhtd hyvin tehdi
kéyttden vain reaalista yritettd (18), mutta silloin ne
tulisivat pidemmiksi.



Toiseksi huomioidaan, ettd na ~ x,, on atomin n
x-koordinaatti (koska oletetaan &, < a). Yrite (17) on
siten muotoa Ae!(**=«) Timi kuvaa aaltoa, jonka
aaltoluku on k ja kulmataajuus w. Palautetaan mieliin
miten ndma liittyvét aallonpituuteen A,
varahtelytaajuuteen v ja aallon nopeuteen v:

k=

2
ﬂ, w =27, v="2 = (19)

By k
Aallon nopeuden pystyy parhaiten pdittelemdan
kirjoittamalla yrite (17) muotoon f(z — vt).
Sijoittamalla yrite (17) liikeyht&loon (16) ja kumoamalla
yhteiset tekijit saadaan
2 ika —ika .o ka

—Muw* = K(e'"* — 2+ e ") = —4K sin ER (20)
Tissé on kiytetty kaavoja e’ = cosx + isinz ja
1(1 — cosz) = sin® £ [tai vaihtoehtoisesti huomattu
€T — 24 e = ('%/2 — ¢77%/2)2], Kaavasta (20) voidaan
ratkaista kulmataajuus

(21)

T&amé ns. dispersiorelaatio on esitetty alla olevassa
kuvassa.

2l

k

Tarkastellaan erikseen eri aaltoluvun k arvoja. (Tapaus
w < 0 el tuo mitdén uutta, joten tutkitaan jatkossa vain
tapausta w > 0).

1) 0 < k < 7/a. Téami voidaan my6s kirjoittaa A >> a, eli
aallonpituus on paljon suurempi kuin vierekkaisten
atomien etéisyys toisistaan. Aalloissa aineen tiheys
vaihtelee. Siksi ne voidaan tulkita ddniaalloiksi kiinteéssa
aineessa. Télld alueella dispersiorelaatio (21) voidaan
approksimoida lineaarisella riippuvuudella

w = ck, (22)

missé ¢ = a/K/M tulkitaan dénen nopeudeksi.

2) k ~ m/a. Tdssd alueessa aallonpituus on samaa
suuruusluokkaa kuin hilavakio a. Kulmataajuus ldhenee
maksimiarvoa wpayx = 21/ K /M. Téssi alueessa aallon
nopeus v = w/k (19) poikkeaa arvosta c. Vastaavaa
ilmiota valolle (etenemisnopeuden riippuvuutta
aallonpituudesta eli valon viristd) kutsutaan dispersioksi.
Téstéd johtuu w:n ja k:n vélisen relaation (21) nimi.

3) k < 0. Namé ratkaisut vastaavat negatiiviseen
z-suuntaan kulkevia aaltoja. Ottaen ndmé mukaan
voidaan piirtdé seuraava kuva.

2];’5\:%0

3 7

N 0

a

4) |k| > 7/a. Téamé alue ei johda mihinkédédn uuteen
ratkaisuun. Tama voidaan ndhdé kirjoittamalla ratkaisu
(17) aaltoluvulle k + (27/a). Todetaan ettd &, (t) on
taysin sama kuin aaltoluvulle k. Alla oleva kuva pyrkii
selventdmaéén, ettd samat &, :t voidaan saada useammalla
k:lla. Aaltoluvut voidaan siis aina rajata viilille |k| < 7/a.

Sn

a

Saadut tulokset osoittavat, ettéd kidevérihtelyt eivit ole
mahdollisia tietyn taajuuden yldpuolella. Kaytadnnossa
tdmé taajuus on kuitenkin hyvin korkea,

Vmax = Wmax /27 ~ 1013 Hz. Esimerkiksi ihmisen
kuulemien aaltojen maksimitaajuus on n. 20000 Hz.
Kuuloalueella lineaarinen approksimaatio (22)
dispersiorelaatiolle on taysin riittava.

Kaksiatominen kanta

Oletetaan ettd hilassa on kanta, johon kuuluu kaksi
erimassaista atomia

a :
| | tasapaino

Ml n-1 n n n+1
“““WWOWW ANV N AN SANNNNA-

“ “ Wn—1 ’—‘En ’—‘ﬁn "—érw “
“MANBAA AN SANABMMNSEANBAMA-
epatasapaino

Samoin kuin edelld, niille voidaan kirjoittaa litkeyht&lot

Lo~ K2t mn)
A T T SR
Tehd&an yritteet
ult) = Ay
Na(t) = Apellkna=wt), (24)



Sijoittamalla ja kumoamalla yhteiset tekijiat saadaan

—M1w2A1
—M2w2A2

—2KA1 + K(l + €_ika)A2
K(1+e*)A; — 2K A,. (25)
Jotta tallé olisi nollasta poikkeava ratkaisu, taytyy

kerroindeterminantin havité,
Miw? —2K K(1+e )\
det (K(l + eika) M2w2 _9K =0. (26)
4 2 2. 2 ka
My Mow™ — 2K (M + Ms)w” + 4K~ sin )

Téastéa saadaan

0,

(27)

joka voidaan ratkaista

2 p—
MM,

|:M1 + M2 + \/M12 + M22 + 2M1M2 cos(k:a)
(28)

Kaava (28) antaa kaksi eri ratkaisua. Ndméi ratkaisut on
hahmoteltu kuvassa. Toinen ratkaisuista, jota kutsutaan
akustiseksi haaraksi, on samantyyppinen kuin saatiin
edelld identtisten atomien ketjussa (21). Tamén liséksi
saatavaa toista ratkaisua kutsutaan optiseksi haaraksi.

A a)
haara
akustinen
haara
. 0 J
a a

Optisessa haarassa erityyppiset atomit virahtelevit
toisiaan vastaan, kun taas akustisessa haarassa vardhtelyt
ovat samansuuntaisia (ainakin pienilld k& < 7/a).

Optisen haaran taajuudet v ovat luokkaa 10'® Hz. Tamé
vastaa sihkomagneettisen séteilyn infrapuna-aluetta.
Erityisesti ionikiteissé optinen haara kytkeytyy
voimakkaasti séhkomagneettisen séteilyn kanssa, koska
siteilyn sdhkokenttd ajaa vastakkaisvarauksisia ioneja
vastakkaisiin suuntiin. Téstd seuraa sédteilyn voimakas
absorptio optisen haaran taajuuksilla.

Hilavirdhtelyt kolmessa ulottuvuudessa

Y14 on tarkasteltu yksiulotteista kidettd. Kolmessa
ulottuvuudessa on otettava huomioon etté vérahtelyt
voivat olla kolmeen eri suuntaan. Téstd aiheutuu, etti
edelld tarkastellut virdhtelymoodit yleisessé tapauksessa
jakautuvat kolmeksi. Lisdksi kaikki virdhtelymoodit
riippuvat aallon etenemissuunnasta kiteessé, mité
kuvastaa aaltovektori k = (2 /\)k. Tietyissi
erityissuunnissa viridhtelymoodit voidaan jakaa kahteen
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poikittaisen (transverse) virdhtelyn ja yhteen pitkittéisen
(longitudinal) virdhtelyn moodiin. Oheinen kuva esittii
kuviteltua tilannetta missi esim. T'A; = transverse
acoustic mode 1 jne.

_—

0]

4

S

Hilavirdhtelyjen kvanttiteoria

Tarkastellaan hilavérdhtelyjen yhtd moodia: kiinnitetain

jokin arvo aaltovektorille k ja valitaan jokin mahdollisista

virdhtelysuunnasta (jota kuvaa jokin indeksi s).

Jokaisella moodilla (k, s) on jokin tietty kulmataajuus w,

milla se varahtelee. Vérdhtely on harmonista silla
fysikaalinen

&
= Re(A4e™™) cos(wt) 4+ Im(Ae™ ™) sin(wt).

(29)

Voidaan siis sanoa, ettéd jokainen moodi muodostaa
harmonisen vardhtelijan. Kuhunkin varéhtelymoodiin
liittyy energia I = Eyin + Fpot, joka muodostuu atomien
yhteenlasketuista kineettisisté ja sidosten (=jousien)
potentiaalienergioista.

Edelld tarkasteltiin hilavirahtelyjé klassisen mekaniikan
mukaan [ldhtien Newtonin litkeyhtélostd (16)]. Siiné
vardhtelyjen amplitudi A voi olla mielivaltainen. Siten
my0s moodin energialla voi olla mielivaltainen
ei-negatiivinen arvo.

Kun siirrytdéan kvanttimekaniikkaan, edellinen lasku on
muuten voimassa, mutta moodin energia voi saada vain
tiettyja diskreettejd arvoja. Atomifysiikan kurssissa
johdettiin, ettd harmonisen virdhtelijin mahdolliset

energia-arvot ovat
E;=hw(j+1),7=0,1,2,3,... (30)

Téssid h = h/2m = 1.0545 x 1073* Js. Alinta energiaa
Ey = %hw kutsutaan nollapiste-energiaksi.

E 4
— %ha)
— 5ho
— %hw
— %hw
0>



Kaava (30) pétee myos hilavirdhtelymoodeihin. T&ll4 on
olennainen vaikutus moniin kiteiden ominaisuuksiin.
Tarkastellaan téssé lampokapasiteettia. Téssd on
olennaista etté kiteen tédsmaéllistd vardhtelytilaa ei voida
tietdd. Sen asemesta lasketaan todennikoisyyksié eri
tiloille. Lyhyt johdanto todennikéisyyslaskuun on esitetty
liitteessa A.

Harmonisen virdhtelijin lampokapasiteetti

Otetaan lahtokohdaksi Gibbsin jakauma. Témé johdetaan
termofysiikan kurssissa, ja siitd on kerrottu myos liitteessé
A. (Termofysiikan kurssissa samaa jakaumaa on kutsuttu
Boltzmannin jakaumaksi.) Gibbsin jakauma sanoo, ettéi
jos meilld on joukko tiloja, joiden energiat ovat £}, niin
tasapainossa tilan j esiintymistodennakdisyys on

_ Lo-em, (31)

Téassd Z on normalisointitekijd, joka méardytyy ehdosta,
ettd kaikkien tilojen yhteenlaskettu todennékoisyys on

yksi:
dpi=lez=) (32)
j j

Vakio 3 taas

=T (33)

missd T' on absoluuttinen lampétila ja
kg = 1.380658 x 10~23 J/K Boltzmannin vakio.

Pj
10, e

0.8+
0.6+
0.4+

0.2 u

. L r Y . &
0.0 0 A 2A 3A E

Kuva on esimerkki tilojen todennédkoisyyksisté
jarjetelméssé, missd on nelja energiatilaa tasavilein
(energiavéli A). Ympyrit kuvaavat tilojen
todenn#koisyyksid matalassa ja nelict korkeassa
lampotilassa suhteessa lampétilaan A/kpg, jota vastaavat
todennékoisyydet on merkitty kolmioilla.

Sovelletaan jakaumaa (31) harmoniseen vérihtelijaén.
Saadaan

o0
7= ePEs = P2 g=ph
J j=0
1

1 — e=phw’ (34)

— g Bhw/2 i (e—ﬁhw)j — o Bhw/2
7=0

missé viimeisessi vaiheessa on kiytetty geometrisen
sarjan lauseketta. Energian odotusarvon laskemiseksi
johdetaan ensin kitevi kaava

1 1 d
E) = Ejpj==Y Eje PP =_— _\ ¢ PE
R S Y R
1dZ

Soveltamalla tétd harmoniseen virdhtelijaan (34) saadaan
pienelld laskulla energiaksi

hw

&t e 1 (36)

Tamé tulos on esitetty kuvassa jatkuvalla viivalla.

(E)

2w

w
>
S

>
S

o

T

ho 27‘;0;
0 ke kg

Tulos voidaan ymmaértés seuraavasti. Matalassa
lampétilassa, T < hiw/kp, harmoninen virdhtelijid on
perustilassaan (alimmassa energiatilassa). Télloin
energian odotusarvo on sama kuin perustilan energia,
(E) = 1hw. Korkeassa limpétilassa, T >> hw/kg, useat
vérahtelijan tilat ovat mahdollisia, ja keskimé&rédinen
energia lihestyy termistd energiaa, (E) &~ kgT', mikd on
esitetty kuvassa katkoviivalla.

Lampokapasiteetti méaritelldan keskiméaraisen energian
derivaattana lampétilan suhteen,

d(E)
C=—. 37
T (37)
Lampokapasiteetti kuvaa kuinka paljon lampGenergiaa on
jirjestelméaén tuotava, ettd sen lampotila nousisi tietylla
méarilld. Kaavasta (36) saadaan laskemalla harmonisen

vardhtelijan lampokapasiteetti

o UE) _ RPw? e
T AT kpT? (P —1)2
h2 2
= (38)
4kgT? sinh TheT

Tamé on esitetty seuraavassa kuvassa jatkuvalla viivalla.
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Suurissa lampotiloissa, joissa kg7 > hw, on
lampokapasiteetti lihes vakio, C' =~ kp. Klassisen fysiikan
mukaan C on vakio, C' = kg (katkoviiva), miki saadaan
rajalla h — 0. Matalissa lampdétiloissa, joissa kT < hw,
ldhestyy lampokapasiteetti voimakkaasti nollaa. Tama
voidaan ymmaértia siten, ettd kun terminen energia kgT
on pieni verrattuna perustilan ja ensimmaéisen viritetyn
tilan energiaeroon hAw, pysyy viritetyn tilan
todennékoisyys vield pienend eikd vardhtelija siten ota
vastaan energiaa lampotilan nostosta huolimatta.
Nostettaessa lampotilaa korkeammaksi my6s ylemmaét
energiatilat tulevat mahdollisiksi, kun terminen energia
kT alkaa olla samaa suuruusluokkaa kuin alin
viritysenergia hw.

Sovelletaan edellistéd tulosta hilaviridhtelyihin. Kaikkein
vksinkertaisin malli kiinteén aineen vérahtelyille olisi ettd
kaikki atomit vardhtelisivit samalla taajuudella w.
Téllaisia vardhtelymoodeja on kaikkiaan 3N kappaletta,
missd N on atomien lukumé&érad hilassa. Tekija 3 tulee
siitd, ettd atomit voivat virdhdelld kolmeen toisiaan
vastaan kohtisuoraan suuntaan. Téllaista mallia
kutsutaan Finsteinin malliksi. Einsteinin mallissa
ldmpokapasiteetti on sama kuin yhdelld harmonisella
varidhtelijalla paitsi ettd se pitdéd kertoa moodien
lukumééralla 3N . Siis korkeissa ldmpétiloissa vardhtelijét
noudattavat klassista tulosta ja lampokapasiteetti

C ~ 3Nkg. Matalissa lampotiloissa (T’ < hw/kg) taas
lampokapasiteetti on pienentynyt ja lahenee nollaa kun
T —0.

Kokeellisesti on havaittu, ettd monien kiteiden
lampokapasiteetti korkeissa lampdétiloissa ldhestyy
klassista arvoa C = 3Nkp, mutta pienenee matalammissa
lampotiloissa. Einstein osoitti mallillaan, ettd tdméa
lampotilariippuvuus voidaan selittda kvanttimekaniikasta
l&htien.

Kehittyneempi malli on ns. Debyen malli. Siind otetaan
huomioon, etté kiteesséd yhden varadhtelytaajuuden sijasta
esiintyy monia eri taajuuksia, kuten olemme jo edelld
johtaneet [kaava (21)]. Kun lampétila on niin korkea, ettd
kT > hwmax noudattavat kaikki vardhtelijat klassista
tulosta ja lampokapasiteetti C' ~ 3Nkg. Matalissa
lampotiloissa, joissa kT < hwmax, on osa varahtelijoistéa
“jadtynyt” koska niiden energia on niin korkea, ettd ne
eivit virity. Ne eivat siten vaikuta lampokapasiteettiin.
Vain niilld moodeilla, joiden viirihtelytaajuus on pieni (k
on pieni), on vaikutusta limpokapasiteettiin matalissa

lampotiloissa.

3Nkg—

s ‘

o
0 Op

‘\

20p T
Kuvassa on Debyen mallin mukainen lampokapasiteetti,
joka varsin hyvin kuvaa monia kiinteitd aineita. Suuretta
Op ~ hwmax/ks kutsutaan Debyen lampdtilaksi.
Alkuaineilla se on tyypillisesti noin muutama sata
kelvinié.

aine Debyen lampdtila (K)
C (timantti) 1860
Na 150
Al 394
Si 625
Fe 420
Cu 315
Hg 100
NaCl 321
Fononit

Hilavirihtelyistd puhuttaessa kiytetdan usein késitetta
fononi (phonon). Puhutaan esim. tapauksesta, jossa
moodi (k, s) on tilassa j, ts. moodin energia

E = hw(j + 1). Tésmilleen sama asia voidaan ilmaista
sanomalla, ettd moodissa on j kappaletta fononeja.
Fononeista voidaan puhua kuin ne olisivat hiukkasia,
vaikka oikeasti tarkoitetaan vain eri viréhtelytiloja. Esim.
yhden fononin energia on fiw. Koko hilan vérdhdysenergia
kirjoitetaan

(39)

B = Z Z T, s (ks + %),
ks

missé jg,s on moodissa (k,s) olevien fononien lukumééra.
Energian odotusarvo (36) tulkitaan ettd fononien
lukuméérén odotusarvo on

1

)= B (40)

miké on erikoistapaus ns. Bose-Einstein-jakaumasta.

Fononit ovat analogisia sihkomagneettisen kentén
kvanteille, fotoneille (photon). (Nimi “fononi” on
tarkoituksella vidnnetty fotonista.) Yhden fotonin energia
on hv = hw. Fotoniin voidaan liitt4a myos liikem&ara

p = hk. Jos uskotaan téta analogiaa, voidaan myos
fononiin liittda liikkemé&#ra p = hk. Fononikésite on kiteva
tutkittaessa mm. ldimmonjohtavuutta. Fononit kuljettavat
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energiaa korkeammasta lampoétilasta matalampaan péin.
Kun fononit torméavit esim. epdpuhtausatomeihin, ne
siroavat eri suuntiin ja energiavirta heikkenee.

4. Elektronirakenne

Léhdetdén tutkimaan kiintedn aineen
elektronirakennetta. Kerrataan aluksi yhden atomin
elektronirakennetta. Atomiytimen positiivinen varaus
muodostaa elektroneille Coulombin potentiaalin, joka on
kuvattu oheisessa kuvassa.

energiatasot

sl B/ 2p - - 6 tasoa
D - = 2 tasoa
(0]
&

- - 2 tasoa

Elektronit ovat tietyilld energia-arvoilla, joista kuvassa on
piirretty kolme alinta vastaten orbitaaleja 1s, 2s ja 2p.
Paulin kieltosddnnon mukaan kahdella elektronilla ei voi
olla kaikkia samoja kvanttilukuja. Koska elektronilla on
spin, joka saa kaksi arvoa (:I:%), voi 1s-orbitaalille menné
kaksi elektronia. Samoin 2s orbitaalille. Koska 2p

orbitaaleja on 3, voi niille menné yhteensé 6 elektronia.

Jatkossa kiytetddn seuraavaa energiatason madritelmas:
Paulin kieltosdannon mukaan jokaiselle energiatasolle
menee enintédin yksi elektroni. Siis kuvan mukaisesti
1s-orbitaalia vastaten on kaksi energiatasoa ja
2p-orbitaaleja vastaten on 6 energiatasoa. Usein kahdella
tal useammalla energiatasolla on sama energia. T4ll6in
sanotaan ettd tasot ovat degeneroituneita.

Atomin perustilassa elektronit tiyttavit sen energiatasot

jirjestyksessé pienimmén energian tasosta lahtien. Tadmén
perusteella voidaan mm. selittdd alkuaineiden jaksollinen

jarjestelma.

Tarkastellaan seuraavaksi mitd energiatasoille tapahtuu
kun atomit muodostavat kiinteéin aineen. Alla olevassa
kuvassa on tarkasteltu kolmea eri energian energiatasoa,
joita on merkitty a, b ja c:ll4.

c energia

b

a
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Kun kaksi atomia tuodaan lahekkéin, madaltuu niiden
vilissé oleva energiavalli. Vaikka elektronin
tunneloituminen viereiselle atomille on mahdollista, ei
sitd juuri tapahdu tasolla a, silld siitd ndhtyna
energiavalli on vield liian korkea. Tamé on térked tulos:
atomin alimmat energiatasot pysyvit muuttumattomina
sidoksia muodostettaessa.

Tasolla b elektronien tunneloituminen on merkittavaa.
Elektronit néilla tasoilla osallistuvat sidoksen
muodostamiseen. Tasolla ¢ padsevit elektronit tdysin
vapaasti lilkkumaan molekyylissa.

Atomien yhdistyessé elektronitasot jarjestyvit uudelleen.
Kahden atomin yhdisteessé jokaista yhden atomin
energiatasoa vastaa kaksi eri energialla olevaa tasoa.
Niiden tasojen energiaero on sitd suurempi mité
voimakkaampaa elektronien tunneloituminen atomien
vililld on. Neljan atomin ketjussa jokainen atomin
energiataso on jakautunut neljain. Kiintedssa aineessa on
hyvin suuri joukko atomeja yhdessd, N ~ 1023, Tallsin
saadaan yksittaisten energiatasojen sijasta energiakaistoja
eli energiavoité. Siis sallitut energia-arvot muodostavat
kaistoja. Niiden vileissd on kiellettyji energia-arvoja,
joita kutsutaan energiaraoiksi tai energia-aukoiksi.
Joissain tapauksissa kaistat menevit padllekkéin, jolloin
energiarakoja ei jai.

Kiinteéissé aineessa elektronit tayttavit energiakaistat
pienimmésti energiasta lahtien. Sitd kaistaa, joka tayttyy
vain osittain kutsutaan johtavuuskaistaksi. Metallien
sihkonjohtokyky perustuu téllaisen kaistan
olemassaoloon, silld taydet kaistat eivét johda sdhkod,
kuten pian tullaan tutkimaan tarkemmin. Jos kaikki
kaistat ovat joko tdynné tai tyhjid, on kyseessé eriste.

Metallien johtavuuskaistassa olevia elektroneja kutsutaan
johtavuuselektroneiksi. Naméa elektronit padsevét
liikkkumaan varsin vapaasti metallikappaleen 1&pi.
Seuraavassa pyritdin tarkastelemaan niiden
ominaisuuksia tarkemmin.

4.1 Vapaaelektronimalli

Kvanttimekaniikkaa

Tarkastellaan aluksi elektronia yhdessé ulottuvuudessa.
Elektronin tilaa kuvaa aaltofunktio ¢ (z). Tamé funktio
madrdytyy Schrodingerin yhtdlostd

B P

2m  dx?

FU@E) = Bo(z).  (41)
Tésséd m on elektronin massa, U(x) elektronin
potentiaalienergia ja E elektronin kokonaisenergia. Téssé
oletetaan, ettd yhtilo (41) on perusteltu aiemmissa
kursseissa. Huomautetaan ainoastaan, etté jos
kirjoitetaan litkeméérélle

d

p v dz’

niin yhtélén (41) vasemman puolen ensimméinen termi

voidaan kirjoittaa
2

p

2m¢'
Téssé 1:n kerroin on hiukkasen kineettinen energia
FEyin = p?/2m ja Schrédingerin yht#ls (41) voidaan siten
tulkita lausumaksi F = Eyi, + U.

(43)

Muistutetaan vield aaltofunktion fysikaalinen tulkinta:
|W(z)|? on todennikdisyystiheys. Se kuvaa
todenndkoisyytta, ettd mittausta tehdessd hiukkanen
16ytyy paikasta x.

Yleisemmin minké tahansa suureen O odotusarvo (O)
voidaan laskea kaavasta

(0) = / ()0 (a)d. (44)
Esimerkiksi litkem&aara
o= [vo (- )s@a @)

tai potentiaalienergia

{U) = /z/f*(fv)U(:C)dJ(w)dx = / (@)U (z)dz.  (46)
Niissé kaavoissa on oletettu, ettd () on normalisoitu

/ o) P = 1. (47)

Jos aaltofunktio 1 ei alun perin ole normalisoitu, voidaan
se normalisoida jakamalla normalisaatiointegraalin

I = [ [{(z)|?dz nelidjuurella,

1 -
U@) = =),

Vapaat hiukkaset

Seuraavassa tutkitaan vapaata elektronia, ts. tapausta
jossa U(z) = 0. (Voitaisiin my®s valita jokin muu vakio
kuin nolla, mutta tilld ei ole olennaista vaikutusta
tuloksiin.) Téssé tapauksessa saa Schrodingerin yhtilo
muodon

R d2y(x
Ratkaistaan tamé yritteelld
Y(z) = AethT, (50)

[Huom. paikkariippuvuuden osalta on yrite samanlainen
kuin hilavirghtelyilld (17). Aikariippuvuutta ei téssi
tarvita.] Sijoittamalla yrite yht&loon (49) saadaan se
toteutumaan kun -
E= ok .
2m

(51)
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Tietien E = Eji, = p?/2m saadaan lisiksi liikemiérille

p = hk. (52)

Muistaen kaavan k = 27/ (19) voidaan tdmé kirjoittaa
my6s muotoon p = h/A, minki de Broglie ensimméiseni
esitti vuonna 1924.

Oletetaan seuraavaksi, ettd hiukkanen onkin rajoitettu
lilkkumaan vain tietylld vélilld 0 < z < L. Luonnollinen
reunaehto vélin péissé olisi, ettd aaltofunktion téaytyy
hévita,

$(0) =¢(L) = 0.
(Tamé vastaa tapausta jossa potentiaali U(x) sallitun
alueen ulkopuolella on #déreton.)

(53)

E

n=3

n=2

n=1 x
0 L

Yritteen (50) sijasta onkin nyt kitevadmpi kiyttad

Y(x) = Acos(kz) + Bsin(kx). (54)

Sijoittamalla todetaan, ettd myos tdmé toteuttaa yhtalon
(49).

Reunaehdosta 1(0) = 0 seuraa A = 0. Reunaehto
(L) = 0 vaatii, ettd Bsin(kL) = 0. Jotta tdmé saataisiin
toteutettua siten ettd ¢ (x) # 0, tdytyy kL = 7n, missi

n=1,2,3,.... Siis
nm

T
Kolme alinta funktiota on piirretty edelld olevaan kuvaan.
Todetaan ehdon (55) tarkoittavan, ettd véliin L mahtuu
tasamédra puolia aallonpituuksia.

k= (55)

Kolmiulotteinen tapaus

Yleistetain edellinen tulos kolmeen ulottuvuuteen.
Kolmessa ulottuvuudessa Schrédingerin yhtéls (41) saa
muodon

h2

2m

0% 9% 0%

—+=—+ = U = FEv. (56
(G + G+ 5 ) + U2 = Bv. (50
Sen ratkaisu on aaltofunktio ¢ (x,y, z), joka siis riippuu
kaikista kolmesta koordinaatista. Myoskééin yhtialod (56)
ei perustella tédssd mutta huomautetaan, etté jos
kirjoitetaan liikeméérin z-komponentille

0
oz’
ja vastaavasti y ja z-komponenteille, voidaan myoskin

yhtélon (56) vasemman puolen ensimméinen termi
kirjoittaa muotoon (43).

ps = —ih (57)

Tarkastellaan nyt elektronia, joka voi vapaasti liikkkua
kuution muotoisen laatikon sisdpuolella.

L

Yleistamalla yksiulotteisesta tapauksesta voidaan nyt
arvata, etté ratkaisu olisi
nmnTx namy namz

7 sin—p— sin——,
missé ny, no ja ng ovat positiivisia kokonaislukuja.
[Harjoitus: totea etti 1) toteuttaa yhtilon (56) ja hividd
kaikilla kuution seinill4.]

P(z,y,z) = Asin (58)

Kaavasta (56) saadaan energiaksi
m2h?
= omz2

Téstéd voidaan myos padtelld litkeméarin komponenteiksi

n? +ni +n?). (59)

whnq Thno whns (60)

Pz = Lapy: vaz_ I

Energiatasojen tiheys

Pyritddn seuraavaksi médraamédn niiden tasojen maars,
joiden energia on pienempi kuin joku annettu energia E.
Téllaisten tasojen ny, no ja ng toteuttavat yhtalon

2mL*E
W = K}2. (61)

Piirretddn avaruus jonka akselit ovat ny, no ja ng. Téssa
avaruudessa ehto (61) tarkoittaa pisteitd, jotka ovat
ensimméisessid oktantissa k-séteisen pallopinnan sisélla.

2 2 2
n1+n2+n3<

Tutkitaan rajaa jossa laatikon koko on suuri. Talloin
pisteet ovat hyvin tihedssa pallon séteeseen néhden

(k> 1). Pisteiden méérd N,(E) voidaan t&llin arvioida
suoraan kappaleen tilavuudesta

1/4
NP(E) = g (37{':‘{/3)
_ V 2m3VE3/2

, 62
3m2h3 (62)
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missd kuution tilavuus V = L3.

Halutaan seuraavaksi laskea energiatasojen maara.
Télloin pitaé ottaa huomioon, etté elektronilla on spin %
Se tarkoittaa, ettd kukin aaltofunktio (58) muodostaa
kaksi tasoa, joille kummallekin mahtuu yksi elektroni.
Mééritelldén energiatasojen miédird n(FE) lisiksi tilavautta
V kohti. Edelliseen verrattuna n(E) = 2N,(E)/V ja siis

2V 2m3

n(E) = B3/, 63
(B)= 220 (63)
Madritelldan energiatasojen tiheys
d 2m3
g(B) = S% = AETN ) (64)

dE — 72p?

Téssa siis “tiheys” tarkoittaa energiatasojen méaaras
energiavilid kohti. (Lisidksi muistetaan etté tasot
lasketaan myos tilavuutta V' kohti.) Niiden tasojen mééri,
jotka ovat energiavililli (E, E + dFE), saadaan laskemalla
g(E)dE. Témi on verrannollinen energian nelijuureen.

dn_
dE

E

Energiaa F alempien tasojen méiri (63) saadaan takaisin

g1 integraalina

2v/2m3
B2,

3m2h

n(E) = /0 g(E)dE = (65)

Oletetaan, etté elektronien tiheys on n,
(lukumadrd/tilavuus). Namé tdyttiavit energiatasot
alhaalta lukien johonkin tiettyyn energiaan asti. Taté
energiaa kutsutaan Fermi-energiaksi ja merkitaén ep.

dn_
dE
tyhjat tasot
taydet tasot
E
<+ >
€p

Ehdosta n. = n(er) saadaan kaavan (65) avulla
maarattyd ep:

hQ

_ 2. \2/3
r =g (37%ne) ™. (66)

Edellinen on tdsmallisesti totta vain absoluuttisessa
nollalampdotilassa. Kun lampétila on suurempi, on osa
elektroneista virittynyt korkeamman energian tasoihin.
Elektronien jakauma voisi olla oheisen kuvan mukainen.

dn kgT
dE o
| tyhjat tasot
taydet tasot
1 E
osittain
o taytetyt tasot
>
(]
e
X
(0
c
c
[0
©
L
2 ‘ E
=
= u

Téssé tasot, joiden energia on ldhelld Fermi-energiaa, ovat
osittain tayttyneet. Jakauma poikkeaa olennaisesti
nollalampdétilan jakaumasta energiavyohykkeessé, joka on
termisen energian kg7 suuruusluokkaa. Suurenergiset
tasot, joilla F — ep > kT, ovat edelleen tyhjii ja
matalaenergiset tasot, joilla eg — E > kT, ovat tdynna.
Energiaa, jolla tidyttotodenniiksisyys on tasan 1/2,
kutsutaan Fermi-tasoksi ja merkitdan p.
Nollaldmpétilassa u = ep. (Tédmén ns. Fermi-jakauman
tésmilliseen muotoon palataan myshemmin.)

Sovellus johtavuuselektroneihin

Sovelletaan vapaiden elektronien teoriaa metallien
johtavuuskaistassa oleviin elektroneihin. Ensiksi halutaan
tietédd Fermi-energian suuruusluokka. Oletetaan etté
kustakin atomista tulee johtavuuskaistaan Z elektronia,
joka luku on arvioitu seuraavassa taulukossa muutamille
alkuaineille. Kun tiedetdédn aineen tiheys, voidaan laskea
johtavuuselektronitiheys n., ja Fermi-energia saadaan
kaavasta (66).

Z er (eV) Tr (10* K)
Na 1 3.2 3.8
Cu 1 7.0 8.2
Fe 2 11.1 13.0
Al 3 11.7 13.6
Pb 4 9.5 11.0

Todetaan ettd Fermi-energiat ovat varsin suuria
verrattuna termiseen energiaan huoneen lampotilassa,
joka on kT = 0.025 eV. Fermi-jakauman pyoristyminen
huoneen lampotilassa on siksi varsin vihéisté.
Vaihtoehtoinen tapa nahdé tdmé on mééritella
Fermi-limpdotila Ty kaavalla

_F
= (67)

T
Se on oleellisesti sama asia kuin Fermi-energia mutta
lausuttuna lampotilayksikoissd. Verrattuna huoneen
lampéotilaan ndmé ovat suuria, suuruusluokkaa 10 000 K,
joten Fermi-jakauman pyo6ristyminen huoneen
lampdotilassa on varsin vihéista.
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Fermi-pinta

Edelld johdettiin, ettd elektronitasot ovat tayttyneet
Fermi-energiaan (66) asti. Energia riippuu aaltovektorista
kaavan E = h°k?/2m (51) mukaan. Vastaten
Fermi-energiaa, on myos k:lla arvo, johon asti tasot on
taytetty:

kF = (37r2ne) 1/3 5

jota kutsutaan Fermi-aaltoluvuksi.

(68)

h2k?
E=2%
2m

kg

Lisdaksi méaritelldan Fermi-litkemddrd ja Fermi-nopeus

kaavoilla
_rr

m

pr = hkp, vp (69)

Laskemalla saadaan suuruusluokat kg ~ 1019 1/m ja
vp ~ 10% m/s.

Kun ajatellaan kolmiulotteista avaruutta jonka akselit
ovat kz, ky ja k., ovat tdynné olevat tasot kp-séteisen
pallon sisélld. Pallon pintaa sanotaan Fermi-pinnaksi.

4.2 Elektroni jaksollisessa potentiaalissa

Edellé tutkittiin vapaita elektroneja, joita sitten
kéytettiin mallina metallin johtavuuselektroneille.
Vapaaelektronimallissa oletettiin, ettd potentiaali havida.
Todellisuudessa ionit aiheuttavat aina paikasta riippuvan
potentiaalin U(z), mitd tapausta nyt tutkitaan.

Kiteisessé aineessa potentiaalin U(z) huomioon
ottaminen on suhteellisen helppoa, koska silla on erittdin
merkittdva symmetria. Tutkitaan yksiulotteista tapausta,
jossa hilavakio on a. T&lloin

Uz +a) =U(x). (70)

Toisin sanoen, U(x) on jaksollinen funktio, jonka jakso on
a. Tama tarkoittaa, ettd meiddn tarvitsee tietaé
potentiaali vain yhdessé alkeiskopissa, niin sitten
jaksollisuuden (70) perusteella tieddimme sen koko
kiteessa.

Tehtédvéné on nyt ratkaista Schrodingerin yhtalo

1 ()
2m  dx?

+ U(z)(z) = Ey(x). (41)

Téssé on merkittdvanid apuna Blochin teoreema. Se sanoo
ettd aaltofunktio ¥ (x) voidaan kirjoittaa muotoon

()

Téamé on kahden tekijan tulo. Naista v on jaksollinen
funktio, jonka jakso on a. Eksponenttiosa ei ole
a-jaksollinen, silld

= e u(z), u(z+a) =u(x). (71)

eik(era) _ eikaeikm ;é eikz. (72)

Nihdé#én siis ettd ¥(x) ei ole jaksollinen, mutta |¢(x)| on.

Blochin teoreemalle voidaan esittéé erilaisia enemmén tai
vihemmén uskottavia todistuksia. Yritetdin téssé
seuraavaa. Sijoitetaan muoto (71) Schrédingerin yhtiléon.
Pienelld laskulla saadaan

2 12 -3 2 272
B0y (-
2m

) u. (73)

Téamé yhtélo on a-jaksollinen. Toisin sanoen, jos se
ratkaistaan yhdessa alkeiskopissa, saadaan ratkaisu
kaikkialla. Ndhdéén siis ettd Blochin muoto (71) on
ainakin mahdollinen. Téydellisessé todistuksessa
vaadittaisiin liséksi, ettd nédin saadaan todella kaikki
ratkaisut.

Blochin muoto voidaan ndhdé yleistyksenéd vapaan
elektronin aaltofunktiosta (50): kidepotentiaalin
vaikutuksesta eksponentiaaliosa on kerrottava
a-jaksollisella osuudella u(x). Tutkitaan litkem&#rin
odotusarvoa téssa tilassa.

Edelld todettiin, ettd liikkemé#iras kuvaa operaattori (42).
Kvanttimekaniikan periaatteiden mukaan sen odotusarvo
saadaan laskemalla integraali

(p) = / v*(z) (-ih;;) W(@)dz.

Sijoittamalla ja olettamalla normalisointi [ |u|?dz = 1
saadaan

(74)

(p) = hk —l—/u*(x) (—zhjx) u(z) dx. (75)
Téssé ensimmaéinen termi on vapaaelektronimallin
litkem&dra (52). Jalkimméinen on korjaus, joka tulee
jaksollisesta potentiaalista. Ensimmaéista termia
kutsutaan kideliikemé&éraksi. Joissain tapauksissa sité
voidaan kéyttad liikeméadran tavoin unohtaen
jalkimmaé&inen termi.

Energiakaistat
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Vapaan elektronin energia riippuu aaltovektorista k& kuten

h2k2?
E:

. 51
o (51)
Tarkastellaan péaédpiirteittdin miten td&méa muuttuu kun
lisétéén jaksollinen potentiaali (70). Viitetddn ettd
muutos on suurin aaltovektorin arvoilla

nm
k=—,
a

n=+1,42,... (76)

Arvoja (76) kutsutaan vyohykerajoiksi, ja niiden viliin
jaavia alueita Brillouinin vyohykkeiksi.
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Perustellaan tdma kéyttden hyviksi Braggin kaavaa
(d—a)
2asinf =n\, n=1,2,3,... (3)

Kun tarkastellaan sirontaa kohtisuoraan suuntaan

(0 = 7/2), saadaan 2a = n\, mikd on sama ehto kuin ylld
(76).
>
>
[ ([ ] [ ] [ [ ]
[

Tamé voidaan tulkita siten, ettd kun sironta tapahtuu
kahdesta perakkéisestd ionista, ovat sironneet aallot
samassa vaiheessa. Tamé tarkoittaa ettd elektronin
aaltofunktio ei olekaan etenevi (o< e***) vaan siini
sekoittuvat vastakkaisiin suuntiin etenevit aallot (e?** ja
e~ %) Niistd muodostuu kaksi seisovaa aaltoa, jotka
ovat esim. cos(kz) ja sin(kzx).

4 A=2a
coskx ~sinkx | - | -

Jos ionit (attraktiivinen potentiaali) on keskittynyt
pisteisiin & = na, on cos(kx):lla alempi energia kuin

sin(kx):114, koska se on keskittynyt néihin pisteisiin.
Muistutetaan ettd potentiaalin U(z) odotusarvo on

) = / ()20 (2)d. (77)

Muilla k:n arvoilla kuin (76) on vapaiden elektronien
malli varsin hyva approksimaatio. N&in syntyvit tasojen
energiat E(k) on hahmoteltu kaavan (76) jélkeisesséi
kuvassa. Ndhdaén ettd syntyy energiakaistoja ja niiden
viliin energiarakoja.

Tiukan sidoksen likimiiridismenetelméi

Ajatellaan seuraavaa yksinkertaistettua kuvaa Blochin
aaltofunktiosta (71). Meilld on jokin yhden atomin
elektronitasoa kuvaava aaltofunktio ¢(z). Kun tillaiset
atomit muodostavat kiteen, ajatellaan funktio u(z)
summana ¢-funktioista, jotka ovat kunkin atomin
kohdalla 2 = na. Blochin vaihetekiji e™*® ~ e*" sitten
kertoo kunkin atomin ¢:n tekijalla e**",

AN

u(x)
0(x)  ¢(x-a) 0(x-2a) ¢(x-3a)
\|!(x) n ika i2ka  i3ka
vaihetekija 1 e e e
atomien g L g g L
paikat le—]
Kirjoitetaan

Y(x) = e* Gz — na). (78)

Téssé siis funktio ¢(x) on siirretty paikkoihin na,
kerrottu vaihetekijélld e?*® ja sitten kaikki laskettu
yhteen. Tarkistetaan ensin, ettd ¢ on Blochin muotoa
(71). Kirjoitetaan

Y(x) = e Z e_ik(‘r_"“%(x —na). (79)
Tésté identifioidaan
u(z) = Z e~ H@En) g1 — pa), (80)

n

ja tarkastetaan onko se jaksollinen, kuten pitéisi.

u(x +a) = Z e~ klata=na) g0 4 0 — na)

_ Z efik(xf(nfl)a)¢(gg — (n—1)a) = u(x), (81)

missé vilmeinen vaihe saadaan muuttamalla
summausindeksi n = n’ 4+ 1. Blochin muoto (71) siis tuli
todettua.
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Lasketaan energian odotusarvo tilassa (78) kaavasta

o _ v @M@

S T @) (82)
TAassa )
K2 d

on sama energiaa kuvaava operaattori, joka on
Schrodingerin yhtélossd (41). Kaavan (82) nimitt4ja ottaa
huomioon, etti aaltofunktio ¢ (78) ei ole normalisoitu,
vert. (48). Sijoitetaan 1 ja merkitdin

[ o @Ho@yts = ~a
[ @£ aHo@ds = -5

[ 6 @otads =1 (84)
Oletetaan muut matriisielementit nolliksi, esim.
/¢*($ 1+ 2a)Ho(z)dz ~ 0
/ 6" (z + a)p(z)dz ~ 0. (85)

Néin siksi ettd kun atomit ovat kauempana toisistaan,
niiden aaltofunktioiden tulo on kaikkialla pieni.

Jaksollisuudesta seuraa mm.

/é*(m +na)Ho(z + na)de = —a
(86)

ja vastaavasti muille suureille. Saadaan

B = —a— (e + e %) = —a — 28 cos(ka).  (87)
Niahdédan etta energia-arvot muodostavat energiakaistan.
Kaistan leveys on 43 ja —a on kaistan keskikohdan
energia. Toistettaessa sama eri atomitiloille, saadaan
hyvin samantapaisia energiakaistoja ja energiarakoja
niiden véliin kuin hahmoteltiin edell4.
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Aikariippuvuus kvanttimekaniikassa

Pyrimme seuraavaksi tarkastelemaan dynamiikkaa eli
ajasta riippuvia ilmisitd. Talloin aaltofunktio v (zx, t)
riippuu seké paikasta x ettd ajasta t. Tam& madraytyy
ajasta riippuvasta Schridingerin yhtdlostd

N
ih— = Hu. 88
Sl = Hy (59)
Téssd H on Hamiltonin operaattori, joka yhdelle
hiukkaselle on
R 02
H=——— .
o a2 TU@) (89)

Oletamme ettéd yhtils (88) on perusteltu muualla.
Todetaan téssé vain lyhyesti sen yhteys edella
kayttamadmme ajasta riippumattomaan Schrodingerin
yhtiloon (41), joka voidaan lyhyemmin kirjoittaa muotoon

Hp = E¢. (90)

Oletetaan ettd meilld on yhtélon (90) ratkaisu ¢(x) jollain
annetulla energialla F. Etsitdéin ajasta riippuvan yhtélon
ratkaisua muodossa

U, t) = e (),

missd w on kulmataajuus. Ndhdadn helposti ettd tdméa
toteuttaa yhtélon (88) kun

(91)

E = hw. (92)
Siis tasoon energialla E liittyy aikariippuvuus
kulmataajuudella w = E/h.

[Aiemmin relaation (92) on viitetty pétevin fotoneille ja
fononeille (39). Nyt viitetddn, ettd se toimii myos
elektroneille. TAmé& on esimerkki
“aalto-hiukkas-dualismista”: sihkomagneettiselle
siteilylle ja hilavéréhtelyille, joiden aluksi ajateltiin
olevan vain varidhtelyé, on tullut hiukkasominaisuuksia.
Elektroneille, joita aluksi ajateltiin hiukkasina, on tullut
aalto-ominaisuuksia.]

Elektronin liike hilassa

Edelld selvitettiin ettd elektronit kéyttaytyvit kuin
aallot, joilla on aaltovektori k ja kulmataajuus w = E/h.
Nama4 aallot ovat taysin delokalisoituja, eli ne ulottuvat
periaatteessa x = —oo:std © = +-o0:44n. Jos halutaan
muodostaa lokalisoitunut aalto, pitdd muodostaa
aaltopaketti, jossa on mukana useampia aaltolukuja, esim.
vélilld (k — Ak, k 4+ Ak). Téllainen paketti liikkuu
ryhmdanopeudella

(93)

kuten toivottavasti on osoitettu aaltoliikkeen kurssilla.
Jos ei, katso liite B.

Usein ryhménopeus (93) riippuu k:sta. Télloin
aaltopaketin muoto muuttuu ajan kuluessa, ja



ryhménopeus on tulkittava jonkinlaiseksi
keskimaéraiseksi nopeudeksi.

Sovelletaan ryhménopeutta (93) elektroneihin. Kdyttien
w = E/h saadaan elektronin etenemisnopeudeksi

1dFE
=== 94
YT hdk (94)
Oletetaan ettd elektroniin vaikuttaa voima F. Tamén
tekemé ty0 F'vdt on sama kuin energian muutos
dE = (dE/dk)dk. Kéyttéen kaavaa (94) saamme

dk
h— = F. 95
7 (95)
Voima F' voi aiheutua esimerkiksi sdhkokentéistd £, jolle
F = —e&. Téssd —e on elektronin varaus.

Yhtilot (94) ja (95) ovat varsin tuttuja kun ajatellaan

hk = mv ja E = h*k?/2m. Niiden sisilté on nyt kuitenkin
toinen koska F(k) poikkeaa vapaan hiukkasen
lausekkeesta (51).

: : E ! J

S S N N A
-2n/la —Ta 0 Tt/a 2mla

S

Oheisessa kuvassa on hahmoteltu v kaavasta (94). Sielld
missd vapaaelektronimalli on hyvi, pétee v ~ hik/m,
mutta vyohykerajoilla (76) nopeus hivida, v — 0.

Tutkitaan elektronia kun siihen vaikuttaa vakio voima F'.
Kaavan (95) mukaan aaltoluku k = ko + Ft/h kasvaa
tasaisesti alkuarvostaan kg ldhtien. Jos elektroni on
energiakaistan alareunan tuntumassa, kiyttaytyy se ldhes
samoin kuin vapaa elektroni. Esimerkiksi levosta lahtien
(v =0, ko = 0) nopeus kasvaa tasaisesti voiman suuntaan.
Tilanne on toinen energiakaistan yldreunan tuntumassa.
Kun k ldhestyy vydhykerajaa k = 7/a, nopeus pienenee
k:n kasvaessa. Tamé voidaan ymmaértda siten, ettd
elektroni alkaa sirota vastakkaiseen suuntaan.
Kvanttimekaniikka mahdollistaa, etté elektroni voi
samaan aikaan olla liikkumassa eri suuntiin. Téassa
tapauksessa v on tulkittava aaltopaketin keskiméaaraiseksi
nopeudeksi. Kaavasta (75) ndhtyni tulee liitkem&érin
jalkimmaéinen termi oleelliseksi. Perustelematta asiaa sen
tarkemmin, viitetdén ettd ki arvot k = £7/a ovat
fysikaalisesti samat (samaan tapaan kuin kidevérihtelyilld
|k| > 7/a €l tuo fysikaalisesti uusia tiloja). Siksi k:n
saavuttaessa vyohykerajan k = m/a se hyppéikin arvoon
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k = —m/a. Téstd k vol jatkaa kasvamistaan kaavan (95)
mukaisesti. Elektronit eivét siten hyppéa kaistalta
toiselle, vaan pysyvit samassa kaistassa sikéli kun
sdhkokenttd ei ole hyvin suuri. Jos sdhkokenttd on suuri,
voi tapahtua hyppyjd myos energiaraon yli kaistalta
toiselle. Téta kutsutaan Zener-tunneloinniksi.

k

0 1

Tutkitaan mielivaltaista energiakaistaa. Energiakaistan
pohjassa energia riippuu nelidllisesti k:sta, jolloin voidaan
kirjoittaa

B2 (k — ko)?

E~ FE
ot 2m*

(96)
missd m* on vakio, jota kutsutaan efektiiviseksi massaksi.
Yleisesti sen arvo ei ole sama kuin elektronin massan,
mutta usein se on samaa suuruusluokkaa. Vastaavasti
voidaan kirjoittaa energiakaistan huipun ldhella.
Merkittavin ero on etté sielld m™ on negatiivinen.

Alueessa, missi efektiivisen massan approksimaatio on
voimassa, saadaan kaavoista (94) ja (95) liikeyht#loksi

Ldv

w_p
a7

(97)
Téamé& on kuin Newtonin liikeyht&lo, mutta m* voi olla
my06s negatiivinen.

Blochin viaridhtely

Ideaalisessa periodisessa potentiaalissa seuraava prosessi
voi tapahtua. Kuten edellé oletetaan vakio voima F'. Kun
hiukkanen ldhtee liikkeelle levosta k& = v = 0, kasvaa

k = Ft/h tasaisesti. Aluksi myos nopeus kasvaa.
Lihestyttiessd k = 7/a:ta nopeus alkaa kuitenkin
pienetd. Saavuttaessaan vyShykerajan k = mw/a hyppid k
arvoon k = —m/a. Tistd k jatkaa kasvamistaan kaavan
(95) mukaisesti. Jonkin ajan kuluttua hiukkanen palaa
lepoon k = v = 0, jonka jélkeen kierros alkaa alusta.
Vastaava prosessi voi tapahtua myos ylemmissé
energiakaistoissa.
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N#hda#n etté kierroksen aikana hiukkasen nopeus on yhté
kauan aikaa negatiivinen kuin positiivinen. Siis kierroksen
lopuksi my6s hiukkanen palaa ldhtopisteeseensd x. Toisin
kuin vapaalle hiukkaselle, jonka vakio siahkokentta saa
kiihtymé&én rajatta, hiukkanen jaksollisessa potentiaalissa
siis jd& heilumaan edestakaisin l&htopisteensé
ldheisyyteen. Tété ilmiota kutsutaan Blochin
vérahtelyksi. Se on todellinen ilmid, joka on havaittu
kokeellisesti keinotekoisilla jaksollisilla potentiaaleilla.
(Esim. atomit voimakkaan laservalon muodostamassa
potentiaalissa). Sitd ei kuitenkaan havaita elektroneille
tavallisissa kiteissé. Miksi ei, palataan sithen myShemmin.

Energiatasojen tiheys

Edelld laskettiin vapaiden elektronien energiatasojen
tiheys (64). Kun otetaan jaksollinen potentiaali
huomioon, syntyy energiakaistoja. Yhden kaistan tasojen
tiheys voisi olla oheisen kuvan kaltainen.

dn
dE

min max

4.3 Johteet ja eristeet

Kiinteiden aineiden séhkonjohtokyky vaihtelee suuresti.
Téamén perusteella kiinteédt aineet jaetaan johteisiin eli
metalleihin, puolijohteisiin ja eristeisiin. Namé erot
voidaan suureksi osaksi selittdid aineiden
energiakaistarakenteen avulla. Perussdanto on, ettéa
johteissa jokin energiakaista on vain osaksi taytetty.
Eristeissd taas ylimmén tdyden kaistan ja alimman tyhjan
kaistan vélissé on energiarako. Asian tarkempi perustelu
tehdéén vasta my6hemmin.

V\E  eriste E johde
tyhja
kaista
energiarako _ } osaksi
u tayttynyt
taysi kaista
kaista

Tarkastellaan esimerkiksi natriumia. Natriumatomissa
ovat tasot 1s, 2s ja 2p tdynné ja tasoista 3s toisessa on
elektroni. Kun se muodostaa kiteen, voisivat sen
energiakaistat olla oheisen kuvan mukaiset.

3p } tyhja

kaista

osaksi

tayttynyt
kaista

3s

2p b dn

taydet dE
2s
N I

kaistat
(Kuvan energia-asteikko on epélineaarinen, oikeasti
alempien tasojen vilit ovat paljon suuremmat.)

Vastaten atomin energiatasoja, ovat kaistat 1s, 2s ja 2p
tdynnd. Kaistaan 3s mahtuisi kaksi elektronia jokaiselta
atomilta mutta elektroneja tdhén kaistaan riittaéd joka
atomilta vain yksi. Siksi 3s-kaista on vain puoleksi
tdynnd. TAmén takia natrium on johde. (Todellisuudessa
kaistat 3s ja 3p menevit padllekkdin, mika el muuta
edellistd paidtelméé.)

Natriumista seuraava alkuaine jarjestysluvussa on
magnesium. Siind molemmissa 3s-tasoissa on elektroni.
Periaatteessa tamé voisi olla eriste, koska 3s-kaista on nyt
taysi. Kuitenkin 3s ja 3p kaistat menevit padllekkéin.
Téamén takia kumpikaan kaista ei ole taynna ja
magnesium on johde.

E

3p

3s

dn
dE

Eristeissd on merkittdva energiarako tédysien ja tyhjien
kaistojen vélilla. Esimerkiksi timantti ja SiO5 ovat
eristeitd

eriste puolijohde
E E
tyhja ) )
y johtavuus-
} kaista kaista
e . valenssi-
o, }
dn dn
dE dE

Puolijohteissa on my6s energiarako, mutta se on
suhteellisen pieni, niin ettd ldmpotilan vaikutuksesta osa
elektroneista on virittynyt ylempéaén kaistaan. Tyypillisid
puolijohteita ovat pii ja germanium. Ohessa energiaraon
arvoja. Muistutetaan vield ettd huoneen lampotilassa
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kT = 0.025 eV.

Ey (eV)

C (timantti) 5.5

Si 1.12

Ge 0.67

InSb 0.17
GaAs 1.4
NaCl 9.0
Al,O4 9.9
Si04 11

4.4 Metallit

Tutkitaan metallia. Edelld todettiin etté elektronit
johtavuuskaistassa liikkuvat suurella nopeudella ~ vp.
Tasapainotilassa on kuitenkin yhta todennékoista, etta
elektronit liikkuvat vastakkaisiin suuntiin tasoissa k ja
—k. Siksi tasapainossa ei ole nettovirtausta.
Sahkovirrantiheys 5 = 0.

virtaukset oikealle ja
vasemmalle kumoavat

nettovirtaus oikealle

Jotta metallissa olisi séhkovirta, j # 0, tdytyy joissain
tasoissa k ja —k olla eri miehitys. Tilanne s&hkoa
johtavassa metallissa on hahmoteltu oheisessa oikean
puoleisessa kuvassa, missé oikealle liikkuvat elektronitasot
on miehitetty korkeampaan energiaan asti kuin
vasemmalle liikkkuvat. (varoitus: kuva on vahvasti
liioiteltu.) Pyritééin perustelemaan tdmé kuva
seuraavassa.

Edelld todettiin ettd voima F = —e€ saa k:n kasvamaan
ajan mukana. Samalla todettiin ettd tdmé johtaa siihen,
ettd ennen pitkad elektroni ajautuu kohti vyon reunaa,
missd tapahtuu Braggin heijastus. Tamé kuva ei
kuitenkaan toteudu todellisissa metalleissa. Syyné tdhian
ovat poikkeamat ideaalisesta jaksollisesta potentiaalista.

e atomien lampoliike

e kiteen epétdydellisyydet: puuttuvat, yliméaraiset ja
vieraat atomit, dislokaatiot

Niista aiheutuu, etta elektroni siroaa paljon ennemmin
kuin se saavuttaa vyohykerajan (76).

Elektronit voivat sirota tyhjiin tasoihin, jotka ovat
samalla tai alemmalla energialla. Vakio ulkoinen voima ja
sironta synnyttavét tilanteen, jossa elektronien jakauma
ei endd muutu ajan kuluessa.

k

|
—Tt/a

-

Fe g Tt/a

Tutkitaan sihkonjohtavuutta yksinkertaisella Druden
mallilla. Oletetaan ettd elektroni siroaa keskimé#rin ajan
7 kuluessa. Téta kutsutaan relaksaatioajaksi. Oletetaan
ettd sironta tapahtuu satunnaiseen suuntaan, jolloin
elektronin keskimédrdinen nopeus heti sironnan jilkeen
on nolla. T&ll6in yhden elektronin keskimé#éraista
liikem&ddrdd p = mv voidaan kuvata yhtalolla

dp P
i e€. (98)
Téamé on Newtonin liikeyhtéls, jossa oikealla puolella on
sihkokentéistd aiheutuva voima F = —e€ seki sirontaa
kuvaava termi —p/7. Nihddéin ettd termi —p/7 pienentii
keskimé&iraistd liikeméadraé, ja tdhén pienenemiseen
kuluvaa aikaa kuvaa relaksaatioaika 7. (harjoitustehtévi)

Etsitdén yhtdlon (98) ratkaisua missé keskimédriinen
liikemééra el muutu, dp/dt = 0. Tistd saadaan elektronin
keskimé#ériiseksi nopeudeksi v = p/m = —er&/m. Téami
synnyttid sihkovirrantiheyden j = —enev. (Virrantiheys
on virta jaettuna sitd vastaan kohtisuoralla pinta-alalla,
jonka léapi virta kulkee. On hyva tarkastaa, ettd laadut
tdsmédvat kaavassa j = —engv:

[j] = A/m® = C/sm?, [¢] = C, [n] = 1/m3, [v] = m/s.)
Néin saadaan

j =o€, (99)
missé
eZnet
= — 100
o= (100)

Huomataan ensimmaéiseksi, ettd kaava (99) on Ohmin
laki: virta riippuu lineaarisesti séhkokentéstid. Ohmin lain
tutumpi muoto V' = RI saadaan kun meilld on johde
jonka pituus on L ja poikkipinta-ala A. T&lloin virta

I = Aj ja jannite johdon péiden vililla V = LE. Nain
ollen resistanssi R = L/cA. Suure o on johtavuus ja sen
kddnteisluku p = 1/0 on resistiivisyys.

Johtavuuden kaava (100) johdettiin téssd varsin
yksinkertaisesti. Sama tulos saavutetaan tarkemmalla
laskulla, jossa otetaan huomioon elektronien
Fermi-jakauma seké se, etté sironta voi tapahtua
ainoastaan tyhjiin tasoihin.

Taulukossa on annettu joidenkin metallien mitatut
resistiivisyydet ja niistd lasketut relaksaatioajat
lampdotilassa T = 273 K.
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p (1078Qm) 7 (107 s)
Na 4.2 3.2
Cu 1.56 2.7
Fe 8.9 0.24
Al 2.45 0.80
Pb 19.0 0.14

Kvalitatiivisesti resistiivisyyden riippuvuus lampétilasta
on alla olevan kuvan tyyppié.

p

0 7 (K)

Huoneen lampdétilassa on hilavirihtelyistd aiheutuva
resistiivisyys dominoiva. Se hivida vihitellen laskettaessa
lampotilaa kohti absoluuttista nollapistetta. Matalissa
lampotiloissa kiteen virheet ovat méardavia, silld niista
aiheutuva resistiivisyys on lampdétilasta riippumaton.
Saantod ettd kummastakin ldhteestd tulevat
resistiivisyydet voidaan laskea yhteen, p = p; + po,
kutsutaan Mathiessenin séénnoksi. Suprajohtavassa
metallissa on lisiksi matalissa [ampdotiloissa muutos
suprajohtavaan tilaan, jota tarkastellaan mychemmin
téssd kurssissa.

Alla olevissa kuvissa on esitetty mitattuja kuparin
resistiivisyyksié eri lampotiloissa.
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Tadydet kaistat ja aukot

Edellé tarkasteltiin miten elektronit kuljettavat
sdhkovirtaa osaksi tdytetyssd energiakaistassa. Tamén
perustella voidaan myos ymmértda miksi taysi
energiakaista ei johda. Tadydessé kaistassa on aina yhté
paljon positiiviseen kuin negatiiviseenkin suuntaan

kulkevia elektroneja, joten nettovirtaus havias.

On olemassa vaihtoehtoinen tapa ajatella sahkon kulkua
osaksi tdytetysséd energiakaistassa. Taytettyjen tasojen
asemasta voidaan tarkastella niitd tasoja, joissa ei ole
elektroneja. Tillaisia puutuvia elektroneja kutsutaan
aukoiksi. Tama tarkastelutapa on hyodyllinen erityisesti
silloin, kun energiakaista on melkein tdynné.

Kuten edelld, tarkastellaan tapausta, jossa elektroneihin
vaikuttaa voima, joka ajaa niitd suuremmille k:n arvoille.
Télloin aukot kéyttaytyvit kuvan mukaisesti.

aukot E
X

|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|

k

Tt/a

Téssé tapauksessa aukoilla v = (1/h)dE/dk on
keskim&drin negatiivinen, eli ne liikkkuvat negatiiviseen
z-suuntaan. Sithen n&hden etté kaista olisi taysi, liittyy
aukkoihin positiivinen varaus. Siis positiiviseen
z-suuntaan liikkuvien negatiivisten varausten
(elektronien) asemesta voidaan ajatella sihkovirran
muodostuvat negatiiviseen z-suuntaan litkkuvista
positiivisesti varatuista aukoista.

Elektronien limpokapasiteetti

Edella tutkittiin hilavérahtelyistd aiheutuvaa
lampokapasiteettia. Taman lisdksi myos elektronit
vaikuttavat lampokapasiteettiin. Periaatteessa voisi
johtavuuselektroneista aiheutua samaa suuruusluokkaa
oleva lampdokapasiteetti kuin hilavirahtelyistékin.
Kuitenkin huoneen lampdétilassa T" < Tr. Tastd aiheutuu
se, ettd vain hyvin pieni osuus elektroneista (= T'/Tr) on
virittynyt. Tdmén takia on elektronien lampokapasiteetti
hyvin pieni, ja voidaan usein olettaa nollaksi.

Limmoénjohtavuus

Lammonjohtavuus x méaritellddn kaavalla

dr

jo =Ko

101
=3 (101)

miss jo on ldmpdvirrantiheys (laatu W/m?) kun
lampétila T' riippuu paikasta z. (Miinusmerkki tulee siitd
ettd energiavirta on kohti matalampaa lampétilaa.)

Edelld mainittiin hilavéirdhtelyistd (fononeista) aiheutuva
lammonjohtavuus, joka esiintyy seké eristeissé etté
johteissa. Johteissa tdmén lisdksi myos
johtavuuselektronit kuljettavat lampoa. Tamén takia
metallien limmonjohtavuus on usein merkittavasti

25



suurempi kuin eristeiden. Perustelematta asiaa
tarkemmin, mainitaan ettd metallien ldmmonjohtavuus
on aika hyvin verrannollinen niiden sihkénjohtavuuteen o
niin etta

N 7r2k7]23T
T 3e2

o. (102)

T&té riippuvuutta kutsutaan Wiedemann-Franz-laiksi.

Fermi-jakauma

Edelld on puhuttu Fermi-jakaumasta. Katsotaan sité
hieman tésméllisemmin. Fermi-jakauma antaa
elektronitasojen tayttotodenndkoisyyden tasapainotilassa.
Todennékéisyys f(E) riippuu tason energiasta E.
Jakauma on esitetty kuvassa.

“2igT —2kgT 0 2KgT  4keT E-u

Kaikki matalan energian tasot ovat tdynné,

f(p— E > kpT) = 1. Kaikki korkean energian tasot ovat
tyhjid, f(E — p > kgT) = 0. Jakaumassa on kaksi
parametria: absoluuttinen lampdétila T’ ja energia p. p:té
kutsutaan Fermi-tasoksi tai kemialliseksi potentiaaliksi. p
on se energia, jolla tiyttotodenndkoisyys on tasan 1/2. Se
madraytyy yleensé siitéd ettd elektronien tiheys n. on
tiedetty.

Fermi-jakauma voidaan myos esittdd kaavana,

1

NE) = =it 11 (103)

Tamé johdetaan termofysiikan kurssilla ja lyhyesti myos
liitteessd A.

4.5 Puolijohteet

Edelld mainittiin ettd puolijohteissa energiarako on pieni,
ja siksi lampoliike virittaéd elektroneja sen yli.

Oheisessa kuvassa pisteet esittéivit elektroneja, jotka ovat
virittyneet valenssikaistan yldosasta johtavuuskaistan
alaosaan. Valenssikaistassa taas on aukkoja eli puuttuvia
elektroneja. Kuten edelld perusteltiin, seké
johtavuuskaistan elektronit etté valenssikaistan aukot
aiheuttavat saman suuntaisen sdhkovirran.

\E F =-e&
. >
johtavuus- v
. n *
kaista 0y sevees 4 ="€
= j=-eny,+eny,
. 0o 900000 (g*= +e +——— <——

valenssi- <_p 4

kaista

Samoin kuin metalleissa, varauksenkuljettajien
keskiméarainen nopeus on verrannollinen sihkokenttdan.
Kirjoitetaan témé erikseen elektroneille (indeksi n
tarkoittaen negatiivista varausta) ja aukoille (indeksi p
tarkoittaen positiivista varausta),

v, = —eB,E, v, =eByE, (104)

missé kertoimia B,, ja B, sanotaan litkkuvuuksiksi
(mobility). (v,:n lauseke on sama kuin edelld kirjoitettiin
metallin tapauksessa, paitsi ettd B,,:n sijasta kirjoitettiin

T/m.)
Kun elektronien lukuméératiheys on n,, ja aukkojen np,
saadaan virrantiheys

J = —en,v, +enyv, = €%(n, By, +n,B,)E. (105)
Téstd saadaan johtavuudeksi
o = e*(np By, +npBy). (106)

Puolijohteissa sihkonjohtokyky riippuu voimakkaasti
lampétilasta, silld n, ja n, riippuvat olennaisesti
lampotilasta.

Puolijohteiden ominaisuuksia voidaan muuttaa lisiamalla
sopivia epadpuhtauksia. Tarkastellaan esimerkiksi piita tai
germaniumia, joilla on nelja valenssielektronia atomia
kohti. Korvataan yksi atomi fosforilla tai arseenilla (P,
As), joilla on viisi elektronia uloimmalla kuorella. Niin
tuleva viides elektroni joutuu siirtyméén
johtavuuskaistalle. Epéapuhtausatomille ja& nyt kuitenkin
positiivinen varaus e, joka vetdd téta elektronia puoleensa.
Téamén seurauksena muodostuu elektronille energiatasoja,
jotka ovat samankaltaisia kuin elektronilla vetyatomissa.
Olennaisena erona on ettd vetyatomissa elektroni litkkuu
tyhjiossd mutta epdpuhtausatomia kiertéva elektroni
liikkuu puolijohdeatomien muodostamassa taustassa.
Yksinkertaisimmillaan tdmé tausta otetaan huomioon
siten ettd 1) kiertdvéin elektronin massan paikalla on
puolijohteen johtavuuskaistan efektiivinen massa ja 2)
positiivisen varauksen e synnyttdmé potentiaali on
heikentynyt puolijohdemateriaalin suhteellisella
dielektrisyysvakiolla. Néisté tekijoistd johtuen on sidotun
tason energia vain jonkin verran johtavuuskaistan
alareunan alapuolella. (harjoitustehtévi)

Ajatellaan ettd epidpuhtauksia on useita. Naisti
aiheutuvat ylimééaraiset elektronit asettuvat tasoille, jotka
syntyvét juuri johtavuuskaistan alapuolelle. Nama
padsevit helposti virittyméédn johtavuuskaistaan, missi ne
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osallistuvat sdhkonkuljetukseen. Téllaista puolijohdetta
sanotaan negatiivisen tai n-tyypin puolijohteeksi.

AE AE
} johtavuus-
°. o o kaista
( oceeOe0O0e
™~ epépuhtaus-
taSOt \oo&oocooo
. Ws
valenssi-
} kaista
n-puolijohde p-puolijohde

Vastaavasti voidaan kayttéda epdpuhtauksia joilla on
vihemmaén kuin neljé elektronia ulkokuorella, esimerkiksi
alumiini tai gallium (Al, Ga). Namé synnyttavit juuri
valenssikaistan yldpuolelle sidottuja aukkotasoja. Ne
voivat tayttyé elektroneilla, jolloin syntyy vapaasti
lilkkuvia aukkoja. Téllaista puolijohdetta sanotaan
positiivisen tai p-tyypin puolijohteeksi.

Puhtaassa puolijohteessa Fermi-taso on suunnilleen
energiaraon puolessa vélissé, silld elektronien maara
johtavuuskaistassa on sama kuin aukkojen m#ari
valenssikaistassa. N-puolijohteessa Fermi-taso on
nollalampdotilassa johtavuuskaistan ja epdpuhtaustasojen
vilissd. Lampotilan noustessa se laskee kun
epapuhtaustasojen elektronit virittyvat

johtavuuskaistaan.
AE AE AE

uooooooooo
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puhdas n-puolijohde p-puolijohde

Samojen periaatteiden mukaan Fermi-taso
p-puolijohteessa on epidpuhtaustasojen tuntumassa.

N-p-liitos

Muodostetaan rajapinta n- ja p-puolijohteiden vélille.
Koska elektronien Fermi-taso on korkeampi
n-puolijohteella, virtaavat elektronit n-tyypista p-tyypin
puolelle. P-tyypin puolelle muodostuu siksi negatiivinen
varaus ja n-tyypin puolelle jaa positiivinen varaus. Tdma
nostaa suhteellista p-tyypin potentiaalia. Tasapaino
saavutetaan silloin, kun molempien puolijohteiden
Fermi-tasot ovat samat. Néin ollen sama Fermi-jakauma
pétee koko jérjestelméssa.
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Vastaava potentiaaliero syntyy minké tahansa kahden eri
johteen vilille, ja sitd kutsutaan kontaktipotentiaaliksi.
Téata on yksityiskohtaisemmin tarkasteltu liitteessd C.

Kytketéadn liitokseen ulkoinen jénnite V', joka on
negatiivinen n-puolella. Jannitteen mééritelmén mukaan
n-puolen elektronien energiat nousevat téllin U = —eV':n
verran. Téstéd johtuen péadsevit n-tyypin elektronit
virtaamaan p-puolelle. Samoin péisevit p-puolen aukot
virtaamaan n-puolelle.
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jannite paastésuuntaan (U > 0)

Jos jannite kytketdén vastakkaissuuntaan, voisivat virrat
olla vastakkaissuuntaiset. Nyt kuitenkin p-tyypin
johtavuuskaistalla on vain hyvin vahin elektroneja ja
n-tyypin valenssikaistalla hyvin vahéan aukkoja, joten
virta on hyvin pieni.
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jannite estosuuntaan (U < 0)

Padtelladn ettd liitos toimii tasasuuntaajana, koska
vastakkaisilla jannitteilld saadaan eri virta.

Muodostetaan yksinkertainen malli. Tarkastellaan vain
elektroneja, aukkojen kéyttdytyminen saadaan
analogisesti. Elektronien virtaus p—n riippuu ainoastaan
elektronien mééréstd p-tyypin johtavuuskaistassa. Téstéa
aiheutuva virta — Iy on siten riippumaton potentiaalista
U. Elektronien virtaus n—p riippuu niiden elektronien
madrastd n-tyypin johtavuuskaistassa, joiden energia
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ylittdd p-tyypin johtavuuskaistan alareunan energian.
Koska Fermi-jakauma téssé alueessa on verrannollinen
eksponenttifunktioon (harjoitustehtévii), on néisti
aiheutuva virta I1(U) = I;(0)eV/*T. Kokonaisvirta on
niiden summa. Ottaen huomioon, ettd tasapainossa

U = 0 taytyy kokonaisvirran havité, saadaan

I(U) = Ip[eY/*=T —1].

(107)

N-p-liitoksen sovellutuksia

Y14 tarkasteltua n-p-liitosta kaytetéddn elektroniikassa
virran tasasuuntaamiseen (misséi vaihtovirta muunnetaan
tasavirraksi). Hieman monimutkaisempaa komponenttia,
jossa on kaksi lihekkiistd rajapintaa (esim. n-p-n)
kutsutaan bipolaaritransistoriksi. Se on térked
komponentti elektroniikassa, silla sitd voidaan kayttas
signaalien vahvistamiseen: pienelli virralla

"kantaan” (joka on kytketty keskelld olevaan ohueen
puolijohteeseen) voidaan ohjata suurempaa virtaa joka
kulkee molempien liitosten 1api.

Tarkastellaan vield edellda kuvatun diodin p-puolta.
Padstosuunnassa sinne tulee yliméérin elektroneja
n-puolelta. Tasapainossa taas virrankuljetus p-tyypisséa
tapahtuu suurimmaksi osaksi aukkojen avulla. Muutos
néiden valilla tapahtuu rekombinaation kautta, jossa
elektroni putoaa johtavuuskaistalta valenssikaistalla
olevaan aukkoon. Téssd vapautuu energia ~ Eg, joka voi
emittoitua sdhkomagneettisena séteilyni. Tatd kaytetdan
hyviiksi loistediodissa (light emitting diode, LED) ja

diodilaserissa.
//@%
x®

r\)

00000000'0 08006000 60000

o © O 0 0 00 500 %o
-

rekombinaatio p-puolijohteessa

N-p-liitosta kéiytetdin myos aurinkokennossa tai
yleisemmin valokennossa. Valokennossa on tarkoitus ottaa
talteen sahkomagneettisen séteilyn energia ja muuttaa se
sahkovirraksi ja jannitteeksi. Kun
eristeeseen/puolijohteeseen osuu siteily, jonka kvantin

energia hw ylittdé energiaraon F, virittyy elektroneja
valenssikaistasta johtavuuskaistaan. Nama elektronit
liikkkuvat satunnaisesti johtavuuskaistassa, kunnes ne
jonkin ajan kuluttua rekombinoituvat aukkojen kanssa,
jolloin energia muuttuu takaisin séteilyksi. Jos kuitenkin
virittyminen on tapahtunut n-p-liitoksen p-puolella,
saattaa elektroni satunnaisesti liikkkuessaan joutua
n-puolelle. T4ill4 se ei endid voi rekombinoitua (koska
sielld ei ole aukkoja) eiké se helposti péése palaamaan
p-puolelle (jos elektronin energia on alempi kuin p-puolen
johtavuuskaistan alareunan energia). Néin n-puolelle
syntyy negatiivinen varaus, joka saa aikaan jénnitteen ja
sdhkovirran ulkoisessa piirissa.
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aurinkokennon toiminta

Heterorakenne

Heterorakenteella tarkoitetaan tapausta, jossa eri
materiaaleja on yhdistetty siten, ettd sama hilarakenne
siilyy. Tama on mahdollista vain jos materiaalien
hilavakiot ovat ldhelld toisiaan. Jos néin ei olisi, ei
hilarakenne rajapinnassa olisi sd&nnollinen. Paljon
tutkittu tapaus on GaAs ja AlAs. Ga ja Al ovat
jaksollinen jirjestelmén ryhméstd 13 ja As ryhmésté 15.
(Vahnemmassa kirjallisuudessa puhutaan ryhmisté 111 ja
V.) Yhdisteet ovat puolijohteita. Molemmilla on
sinkkivilkerakenne (sivu 5). Niiden hilavakiot ovat ldhes
samat: GaAs 563 pm, AlAs 562 pm.

Erilaisia heterorakenteita voidaan valmistaa kayttden
molekyylisuihkuepitaksiaa (molecular beam epitaxy,
MBE). Kaaviokuvassa on esitetty alusta jolle kide
kasvatetaan. Atomi- tai molekyylisuihkut saadaan aikaan
lammittamalld kutakin ldhdetta sopivasti. Kiteen
kasvamista seurataan elektronidiffraktion avulla, jolla
voidaan havaita jaksottainen vaihtelu sen mukaan onko
paallimmaéinen atomikerros vajaa vai taysi. Hoyrystys
tapahtuu ultratyhjiossa.
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GaAs ja AlAs poikkeavat toisistaan energiaraoiltaan.
Esim. Gag.7Alp.3As:ssa F, = 1.82 eV kun taas GaAs:ssa
E4, = 1.42 eV. Voidaan tehdé kiteitd jossa on esim. n
kerrosta GaAs, sitten no kerrosta AlAs, sitten ng kerrosta
GaAs, jne. Néissé energiarako vaihtelee vastaavasti.

Téssé esim. johtavuuskaistaan muodostuu suorakaiteen
muotoinen kuoppapotentiaali z-suuntaiselle elektronien
liikkeelle. Riippuen lisdaineistuksesta (doping) siirtyvét
elektronit materiaalilta toiselle kuten n-p-liitoksessa.
Tamé saa energiakaistat siirtyméian mutta
energiakaistojen reunat myos taipuvat (katso liite C).

# 4§

Oheisessa kuvassa on piirretty kuinka johtavuuskaista
taipuu pienemmén energiaraon puolijohteessa. Siité
aiheutuva potentiaali seké kaksi alinta energiatasoa on
esitetty suurennettuna. Jos Fermi-taso on néiden vilissé,
on matalissa lampotiloissa ainoastaan alempi néistéa
elektroneille mahdollinen. T&ll6in liitokseen syntyy
kaksiulotteinen elektronikaasu. Tamé tarkoittaa, etté liike
x suuntaan on rajattu alimman energiatason mukaiseksi.
Liike kohtisuoriin y- ja z-suuntiin taas on oleellisesti
samanlainen kuin vapaalla elektronikaasulla.

A E

Yleisemmin puhutaan kaksi- tai yksiulotteisista
jarjestelmistd kun liitke yhdessi tai kahdessa
ulottuvuudessa on tdysin médratty, jolloin keskitytain
tutkimaan vain jaljelld olevia vapausasteita.

Edelld kuvatulla tavalla voidaan toteuttaa mm. seuraava
rakenne. Johtava kerros muodostuu heterorakenteen
sisiille. Kerroksen johtavuutta voidaan sddtda rakenteen
pinnalle tehdyilla elektrodeilla, joilla voidaan saada
aikaan kapea johtava kanava. On havaittu ettd téllaisessa

kanavassa konduktanssi G = I/V = 1/R on kvantittunut:
muutettaessa elektrodien jannitettd konduktanssi pyrkii
asettumaan arvoon, joka on kokonaisluku kertaa 2e?/h.

porttielektrodit
2-ulotteinen

elektronikaasu

johtamaton
alue

kapea
johtava
kanava

2
e /nh)
@

CONDUCTANI

CTANCE
IS o

GATE VOLTAGE (V)

Johtavuus puolijohdeheterorakenteessa porttijannitteen
funktiona. [kuva: B. J. van Wees et al, Phys. Rev. Lett.
60, 848 (1988).]

4.6 Sdhkomagneettisen séteilyn ja
kiintean aineen vuorovaikutus

Kiinteén aineen energiakaistarakenteen avulla voidaan
ymmértdd myos monia optisia ilmioitd. Tarkastellaan
ensin yleisesti sihkomagneettisen séteilyn absorptiota.
Oletetaan ettd siteilyn kulmataajuus on w, jolloin sen
fotonin energia on F = hw. Tdmé voi absorboitua
materiaan jos sen elektroneilla on kaksi energiatasoa
energioilla F ja Fy siten ettd hw = FEy — Fq. Liséksi
ehtona on ettd ennen absorptiota alemmassa tasossa on
elektroni ja ylempi taso on tyhja. Fotonin absorptiossa
elektroni siirtyy alemmasta energiatasosta ylempéaén,
jolloin fotonin energia muuttuu elektronin energiaksi. Jos
my0s ylemméssé tasossa olisi aluksi elektroni, absorptio ei
olisi mahdollinen, koska Paulin kieltosd&nto estas
lopputilan.

Tarkastellaan ensin eristeitd. Néissd on energiarako I,
valenssikaistan (= ylin téytetty kaista) ja
johtavuuskaistan (= alin tyhji kaista) vélissi. Jotta
fotoni voisi absorboitua, tdytyy sen energian olla
suurempi kuin energiarako, hw > E,. Tété pienemmilld
fotonin energioilla materiaali on lipindkyvi. Nikyva valo
vastaa energioita vélilld 1.7 eV:sta (punainen) 3.1 eV:iin
(violetti). Taulukosta sivulla 24 n&dhd&én ettéd timantilla,
ruokasuolalla (NaCl), korundilla (Al2O3) ja kvartsilla
(SiO2) energiarako on suurempi kuin 3.1 eV, joten ne
ovat ldpindkyvid koko nékyvén valon alueella. Sama pétee
monille muille eristemateriaaleille.
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eriste eriste jossa epédpuhtausia
E E
tyhja kaista
i taysi kaista
absorptio absorptio
hw hw

Epépuhtaudet voivat aiheuttaa absorptiota eristeissé. Jos
joku aallonpituus absorboituu voimakkaasti, nayttéas
materiaali vastakkaisvériseltd. Esimerkiksi korundissa voi
olla kromiepdpuhtauksia. Ne aiheuttavat absorption
vihredlld alueella, jolloin materiaali nayttad punaiselta.
T&mé tunnetaan rubiinina. Toisentyyppiset epdpuhtaudet
aiheuttavat korundissa eri véreji, jolloin sitd kutsutaan
safiiriksi. Kuvassa vériton ja kaksi epdpuhtauksien
virjaamad kvartsikidetta.

Elektronien liséksi myos hilavarahtelyt aiheuttavat
absorptiota. Tamé absorptio on hilavirihtelyjen
taajuuksilla eli infrapuna-alueella.

Metalleissa johtavuuselektroneilla on suuri vaikutus
optisiin ominaisuuksiin. Johtavuuselektronien
vaikutuksesta sihkomagneettinen séteily ei tunkeudu
syvélle johteen sisddn. Siis metallit ovat
lapindkymattomia. Nikyvéan valon alueella kuitenkin vain
pieni osuus séteilyn energiasta absorboituu. Suurin osa
séteilystéd heijastuu takaisin metallin pinnasta. Tasta
aiheutuu metallin Kkiilto, siis ettd puhdas metallipinta
heijastaa siithen kohdistuvan valon. Pienessad méaarin
metalleissa valoa my6s absorboituu samaan tapaan kuin
eristeissé, kun elektroni siirtyy alemmalta kaistalta
ylemmiélle. Esimerkiksi kuparin (Cu) ja kullan (Au)
kellertava vari syntyy siitd ettd violetin pdén fotonit
absorboituvat elektronin virittyessi Fermi-tason
alapuolisesta d-elektronikaistasta johtavuuskaistaan.

Elektronin viritetty tila voi purkautua séteilyn emissiona.
Téssé elektroni siirtyy ylemmésta tasosta 2 alempaan
tyhjdén tasoon 1, ja vapautuva energia synnyttdi fotonin
energialla hw = E5 — F7. Elektronin viritetty tila voi
kuitenkin purkautua my6s muuta kautta, esimerkiksi

useamman fotonin kautta tai synnyttdmélla fononeja.
Esimerkkejé téstd ovat seuraavat. Fluoresenssi:
emittoituva valiton séteily, jonka taajuus on pienempi
kuin absorboituvan séteilyn. Selitetééin siten, etti
virittynyt elektroni palaa ldhtotilaansa kahdessa
vaiheessa, joista toinen havaitaan emittoituvana séteilyné.
Fosforenssi: viivistynyt emissio koska virittynyt elektroni
ensin siirtyy pitkéikiiseen tasoon (loukkuun), josta se
pédsee palaamaan alkutasoonsa vasta pitkdhkon ajan
kuluttua.

Kun materiaalia séteilytetdéin ultravioletti- tai
rontgenalueella, saadaan tietoa myos sisemmisté
elektronikuorista. Télloin syntyy vapaita elektroneja,
joiden kineettinen energia

Eyin = hw — Ey, (108)
misséd Ep on fotonin absorboineen elektronin sidosenergia.
Saatava fotoelektronien kineettisen energian jakauma
(kiintedlld hw) voisi olla kuvan mukainen. Suurin
mahdollinen kineettinen energia saadaan, kun emittoituva
elektroni ldhtee Fermi-tasolta.

intensiteetti

Fermi-taso

Ekin

4.7 Elektroni-elektroni-vuorovaikutus

Koko kaistarakenteen késittely edelld on perustunut
yksittéisen elektronin liikkeeseen ionien muodostamassa
potentiaalissa. Toistaiseksi ei elektronien wvdilisestd
Coulombin vuorovaikutuksesta ole puhuttu juuri mitéén.
Tamén vuorovaikutuksen mukaan ottaminen on yksi
fysiikan keskeisiéi ongelmia. (Ongelman numeerista
ratkaisua arvioitiin edelld sivulla 8.) Mitéén yleisté
ratkaisua ei tdhan monen kappaleen ongelmaan ole,
ainoastaan suuri joukko erilaisia likim#ardismenetelmié.

Kaikeksi onneksi elektroni-elektroni-vuorovaikutus ei
naytd muuttavan mitdin niistd padtuloksista joita on
esitetty edelld. Erityisesti kiteiden energiakaistarakenne
siiilyy, vaikka sitd kuvaavat parametrit (esim. efektiivinen
massa) muuttuvatkin
elektroni-elektroni-vuorovaikutusten takia.
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5. Kokeellisia tutkimusmenetelmii

Edelld oli jo puhetta diffraktiosta kiderakenteen
tutkimuksessa seké spektroskopiasta energiarakenteen
tutkimuksessa. Téssd muutamia uudehkoja
tutkimusmenetelmié.

Tunnelointimikroskoopilla (scanning tunneling
microscope) tarkoitetaan ohutta metallista neulaa, jota
voidaan liikuttaa tutkittavan pinnan l&dheisyydessai.
Parhaassa tapauksessa neulan kérki on sellainen, etté yksi
atomi on ulompana kuin muut. Neula tuodaan alle
nanometrin etdisyydelle johtavasta tutkittavasta
pinnasta, ja niiden vilille kytketdéan jannite. Elektronit
padsevit tunneloitumaan kérjen ja nédytteen valilld, josta
syntyvé sahkovirta voidaan mitata. Virta riippuu
eksponentiaalisesti neulan ja pinnan vilisestd
etdisyydesta. Rekister6imélla virta samalla kun neulaa
kuljetetaan pinnan suuntaisesti, saadaan virtakuva
pinnasta. Parhaassa tapauksessa saavutetaan atomitason
resoluutio (kuva sivulla 3).

I
ees)

Olennaista laitteen toiminnalle on miten liikuttaa neulaa
varindttomaésti atomimittakaavassa.

neulan
karki

tutkittava
pinta

Pietsokide muuttaa muotoaan kun se asetetaan
sihkokenttdin. Kolmella pietsokiteelld voidaan ohjata
neulaa kaikissa suunnissa.

Léaheistd sukua tunnelointimikroskoopille on
atomivoimamikroskooppi (atomic force microscope). Siin
ohutta kéirked painetaan heikosti pintaa vastaan. Samalla
kun liikutaan pinnan suuntaisesti, luetaan kéarjen
tukivarren taipuma. (Harjoitustehtévini arvioitiin
kahden atomin viliseen voimaan liittyva jousivakio.
Neulaa painetaan saman suuruusluokan jousivakiolla.)
Atomivoimamikroskooppi soveltuu myos eristeiden
tutkimiseen.
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6. Magnetismi

Aloitetaan tarkastelemalla magnetismiin liittyvid suureita.
Magneettinen momentti p méaaritellddan virtasilmukassa
kiertdvana virtana I kertaa silmukan pinta-ala A:

= IA. Magneettisen momentin suunta on virtasilmukan
tasoa vastaan kohtisuorassa. Magneettiseen momenttiin
liittyy ulkoisessa magneettikentdssa B energia

En=-B-p. (109)

Tarkastellaan elektronin rataliikettd atomissa.
Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan ympyréliike séteellé r
ja nopeudella v, mutta lopputulos (111) on yleisempi.
Ajatellaan kiertdvan elektronin muodostavan virran

I = —ev, jossa taajuus v = v/2xr. Magneettiseksi
momentiksi saadaan

e

5 (110)

= ——evr = —
=3

missé kulmaliikeméird L = mrov. Saatu tulos voidaan

kirjoittaa vektorimuodossa

e
=——0L.
K 2m

(111)
Siis elektronien rataliikkeeseen liittyy magneettinen
momentti, joka on verrannollinen kulmaliikemééraéin. Sen
lisdksi elektronilla on sisdiseen liikkeeseen liittyvé
kulmaliikemaéra S, jota kutsutaan spiniksi. Myos spiniin
liittyy magneettinen momentti

e

5 (112)

H=—g 9
missé g-tekiji g = 2.002319304364 =~ 2. (Td4méi arvo
voidaan ymmartiad kvanttielektrodynamiikan teorian

avulla, johon ei tédssd menni.)

Tarkastellaan elektronin energiatasoja atomissa, joka on
magneettikentéssd. Kvanttimekaniikan mukaan L:n ja
S:n komponentti magneettikentdn suunnassa voi saada
vain diskreetteja arvoja. Kun valitaan z-akseli kentén
suuntaan, patee

L, =mih, S,=mgsh, (113)
missé
mp=0,41,+2,... 4], ms=+= (114)
T&llin magneettinen energia (109) voi saada arvot
B = (mu + gms)up B, (115)

missé on méaritelty Bohrin magnetoni

up = eh/2m = 9.274 x 10~2* J/T. Seuraavassa
rajoitutaan tapaukseen | = 0, jota vastaavat energiatasot
ja py-arvot on esitetty kuvassa.



B=0 B=0
Ep Ep M,
] +UgB  -Ug
B

Kun B = 0, ovat elektronin energiatasot kahdesti
degeneroituneet. Magneettikentéissd ndmé eroavat
energialla 2up B. Ndhdaéin ettd tdmé energia-ero on
yleensi varsin pieni silli up = 5.8 x 107 eV/T, siis
yhden teslan kentéssi (joka on jo hyvin iso kenttd, maan
magneettikenttd < 65 uT) energiaero ~ 10~ eV.

Tarkastellaan nyt muutamia erikoistapauksia kiinteiden
aineiden magnetismista.

Eriste

Tutkitaan puhdasta eristemateriaalia. Siind kaikki kaistat
ovat tdynné tai tyhjid. Taydessé kaistassa elektronien
kakki magneettiset tilat ovat yhtélailla tdynné, joten
niiden magneettiset momentit kumoavat toisensa. Tésta
(ja siitd ettd eristeen energiarako on paljon suurempi kuin
E,,) seuraa, etté elektronien spineisté ja rataliikkeesté ei
synny magneettista momenttia. Pieni magneettinen
momentti syntyy kuitenkin siité, ettd magneettikentts
hieman muuttaa elektronien kiertonopeutta aineen
atomeissa. Tutkimatta asiaa tarkemmin todetaan, etta
tastd aiheutuu heikko diamagnetismi, missd magneettinen
momentti on vastakkaiseen suuntaan kuin ulkoinen
kentta.

Paramagneettinen ioni

Tutkitaan eristeessé olevaa yhtéd epdpuhtausatomia.
Oletetaan ettd atomilla tdyden kuoren liséksi on yksi
elektroni, jolla on vain spiniin liittyvd magneettinen
momentti, 4, = *up ja energia E,, = FupB. Niiden
kahden tilan todennékéisyys ldmpdétilassa 1" noudattaa
Gibbsin jakaumaa (31), jonka mukaan tilojen
todennékoisyydet ovat

1 1
— — o BEm _ ~ tBusB 116
P=7z° Z° ’ (116)
missi Z = eP#BB 4 e=PreB ja 8 =1 /kgT. Tillsin
saadaan magneettisen momentin odotusarvoksi
MBGB#BB _ MBe—ﬁﬂBB
<’uz> = eBusB + e—BusB
usB
= tanh . 117
pn tanh G2 (117)

Kaytannossd upB < kT Koska tanhz ~ x kun < 1,

saadaan )
. pgB

(118)

Magnetoituma M mééritellddn kappaleen magneettisena
momenttina tilavuutta kohti. Magneettinen
suskeptibiliteetti x mééritelladn kaavalla

B
M =x—.

= (119)

Merkitdin niepi:lla ionien maira tilavuutta kohti niin
saadaan M = njon; (,) ja kaavoista (118) ja (119)

2
_ MoMBMioni

T (120)

Téamé riippuu lampétilasta kuten 1/T, mikd on Curien
laks.

Johtavuuselektronit

Vapaiden elektronien energiatasojen tiheys g(E) (64)
laskettiin edelld. Kun elektronit ovat magneettikentéssa,
siirtyvét energiatasot joilla magneettinen momentti on
“y16s” (1: p, = +up) alemmaksi energiassa. Vastaavasti
tasot joissa magneettinen momentti on “alas” siirtyvét
ylemmaéksi energiassa. Téstd seuraa, ettd kummassakin
tapauksessa energiatasojen tiheydet ovat siirtyneet,

dnT 1

— = —g(F B

iE 29( + upB)

dnl 1

— = —g(F — B). 121
15— 39— psb) (121)

Tasapainotilassa ndmé tasot tdyttyviat kuvan mukaisesti

dn_
dE

A gl
QX

m m
o3
Kokonaismagnetoituma saadaan laskemalla kaikkien

tdytettyjen tasojen magneettiset momentit,
(122)

Kuvasta voi padtelld, ettd tdmé vastaa vaaleammalla
varjostetun alueen pinta-alaa. Laskemalla kaavasta tai
péadttelemélla geometrisesti saadaan

1
M =~ up2upB 59(61«*)
= ppg(er)B, (123)
kun upB < ep. Téstéd saadaan suskeptibiliteetiksi
3/1/0,u2 Ne
X = N0M2B9(6F> = 2713- (124)
€F



Téssé on viimeisessid muodossa on kéytetty kaavaa

g(er) = 3n./2¢r, jonka voi johtaa kaavoista (64) ja (66).
Saatua efektid kutsutaan Paulin paramagnetismiksi. Se on
oleellisesti riippumaton ldampotilasta.

On kiinnostavaa verrata kaavoja (120) ja (124). Olettaen
Nijoni ~ Me, ON ionien paramagnetismi tekijilla

~ ep/kgT ~ 100 suurempi. Paulin paramagnetismi on
varsin heikko ilmio, y ~ 1075,

Jotta saataisiin késitys x:n suuruuden merkityksesté,
muistetaan sihkoopista, ettd magneettikenttd B syntyy
summana magnetoivasta kentistd H ja magnetoitumasta
M:
iB =H+M.
Ho
Silloin kun néyte ei ole paikalla (M = 0) saadaan tésté
B = puoH, joka voidaan ymmértiaa ulkoisena
magneettikentténé, joka syntyy esimerkiksi kelassa
kulkevasta virrasta. Kun ndyte tuodaan paikalle, H ei
muutu (olettaen kentét paikasta riippumattomiksi).
Tilloin saadaan kaavoista (119) ja (125)

(125)

B = MH
1-x

(126)

Niahdédan ettd B:n muutos on pieni, kun y < 1.

Edelld mainittu diamagnetismi (joka esiintyy seké
eristeissd etti metalleissa) on samaa suuruusluokkaa kuin
Paulin paramagnetismi, mutta se on
vastakkaissuuntainen, y ~ —107?, joten niiden
yhteisvaikutus voi metallista riippuen olla kumman
merkkinen tahansa.

Ferromagnetismi

Ferromagnetismissa atomaariset magneettiset momentit
ovat jarjestdytyneet samansuuntaisiksi. Téastéd aiheutuva
magnetoituma on yleisesti paljon suurempi kuin dia- tai
paramagnetismissa. Ferromagnetismia esiintyy joissakin
alkuainemetalleissa ja yhdisteissé ns. Curie-lampotilan T,
alapuolella.

materiaali T. (K) tyyppi
Fe 1043 ferromagneetti
Co 1388 ferromagneetti
Ni 627 ferromagneetti
Cr 311 antiferromagneetti
NiO 600 antiferromagneetti
Fe304 (magnetiitti) 853 ferrimagneetti

Ferromagneetissa atomaariset magneettiset momentit
ovat suuntautuneet saman suuntaisiksi. Esiintyy myos
antiferromagnetismia, missé atomaariset momentit eri
atomeilla ovat vastakkaiset (esim. joka toisen
nikkeliatomin momentti on “yl6s” ja joka toisen “alas”
NiO:ssa). Ferrimagneeteissa on myds erisuuntaisia
momentteja, mutta ne ovat erisuuret eivatka siten kumoa
tosiaan. Keskitytéadn jatkossa vain ferromagnetismiin.

Tuntusi luonnolliselta ajatella, ettd ferromagnetismi
johtuisi atomaaristen momenttien vélisesté
magneettisesta vuorovaikutuksesta, joten arvioidaan sité.
Magneettisen momentin x4 synnyttdmén kentén
voimakkuus B ~ pop/47r3. Kahden etdisyydelld a ~ 0.3
nm olevan spinin magneettinen vuorovaikutusenergia on
siten suuruusluokkaa pop? /4ma®. Tamé vastaa termisté
energiaa 0.02 kelvinin lampétilassa. Tama on aivan liian
heikko vuorovaikutus selittdméén ferromagnetismia.

Ainoa ja luonnollinen selitys ferromagnetismille on, etté se
aiheutuu samoista syistéd kuin esim. kovalentti sidos. Taté
sanotaan vaihtovuorovaikutukseksi (exchange interaction).
Olennaiset ainekset siind ovat Coulombin vuorovaikutus
elektronien vélilla ja Paulin kieltosdanto, joka estdd kahta
elektronia olemasta samassa energiatasossa. (Huomaa
ettd Coulombin vuorovaikutus ei riipu elektronien
spineisté, joten spin tulee mukaan ainoastaan Paulin
kieltosdannon kautta. Sana “vaihto” tulee siité ettd
Paulin kieltosdéanto voidaan ilmaista aaltofunktion
symmetriana elektronien paikkoja vaihdettaessa.)

Ferromagnetismin syntymekanismia voidaan valaista silla
miten elektronit jirjestyviit yksindisessd atomissa (siis
atomissa jonka lidhelld ei ole muita atomeja). Tat4 on
késitelty atomifysiikan kurssilla ja siksi tdssd vain
lyhyesti. Atomissa on orbitaaleja, jotka tayttavét
jirjestyksessé 1s, 2s, 2p jne. joihin vastaavasti mahtuu 2,
2, 6 jne. elektronia. Heliumissa 1s orbitaalilla on kaksi
elektronia, joiden spinit (Paulin kieltosd&nnén mukaan)
ovat vastakkaiset, ja heliumatomin spin on siten nolla.
Sama pétee berylliumiin, jonka nelji elektronia tayttavat
orbitaalit 1s ja 2s. 2p-orbitaalien tdyttdminen tapahtuu
niin ettéd spin on niin iso kuin Paulin kieltosdinto sallii
(t4mé& tunnetaan ensimméisend Hundin sééntond). Siis
kuuden ja seitsemén elektronin atomissa elektronit
asettuvat niin ettéd p-orbitaalien elektronien spinit ovat
saman suuntaiset. (Kahdeksan elektronin atomissa
kolmella p-elektronilla on spin samaan suuntaan mutta
yksi joutuu olemaan vastakkaiseen suuntaan. Enté
yhdeksén ja kymmenen elektronin tapauksessa?) Jos
elektronit eivit vuorovaikuttaisi keskenéén, voisivat
p-orbitaalit tayttyd missi jarjestyksessd tahansa silld
kaikilla on sama energia (olettaen ettd ulkoista kenttid ei
ole). Voidaan osoittaa ettid p-elektroninen vilisesté
Coulombin repulsiosta aiheutuva energia on pienempi
silloin kun elektronien spinit ovat samaan suuntaan.
(Kvantitatiivisen teorian tekeminen téstd edellyttéisi
Paulin kieltosdinnon tarkempaa tutkimusta monen
elektronin tapauksessa, johon ei téissi haluta menné.)
Viitetéddn siis ettd tietyissd tapauksissa elektronien spinit
asettuvat samansuuntaisiksi johtuen Paulin
kieltosadnnosté ja elektronien vélisestd Coulombin
repulsiosta.

Kiinte#ssd aineessa atomit ovat jatkuvassa kosketuksessa.
On ilmeisté ettd samantyyppinen vaihtovuorovaikutus
kuin atomissa voi toimia myos vierekkéisten atomien
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elektronien vélilld, ja siten synnyttaé ferromagneettisen
tilan.

Ferromagneettiset alueet

Vaikka magneettisella vuorovaikutuksella ei ole merkitysta
ferromagneettisen jérjestyksen synnylle atomitasolla, on
silld kuitenkin suuri vaikutus laajemmassa mittakaavassa.

Vasemman puoleisessa kuvassa koko kappale on
magnetoitunut tasaisesti, ts. M ei ole paikan r funktio.
Téstéd aiheutuu kappaleen ulkopuolelle merkittavé kentté,
johon liittyy energiatiheys B?/2u0. Oikealla puolella
kappale on jakautunut neljdén alueeseen (domain).
Kussakin alueessa magnetoituma on vakio. Alueiden
vililld on rajapinta, jossa M (r):n suunta kiéintyy.
Rajapinnassa energiatiheys on suurentunut koska
vaihtovuorovaikutusenergia ei ole minimisséan. Toisaalta
kappaleen ulkopuolisen kentén energia on pienentynyt.
Suurissa kappaleissa ulkopuolisen kentén energia on
madrddvampi, joten niissd magnetoituma on pilkkoutunut
alueiksi. Pienissd kappaleissa tilanne on péinvastainen,
joten ne muodostuvat vain yhdesté alueesta.

H]
v\ M

«-7:- eépapuhtauksia

it

—

Kun kappale asetetaan ulkoiseen magneettikenttéin,
pyrkivét kentédn suuntaiset alueet kasvamaan, ja
kappaleelle tulee nollasta poikkeava
kokonaismagnetoituma. Aluerajat eivét kuitenkaan padse
liikkkumaan vapaasti, vaan ne jiavét kiinni materiaalin
epahomogeenisuuksiin. Tamén takia magnetoituma M ei
ole magnetoivan kentén H yksikésitteinen funktio, vaan
siiné esiintyy hystereesii.
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B = uo(M+H) = uoM

Bjéénnés/7
/jﬁsuuntaisia

alueita

Muistutetaan vield, ettéd yksinkertaisimmassa tapauksessa
H on suoraan verrannollinen sdahkdvirtaan kelassa, joka
synnyttéad ulkoisen kentén. (Katso séhkémagnetismin
kurssi).

Kun magnetoiva kenttd poistetaan, jia kappaleeseen
yleisesti nollasta poikkeava jadnnoskentta. Hyvélla
kestomagneetilla tdmé& on mahdollisimman suuri.
Kestomagneetilta siis edellytetéén, ettéd aluerajojen liike
olisi mahdollisimman v&h&istd. Tama saadaan aikaan
tekemélld materiaalista tahallisesti epdhomogeenista.



7. Suprajohtavuus

Suprajohtavuudella tarkoitetaan ilmicté, jossa sdhkoa
johtavan materiaalin siahkovastus haviaa tietyn
lampdatilan alapuolella.

séhkovastus

Suprajohtavuuden esiintyminen

e useissa metallisissa alkuaineissa: Al, Nb, Sn, (ei
kuitenkaan magneettisissa metalleissa, esim. Fe, Co,
Ni, eiké jalometalleissa Cu, Ag, Au)

e useissa metalliseoksissa, esim. Nb-Ti

e joissakin yhdisteissid: Nb3Ge, MgBs, Y-Ba-Cu-O jne.

Lampdtilaa jonka alapuolella suprajohtavuus esiintyy
kutsutaan kriittiseksi lampdtilaksi, T,. Seuraavassa
taulukossa on lueteltu kriittisid lampdétiloja.

materiaali T. (K) poH(T =0) (mT)

Al 1.196 9.9

Hg 4.15 41

In 3.40 29.3

Pb 7.19 80.3
Nb 9.25
NbsGe 23
MgBQ 39
YBaQCu;),O@er 98
TIQCaQBaQCU3010 125

Asretdn johtavuus
Normaalitilaisessa metallissa sdhkovirta 3 on
verrannollinen sihkokenttéién &:

j=0& (99).

Kuten jo edelld todettiin, suprajohteissa o = 1/p — oo.

Meissner-ilmio

Adretonti johtavuutta perustavampi suprajohteiden
ominaisuus ilmenee, kun normaalitilainen metalli on ensin
magneettikentéssi ja sitten se jadhdytetadn supratilaan.
Havaitaan, ettd magneettikenttd poistuu naytteesté,
supratilassa B = 0. Tata kutsutaan Meissner-ilmioksi.

— @

normaalitilainen
metalli kentassa

sitten jadhdytetaan
T.n alle

Kriittinen kentti

Meissner-ilmi6 esiintyy vain, jos magnetoiva kenttd H ei
ole liian suuri. Havaitaan, ettd normaali- ja supratilan
vililla on olotilanmuutos kriittisessé kentédssd H., jonka
lampotilariippuvuus on suurin piirtein

) 2

T

H_.(0) ll — (Tc (127)
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Pysyvét virrat ja vuon kvantittuminen

Asetetaan normaalitilainen rengas magneettikenttain
joka on kohtisuorassa renkaan tasoa vastaan. Kun se
jaahdytetddan T.:n alapuolelle, poistuu magneettikentta
suprajohteen siséltéd, mutta renkaan lapi kulkee
magneettivuo. Kun ulkoinen kentté poistetaan, jad tdma
magneettivuo muuttumattomaksi. Renkaaseen on siis
indusoitunut pysyvé virta I, joka pitda ylla
magneettikenttdd B. Lisdksi renkaan lépi kulkeva
magneettivuo ® = [ da - B on kvantittunut: se on
monikerta vuokvantista

o) = o 2.07 x 1071° Wh.

o (128)
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Maan magneettikenttd ~ 50 pT synnyttdd yhden
vuokvantin renkaaseen, jonka séde on ~ 4 pm.

Toisen lajin suprajohtavuus



Joillakin suprajohteilla on normaali- ja Meissner-tilan
vilisséd ns. sekatila.

\H

normaalitila

sekatila

Sekatilassa magneettikenttd B osittain tunkeutuu
suprajohteeseen. Kenttéd on keskittynyt vuoviivoille. Yksi
vuoviiva vastaa yhtd vuokvanttia ®y. Ohessa
tunnelointimikroskooppikuva vuoviivoista, jotka

muodostavat hilan. (NbSeq, T'=4.2 K ja B =1 T, lihde:

http://dpme.unige.ch/gr_fischer/).
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Huomaa kuvan mittakaava 300 x 300 nm?. Yksittiiset
atomit ovat paljon tiheimmaéssa kuin vuoviivat, eivatka
erotu kuvassa.

Suprajohtavuuden teoria

Suprajohtavuus voidaan ymmaéartidd BCS-teorian avulla,
jonka J. Bardeen, L. Cooper ja R. Schrieffer kehittivit
1957. Se koostuu kahdesta osasta.

1) Hilavérdhtelyt aiheuttavat elektronien viilille
attraktiivisen vuorovaikutuksen. Joissain tapauksissa
tdmé on voimakkaampi kuin Coulombin
vuorovaikutuksesta aiheutuva repulsio.

2) Attraktiivisen vuorovaikutuksen takia elektronit
muodostavat heikosti sidottuja pareja. Naméa parit
kdyttdytyvit kuten bosonit (katso termofysiikan kurssi).
Erityisesti Paulin kieltosdanto ei koske niitd, vaan suuri
joukko pareja voi olla tdsmélleen samassa paritilassa.
Tosin sanoen kaikilla pareilla voi olla sama yhteinen
kahden hiukkasen aaltofunktio (71, r2). Koska suuri
méird pareja (~ 10%3) on samassa tilassa, sanotaan téti
tilaa makroskooppiseksi aaltofunktioksi.

Makroskooppiseen aaltofunktioon liittyy, etté
elektroneille syntyy energiarako Fermi-energialle. Toisin
kuin kiteen periodisesta potentiaalista aiheutuva
energiarako (sivu 20), suprajohteen energiarako voi olla

epasymmetrinen niin, ettd se on korkeammalla energialla
yhteen suuntaan liikkuvilla elektroneilla kuin
vastakkaissuuntaan liikkuvilla.

€—u

{

Px

Kuvassa varjostetulla energia-alueella olevat elektronit
kulkevat oikealle synnyttden sdhkoévirran. Toisin kuin
normaalitilaisessa metallissa (sivu 24), ne eivét voi sirota
vastakkaiseen suuntaan koska siellé ei ole tiloja samalla
energia-alueella. Matalassa lampétilassa tilat € — p > 0
ovat tyhjia ja eivét siten aiheuta sihkovirtaa. Nain
syntyy hévioton virta, joka voidaan myos tulkita
makroskooppisen aaltofunktion virtaavaksi tilaksi.

Vuon kvantittuminen arvoon n®q (n kokonaisluku)
suprajohtavassa renkaassa on seurausta
makroskooppisesta aaltofunktiosta 1(ry, m) o €'?, jossa
vaihe ¢ muuttuu 27n verran kun kierretdén rengas.

Josephsonin ilmio
ohut eristekerros

suprajohde 1

0y 0,

suprajohde 2

Tutkitaan kahta suprajohdetta, joiden vililld elektronit
padsevit tunneloitumaan ohuen eristekerroksen léapi.
Liitoksen lédpi kulkee virta, joka riippuu aaltofunktion
vaiheista ¢ ja ¢o liitoksen eri puolilla kuten

1= I() Sin(¢2 - ¢1) (129)
Kun liitoksen yli kytketddn vakiojannite V', muuttuu
vaihe-ero ¢o — @1 kuten ¢o — 1 = wt, missé
2eV
w= "’7 (130)

(Tédmén voi tulkita relaationa E = fiw, missid E = 2eV on
energia, joka liittyy yhden parin siirtymiseen puolelta
toiselle.) Sijoittamalla kaavaan (129) ndhd&én, ettd virta
vérdhtelee taajuudella (130). Koska taajuus voidaan
mitata tarkasti, tdtd voidaan kadyttds jannitestandardina.
Esimerkiksi jénnite 0.1 mV vastaa taajuutta

v =w/2m ~ 48 GHz.

36



8. Lopuksi

Taméa paattad kiintedn aineen fysiikan kurssin. Téssé
muutama kokoava huomio.

Fysiikassa, ja kiintein aineen fysiikassa erityisesti,
pyritdédn ensin muodostamaan havaituille ilmioille
mahdollisimman yksinkertainen malli. Jos tdma4 ei ole
riittéavi, tarkennetaan mallia véhitellen. Samalla kun
mallin tarkkuus lisdéntyy, lisddntyy kuitenkin myos
mallin monimutkaisuus.

Aluksi tarkasteltiin ideaalisia kiteité, ja myos ensimméiset
mallit perustuivat niihin. Tarkempi tutkiskelu kuitenkin
osoitti, ettd monissa ilmitissd poikkeamat ideaalisesta
rakenteesta ovat olennaisia. (Esim. metallien
sihkonjohtavuus, puolijohteet, ferromagneettiset alueet.)

Suuri osa tarkasteluista tehtiin olettaen, etté elektronien
valilla ei ole vuorovaikutusta. Kuitenkin seuraavissa
asioissa elektroni-elektroni-vuorovaikutus on olennainen:
kovalentti sidos, ferromagnetismi ja suprajohtavuus.

Liitteet
A. Todennékdoisyyslaskentaa

Fysiikassa tulee usein vastaan tapauksia, joissa ei voida
varmuudella ma#rittda jonkin suureen arvoa. Usein
kuitenkin voidaan pédtelld todennékoisyyksid suureen eri
arvoille. Tarkastellaan tapausta jossa mahdolliset suureen
arvot ovat diskreettej, x1, x2, ..., T,, joita on n
kappaletta. Todennékoisyyttéd ettd saadaan arvo z;
merkitédén p;, missd j = 1,2,...,n. Todennékdisyydet
normalisoidaan niin ettd kaikkien mahdollisuuksien
yhteenlaskettu todennikoisyys on yksi. Kaavana tdmé on

> pi=pitpt... =1 (131)
j=1

Esimerkiksi nopan heitossa mahdollisia arvoja z; ovat 1,
2, 3,4, 5 ja 6. Ideaalisessa nopassa kaikki
todennédkoisyydet p; (j =1,...,6) ovat yhtd suuret,
jolloin p; = 1/6 on sama kaikille j. T&té kutsutaan
tasajakaumaksi. Viilatussa nopassa todennikoisyydet
voivat olla eri suuria, esim. p; = 0.13,

p2 =p3 =ps =ps = 0.17 ja ps = 0.23.

Mééritellddn suureen x odotusarvo (x) kaavalla

Jj=1

siis kukin mahdollinen arvo z; kerrotaan sen
todennékoisyydelld ja lasketaan ndmé yhteen. Esimerkiksi
ideaaliselle nopalle saadaan tésti (z) = 3.5 ja ylld
mainitulle viilatulle nopalle (z) = 3.75. Tasajakaumassa
odotusarvo on sama kuin keskiarvo & 2?21 Zj.

Edella tarkasteltiin diskreettid jakaumaa. Oletetaan etté
meilld onkin muuttuja x, joka voi saada mité tahansa
reaaliarvoja jollain vélilla z; < x < z. Téllaiselle
muuttujalle médritelliin todenndkdisyystiheys p(x), miki
tarkoittaa ettéi z:n arvo vililld (x,z + dx) esiintyy
todennikoisyydelld p(z)dz. Todennikoisyystiheyden
taytyy olla normitettu niin ettd kokonaistodennéikoisyys

on yksi, siis
x2
/ p(z)dxz = 1.

Z1

(132)

(133)

Tami siis vastaa diskreetin jakauman kaavaa (131).
Vastaten kaavaa (132) mééritelldén jatkuvan muuttujan x
odotusarvo (x) kaavalla

(z) = /x " ap(a)da.

1

(134)

Voidaan mééritelld myds mielivaltaisen funktion f(z)
odotusarvo

e = | ” F@)p(a)de. (135)
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Gibbsin jakauwma vastaa seuraavaan kysymykseen. Milld
todenndkoisyydelld fysikaalinen jdarjestelmd on tilassa j,
kun se on termisessd tasapainossa ympdriston kanssa,
joka on limpdtilassa T'. Gibbsin jakauman mukaan tilan
todennékoisyys

pj = %G_Ej/kBT7
misséd E; on tilan j energia, T on absoluuttinen ldmpotila
ja kg = 1.380658 x 10723 J/K on Boltzmannin vakio. Z
on normalisointivakio, joka méirdytyy ehdosta (131).

(136)

Energian odotusarvon laskeminen Gibbsin jakaumassa on
esitetty kaavassa (35).

Gibbsin jakauma perustellaan termofysiikan kurssissa.
Varsin suora johto 16ytyy myos kirjasta R.P. Feynman,
Statistical physics, luku 1.1. Mainitaan téssé lyhyesti
padperiaatteet, joihin Gibbsin jakauman johto perustuu.
Merkitddn tutkittavan fysikaalisen jérjestelmén
energiatiloja 1;, missé j on indeksi, joka kay lapi kaikki
tilat. Tilan 1); energia on Fj;.

ymparistd

jarjestel-
na energia

Oletetaan etté jérjestelmé on kytketty ympéristoon.
Ympériston tiloja merkitd&n ymyp r, missé tilat
luetteloidaan indeksilld k, ja tilan energia on Eymp k-
Kutsutaan jarjestelméd ja sen ympéristod kokonaisuutena
“suureksi jirjestelmiksi” (SJ). Suuren jirjestelmén tilat
ovat tulomuotoa sen osien tiloista, ¥s7 ; x = ¥j¥ymp, k-
Suuren jérjestelmén tilojen energia on

Esy ik = Ej + Eymp k., kun oletetaan etté jarjestelmén ja
sen ympdriston véliseen vuorovaikutukseen liittyva
energia on pieni. Energian sdilymisen mukaan Esj ;5 on
vakio = Egj. Siksi liittyen jarjestelmén tilaan j, vain
sellaiset ympériston tilat ovat mahdollisia joiden

Eymp,k = Esy i1 — I = vakio — ;. Esimerkein voidaan
osoittaa, ettd jos ympéristdé on suuri, riippuu sen tilojen
médrd -y (sopivalla energiavililli) eksponentiaalisesti
ympériston energiasta, v o< exp(8Eymp), missi [ on jokin
vakio. Olettaen kaikki suuren jérjestelmén mahdolliset
tilat yhtd todennékoisiksi padtelladn tésté, ettd
tutkittavan jérjestelmén tilan j todenndkdisyys on
suoraan verrannollinen sitd vastaavaan ympériston tilojen
madradn, siis

pj o< 7y o< ePFBvme o Blvakio—Ej) o o=BE; (137)

Lopuksi olisi osoitettava miten kerroin 5 on yhteydessd
lampotilaan T'. Tamé voidaan tehda soveltamalla
jakaumaa (137) johonkin tunnettuun l&mpomittariin.
Niista helpoiten on teoreettisesti hallittavissa
ideaalikaasulimpomittari, jossa lampotila padtelldan
ideaalikaasun tilanyhtalosta

PV = NEkgT. (138)

Tésséd P on kaasun paine, V' tilavuus ja N
kaasumolekyylien lukumééri. Téstéd sovelluksesta voidaan
padtelld g:lle lauseke 8 = 1/kgT. =

Fermi-jakauma vastaa seuraavaan kysymykseen, olettaen
ettd elektronien viliset vuorovaikutukset ovat
merkityksettomié. Milld todenndkdisyydelld
energiatasossa, jonka energia on E, on elektroni, kun
jdrjestelmd on termisessd tasapainossa limpdotilassa T .
Fermi-jakauman mukaan taso on tyhja
todennikoisyydelld pg = 1 — f ja tasossa on elektroni
todennikoisyydelld p; = f, misséd

1

f - e(E—p)/ksT +1 (139)

ja p on Fermi-tason energia. Kaavasta (132) saadaan etté
tason miehityksen odotusarvo on sama kuin f.

Fermi-jakauma voidaan johtaa seuraavasti. Tutkitaan
kahta tilaa. Tilassa 1 elektroni on tutkittavassa
jarjestelméssé tasossa, jonka energia on E. Toisessa
tilassa, jota merkitdéin nollalla, elektroni on poistunut
tastd tasosta. Tilaa 0 varten oletetaan etté jarjestelmi on
kytketty ympéristoon, joka pystyy ottamaan vastaan
elektronin. Ympéristo siis toimii elektronivarastona.
Merkitddn elektronin energiaa ympéristossa p:lla.
Sovellettaessa Gibbsin jakaumaa tiloihin 0 ja 1, saadaan
todennikoisyys po = (1/2) exp(—pSu) sille etté elektroni
on ympiéristossi ja todenniksisyys p1 = (1/7) exp(—SE)
sille ettéd elektroni on jirjestelméssi. Kaavasta (131)
saadaan Z = exp(—fFE) + exp(—Bu). Sieventdmilli
saadaan edelld véitetty tulos: po =1— f, p1 = f ja f
(139).

Kun jérjestelmé ei ole aivan pieni, on siind monia
elektroneja ja tasoja. Télloin oletus ulkopuolisesta
elektronivarastosta ei ole enéé tarpeellinen, silld muut
energiatasot toimivat kuten ne muodostaisivat
elektronivaraston. m

B. Ryhmé&nopeus

Tarkastellaan aaltoa

€(z,t) = Asin(kz — wt) = Asin(k(z — %t)). (140)
Piirtamalla tatd eri ajanhetkilld todetaan ettd se etenee
nopeudella

w
Uvaihe = E ,

(141)
mitd kutsutaan vaihenopeudeksi. Usein esiintyy tapaus
jossa kulmataajuus w riippuu lineaarisesti aaltoluvusta,

w = vakio x k. T&lloin vaihenopeus vyaihe = vakio. Toisin
sanoen, kaikki aallot liikkkuvat samalla nopeudella
riippumatta niiden taajuudesta tai aallonpituudesta.

Usein kuitenkin esiintyy dispersiota, eli taajuuden
riippuvuus aaltovektorista w(k) on monimutkaisempi
funktio kuin lineaarinen riippuvuus. T#ssé tapauksessa
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vaihenopeus (141) ei ole vakio, ja siten eri taajuiset aallot
liikkkuvat eri nopeuksilla. Tutkitaan tarkemmin tapausta
jossa on yhdistetty kaksi eri aaltoa, joiden aaltoluvut

k £+ 0k ovat ldhella tosiaan. Saadaan

& = Acos[(k+0k)z— (w+dw)t]+ A cos[(k—dk)z — (w—Idw)t].
(142)

Kayttéaen trigonometrisia kaavoja tdmé voidaan kirjoittaa

& = 2A cos(kx — wt) cos(dkx — dwt). (143)
Téssé lyhytaaltoisen aallon (A = 27/k) amplitudi on
moduloitu pitkdaaltoisella aallolla (A = 27 /0k), ts. se
esittédd sarjaa aaltopaketteja joiden vélilld on vain pientéd
aaltoilua.

&

Vryhméa

— Vvaihe

ALY
W Vv \/V

Nyt moduloivan aallon nopeus antaa aaltopaketin
nopeuden, jota kutsutaan ryhmdanopeudeksi,

&uwdw

e (144)

Uryhmia =

C. Kontaktipotentiaali

Tarkastellaan johtavasta materiaalista koostuvaa
kappaletta. Elektronien energiatasot kappaleessa ovat
tdyttyneet keskiméirin Fermi-tasoon p asti. Kahdessa
toisistaan eristetyssd varausneutraalissa kappaleessa
Fermi-tasot u; ja ps ovat yleisesti erisuuret, jos kappaleet
ovat eri materiaalista. Tarkastellaan esimerkiksi tapausta
w1 > pe. Kun ndmé kappaleet yhdistetdan sidhkoisesti
toisiinsa, virtaa kappaleesta 1 elektroneja kappaleeseen 2
(koska ne siten pddsevit alempaan energiaan). TAmé& saa
aikaan kappaleessa 2 negatiivisen varauksen ja
kappaleeseen 1 ja& positiivinen varaus. Namé varaukset
ovat keskittyneet kappaleiden rajapintaan alla olevan
kuvan osoittamalla tavalla. (Sihkoopista tiedetdén etté
johtavassa kappaleessa varaustiheys on nollasta poikkeava
vain kappaleen pinnalla.) Téistd varaustiheydestd p(r)
aiheutuu séhkokenttd £(r) ja sihkoinen potentiaali V(r)
sdhkoopista tuttujen kaavojen

ve=L eg=_-wv

(145)
€0

mukaan. Sdhkoisestd potentiaalista V' aiheutuu
elektronille potentiaali U, joka on elektronin varaus
kertaa V, siis U = —eV. Olettamalla ettd materiaalien
rajapinnassa varaustiheydet ja potentiaalit riippuvat vain

rajapintaa vastaan kohtisuorasta koordinaatista x,
saadaan edellé olevia kaavoja yhdistelemalld

U@ _ € i,

14
dx? €0 (146)

Tésté voidaan pédtelld ettd U(x) on kvalitatiivisesti
oheisen kuvan mukainen.

kappale 1

p kappale 2

Todetaan etté elektronien virtauksen takia elektronien
potentiaalienergia kappaleessa 2 kasvaa (kappaleeseen 1
verrattuna). TAmé potentiaali tdytyy lisétéd elektronien
energiaan. Siten kaikki luvussa “Elektronirakenne”
esitetyt elektronienergiat (energiakaistat, epapuhtaustasot
ja Fermi-taso) nousevat energiassa ylemmiiksi kappaleessa
2. Elektroneja virtaa kappaleeseen 2 niin kauan kunnes
sen Fermi-taso on noussut samalle energialle kuin
kappaleessa 1, jolloin saavutetaan tasapainotilanne
(elektronien virtaukset molempiin suuntiin kumoavat
toisensa). Potentiaalin U eroa kappaleissa 1 ja 2
kutsutaan kontaktipotentiaaliksi. Y14 olevasta U(z):n
kuvasta voidaan myds ymmartiad energiakaistojen
taipuminen rajapinnan lahella.

D. Sahkomagneettisen siteilyn spektri

« taajuus (v) kasvaa
10%* 10”2 10* 10" 10 0™ 10”10 10° '\06 10* 10

1 1 1 1 1 1 1 1 | | |
uv mikroaallot |FM AM
radioaallot

|
| vl | | | | |
10% 1310 10 107 10° 10* 10* 10° 10* A (m)

lP“ v (Hz)

gammasiteily rontgen infrapuna pitkit radioaallot

R SV

. aallonpituus (A) kasvaa —

o

% violetti 8| sin 8| vihred gk g o & punainen E}

nakyvan valon spektri ja sen likim&&rainen jaottelu vareihin, aallopituudet (nm)

(kuva editoitu wikipediasta 1 2) Kuvan virit ovat suuntaa
antavia silla kolmivérindytto tai -tulostus ei pysty
tarkasti tuottamaan spektrivéireja.
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