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1. Johdanto

Hydrodynamiikka tarkoittaa suoraan kdédnnettyné veden
liikeoppia. Nykyisin hydrodynamiikalla tarkoitetaan
paljon yleisempéé késitettd. Kaikkein yleisimméassa
mielessd hydrodynaaminen teoria tarkoittaa
makroskooppista teoriaa eli vastakohtaa mikroskooppiselle
teorialle. Mikroskooppisessa teoriassa materian
kédyttaytymistd pyritddn selittdmadn lahtien yksittéisista
hiukkasista. Tapauksesta riippuen ndmé hiukkaset voivat
olla esimerkikisi elektroneja, atomeja tai molekyyleja.
(Joissain tapauksessa hiukkaset saattavat olla tidhtié jotka
muodostavat galaksin.) Hydrodynaamisessa teoriassa
hiukkasjoukkoa tarkastellaan mittakaavalla L, joka on
paljon suurempi kuin hiukkasten vélimatka a, siis L > a.
Talloin yksittdisten hiukkasten liikkeen sijasta késitelldéan
niiden keskiméaéraisté liikettd. Monissa tapauksissa aineen
hiukkasmainen rakenne voidaan kokonaan jattas
huomiotta, ja késitelld ainetta tdysin jatkuvana.

Yksinkertainen esimerkki yleisestd hydrodynaamisesta
teoriasta on Hooken laki. Sen mukaan voima F', joka
tarvitaan sauvan venyttdmiseksi, on verrannollinen
sauvan venymain s sekd poikkipinta-alaan A ja kidintden
verrannollinen sauvan pituuteen [. Kaavana

F= Y?. (1)
Verrannollisuuskertoimena esiintyy materiaalia kuvaava
parametri Y, Yongin moduuli. Hydrodynaamisissa
teorioissa esiintyy téllaisia ainetta kuvaavia parametreja,
joiden arvot useimmiten tiedetddn mittausten perusteella.
Y:n arvo on seurausta aineen atomien vélisistd voimista,
ja periaatteessa se voitaisiin laskea mikroskooppisella
teorialla. Useimmiten téllaisen mikroskooppisen laskun
tekeminen on epikaytannollistd, ellei mahdotonta.

Y14 olevassa mielessd hydrodynaaminen teoria voidaan
muodostaa kaikille materian olomuodoille. Samaten siiné
voi esiintyé séhkoisid ja magneettisia voimia. Tapauksesta
riippuen kutsutaan teorioita eri nimilla.

e nesteet ja kaasut (englanniksi “fluid”)

— ei sahkomagneettisia voimia: hydrodynamiikka
— siéhkomagneettiset voimat:
magnetohydrodynamiikka . . .

e kiinteit aineet

— ei sihkomagneettisia voimia: elastisuusteoria

— sihkomagneettiset voimat: dielektrisyysteoria

Suppeassa mielessé hydrodynamiikka tarkoittaa siis
sahkovarauksettomien kaasujen ja nesteiden teoriaa
mittakaavalla, jossa aineen atomaarinen rakenne ei ole
oleellinen.
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Suppeassakin mielessd hydrodynamiikka on hyvin laaja
ala. Erikoistapauksina se sisdltdd mm. relativistisen,
nestekiteiden ja supranesteiden hydrodynamiikan
(vilmeinen on oma tutkimusalani).

Tassé kurssissa tarkastelemme vain yksinkertaisten
nesteiden ja kaasujen epérelativistista hydrodynamiikkaa.

Sisalto

e johdanto

e jatkuvuusyhtélo

e esimerkkivirtauksia

e nestestatiikka

e liikeyhtélon johto

e Navier-Stokes-yhtélon ratkaisuja
e FEulerin yht&lon ratkaisuja

e Hiniaallot

e turbulenssi

e nesteen pinta-aallot

Esitiedot

e Fysiikan matematiikkaa
o Mekaniikka
o (Aaltoliike ja optiikka)

o (Termofysiikka)

Muiden kurssien osaaminen helpottaa kurssin
ymméartdmistd, mutta ei ole valttaméatonta.

Kirjoja

Tahén kurssimonisteeseen on koottu luennoilla
esitettdvian materiaalin pddosa. Kuvia on kuitenkin
karsittu ja suluissa oleva teksti “(kuva)” viittaa luennolla
piirrettavian kuvaan. Luentomateriaalin syventidmiseksi
on tarpeen perehtyé alan kirjallisuuteen. Kirjoja on
lukemattomia erilaisia, joissa samat padasiat.

e L.D. Landau ja E.M. Lifshitz, Fluid mechanics.
Erinomaisen hyvi teoreettisesti, mutta késittele
padsddantoisesti ongelmia, joilla on selked ratkaisu.
(Samassa sarjassa my6s yleisen hydrodynaamisen
teorian piiriin kuuluvat Theory of elasticity ja
Electrodynamics of continuous media.)

e A.R. Paterson, A first couse in fluid dynamics
(1983). Padkirjana télla kurssilla. Kompromissi yll&
ja alla olevan vaihtoehdon vililtd. Ongelmana
kokeellisen datan puuttuminen.

e Y. Nakayama ja R. Boucher, Introduction to Fluid
Mechanics (1999). Teknillisen tiedekunnan
Nestemekaniikan kurssilla kdytetty oppikirja.
Enemmain kéytdannon tarpeisiin kuin tieteellisesti
orientoitunut kirja.

e G.K. Batchelor, An introduction to fluid dynamics
(1967). Hyvin tiydellinen kirja, sisiltdd myos
valokuvia virtauksista.

Demonstraatiofilmejia

Monet téssé kurssissa tutkitut virtaukset ja lukemattomia
muita on toteutettu ja kuvattu filmeille, jotka ovat
vapaasti saatavissa verkkosivulla
http://web.mit.edu/hml/ncfmf.html

Monia lyhyempié ja uudempia filmipéatkié selityksineen:
Multimedia Fluid mechanics, Second edition, Homsy et al
(Cambridge University Press).
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2. Peruskéasitteita

2.1 Vektorimatematiikkaa

Téatd on késitelty liitteessé.

2.2 Olomuodot

e Kiinted aine: muotoutuu pienesté voimasta mutta
palaa alkuperiiseen muotoonsa voiman poistuttua.

e Nesteet ja kaasut (fluidit): muotoutuu rajattomasti
pienen voiman vaikutuksesta

— Neste: pinta, vahén kokoonpuristuva

— kaasu: ei pintaa, kokoonpuristuva

2.3 Jatkumomalli

Hydrodynamiikan voimassaoloalue voidaan méaéritella
kiayttamalla Knudsenin lukua

Kn = —. 2
3 2)
Té&ssda A on hiukkasten vapaa matka, ja L tarkasteltavaa
systeemié kuvaava pituusmitta. Hydrodynaamista teoriaa
voidaan kiyttdd kun L > A, eli Kn < 1. Muussa
tapauksessa on kdytettdva mikroskooppista teoriaa.

Nesteissa vapaa matka on samaa suuruusluokkaa kuin
atomien koko, ~ 0.1 nm. Normaalipaineisessa ja
lampoisesséd ilmassa se on jonkin verran suurempi,

A ~ 100 nm. Kaasussa vapaa matka kasvaa paineen
laskiessa (kddntden verrannollisesti paineeseen).

Keskimééarédinen tiheys méiritelladin massan ja tilavuuden
osaméirind, p = M/V. Aineen atomaarisesta rakenteesta
johtuen se ei ole hyvin mééritelty kun V' — 0. Kuitenkin
hydrodynamiikassa kéytetdén tiheytta p(r,t), jonka
oletetaan olevan hyvin mééritelty funktio. Silld oletetaan
olevaksi esim. gradientti Vp(r,t). p(r,t) voidaan
ymmértiad keskimadraiseksi tiheydeksi yli tilavuuden,
jonka siséltda suuren médrdan hiukkasia, mutta on silti
hyvin pieni verrattuna L:&an.

2.4 Nopeuskentté

Virtausta voidaan kuvata seuraamalla nestealkion
liikkeitd (esim. virjddméilld ja ottamalla valokuvia).

Nestealkion paikasta r(t) eri ajanhetkilld madritiin
nopeus

dr

dt
Selvittamaélla kaikkien hiukkasten radat, saadaan
nopeuskentti v(r, t) kaikilla r ja t.

=wv(r,t). (3)

Toisin péin: kun tunnetaan nopeuskentti v(r,t), voidaan
nestealkioiden radat laskea.

Usein nopeuskenttd on tavattoman monimutkainen (esim.
turbulenssi), jota ei voi esittéii analyyttisilld
menetelmilld. Niissikin tapauksissa keskiarvoistettu
virtaus on kuitenkin jotenkin hallittavissa.

2.5 Esimerkkivirtauksia

Esimerkki 1) v = (ay, —ax,0). Hiukkasradat (oik.
nestealkioiden radat) saadaan yhtélsista
dx dy dz

it i 0. (4)

E_a'ya

Ratkaisemalla alkuarvoilla x = xg, y = 49, 2 = 20, t =0,
saadaan

r = zgcosat+ ypsinat
= —xpsinat + ygcosat
z = 2. (5)

Eliminoimalla t saadaan
2+ y2 = mg + y% = vakio
z = Z290. (6)

Kyseessd on ympyrévirtaus z-akselin ympéri. Oheinen
kuva esittdd joitakin hiukkasratoja.
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Virtauksen luonne on selvemmin nihtivissé
sylinterikoordinaatistossa (r, 0, z):

U = vgcosf +uvysing =0

vg = —vysinf+v,cosd = —ar. (7)

Kaavoja (4) vastaten saamme

dr de dz

— =0 - =— — =0 8
at — e war T ®
mistd r = rg, 0 = 0y — at ja z = zy. Kyseessd on tasainen
pyoriminen z-akselin ympéri.

Esimerkki 2) v = (ay, —a(xz — bt),0). Hiukkasratojen

yvhtélot ovat samantapaisia kuin ylld. Ne voidaan

kirjoittaa muotoon
d*x

—— tad’zr =

2
72 a“bt



dz

ay = E
dz
< o= 9)

Ratkaisemalla ensimmaéinen ja sitten sijoittamalla toiseen
saadaan

r = w=zpcosat+ (yo —b/a)sinat + bt
= —uxgsinat + (yo — b/a)cosat +b/a
z = 2. (10)

THm3 esittdd pyorimisliikettd siteelld /a2 + (yo — b/a)?
ympéri pisteen (bt,b/a, zp), joka liikkkuu tasaisella
nopeudella. Tillaista rataa kutsutaan sykloidiksi.

ay

Kuvassa muutamia hiukkasratoja (zo = 0, at = [0, 27]).

Esimerkki 3a) v = (a(t)z, —a(t)y, 0), yleinen a(t).
Hiukkasratojen yht&lot

dzx dy dz
e, Y= aty, (1)
Yksi tapa on ensin ratkaista
d
e (12)
dy y
josta saadaan
xy = vakio. (13)
Aikariippuvuudeksi saadaan
z=wge, y=yoe 'V 2=z, (14)

missd A(t) = fot a(t')dt’. Ratkaisut ovat hyperbelejé.
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3b) Tapaus a = vakio,

v = (az, —ay, 0). (15)
Téamé voisi kuvata seindméé kohtaavaa virtausta (esim.

y > 0), jossa nopeus pisteessi = 0,y = 0 hiviii.
Myo6hemmin osoitetaan ettd tdmé virtaus on
perusteltavissa tietyin edellytyksin, paitsi ettéd aivan
seindmin ldhelld virtaus ei voi olla titd muotoa (koska
oikeassa virtauksessa nopeus kiintedlld pinnalla taytyy
hévita).

2.6 Maaritelmia

Kaksiulotteinen virtaus: v, = 0.

Pysyvi virtaus (steady flow): p(r), v(r) jne. ajasta
riippumattomia (esim. 1 ja 3b).

Pysihtymispiste (stagnation point): v = 0. (esim. 1 ja 3:
ajasta riippumaton piste, esim. 2: x = bt,y = 0)

Eulerin tarkastelutapa: kentét ilmaistu muuttujilla » ja ¢,
esim. v(r,t).

Lagrangen tarkastelutapa: kentdt ilmaistu muuttujilla 7
jat, esim. v(rg,t). Téssd ro kuvaa hiukkasten paikkaa
ajanhetkelld ¢ = 0. Matemaattisesti hankalampi kuin
Eulerin.

Kuvataan tarkastelutapojen eroja esimerkilld 3b, jossa
T = ﬂfoeat> Y= yOeiatv Z = 20, (16)

Nopeus Lagrangen muodossa on

v = ((‘?r) = (azoe, —ayoe ™", 0). (17)
ot ).
Eulerin muoto taas on (annettu esimerkin alussa):
v = (az, —ay,0). (18)
Lasketaan kiihtyvyys samojen muuttujien mukaan.
0
Lagrange : (v) = a?(x,y,0)
ot ).
ov
Euler : — ] =0 19
o (0w

Tamé voidaan ymmaértiaé siten ettd hiukkaset kiihtyvit,
mutta virtaus ei. Koskeen tuleva tukki kiihtyy koska
veden nopeus sen kohdalla kasvaa. Sen sijaan rannalla
oleva tarkkailija, joka katsoo vain joen yhté kohtaa, nikee
vakionopeuden.

2.7 Virtaviivat

Tarkastellaan nopeuskenttid v(r,t) yhdelld ajanhetkelli.
Sellaista kdyraa joka joka paikassa r on nopeusvektorin
suuntainen kutsutaan virtaviivaksi. Esimerkiksi
sadkarttaan, jossa tuulen nopeus on merkitty nuolin,



voidaan piirtdd jatkuva viiva kulkien aina kussakin
paikassa olevien nuolten suuntaan. (kuva)

Huomaa etta virtaviiva yleisesti on eri kuin hiukkasen
rata. Virtaviiva piirretdédn yhdelld hetkelld vallitsevan
nopeuskentin mukaan. Oikealle hiukkaselle kestaé aikaa
kulkea paikasta toiseen. Téné aikana virtauskentts
yleisesti on muuttunut, ja siksi hiukkanen kulkeutuu
toisaalle kuin aiemman hetken mukaiset virtaviivat.
Yleisesti jokaiselle hetkelle saadaan erilaiset virtaviivat.
Kuitenkin jos virtaus on pysyvé, ovat virtaviivat kaikilla
hetkilld samat, ja ne yhtyvét hiukkasten ratoihin.

Merkitéa#in virtaviivan paikkavektoria p(s):1l4, missd s on
viivan parametri. Virtaviivojen yht&lo on

dp

— = \v(p,t). 20
P~ zo(p,) (20)
Té&ssd A on mielivaltainen vakio. Siitd voidaan paasté
eroon méaritteleméilld s uudelleen. Téalloin saadaan
virtaviivojen yht#loksi

dp

—_— = t). 21

L — v(p,1) (21)

T&mé eroaa hiukkasen radan yhtilosté (3) koska
yhtilsssd (21) ¢ on vakio. Jos virtaus on pysyvé
[v(p,t) — v(p)], voidaan s valita samaksi kuin aika,
jolloin yhtélot ovat samat.

Esimerkki 1) v = (ay, —az,0). Virtaus on pysyvi, joten
seké virtaviivat ettd hiukkasten radat ovat ympyroita.

Esimerkki 2) v = (ay, —a(z — bt),0). Virtaviivoille
saadaan yhtalot

dx dy dz

oW = —a(z — bt), = 0. (22)
Niistéd saadaan

d2

d—;Jrazx = a2bt
w = &
vy = ds
dz
— = 0. 23
I (23)

Ratkaisemalla ensimméinen ja sitten sijoittamalla toiseen
saadaan

x = (xg—bt)cosas+ yosinas + bt

—(xzp — bt) sinas + yo cos as

zZ = 2o, (24>

missé virtaviiva arvolla s = 0 on valittu kulkemaan
pisteen (zg, yo, 20) kautta. Virtaviivat ovat ympyroita

siteelld \/(zo — bt)? + y2 keskipisteend (bt, 0, zp).

3. Massan sidilyminen ja
virtafunktio

3.1 Jatkuvuusyhtalo

Newtonin mekaniikassa massa on vakio. Jatkuvan aineen
mekaniikassa massan séilymislaki ilmaistaan
jatkuvuusyhtdlilld, joka seuraavassa johdetaan.

Tarkastellaan tiheyskenttaé p(r,t). Merkitddan V:114 jotain
osaa avaruudesta, joka ei riipu ajasta. Témén alueen
sisélld olevalle massalle saadaan

My(e) = [ plr.tyav. (25)
1%
Lasketaan nyt massan My (t) aikaderivaatta:
My () d [ / op(r, )
o o Vp(r, )dv S v, (26)

missé derivaatan ottaminen integraalin sisdén on sallittua
koska integrointialue on vakio. Toisaalta massan muutos
taytyy aiheutua siitd, ettd massaa virtaa alueelle V' ja
pois sieltd. Tamé muutos voidaan ilmaista
pintaintegraalina alueen V' sulkevan pinnan S yli:

Dt [ yas
S

o (27)

silld pv - dSAt antaa pintaelementin dS lidpi ajassa At
n v

vAt J v

&

Tésséd dS = dSn on vektori, jonka pituus on
pintaelementin pinta-ala d.S ja sen suunta n on
pinta-elementin normaali osoittaen alueesta V' ulospéin.

ulos kulkeneen massan.

Pintaintegraali (27) voidaan Gaussin lausetta kdyttden
muuttaa tilavuusintegraaliksi

—/Spu-dsz—/vv.(pv)dv. (28)
Kaavoista (26)—(28) saadaan
/V [g’: +V. (pv)] dv =0. (29)

Koska alue V' on mielivaltainen, tdytyy integrandin olla
nolla kaikkialla. Tamé antaa jatkuvuusyhtélon

0
l+V-(pv):0.

N (30)

Téamé on yksi keskeisimmistd hydrodynamiikan
yhté&loista.



Jos p on vakio, redusoituu jatkuvuusyhtdlé muotoon

V.-v=0. (31)
Jos virtaus on pysyvi (ajasta riippumaton), saadaan
V - (pv) =0. (32)

Seuraavassa tutkitaan vield muita jatkuvuusyhtdlon
muotoja.

3.2 D/Dt

Paikassa r ajanhetkelld ¢ tiheys on p(r,t). Hetkelld ¢ + 6t
neste-elementti on paikassa r + vdt ja sen tiheys on

p(r + vot, t + dt). (33)
Tiheyden muutos on siis
p(r +vdt, t + 6t) — p(r,t)
=dt(v-Vp+ @) + O(5t%). (34)

ot

Tésta voidaan padtella, ettd neste-elementin tiheyden
muutosnopeus on tdmé jaettuna infinitesimaalisella
aika-askeleella dt, siis

dp
-V —. 35
vVt o (35)
Télle kiytetddn merkintaéd Dp/Dt, siis
Dp  9dp

T&mai siis antaa Lagrangen muutoksen (seurataan
hiukkasta) kidyttden Eulerin tarkastelutapaa (muuttujat =
jat).
Yleisemmin D/Dt-merkintéé kédytetddn muillekin
suureille, joten kirjoitetaan

D 0

== +v-V.

Dt ot (37)

[Huom! D/Dt on sama kuin kokonaisderivaatta d/dt
muuttujien (r,t) funktiosta. Isoa D:té kiytetééin, jotta se
selkeimmin erottuisi osittaisderivaatasta 0/0t.]

Jatkuvuusyhtils (30) voidaan kirjoittaa myés muotoon

0
afi-l-'u-Vp-i-pV-v:O, (38)
miké taas on sama kuin
D
ZP Vv =0. (39)

Dt

Kokoonpuristumattomalle nesteelle Dp/Dt = 0, joten

V.-v=0. (40)

Kun D/Dt-merkintéé sovelletaan nopeuteen saadaan
(41)
Talla selittyy edelld olevassa esimerkissiémme todettu

Eulerin ja Lagrangen kiihtyvyyksien ero. Ne voidaan nyt
kirjoittaa

D
Lagrange : ?:; = a*(z,v,0)
ov
Euler : — =0 42
wer: % g (12)

ja ero naiden vililla taytyy tulla termistd v - V.
Kéyttiden nopeuskenttid (18) tdmé voidaan todeta
laskemalla

0 0 0 7]

v-V = (az, —ay,0)~(% —) :am——aya—y

ox
ja

0 d
v-Vov= (ax% — aya—y)(aa:, —ay,0)

= (a*z,a%y,0) = a*(z,v,0). (43)

3.3 Virtafunktio

Tutkitaan kokoonpuristumatonta virtausta, V - v = 0,
joka on kaksiulotteista

v = u(x,y)i +v(z,y)J, (44)
Kokoonpuristumattomuusehto voidaan kirjoittaa
ou Ov
—+—=0. 45
or Oy (4)

Téstd ndhdadn ettd funktiot u ja v eivét ole
riippumattomia. Systemaattisin tapa siirtyd vain yhden
funktion kéyttoon on méiritelld virtafunktio ¢ (z,y) siten
ettéd

_ %W
oy’ ’

(46)

Sijoittamalla ndmé kaavaan (45) todetaan ettéd se
toteutuu automaattisesti. Patersonin kirjassa osoitetaan,
ettd kaavojen (46) médrittelemén funktio ¢ todella on
olemassa.

Edellé oleva on erikoistapaus yleisemmésté teoreemasta.
Se sanoo ettd kun

V-v=0, (47)
niin on olemassa vektoripotentiaali A siten etté
v=V x A (48)

Kaksiulotteinen tapaus (46) saadaan téstd
erikoistapauksena A = k.



Edellé olevien ma#ritelmien mukaan voidaan kirjoittaa

v= (V) x k. (49)
Tésta nahdadn, ettéd ¢:n gradientti on kohtisuorassa v:téa
vastaan. Tiedetdén ettd Vi) on kohtisuorassa 1
vakiokayrid vastaan, ja v taas on virtaviivan suuntainen.
Saadaan ettd v on vakio virtaviivaa pitkin.

Vy

P = VaK\O
virtaviiva

Esimerkki 1) z-akselin suuntainen vakiovirtaus.

_ o _ _
Tl Pt a0 (50)
mistd ¢ = Uy.

Esimerkki 2) z-akselin suuntainen tasainen
“leikkausvirtaus” u = By. (Esimerkiksi tuuli maan pinnan
lahelld.) Saadaan ¢ = %Byg.

u(y)

T_)ﬁ
Seuraavissa esimerkeissé tarvitsemme
napakoordinaatistoa, jossa

_ _(:9%  ploy
v = (V¢)xk-<rar+ r%)xk:
_ lov 0w
= "o O (51
ja siksi
L1 v
=T YT o (52)

Esimerkki 3) radiaalinen virtaus vg = 0, missi v, sama
kaikkiin suuntiin. Ratkaisu ¢ = A6,

A
Uy = —.

: (53

Koska nopeus divergoi kun » — 0, ei tdmé virtaus voi olla
realistinen origon ldheisyydessé, missa virtauksella tdaytyy
olla ldhde (tai nielu jos A < 0). Vakio A kuvaa lihteen
voimakkuutta.

yak®

Esimerkki 4) ympyréavirtaus v, = 0, vg(r). Tyypillisesti
esiintyvét tapaukset ovat jaykka pyoriminen
vg = Dr, (54)

missé kerroin D = € on kulmanopeus, ja “pyorreviiva”

C
Vg = ? (55)
Jalkimmaiselle
¥ =—Cln(r/a), (56)

missé a on jokin pituudenlaatuinen vakio. Pyorreviivassa
nopeus kasvaa rajatta viivaa lahestyttéiessé, joten aivan
viivan ldhelld ylla oleva nopeuskentté ei voi olla oikea.

Pyo6rteen voimakkuutta kuvaa sen sirkulaatio. Yleisesti
sirkulaatio méaritelldan viivaintegraalina

r— f v dl, (57)
!
missé integrointi on jotain nesteessé olevaa suljettua
polkua [ pitkin. Témé voidaan helposti laskea
pyorreviivalle (55) kiyttien polkuna origokeskeisté
ympyrad. Saadaan
2
I'= / verdf = 27C, (58)
0
mik4 tulos ei riipu kdytetyn ympyran siteesti. Siten
voidaan kaavoissa (55) ja (56) kirjoittaa C' = T'/2m.
5) Tarkastellaan virtafunktiota
a2
v=U <r - > sin 6. (59)
r



Osoita harjoitustehtéiviné, ettd tdmé on mahdollinen
virtaus a-séteisen sylinterin ohi ainakin siiné mielessi,
ettd mitddn virtaa ei kulje pinnan r = a lépi.

Myohemmin osoitetaan ettd tdmé virtaus on
perusteltavissa tietyin edellytyksin, paitsi ettd aivan
seindmén ldhelld virtaus ei voi olla tétd muotoa (koska
oikeassa virtauksessa nopeuden taytyy havita kiintealla
pinnalla).

4. Pyorteisyys
Edell tarkasteltiin suuretta V - v. Toinen tarkeéd suure
on pyorteisyys V X v, jota nyt tutkitaan. Yleisesti
voidaan sanoa, ettd jos on annettu
V.ov = f(r),
Vxv = g(r), (60)
niin néistéd yhtiloistd (sopivien reunaehtojen kanssa)
voidaan madrita v:n kaikki kolme komponenttia.

Esimerkki pyorteisyydestéd leikkausvirtauksessa:
U = ﬁy’ U= 07
1
v =5 (61)

Télle virtaukselle V x v = — k.

Ajatellaan laitettavaksi virtaukseen kaksi ristikkaisté
tikkua ja tutkitaan niiden liiketta virtauksen mukana.

N#hd&an ettéd viiva A’B’ on kiertynyt kulmalla 56t. Koska
vaakasuora viiva ei kierry, on keskimé#riinen
kulmanopeus %B

4.1 Lokaali muutos

Seuraavassa on tarkoitus analysoida neste-elementin
liikettd siten ettd se voidaan jakaa osiin a) siirtyminen, b)
pyo6riminen, ¢) muodon ja tilavuuden muutos.

Tutkitaan liiketté kahdesta alkupisteestd « ja « + €
nopeuskentiissi v(r, t). Lyhyen ajan 6t kuluttua
ensimméinen hiukkanen on paikassa

x + v(x,t)0t. (62)
Toinen taas on paikassa
x+&+v(x+ & t)ot. (63)
Taylorin sarjan alimpien termien mukaan tdmé& on

xz+E&+v(x,t)dt+ & Voit. (64)



Vertaamalla pisteitéd voidaan tunnistaa tasainen
siirtyminen v(a, t)dt. Pisteiden liikkeiden ero tulee

termisté 5
vs
“&;6t.
J

£-Vost = (65)

ox
(Huomaa etté tdssi oletetaan summaus j:n yli vaikka
summamerkkié ei ole kirjoitettu.) Sama lauseke voidaan
kirjoittaa my6s matriisien avulla muodossa

vy ovy ovy

gwl cng (g:vg gl
. — Ovy  Ovp  Ouy
£ -Voit= o1  Oz. Os & ot. (66)
vz vz Ovs 53
311 3$2 Bzg
Olennaisena téssi on tensori
vy Ovi  Ovuy
) ox ox ox
81}1 _ Bvé ng ng (67)
ax, - 6(1?1 8(132 8(1?3
J Ovs  OJvz  Ouvg
6301 6302 6363

(Matriisia kirjoitettaessa v:n indeksi on tulkittu
ensimmaiseksi, jolloin v esiintyy ylimmalld vaakarivilla,
vg seuraavalla jne.)

[Miki on tensori?

Vektori on suure jolla on kolme komponenttia v;,

1 =1,2,3. Se eroaa mielivaltaisesta kolmen luvun joukosta
silld perusteella, ettd kun muutetaan koordinaatistoa
(esim. karteesisesta sylinterikoordinaatistoon), ndméi
luvut muuttuvat, mutta silti ne tarkoittavat samaa
vektoria. Tdysin analogisesti, (toisen kertaluvun) tensori
voidaan ilmoittaa kéyttéden yhdeksaa lukua A;;, missé
1=1,2,3 jaj=1,2,3, ts. matriisia

A A Ags
Ao Az Ags (68)
Az Az Asz

Kun muutetaan koordinaatistoa, ndmé luvut muuttuvat,
mutta silti ne tarkoittavat samaa tensoria.
Koordinaattimuunnoksista on lyhyesti kerrottu liitteessi.

Antisymmetrinen osuus

Jokainen tensori A;; voidaan jakaa symmetriseen ja
antisymmetriseen osaan

1 1
Aig = 5 (Aij + Agi) + 5 (Aij — Aza). (69)
Sovelletaan tété tensoriin dv;/dz;:
Bvi o 1 Bvi + 81)]- +1 61)@- _ 8vj
ij N 2 61‘]‘ 8%‘1 2 833j 83:,
= €4y + Tij- (70)
Antisymmetrinen osuus r;; vastaa matriisia
0 —raa ris
ro1 0 —r3 (71)
—Tr13 T3z 0

Téamé& voidaan yhtd hyvin kirjoittaa

0 —-R3 R
Ry 0 —R; (72)
—Ry Ry 0
Suhteellinen liike (65) voidaan nyt kirjoittaa
8%
§6t = (eij + rij)&;0t. (73)

8%—

Tamén antisymmetrinen osuus siirtdd hiukkasen paikasta
&; paikkaan
& + & 0t. (74)

ts.

€ — £+ (Rab3— R3&, R3&1 — Ri&3, R1&2 — Ro1)0t, (75)

eli

£ — &£+ R x &6t (76)

Tamé on vektorin & jiykkid pyoriminen kulmanopeudella
R. Kulmanopeuden komponentit saadaan vertaamalla
kaavoja (70) ja (72):

_ — 1 (0w v\ _1(y

Ry =13 = 2 (612 6;83) - 2( X v)]
_ —1(0vi _ Ovz) _ 1 \v/

R2 =T33 =3 (Bxg axl) - 2( X U)2

Ry=ra =3 (42 - 58) =1 (Vxv), . (77)
Todetaan ettd pyorimisen kulmanopeus on %V X v.
T&amé yleinen tulos on sama kuin péételtiin
leikkausvirtaukselle edell&.

Symmetrinen osuus

Koska siirtyminen ja pyoriminen ovat ainoat liikkeet,
joihin ei sisélld muodonmuutosta, kuvaa jiljelld oleva liike

& — &+ €ij§j(5t (78)

muodonmuutosta. Lineaarialgebrasta tiedetdin etta
jokainen symmetrinen matriisi on sopivalla
kannanvaihdolla saatavissa diagonaaliseen muotoon, siis

€1 0 0
€ij = 0 €9 0
0 0 €3

(79)

Tallaisessa koordinaatistossa siis

&1 — &+ e&idt,
& — & + exadt,

&3 — £3 + e330t. (80)

eli kolmessa kohtisuorassa suunnassa tapahtuu venytys
tekijoilld (1 4 e1dt), (1 + e20t) ja (1 + e3dt). Negatiivinen
ey vastaa kokoonpuristumista 1-suunnassa, ja vastaavasti
muissa suunnissa.



Tilavuus muuttuu tekijalla

1+ 615t)(1 + egét)(l + e3dt)

=1+ (e1 + e2 + e3)dt + O(6t?). (81)

Lineaarialgebrasta (toivottavasti) myos tiedetéifin, ettéd
matriisin jilki (diagonaalielementtien summa) on
riippumaton kannan valinnasta. Siis

e1+e2+e3 =e11 + e+ €33

81)1 81)2 81}3

_ _ _— = V V. 82
6321 * 8332 + 81‘3 v ( )
Siis tilavuuden muutosnopeus on verrannollinen
V - v:hen. Kokoonpuristumattomalle nesteelle tdméa
héavida, kuten on luonnollista.
Esimerkkeji
Tasainen leikkausvirtaus
u = By? v = 07
V x v =—pk. (83)
Télle virtaukselle
0 8 0
O
8”2 = loo o], (84)
i 00 0
mistéd saadaan antisymmetriselle ja symmetriselle
osuudelle
0 B/2 0 0 pB/2 0
’r‘i]‘: —ﬂ/2 0 0 s eij: ﬂ/Q 0 0
0 0 0 0 0 0
Pyorimisen kulmanopeudelle saadaan R = —% Bk. Koska

symmetrisen osuuden diagonaalielementtien summa on
nolla, ei tapahdu tilavuuden muutosta.

Muodonuutos sen sijaan tapahtuu siten, ettéd nestealkio
venyy suunnassa ¢ + J ja puristuu kasaan suunnassa
—1 + 7. Matemaattisesti tdmén voi todeta etsimélla
ominaisarvot e ja ominaisvektorit a, joilla

€11 €12 €13 a1 ai
€21 €99 €23 a9 =€ a9 (86)
€31 €32 €33 as as

Jotta yhté&lolla olisi nollasta poikkeava ratkaisu, taytyy
determinantin

€11 — € €12 €13
e1 €2 —€ €33 =0, (87)
€31 €32 €33 — €

mistd ominaisarvot voidaan ratkaista.
Esimerkkitapauksessamme ominaisarvot ovat /2, —5/2
ja 0, ja vastaavat ominaisvektorit (1,1,0)/v/2,

(=1,1,0)/v/2 ja (0,0, 1).

(85

Epiétasaiselle leikkausvirtaukselle

v =u(y)i (88)

saadaan pyorteisyys

V xv=—u(y)k. (89)
Jos u(y) muuttuu nopeasti kahden vakioarvon vilill4,
saadaan “pyorrepinta”, jossa pyorteisyys on rajoittunut
vain ohueen kerrokseen. Téllainen pyorrepinta syntyy
esimerkiksi tuulessa jonkin esteen taakse.

Kaksiulotteisen virtauksen pyorteisyydelle saadaan
napakoordinaatistossa lauseke (katso liite)

_ Kk (0(rvg)  Ovr
Vxv= < 89>'

r ar
Katsotaan ympyrivirtausta v, = 0, vg(r). Jiykiille
pyorimiselle vg = Dr saadaan

V x v = 2Dk. (91)

Pyorreviivalle vg = C/r lasketaan kaavasta (90)

Vxv=0 (92)
kun r #£ 0. Siis pyorreviivassa pyorteisyys ndyttéisi olevan
)nolla. Miksi tata silti kutsutaan pyorrevirtauksesi johtuu
siité, ettd virtauksen keskipisteessd pyorteisyys
vélttdméttd on nollasta poikkeava. vg = C/r:n
singulariteetti voidaan katkaista esim. jaykésti pyorivalla
ratkaisulla v9 = Dr kun r < a. Kun vaaditaan ettd vg on
jatkuva r = a:ssa saadaan D = C/a?, jolloin
pyorteisyydelle keskialueessa saadaan 2C/a?.
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5. Hydrostatiikka

Hydrostatiikka on hydrodynamiikan osa-alue, jossa
tutkitaan levossa olevaa nestetté tai kaasua. Levossa
kaikki voimat kumoavat toisensa. Voimat voidaan jakaa
tilavuusvoimiin ja jannitysvoimiin.

Tilavuusvoima on ulkoisesta kentéstd neste-elementtiin
vaikuttava voima. Yleisin esimerkki téstd on
gravitaatiovoima. Tilavuusvoimalle méaritelldsin voima

massaa kohti,
dF _ 1dF

dM — padv’

missé jalkimmaéinen muoto seuraa koska massa
dM = pdV. Tilavuusvoima (93) esiintyy jatkossa usein
differentiaalisessa muodossa

f= (93)

dF = pfdv, (94)

missé tilavuusvoiman verrannollisuus tilavuuteen on
selvasti ndkyvissa. Lisdksi méaritelladn potentiaali @
kaavalla,

f=-Vo. (95)

Tasaiselle gravitaatiovoimalle voidaan helposti todeta

.f = _927 d = gz, (96>
misséd g on gravitaatiokiihtyvyys ja z pystysuora

koordinaatti.

Pyorimisliikkeeseen kulmanopeudella €2 liittyy myos
kiithtyvyys Q2r. Pyorivissi koordinaatistossa téitéi
vastaava ndenndinen keskipakoisvoima ja sen potentiaali
ovat 1
F=0Q%r o= —59%2, (97)
kun pyo6riminen on z-akselin ympéri
sylinterikoordinaateissa (r, 0, z).
Toisen luokan voimia muodostavat jannitysvoimat, jotka

vaikuttavat nesteosasten vélilla. Tarkastellaan kuvaa,
jossa puoleen 1 kohdistuu pintaelementin dS kautta voima

dF = XdS (98)

Pinnan normaali n valitaan voiman kohteesta (puoli 1)
poispéin. T&lloin kuvan tapaus, misséd 3 - n > 0, vastaa
vetoa. Ehké yleisempi tapaus on kuitenkin puristus, missé
3 -n <0, ja kuvassa X siten osoittaisi alaspéin.

5.1 Jannitystensori

11

Pyritddn seuraavaksi méardaméan kuinka jannitysvoima
3 riippuu pinnan suunnasta n. Téssé ei vield tehda
oletusta levossa olevasta nesteesté, joten késittely pétee
yleisesti.

Heti aluksi péatelldédn Newtonin kolmannesta laista, etté
saman pintaelementin dS kautta puoleen 2 kohdistuva
voima on vastakkaismerkkinen kuin puoleen 1 kohdistuva
voima. Puolen 2 normaalivektori on —n, joten tama
voidaan kirjoittaa kaavana

(99)

Yleisemmaén tuloksen saamiseksi tarkastellaan kuvan
pyramidia. Sen tahkojen pinta-alat olkoon

BPC : §A;,
APC : §A,,
APB : §As,

ABC': § A. (100)

Tahkojen ulospéin suunnatut normaalit ovat

BPC : —i,
APC : —j,
APB : —k,

ABC : n. (101)

Pinta-alojen ja normaalien vilille saadaan relaatiot

§A, = i-ndA,
5As = 7 -mdA,

§As = k- ndA. (102)

Ulkopuolelta kohdistuu pinnan BPC' lépi sisépuoleen

voima
/ S(—i,7)dS (103)
BPC
Taylorin kehitelmailld saadaan
Y(—i,r) =3X(—t,P)+ O(dr - VX). (104)
Néin ollen saadaan voimaksi
3(—1,P)dA; + O(6A16r - V). (105)



Samaan tapaan saadaan eri seinien kautta tulevat voimat

BPC : S(—i, P)S Ay,
APC : 5(—j, P)§As,
APB : S(—k, P)§As,

ABC : 5(n, P)§A, (106)

liséittyna korjaustermeilld suuruusluokkaa 6 A;0r - VX.
Pyramidin liikeyhtilé on nyt (a on kiihtyvyys, jitetéiin P
merkitseméitti)

padV = pféV +3(n)dA
+3(—1)0A; + 2(—j)0As + X(—k)d A3

+korjauksia (107)

Jaetaan tdmé JA:lla ja annetaan pyramidin koon (muotoa
muuttamatta) ldhestyé nollaa. Saadaan

0=0+3(n)+32(—%)i-n

+X(—-4)j - n+3X(-k)k-n+0 (108)
Kiyttiden kaavaa (99) saamme vihdoin
S(n)=X@)i-n+3G)j n+Skk-n (109
Miaéritellddn viela (r = 1,2, 3)
orn = [B(n)],
or1 = [2(8)]r,
or2 = [2(F)]r,
org = [2(k)] (110)
T#llsin (109) saa muodon
Orn = Op1M1 + OraNg + Op3ng (111)
Jénnitysvoima (98) saa nyt muodon
dFl = O'Z‘dej, (112)

misté riippuvuus pinnan suunnasta dS; = dSn; on heti
todettavissa. Sanallisesti: jannitys suuntaa n saadaan
laskemalla jénnitykset suuntiin ¢, 7 ja k ja laskemalla ne
yhteen n;:114 painotettuina.

Suuretta
011 012 013
Uij = 0921 0922 0923 (113)
031 032 033

kutsutaan jannitystensoriksi. Voidaan osoittaa ettd tama
tensori on symmetrinen,

Oij = Oji- (114)
Lasku noudattaa samaa ideaa kuin ylld paitsi ettéa
voimien sijasta lasketaan voimien momenttia.
Muodostamalla liikeyhtdlo ndhdéén, ettd kaikki muut

12

termit menevét nollaan rajalla V' — 0 paitsi 0;;:n
epasymmetrisyydestd tuleva termi, jonka siis tdytyy olla
nolla. Lasku on esitetty Patersonin kirjassa.

Yleisen teoreeman mukaan symmetrinen (ja reaalinen)
tensori voidaan aina saattaa diagonaaliseen muotoon
valitsemalla koordinaattiakselit sopivasti. Téllaisessa
koordinaatistossa siis

g1 0 O
0ij = 0 (o)) 0 (115)
0 0 o3

Tallainen matriisi voidaan aina esittda summana
isotrooppisesta (= kaikkiin suuntiin samanlainen) ja
epéisotrooppisesta matriisista

o1 0 0 1 1 00
0 (o) 0 =044 01 0
0 0 o4 3 00 1
0’1—%0‘2‘1‘ 0 0
+ 0 oy — 30 0 , (116)
0 0 Ug—%O’ii

misséd 0;; = 01 + 09 + 03. Epéisotrooppisen osuuden
diagonaalielementtien summa on nolla.

Jannitystensori nesteissi ja kaasuissa

Y14 oleva jénnitystensorin késittely on riippumaton
aineen olomuodosta, ja onko se liikkeessé vai levossa.
Seuraavaksi tarkastellaan vain nesteité ja kaasuja.

Padviittama on ettd nesteissd ja kaasuissa, kun ne ovat
levossa, jannitystensori on isotrooppinen. Ajatellaan
esimerkiksi tapausta, jossa olisi o2 > ;. TAm4 saisi
aikaan nesteen virtauksen, ts. sitd ei voi esiintya
tasapainotilassa.

S

F=Gy
/ \V>
T

Tasapainossa esiintyvé isotrooppinen jannitys tulkitaan
hydrostaattiseksi paineeksi p, siis

O35 = —péij. (117)
Miinusmerkki johtuu siitd ettd paine vastaa puristusta,
missé neste-elementtiin kohdistuva jannitysvoima on
sisdanpéin,

dF = —pdS = —pdSn. (118)

[Katso médritelméit kaavan (98) yhteydessi.]



Kun neste virtaa, on epéisotrooppinen osuus yleisesti
nollasta poikkeava. Téhén palataan myShemmin.

5.2 Tasapainoehto

Tutkitaan tiettyyn alueeseen V kohdistuvia voimia. Sen
ulkopuolelta siihen kohdistuu jéannitysvoima (112)

/ Jidej~ (119)
5
Lisiksi vaikuttaa tilavuusvoima (94)
| erav. (120)
v

Tasapainon vallitessa ndiden summa taytyy olla nolla,

14 S

Kayttamalld kaavaa (117) ja divergenssilausetta (liite)
saadaan

(121)

dp B
/V (0t = 520V =0, (122)

Tamé taytyy toteutua kaikille mahdollisille alueille.
Talloin ainoa mahdollisuus on, ettd integroitava havida,
eli

pf —Vp=0, (123)
miké on hydrostaattinen tasapainoyhtalo.
Esimerkkeji
Kirjoitetaan tasapainoyhtdlo kiyttden potentiaalia
f=-Vao:

Vp=—-pVao. (124)
Ottamalla V x molemmista puolista saadaan

Vpx Vo =0. (125)

Téastd ndhdéan ettd p:n ja @:n gradientit ovat
samansuuntaisia. Siis pinnalla missd ® on vakio, taytyy
my6s p:n olla vakio. Erityisesti tdmé koskee nesteen
vapaata pintaa, minki tdytyy siis vastata ®:n vakioarvoa.

1) Tasaisen gravitaation tapauksessa ® = gz. Edellisestd
paatellddn, ettd tasapainossa tiheys voi olla vain z:n
funktio, p(z). Samoin paine on samaa muotoa ja sille
saadaan kaavasta (124)

dp(z)
dz

— —gn(2), (126)

mistéd integroimalla saadaan

p(z) =p(0) — g/ p(C)dC. (127)
0
Jos tiheys voidaan olettaa vakioksi saadaan
p(z) = p(0) — gpz. (128)

2) Tasaisesti pyorivissi nesteessé tulee potentiaaliin
liséiksi keskipakoisvoimasta tuleva osuus. Pystysuoralle
pyorimisakselille z potentiaali on
L2 2
D =gz— 59 r (129)
Nesteen pinta vastaa tdmén vakioarvoa, eli pinta on

paraboloidi z = zg + %Q2r2 /g. Paine nesteen sisélld
saadaan yhtilostd (124):

= _ 502
a’," p T7
Ip
— =0
00 ’
dp
5, = P9 (130)
Olettamalla tiheys vakioksi saadaan
1
p=po = pgz+ 5P, (131)

5.3 Hydrostaattiset voimat

Edell tarkasteltua jannitysvoimaa (118) voidaan kiyttias
my0s laskettaessa kiinteisiin kappaleisiin tai seindmiin
kohdistuvia voimia. Tutkitaan téta tasaisen gravitaation
tapauksessa ® = gz.

Kiintedéan kappaleeseen kohdistuvalle voimalle saadaan

lauseke
F=- / pdS,
s

missé integrointi on kappaleen pinnan .S yli. Edelld
johdettiin ettd kaasussa/nesteessd vallitseva paine p (127)
samoin kuin tiheys ovat vain koordinaatin z funktioita,
p(2) ja p(z). Seuraavassa yleistetédn p ja p tarkoittamaan
néita funktioita kaikkialla, myos kappaleen sisalli.

F Az

(132)

g

Divergenssilauseesta (liite) saadaan

P

Fe-_ /S p(2)dS = — /V Vp(:)dV.  (133)
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Kayttamalld tasapainoehtoa Vp = pf = —pg2 saadaan

F = gﬁ/ p(z)dV, (134)
1%

missé siis integroidaan nesteen/kaasun tiheysfunktiota
p(z) kappaleen tilavuuden V' yli. Tdmé on Arkhimedeen
laki. Sanallisesti ilmaistuna kappaleeseen kohdistuu noste,
joka on yhté suuri kuin kappaleen syrjayttaman
neste /kaasumiirin paino. Olettamalla p = vakio,
vastaten esimerkiksi nesteessd upoksissa olevaa
kappaletta, saadaan

F=gpVz. (135)

Kanavan luukkuun kohdistuva voima

z=0

P

Vasemmalta vaikuttaa voima (I on luukun leveys, po
ilman paine)

0

1
/ (po — pgz)ldz = poHl + EngQZ. (136)
-H
Oikealta vaikuttaa voima
—h
poh+ [ oo = po(e + s
—H
1
= poHl+ Spgl(H — h)2. (137)
Kokonaisvoimaksi saadaan
1
F = Spgl[H* — (H = h)?, (138)

missé po:n vaikutusta ei endd ndy. Ehka yllattavasti,
voima ei riipu pelkéstdan nestepintojen korkeuserosta h,
vaan myo0s kanavan syvyydestd H.

Lasketaan vield voimien momentti pisteen P suhteen.
Jattden pg pois saadaan vasemmalta

0

/

(—pgzl)(z+ H)dz
H

(139)

1
Zpgl H®
6P

ja oikealta

"

Kokonaismomentti siis on

%pgl[H3 — (H —h)’].

[—pgzl(z+ h)|(z+ H)dz épgl(H —h)3. (140)

H

(141)
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Momentti on sama kuin jos koko voima (138) vaikuttaisi
pisteeseen korkeudella

[H? — (H — h)®]
[H? — (H — h)?]

(142)

N|= =

kanavan pohjasta.



6. Liikeyhtls

Muodostamme nyt liikeyhtdlon. Tarkastelemme
paikallaan olevaa aluetta ja laskemme kuinka paljon sen
sisélla oleva lilkeméa&drd muuttuu. Tédmé muutos aiheutuu
kolmesta osasta.

1) Liikemééirin kulkeutuminen alueen V' pinnan S lipi
virtauksen mukana. Samaan tapaan kuin
jatkuvuusyhtélon tapauksessa (27), téstd aiheutuu sisélld
olevan liikkemé#rian muutosnopeus

= — [ py;v-dS,
dt g "

silld liikeméadran tiheys on puv;.

(143)

2) Voimat jotka vaikuttavat suoraan tilavuuden sisélle.
Newtonin lain mukaan néistd aiheutuu liikeméaéaran
muutosnopeus
d Pi(2)
= ; dV.
7 /V pli

3) Pinnan S ldpi jinnitystensorista aiheutuva voima. Kun
normaali on ulospéin, aiheutuu tésti sisélld olevaan
liikem&drain muutosnopeus

(144)

d Pi(3)
dt = AUidej, (145)
Toisaalta litkemaird V:n sisilld on
1%

Taméan muutosnopeus siis

d
dt Jy s v s
(147)
Kirjoitetaan pv; v - dS = pv;v;dS; ja muutetaan kaikki
tilavuusintegraaleiksi. Saadaan

/ <8pvi N
v \ Ot
Koska tdmén pitdd olla voimassa kaikille alueille V', on
ainoa mahdollisuus etté integroitava havia,

8[)’0in
(’)mj

. aCTij
8.%‘j

—pfi

) AV =0.  (148)

Opv;  Opv;v; 00;;

= of; . 149
o " ax, M, (149)
Kayttamalld jatkuvuusyhtélos
Ip
—+V. =0 30
LV () (30)
voidaan liikeyhtélén (149) vasen puoli kirjoittaa
yksinkertaisempaan muotoon
8'Ui a’l]i 80”-
i) —L = pf; . 150
Por T Pgy, pfi+ oz, (150)

Huomataan ettd vasemman puolen toinen termi on
pv - Vv. Vasen puoli on siis tiheys kertaa nopeuden
konvektiivinen derivaatta (41). Liikeyht&ls voidaan
kirjoittaa siis myos

DUZ‘

PDr =

aaij

8$j

ofi+ 220, (151)

Jotta liikeyht#loé voitaisiin soveltaa, on tunnettava o;;.
Jos kdytdmme télle samaa muotoa kuin péattelimme
hydrostatiikassa o;; = —pd;; (117), saamme

Dv

— = pf — Vp. 152
Py =P =Vp (152)

Tamé tunnetaan Fulerin yhtdlond.

Eulerin yhtalo toimii hyvin monissa tapauksissa, mutta
toisissa se johtaa selvésti virheellisiin tuloksiin. Pyrita&n
seuraavassa ymmaéartdmaan, mitd olennaista vield puuttuu.

Viskositeetti

Jos aine olisi téysin jatkuvaa, olisi Eulerin yhtalo
varmaankin riittdvé. Aine kuitenkin koostuu hiukkasista
(atomeista tai molekyyleistd). Sen lisidksi ettd ndmé
virtaavat keskimédriiselld nopeudella v, kulkee kukin
hiukkanen omaa varsin satunnaista rataansa, kun se
tormaéilee muihin hiukkasiin. Tét4 kutsutaan diffuusioksi.

U+u Ty—)£

B

S
U

—

Tutkitaan tapausta, jossa meilld pinnan S eri puolilla on
erisuuret keskimé#riiset nopeudet, molemmat pinnan
suuntaisia. Satunnaisliikkeen takia hiukkasia kulkeutuu
pinnan ldpi molempiin suuntiin. Yldpuolelta tulevilla
hiukkasilla on kuitenkin keskimé#rin suurempi litkemé&éra
z-suuntaan kuin alapuolelta tulevilla. Siksi liitkemé&arda
kulkeutuu pinnan lépi vaikka keskiméédrdinen massan
virtaus pinnan lapi héviasd. Tallaista liikeméadran
kulkeutumista kutsutaan viskositeetiksi. (Se ettd taméi
vastaa kokemustamme, etté esim. 6ljylla on suurempi
viskositeetti kuin vedelld, tulee ilmeiseksi vasta
myShemmin.)

Nopeuden epéjatkuvuutta realistisempi tapaus on jatkuva
nopeuden muutos U (y). Hydrodynamiikassa oletetaan,
ettd diffuusiosta aiheutuva litkemééréan kulkeutuminen on
pientd. Talloin voidaan olettaa, ettd se on suoraan
verrannollista nopeuden derivaattaan dU/dy. Tamé
tarkoittaa ettd mahdollisista korkeammista derivaatoista
tai dU/dy:m korkeammista potensseista tulevat korjaukset
oletetaan mitattomiksi.

Liikemé&aran kulkeutumisen takia yla- ja alapuolen valilla
vaikuttaa jannitysvoima, joka voidaan ottaa mukaan



jénnitystensorin komponentilla og,. Yll& olevan mukaan
sen oletetaan olevan muotoa

ou

Ty = g, (153)

Téssé esiintyy ainetta kuvaava verrannollisuuskerroin p.

Pyrimme nyt selvittdmé&in viskositeetin yleisen muodon.
Kirjoitamme

055 = —p5ij + O'l/'j (154)
missé o}; on viskoosinen jénnitystensori. Tasainen liike ei
voi johtaa viskositeettitermeihin, joten a;j =0 jos v on
vakio. Toisaalta oletamme viskositeettitermit pieneksi,
joten niiden taytyy olla suoraan verrannollisia nopeuden
derivaattaan, eli tensoriin Ov;/0x; (67). Yleisesti tallainen
verrannollisuus on neljannen asteen tensori Ajjx;:

ou
awk ’

!
T

= Aijul (155)
Seuraavaksi véitdmme ettd tasainen pyOriminen ei
myo6skaidn voi johtaa nollasta poikkeavaan agj:hin.
Perusteluna voidaan esittéda, ettd tasainen pyoriminen on
tasapainotila, jossa liike-energia ei voi muuttua l&mmoksi
(kuten energialle viskositeetin vaikutuksesta yleisesti
tapahtuu). Témén perusteella o7, voi riippua ainoastaan

tensorin Jv;/Ox; symmetrisestd osuudesta

. 1 (81}1 81)]-)

eis = =
*J 2 81‘]‘ (9331
Seuraavaksi viitdmme ettd ainoa mahdollinen relaatio
(155) on muotoa
ol.=a Oui | 9v; —I—bé»A%
K aSCj 8I1 * 6:Ck '
Perusteluna on ldhinné se, ettéd yritdpa keksid jokin

yleisempi muoto, joka ei asettaisi mitdén avaruuden
suuntaan erityisasemaan toisiin nahden.

(156)

+ (157)

On tapana kirjoittaa (157) ekvivalenttiin muotoon

/ 81)1- 8vj 2 8'Uk
045 = K

2 9ok
6xj 81,’1'

51-]-) + Koy

(158)

3 awk ’
joka samalla mééarittelee vakiot o ja K. Ta4mé& on jatkossa
kaytannollisempi muoto, koska sulkulausekkeen jalki
h&vida. Todetaan ettéd yksinkertaisen nesteen tai kaasun
viskositeetin kuvaamiseksi tarvitaan kaksi
viskositeettikerrointa, u ja K. Nestetti/kaasua jonka
viskoosinen jannitystensori on kaavan (158) mukainen
kutsutaan newtonilaisekst.

6.1 Navier-Stokes-yhtalo

Sijoitetaan nyt jannitystensori (154) ja (158) liikeyht#loon
(151), jolloin saadaan

Dv; £ dp i ov; v
p Dt ek 3931 817j Malfj ’ual‘z
8 9 8vk

Tama on Navier-Stokes-yhtdld yleisimméssd muodossaan.

Useimmissa tapauksissa voidaan p ja K olettaa vakioiksi.
Talloin Navier-Stokes-yhtélo saa muodon

Dv 9
P =Pf = Vp+uViv

+ (K +3p) VV -0 (160)

Jos neste/kaasu on myos kokoonpuristumatonta,
V - v = 0, saa Navier-Stokes-yht#l6 muodon

S = pf — Vp+ uViv)|

Pﬁ (161)

Jos viskositeetti ei ole olennainen, voidaan olettaa
pw~ K = 0, ja saadaan Eulerin yht&lo

5

=pf—Vp| (152)

v
"Dt

Paikallaan olevalle nesteelle (v = 0) Navier-Stokes-yhtélo
(159) redusoituu hydrostaattiseksi tasapainoyhtéloksi

pf—Vp=0. (123)
Erityisesti ylla olevia kehystettyja yhtéloita tullaan
tarkastelemaan jatkossa.

Viskositeettikertoimet p ja K tiedetddn mittauksista.
Kerroin 1 saadaan mittaamalla leikkausvirtausta, jota
tarkastellaan mychemmin. Kerroin K liittyy
kokoonpuristuvuuteen, ja sen arvo voidaan paatelld
ddniaallon vaimenemisesta. Yleisesti K on samaa
suuruusluokkaa kuin p.

Jakamalla Navier-Stokes-yhtéls (161) tiheydelld saadaan
Dv

1
-V v?
D1 f p p+vViv,

(162)
missé on médritelty kinemaattinen viskositeetti v = p/p.
Alla muutamia arvoja tiheydelle p ja viskositeeteille yu ja
v.

16

aine  p (kg/m*) plkg/(ms)] v (m?/s)
ilma 1,2 1.8x 107 1.5x107°
vesi 999 1.1x107% 1.1x10°6
elohopea 13610 1.6x1073%  1.2x1077
oliivisljy 918 0.10 1.1 x 1074
glyseriini 1260 2.33 1.8 x 1073

Oleellisempaa kuin viskositeetin arvot sinédnsi on verrata
eri termien suuruuksia. Usein keskeinen suure on
inertiaalitermin pv - Vo ja viskoosin termin yV2v suhde.
Jos esimerkiksi virtaus nopeudella U kulkee kappaleen
ohi, ja kappaleen kokoa kuvaa pituus a, on termien
suuruusluokkien suhde

_pUa

Re (163)

)

I



mitd kutsutaan Reynoldsin luvuksi. Esimerkiksi ilman
virtaus nopeudella 1 m/s ja a = 10 cm antaa

Re = 6.7 x 10°. (164)

Tassé tapauksessa viskoositermi on hyvin pieni
verrattuna inertiaalitermiin. Téstd huolimatta
viskoositermillé voi olla olennainen vaikutus virtaukseen,
kuten myohemmin tullaan ndkemé&an.

Navier-Stokes on vektoriyht#lo, joten komponentteina
kirjoitettuna se vastaa kolmea yhtal6a. Yhdessé
jatkuvuusyhtalon kanssa ne muodostavat neljan yhtalon
ryhmén. Niissd esiintyy tuntemattomina nelja kenttédéa
vz (7, 1), vy (7, t), vo(r,t) ja p(r,t). Iman todistusta
véitetadn, ettd kyseiset neljd yhtalod madradvit juuri
namé nelja kenttédd. Lisdtietoina tarvitaan kuitenkin,
miten tiheys riippuu paineesta, p(p), mikili aine on
kokoonpuristuvaa. Lisdksi tarvitaan reunaehtoja.
Tyypillisin reunaehto on ettd nopeus v hévida,

v =0, (165)

kiinteén kappale pinnalla (olettaen ettéd kappale on
paikallaan). Témé on luonnollista nopeuden
normaalikomponentille, mutta se pétee varsin hyvin myos
tangentiaalikomponentille.

On syytd mainita ettd tdydellisessi hydrodynaamisessa
teoriassa on vield yksi lisimuuttuja ja sitd vastaava

differentiaaliyhtélo. Muuttajaksi voidaan valita vaikka
saadaan energian siilymisestd. Kirjoitetaan se téssé ilman
johtoa,
ov; 2 0uy 2
- = _Vv J _Z 78S
"Dt P 2 \0z; Om; 30y ”)

sisdinen energia €, lampotila T tai entropia. Lisdyht&lo
De 3 <Bvi
+K(V -v)? + V- (kVT).

(166)

Huomataan ettd téssa esiintyviat samantyyppiset termit
kuin viskoosin jénnitystensorin o;; lausekkeessa (158).
Néhdasn ettd aina kun O'l/-j = 0, sisdinen energia kasvaa.
Tamaé tarkoittaa, ettd virtauksen energia muuttuu
viskositeetin vaikutuksesta lammoksi. Toinen huomattava
seikka on, ettd kun lampétila ei ole vakio, 1ampd johtuu
kuumemmasta kylmempéén. Tété kuvaa yhtélon (166)
viimeinen termi, ja vakio k on lammonjohtavuus.

Jatkossa tarkastelemme tapauksia, joissa lampdétila ei ole
oleellinen muuttuja. Siksi meille riittd4 Navier-Stokes- ja
jatkuvuusyhtils, emmeka tarvitse energiayhtdlod (166).

Pyoriva koordinaatisto

Pienen4 lisdyksend Navier-Stokes-yhtaloon kisittelemme
pyorivéd koordinaatistoa. Mekaniikan kurssissa on
(toivottavasti) johdettu, ettéd jos pyorivissi
koordinaatistossa mielivaltaiselle vektorille A(t) laskettu
aikaderivaatta on (DA/Dt)_, on vastaava aikaderivaatta
inertiaalikoordinaatistossa

DA DA
(m)i - ()ﬁ“ <A

Dt
Tamé on lyhyesti johdettu myos liitteessd D. Tésséd 2 on
kulmanopeusvektori, jolla pyoriva koordinaatisto pyorii.
Soveltamalla sddantoa paikkavektoriin saadaan

= \br). "\ D), "

(167)

= v, +Qxr. (168)
Soveltamalla sdantoi toistamiseen saadaan
Du; D
(Di)i = <Dt>r(vr—|—ﬂxr)+9>< (v, +Q xr)

Dv,
= <D’;> 120 x v+ 2% (R x 1), (169)

missé on oletettu ettd € on vakio. Sijoitetaan tdméa
Navier-Stokes-yhtdloon. Koska jatkossa kaikki ilmaistaan
pyorivassia koordinaatistossa, voidaan indeksi r jattaa
pois, jolloin Navier-Stokes-yhtlé saa muodon

Dv
"Dt
= pf — Vp + viskositeettitermit.

+20Q x v+ pQ x (2 x7T)
(170)

Téssé termi 2p€2 x v kuvaa Coriolisvoimaa, ja termi
P2 x (2 x r) keskipakoisvoimaa.

Yhtilod (170) saadaan yksikertaistettua seuraavasti.
Hydrostaattisessa tapauksessa (v = 0) se redusoituu
muotoon

P X (A xr)

=pf — V1,
missd painetta on merkitty p;:lla. TAmé vastaa tasaista
pyorimisté, ja se ratkaistiin edelld [kaava (131)].

Véahentamalld (171) liikeyhtdlosté ja merkitsemélla
p2 = p — p1 saadaan

(171)

D
pf;) +2p2 X v = —Vpo + visk. (172)
Jatkossa on oleellista verrata termien
v-Vv ja 2Q xv (173)

suuruuksia. Oletetaan ettd tarkastellaan ilmastoa, jolloin
tyypillinen mittakaava on 1000 km ja nopeus 10 m/s.
Koska 2 = 7.27 x 10~ 1/s, on niiden kahden termin
suuruusluokat yksikoissi m/s?

102/(1000 x 1000) ja 1.5 x 10~* x 10 (174)
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107% ja 1.5x 1073 (175)
Nihdéédn ettd Coriolistermi on dominoiva téssé
tapauksessa. Jos virtauksen mittakaava olisi yksi metri,
Coriolistermi olisi hévidvan pieni, ja siksi silld ei ole
merkitystd ammeesta tyhjentyvan veden tapauksessa.
Ilmaston tapauksessa voidaan ensimmaéisessa

approksimaatiossa jattda aikaderivaatta ja viskoosit
termit pois, jolloin saadaan

2p2 x v = —Vpa. (176)
Talla on ratkaisu
v=10, Q=0k, (177)
ja .
pa2(r) = p2(0) +/0 2pQug (r)dr. (178)

Nihdaén ettéd ilma virtaa vakiopainekayriéd pitkin.
Coriolisvoima ja painegradientti kumoavat toisensa.
Pohjoisella pallonpuoliskolla (€ > 0) tuulet kiertévit
matalapainealueita (dps/dr > 0) positiiviseen
kiertosuuntaan (vg > 0).

W Eurooppa tanaan ltapawvaila 1.}y, 200%

Oheisessa siadkartassa tuulet ovat lihes vakiopainekéyrien
suuntaiset, ja kiertosuunta on yll4 olevan tuloksen
mukainen. (Ldhde: Helsingin sanomat)

7. Navier-Stokes-yhtilon ratkaisuja

Kokoonpuristumattomalle virtaukselle on ratkaistava
yhtlot

V-v 0,
@
P ot

(Téssé termi pf on eliminoitu vihentamalla
hydrostaattinen yhtélo pf — Vp; = 0, ja merkitsemélla
p2 = p — p1:té yksikertaisesti p:1l4.)

+ pv - Vo ~Vp + pV3v. (179)

Néistéd neljastéd yhtédlostéd pitéisi ratkaista nelja
tuntematonta v ja p. N&illd yhtalsillda on muutamia
helposti saatavia ratkaisuja, joita nyt tarkastelemme.

7.1 Virtaus kahden tason valissa

Oletetaan paikallaan olevat seinéit y = +a ja virtaus

(180)

Jatkuvuusyhtélo toteutuu automaattisesti. Liikeyhtélosta
saadaan

dp d’U
0= ~5r Thae
dp
0 — _8_y7
dp
= ——. 181
0 92 (181)

Kahdesta jalkimméisestd saadaan, ettd p on vain x:n
funktio, p(x). Todetaan ettd ensimméiisessd yhtdlossi
—dp/dx voi riippua vain x:std ja udU /dy? voi riippua
vain y:std. Jotta tdma olisi mahdollista, taytyy
kummankin termin olla vakio, siis

d*U
I /‘l‘ dy2

dp

dz

=—-G. (182)
Téassd G on painegradientti, ja paineen pitié olla
suurempi vasemmalla, jotta virtaus olisi oikealle
(z-akselilla). Paineelle saadaan p = ¢; — Gz. Myds nopeus
saadaan helpolla integroinnilla

G
U=co+esy— 5y (183)

2p

missé c1, co ja c3 ovat vakioita. Reunaehtoina vaaditaan
U =0 kun y = +a. Tastd saadaan nopeudelle

(184)
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Tulokset voi ilmaista my6s merkitsemélld paineita
kanavan péissd p = po kun z =0 ja p=p; kun z =,
jolloin saadaan

_ Y
l b)
Po — D1
= Sy (185)

Lasketaan vield seinéién kohdistuva voima. Alapinnalla
pinnan normaali n = j (siis voiman kohteesta poispéin).
Olemme erityisesti kiinnostuneet voimasta suuntaan 4.
Téllsin voima pinta-alayksikkod kohti saadaan [kaavan
(112) mukaan] jannitystensorin komponentista o12. Télle
lasketaan kiiyttien kaavoja (154) ja (158)

dU> ~
y=—a

dy
Tama4 siis seinélle y = —a. Seinélle y = +a saadaan
vastakkaismerkkinen o, mutta molempiin seinimiin
kohdistuu sama voima (koska normaalin suunta on
vastakkainen).

(Po *pl)a.

l (186)

!
012‘712#<

Lasketaan nesteeseen vaikuttava kokonaisvoima.
Merkitddn kanavan leveyttd z suuntaan L:114. Voiman
x-komponentille saadaan 1) yli- ja alaseinistd

—2(po — p1)aL, 2) vasemmalta 2aLpy ja 3) oikealta
—2aLp;. Nahdain ettd kokonaisvoima hividi niin kuin
kuuluukin, silld muuten liike olisi kiihtyvé&a.

Téstd esimerkistd ndhdadn, ettd viskositeetti p vastaa
kokemustamme viskositeetista: samalla paine-erolla
virtausnopeus pienenee kun viskositeetti kasvaa, tai
tarvitaan suurempi paine-ero saman virtauksen
aikaansaamiseen.

7.2 Virtaus putkessa

Tutkitaan virtausta pyoredssa putkessa ja oletetaan

(187)

Ratkaisu on hyvin samantyyppinen kuin edella.
Hankaluutta liséd kuitenkin se ettd liikeyhtdlo on
lausuttava sylinterikoordinaateissa. Erityisesti Vv ei
16ydy normaaleista taulukkokirjoista, mutta se on
useimmissa hydrodynamiikan kirjoissa. Seuraten
Patersonia perustellaan lauseke vain erikoistapausta (187)
varten. Koska k on vakiovektori, V2(U(r)k) = kV2U(r).
Tille saadaan liitteestd B

d*U

PU 1
dr?

v dr (188)

EVZU(r) =k (
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Liikeyhtélo saadaan muotoon

0
0 = —?Z :
0= 25 2
0 = %Z*“(izg ig{) (189)
Néamai ratkaistaan kuten edelld ja saadaan
p = p(o; -Gz,
= @(cﬁ —7r?). (190)

Tama ratkaisu tunnetaan Poiseuillen kaavana.
Virtausnopeus on parabolinen ja maksimissaan
Unax = Ga?/4p kun r = 0.

Seindmiin kohdistuva leikkausjénnitys voidaan laskea
jdnnitystensorista (158), missd tarvittavan
muodonmuutostensorin 2e;; (156) lauseke
sylinterikoordinaateissa on johdettu liitteessd B, kaava
(356). Saadaan (n = —#, ollaan kiinnostuttu voimasta

I'2)

dU 1
—Ou = —0h, = —l <dr>r_a = iGa7 (191)
ja kokonaisvoima
1
F = 2mal x §Ga = 1a’lG. (192)
Keskinopeus on
1 @ Ga? 1
Uave = @ ) U(’I”)Zﬂ"l"d?" = @ = §Uma.x- (193)

Nihd#dn ettd kokonaisvirtaus Q = 1a?Us,ye = 7Ga* /81
on verrannollinen painegradienttiin ja putken halkaisijan
neljénteen potenssiin.

7.3 Dimensioanalyysi

Dimensioanalyysi on késite, joka usein esitetdén
hydrodynamiikan yhteydessé, vaikka kysymyksessd on
asia joka on yhteinen kaikelle fysiikalle, ja muillekin
matemaattisille tieteille. Esitén téssd dimensionanalyysin
yhdistettynd yhtédloiden numeeriseen ratkaisuun, ja
palataan vasta sen jéilkeen muihin kidyttotapoihin.

Oletetaan etti olisi ratkaistava numeerisesti
Navier-Stokes-yhtéloryhmé
V.v=0
Jv
N
Tietokoneen muistipaikoille voi kuitenkin syottdd vain
lukuja, ei laatuja. Siksi esim. koordinaatille = kirjoitamme

+pv - Vo =—-Vp+ uV3v. (179)



x = X g, missd X on tietokoneen muistipaikkaan
sijoitettava laaduton luku. Kertova tekija xg on “laatu”
(dimensio). Se voi olla esim. g = 1 m tai 20 mm. Usein ei
kuitenkaan ole tarvetta kiinnitté4 sille mitdéan
numeroarvoa. Esimerkiksi, jos tutkitaan virtausta
putkessa, jonka halkaisija on D, on hyvé valinta zg = D.

Samaan tapaan valitaan laadut muille suureille.
Esimerkiksi nopeudelle v = V vy ja ajalle t = T'tg.
Nopeuden laaduksi on luonnollista valita vy = zq/to.

Yhtilon (179) ratkaisuna halutaan nopeuskentti

v(x,y, z,t). Tietokoneen muistissa se on muodossa
V(X,Y,Z,T). [Muistin rajallisuuden takia V' on laskettu
vain diskreeteissd pisteisséd, ja muissa pisteisséd sen arvo
saadaan interpoloimalla. Ei kiinnitetd huomiota tahin
télld kertaa.] Fysikaalinen v(zx,y, 2, t) saadaan kaavasta

z y =z t
v t)y=V(—, =, —, — 194
(xayaz7 ) (.’EO’LC()’iL'O,tO)UO ( )
ja vastaavasti painekentté
x y 2z t
p(z,y,2,t) = P(—, —, —, —)po. (195)

b b b
To To To to

Sijoitetaan kentét yhtdlsihin (179). Merkitdin nablaa
laaduttomien yksikotiden suhteen

o 0 0
Saadaan
VgV =0 (197)
ov _ Do H 2
(97T+V V5V = pngRP-‘rpvoxovRV.

Kiinnitetéd&n nyt paineen yksikkd pg = pv3 ja Reynoldsin

luku
- PToVo

Re = , 198
m (198)
niin saadaan yhtéloryhméksi
VeV =0
ov 1
2 LV.VEV = —VpP+_—_ViV. (1
9T + Vr VeP + RevR (199)

Todetaan ettéd tAmé riippuu ainoastaan parametrista Re.
Reunaehdoista riippuen yhtaloryhmén ratkaisut riippuvat
my6s muista laaduttomista parametreista. Esimerkiksi
virtaus suorakaiteen muotoisessa putkessa riippuu
suorakaiteen sivujen pituuksien suhteesta.

Yll4 olevalla on voitettu se, ettd numeerinen lasku on
suoritettava vai kerran kullakin Reynoldsin luvun arvolla.
Fysikaalinen ratkaisu kahta paksummalla putkella mutta
puolella virtausnopeudella (tai kaksinkertaisella
viskositeetin arvolla) saadaan samasta numeerisesta
ratkaisusta vaihtamalla laatuja.

Edellista tulosta voidaan kidyttdd myos koetulosten
yleistamiseen. Riittédé tutkia vain yhté nestettd yhdessa

putkessa eri virtausnopeuksilla. Niin saaduista tuloksista
voidaan padtelld tulokset eri kokoisille putkille ja eri
viskositeetin ja tiheyden nesteille. Testit erikokoisilla
putkilla osoittavat kokeiden tukevan edella johdettuja
skaalauslakeja.

Oheisessa kuvassa on esitetty kokeellisesti mitattu
paine-ero putkessa muodossa

po—p1 _ pUZe , pPDUsve €
— —). 200

Funktio f (friction factor) riippuu Reynoldsin luvun
lisiksi putken pinnan epétasaisuuksien korkeudesta e.

0.1 v
0.09 H-\H
0,08 [-HH--
0.07 [
0.06 {1+

Moody Diagram

005 [+

0.04 (-4

2 0.03 -

Laminar Flow| | {11!
o i
0.02 U R

|| Material

&

Friction Factor

Complete turbulence

stion Factor = ;24 AP |-
X e
10° 10* 10° 10° 10 10°
Reynolds Number, Re = #

" [Smooth Pipe || T 1g-6

(Kuva Wikipediasta:
http://en.wikipedia.org/wiki/Moody_chart)

Kun Re < 2000, on Poiseuillen laminaarinen ratkaisu
(190) yhtapitiva koetulosten kanssa. (Ratkaise f:n
lauseke téssé tapauksessa.) Suuremmilla arvoilla
havaitaan kokeissa useimmiten epésddnnollinen ja
aikariippuva turbulentti virtaus.

Turbulentti virtaus on suuri ongelma teoreettisesti.
Mitédan tarkkaa analyyttistéd ratkaisua ei ole 16ydetty.
Suuruusluokat kylld pystytédan arvioimaan.
Navier-Stokes-yhtéloitd voidaan ratkaista myos
numeerisesti (esimerkkisimulaatiota), mutta ndmé
vaativat runsaasti laskentaa, ja taysin turbulentin
tapauksen késittely on silti hyvin vaikeaa. Insinoorit
kayttavat turbulentille virtaukselle kaavoja, jotka
perustuvat yksikertaisiin funktioihin, joiden parametrit
on sovitettu kokeellisiin tuloksiin.

On syyté korostaa, ettd turbulentti virtaus on
Navier-Stokes-yhtéiloiden ratkaisu. (Numeeriset laskut
tukevat téitd padtelmid.) Siis Navier-Stokes-yhtiloissi
sinédnsé ei ole mitddn vikaa. Kysymyksesséd on vain nédiden
yhtéldiden tavattoman monimutkainen ratkaisu. Téllaisia
kaoottisia ratkaisuja esiintyy tyypillisesti epélineaarisilla
yhtaloilld. Navier-Stokes-yhtélon epélineaarisuus tulee
termistd V' - V5V kaavassa (199). Pienelli Reynoldsin
luvuilla tdmén termin vaikutus on pieni, jolloin virtaus on
laminaarista. Suurella Reynoldsin luvuilla viskoositermi ei
riitd vaimentamaan epélineaarisesta termistéd aiheutuvaa
epastabiilisuutta.
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Edella késiteltiin virtausta putkessa. Namé tulokset
voidaan kvalitatiivisesti yleistdd muihinkin tapauksiin,
esimerkiksi virtaukseen jonkin kappaleen ohitse. Pienill&
Reynoldsin luvuilla virtaus on laminaarista. Suurilla
Reynoldsin luvuilla virtaus on turbulenttia. Milla
Reynoldsin luvulla laminaarinen virtaus tulee
epéstabiiliksi, riippuu kappaleen muodosta ja siitd kuinka
huolellisesti koe tehdiéin (esim. kuinka laminaarista
virtaus alun perin on).

Perustellaan vield kaavan (200) muoto. Edelld johdettiin
ettd numeerinen lasku laaduttomilla suureilla antaa, etté
paine on muotoa (195), missé laaduton funktio P lisdksi
voi riippua vain Reynoldsin luvusta ja suhteellisista
pinnan epétasaisuuksista e/xg. Siis

t  provg

) ) ) b (201)
o To X9 to

p(xvyv Zat) = p(]P(

Toisaalta keskiarvopaine-ero pitkéssd putkessa ei voi
riippua z:té, y:sté eiké ajasta t. Lisdksi sen tulee olla
lineaarinen z:ssa. Saadaan siis jollain toisella funktiolla F'

p(z)
Po 2

Téamé on sama kuin yhtilo (200), kun vain yksikét zg ja
vo on valittu sopivasti.

i)_

)
To

PToVo

= vakio + — F( (202)
Zo

Vield joitain huomioita skaalauksesta. Kun katsoo yhtalod
(199), jossa ei esiinny mitéin muita ykkosestd poikkeavia
kertoimia kuin Reynoldsin luku, luulisi naivisti, etté
vaihtuminen kahden eri ratkaisutyypin valilla tapahtuisi
sunnilleen kun Re ~ 1. Se ettd todellisuudessa tdma
tapahtuu ldhelld arvoa Re ~ 2000 on mielenkiintoinen
osoitus siité, ettd edellinen pédttely ei aina toimi hyvin.

Skaalaus mahdollistaa mallikokeiden tekemisen. Sen
sijaan ettd kokeiltaisiin laivan pohjan, potkurin tai
lentokoneen muotoja téysikokoisina, voidaan tehd& niista
pienoismalleja. Jotta pienoismalleilla saatavat tulokset
olisivat skaalattavissa taysikokoiseen tapaukseen, on
huolehdittava ettd Reynoldsin luku on sama mallissa ja
todellisuudessa. Joissain tapauksissa skaalauksen
tarkkuus heikkenee, kun yht#ld (179) ei enéié ole riittéavi
approksimaatio. Niin esimerkiksi kun gravitaatio (esim.
laivan synnyttédmiit aallot) tai kaasun kokoonpuristuvuus
(esim. lentéminen ldhelld ddnen nopeutta) tulevat
olennaisiksi.

7.4 Rajakerros

Uo

Tutkitaan ongelmaa jossa neste/kaasu on aluksi levossa
levyn y = 0 yldpuolella. Hetkestd ¢t = 0 alkaen levy alkaa
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liikkkua vakionopeudella Upz. Oletetaan ettd nopeuskentté
on muotoa

v =Ul(y,t)i. (203)
Téasméllisemmin sanottuna reunaehdot ovat
U(0,t) = Uy kun t > 0,

U(y,0)=0 kun y > 0,

U(y,t) =0 kun y — oo, kaikilla ¢. (204)
Jatkuvuusyhtilo toteutuu automaattisesti, ja
Navier-Stokes-yhtélo antaa

ou o, U
Por = "oz Pay
dy
Ip
0 = ——. 205
o (205)

Nahdasan ettd paine ei voi riippua y:sté eikéd z:sta. Mutta
se ei voi riippua myoskian z:std eiki ¢:sté, silld muutoin
levyn liike vaikuttaisi jopa rajalla y — oo. Siis p = vakio.
Jaljelle jas yhtals

ou U

at 9y
Tamé& tunnetaan diffuusioyhtdlond. Yhtalo on aivan sama,
kuin tutkittaisiin molekyylien levidimistd huokoisessa
aineessa (U — molekyylien konsentraatio) tai lammén
johtumista kiinteéissd aineessa (U — lampotila).

(206)

Seuraten Patersonia, ratkaistaan yht&lo (206) seuraavasti.
Ensinn#kin, yhtélo on lineaarinen U:ssa. Siten
nopeuskentén tulee olla suoraan verrannollinen Up:aan.
Liséksi yhtélossé esiintyy vain suureet y, t ja v, joten
ratkaisun téaytyy olla muotoa

Uly,t) = Uof(y,t,v). (207)

Nyt kuitenkin suureista y, ¢t ja v voi muodostaa vain
yvhden laaduttoman suureen. Jatko on helpointa, jos téiksi

valitaan
Yy

= . 208
"= T (208)
Siis etsitdan ratkaisua muodossa
Y
U(y,t) = U, . 209
(1:8) = Vo () (209)
Reunaehdot vaativat etté
U@,t)=Us = f(0)=1,
U(y,00=0 = f(c0) =0,
U(oo,t) =0 = f(oc0) =0. (210)
Sijoittamalla yht#loon (206) saadaan
f"(m) = -2nf'(n). (211)



Tamén ratkaisu on

fin) = Ae. (212)
Integroimalla ja vaatimalla reunaehto déarettomyydessé
saadaan
> 2
= A/ e * ds. (213)
n
Reunaehto 1 = 0:ssa vaatii
-1
e 2
A= (/ eSst) = (214)
0 VT
Ratkaisu on siten
2 [ .2
Uly,t) = UO—/ e~ ds. (215)
VT
Ratkaisu voidaan ilmaista myos erf-funktion avulla,
f(n) =1—erf(n). (216)
1-erf(n)
0.8
0.6
0.4
0.2
n

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Ratkaisulla on mielenkiintoisia ominaisuuksia. 1) funktion
muoto on sama kaikilla ajanhetkilld. Ajan
nelinkertaistuessa levidé ratkaisu y-akselilla
kaksinkertaiseksi.

t=1,4,16,64

2) funktio on oleellisesti nollasta poikkeava vain kun

n <= 1.5, eli levyd péaéllystdéd rajakerros paksuudelta
y ~ 3+/vt. Rajakerroksen ulkopuolella neste/kaasu on
ldhes levossa.

7.5 Yleinen virtaus kappaleen ohi

Virtaviivainen kappale

Tutkitaan virtausta virtaviivaisen kappaleen, esim. siiven,
ohi.

—
>

U

Kun kappaleen pituus on L, kestéé virtaus siiven ohi
suunnilleen ajan At ~ L/U. Analogisesti edellisen laskun
kanssa, muodostuu siiven pinnalle rajakerros. Sen
paksuus siiven takaosassa on suuruusluokkaa

I/L L
d~ VUVAtL .
VT UL ~ VRe

N#hdéan, ettéd rajakerros voi olla hyvin ohut siiven
kokoon verrattuna, jos Reynoldsin luku on suuri.
Esimerkiksi purjekoneella U = 15 m/s ja L = 1 m,
saadaan d ~ 1 mm.

| I

- ——

(217)

|
y/ U,

Oheisessa kuvassa on hahmoteltu virtausnopeus eri
poikkileikkauksissa kun Re > 1. Siiven kohdalla
virtausnopeus siiven ympaérilld kasvaa silld ilmamé&éara,
joka kulkee siiven ohi, on kaikissa poikkileikkauksissa
oltava sama. Kuitenkin aivan siiven pinnalla nopeus
siipeen néhden hévidd reunaehdon v = 0 takia. Tama
nopeuden pudotus tapahtuu hyvin ohuessa
rajakerroksessa, kun Re > 1. Rajakerroksessa virtaus on
voimakkaasti pyorteisté, |V x v| ~ U/d. Tamé
pyorteisyys séilyy ja levida siiven jélkeisessd vanassa
(wake), jonka paksuus ~ \/vz/U kasvaa kuten etidisyyden
x neliGjuuri.

u

Jatkossa tullaan kehitteleméin ajatusta, ettd viskositeetti
on merkityksellistd vain rajakerroksessa ja vanassa.
Naiden ulkopuolella viskositeetti voidaan jattas
huomiotta, jolloin Navier-Stokes-yht#lo redusoituu
Eulerin yhtéaloksi. Néin esimerkiksi nopeuden kasvu siiven
ympdrilla voitaisiin laskea Eulerin yhtélosta.

Epévirtaviivainen kappale

Tarkastellaan esimerkiksi virtausta sylinterin ohi.

p pieni

\0|siovirtaus
T p suuri psuuri

p pieni

22



Rajakerroksen ulkopuolella tulemme tarkastelemaan nopeudella Upys.
Eulerin yhtéloa ja ndemme, ettd suurempi virtausnopeus

sylinterin sivuilla johtaa siihen ettd paine siella on

pienempi kuin sylinterin edessé ja takana, jossa nopeus on \ﬁgj
pieni. Esimerkiksi suurempi paine sylinterin takana X
jarruttaa nesteen nopeutta kun se siirtyy sivulta taakse. U,

Sama painejakauma on voimassa my0s rajakerroksessa.
(Edellé olevassa laskussa paine oli vakio pinnan
normaalin suunnassa.) Toisaalta aivan pinnan lihelld
nopeus on pieni, joten mitdén jarrutusta ei tarvita. Sen Do

sijaan paine-ero saa aikaan toisiovirtauksen sylinterin X

pinnalla, joka suuntautuu takaa sivuille. Riittdvan

suurella Reynoldsin luvulla tdmé& saa aikaan Jos kapenemiskulma « on pieni, virtausprofiili on hyvin
rajakerrosvirtauksen irtoamisen sylinterin pinnalta. tarkasti sama kuin laskettiin edelld kaavassa (183), mutta
Syntyy pyorrepinta ja leved vana. nyt “vakiot” co, c3 ja G ovat x:n funktiota. Ndhd&an etté
jos kyseessé olisi puhdas leikkausvirtaus (G = 0), niin
viliin pakkautuisi vasemmalta enemmén nestettd kuin
oikealta virtaisi pois. Jotta saavutettaisiin
tasapainotilanne, syntyy viéliin ympéaristod suurempi
paine (kuva), joka ajaa yliméirdisen nesteen pois

[G(z) # 0]. Tama ylipaine estdi kiinteiden pintojen
suoran kosketuksen, jolloin seké vastusvoima liikkeelle
ettd osien kuluminen on ratkaisevasti pienempi kuin
suorassa kosketuksessa.

pyorrepinta

vana

|
FAN

Pieni Reynoldsin luku

Edelld on keskitytty suuriin Reynoldsin lukuihin. Jos luku
on pieni, ulottuu viskositeetin vaikutus laajalle, eiké ole
jarkevad erotella mitéén rajakerrosta. Kun Re on hyvin
pieni, Re < 1, voidaan Navier-Stokes-yht&loa (179)
yksinkertaistaa jattadmaélla pois epélineaarinen termi
v - Vo. Télloin voidaan johtaa mm. ettéd nestevirtauksessa
paikallaan olevaan palloon kohdistuva voima on (Stokesin
kaava)

F = 6mpal, (218)

missé a on pallon séde ja U nopeus kaukana pallosta.

Voidaan laskea myos sylinteriin kohdistuva voima.

Hankalan laskun tuloksena saadaan, ettd samalla

voimalla saadaan sylinteri liikkumaan akselinsa suunnassa

kaksi kertaan nopeammin kuin akselia kohtisuorassa.

(Voimat molemmissa tapauksissa ovat liikkeen suuntaan.)
F

—

| u
F

U

Uiminen, silli tavalla kuin me sen tunnemme, perustuu
olennaisesti nesteen hitauteen. Siksi sama tyyli ei onnistu
pienen Reynoldsin luvun tapauksessa. Bakteerit voivat
uida pyorittamalld siimaa. Esimerkiksi pyoOrittdessdan
korkkiruuvin muotoista siimaa syntyy liike eteenpéin
johtuen edelld mainitusta tekijén 2 erosta sylinterin
nopeudessa eri liikesuuntiin.

Teknisesti erittédin tidrked pienen Reynoldsin luvun ilmio
on voitelu. Tarkastellaan nestettd (tai kaasua)
kapenevassa vilissd, misséd alempi seinamé liikkuu
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8. Viskoositon virtaus

Edellisen perusteella viskositeetti on keskeinen 1) aina
kun Reynoldsin luku on pieni, ja 2) suurella Reynoldsin
luvulla rajakerroksessa. Myos pyorrepinnalla ja vanassa
viskositeetilla on vaikutusta, mutta se ei vilttaméatta ole
dominoiva. Néiden alueiden ulkopuolella viskositeetin
merkitys on pieni.

Seuraavassa pyritdin tutkimaan alueita, joissa
viskositeetti voidaan jattdd huomiotta, mukaan lukien
likimé&éraisesti myos pyorrepinnat ja vana. Tutkitaan siis
Eulerin yhtélod (152). Sen parina on jatkuvuusyht&ls (30)

dp
T V- (pv) = 0,
ov 1

Yksikertaisuuden vuoksi tarkastellaan
kokoopuristumatonta virtausta, ja kirjoitetaan voima
potentiaalin avulla (95), jolloin yht&lot ovat

V-v = 0,

ov

- _ p
o v Vo = V(<I>+p>. (220)

8.1 Pyorteisyys

Edelld on mééritelty sirkulaatio polun [ yli kaavalla

I‘:j{vodr,
l

Tahén ldheisesti liittyva suure on pyodrteisyys w = V x v.
Téamé johtuu siitd ettd Stokesin lauseen (331) mukaan
viivaintegraali (57) voidaan muuttaa pintaintegraaliksi
pinnan yli, jonka reunan polku muodostaa. Siis

F:/va-dS:/w~dS.
s s

Tarkastellaan esimerkiksi pyorreviivaa. Téassd I' # 0,
mutta virtaus pyorteen ytimen ulkopuolella on
pyorteetonté. Tallainen viiva ei voi padttya
nesteen/kaasun sisilld. Silld jos néin olisi, voitaisiin
integrointipinta valita kokonaan pyorteettomésséa alueessa
kulkevaksi, ja silloin I' hévidisi. Paéttelemme siis ettd
virtauspyorteet voivat vain sulkeutua itseensé (esim.
savurengas) tai pdéttyd johonkin rajapinnalle (esim.
tornado). Sama pétee pyorrepintoihin.

(57)

(221)

Lasketaan nyt kuinka paljon sirkulaatio muuttuu, kun
samalla annetaan polun muuttua virtauksen mukana.
Lasketaan siis
Dpr D
Dt Dt
Nyt on derivoitava myos viivaelementtia dr, koska se
muuttuu virtauksen mukana. Saadaan

E—f&d+ Ddr
Dt P\t " o )

v-dr. (222)

(223)

Jalkimmaisessé termissd voidaan vaihtaa D:n ja d:n
jirjestysté ja saadaan

Ddr Dr _ 1 9

Kéyttden Eulerin yhtdlod (220) saadaan

Dr p 1,
= d(d - - = = 22
e = fde+l-g—o @)
silld sulkulausekkeen sisélld on yksikésitteinen funktio,
jonka muutos suletulla polulla tdytyy havitd. Tulos

by _y (226)
Dt

tunnetaan Kelvinin teoreemana. Siis virtauksen mukana
liikkkuvan polun yli laskettu sirkulaatio pysyy vakiona.
Oletuksena oli viskoositon, kokoonpuristumaton virtaus.

Usein viskositeetti ei ole hdvidvan pieni. Silloin Kelvinin
teoreema ei ole tarkasti voimassa, mutta saattaa silti olla
hyvéa approksimaatio kun ei tarkastella kovin pitkaa
aikavalia.
Kelvinin teoreeman mukaan pyorreviivat ja -pinnat
liikkkuvat virtauksen mukana. Edelld on tarkasteltu
pyorreviivan nopeuskenttié, joka sylinterikoordinaateissa
on r

v = 27r7"0' (55)
Tarkastellaan nyt esimerkkiné kahta pyorreviivaa, joiden
sirkulaatio on vastakkaisiin suuntiin.

d

Vasemmanpuoleinen pyotrre aiheuttaa oikeanpuoleisen
kohdalla nopeuden V' =T'/27d, missi I on yhden
pyorteen sirkulaatio ja d on pyorteiden etéisyys.
Oikeanpuoleinen taas aiheuttaa saman suuruisen ja
suuntaisen nopeuden vasemman pyorteen kohdalla.
Tuloksena on ettéd pyorrepari ja samalla koko
virtauskenttd etenee muotoaan muuttamatta samaan
suuntaan nopeudella I'/27d.

Edellinen esimerkki kuvaa myds pyorrerengasta (jonka
niikyvi muoto on savurengas), silld siiné vastakkaisilla
laidoilla pyorimissuunta on vastakkaisen. Myos
pyorrerengas etenee muotoaan muuttamatta, kun
Kelvinin teoreeman oletukset on tdytetty. (Pyorrerenkaan
nopeus on hieman hankalampi laskea kuin pyorreparin

24



koska pitaé laskea renkaan itseensi indusoima nopeus, ja
se riippuu my0s pyorteen ytimen rakenteesta, mutta on
samaa suuruusluokkaa kun pyorreparille kun d on
renkaan halkaisija.)

Esimerkkej pitkéikiisistd pyorteistd: 1) trombit ja
hurrikaanit.

2) Tuuli maa pinnan ldhelld muistuttaa leikkausvirtausta,
ja on siksi pyorteistd. Kelvinin teoreeman mukaan
pyorreviivat eivéit voi leikata esimerkiksi savupiippua, ja
siksi ne taipuvat sen ympéri, ja aiheuttavat
alaspéinvirtauksen savupiipun takana. (kuva)

3) lentokoneesta aiheutuvat pyorreviivat, joita
tarkastellaan jéljempéné.

Toinen térked seuraus Kelvinin teoreemasta on etté jos
virtaus alun perin on pyorteeton, se myos jaa
pyorteettomaiksi. Palataan tdhédn hetken padsta.

8.2 Bernoullin yhté&lo

Jos nopeuskentté on tiedossa, voidaan Eulerin yht&lo
tulkita yhtéloksi paineelle. Pyritd&n nyt ratkaisemaan
paine. Rajoitutaan pysyvéén (ajasta riippumattomaan)
virtaukseen.

Liitteessi on johdettua identiteetti (327), joka
nopeusvektoriin sovellettuna on

v-Vv:V(%zﬂ)—v x (V x v), (227)

Kiytetédsn tiatd Eulerin yhtdlossi (220), jolloin saadaan

v xw:V(1v2+<I>+§). (228)

2

Otetaan tdmén pistetulo nopeuden suuntavektorin s
kanssa. Vasen puoli héividé, joten

1
s~V(§v2+(I>+B) =0. (229)
p
Téastd seuraa ettd
1
502 + &+ £ = vakio virtaviivaa pitkin. (230)
p

T&amé& on Bernoullin yhtdlon erds muoto.

Sovelletaan Bernoullin yhtdloéd virtaukseen astiasta kuvan
tapauksessa. Pisteissi P (nopeus V, poikkipinta-ala A) ja
Q (nopeus v, poikkipinta-ala a) saadaan

1 Po 1o Do
V2 pgh 4+ 20 = 2 = 231
gV Hgh+ T =gut (231)

missé py on ilmanpaine. Massan séilyminen antaa toisen
yhtéalon

pV A = pua. (232)
Naista saadaan
A2
VZ(E —1) = 2gh. (233)
Téastéd saadaan
dh | 2gha?
=V =y 234
dt v A2 — q? (234)
Olettamalla ¢ < A saadaan
dh [2gha?
i Ve (235)
Ratkaisemalla differentiaaliyhtdlo saadaan
5\ 2
_ /9
h= (\/ho QAQt) . (236)
Tyhjentymisajaksi saadaan
A [2h
gy ity (237)
a g

Verrataan pisteitd P ja R. Koska nopeus on molemmissa
saman, on paine pisteessd R hydrostaattisen paineen
verran suurempi. Kuljettaessa virtaviivaa eteenpéin,
paine alkaa lopulta pudota ja neste kiihty&, kunnes paine
on taas ilmanpaine pisteessi Q.

Y114 olevissa tuloksissa ei ole huomioitu viskositeettia.
Viskositeetin vaikutuksesta tyhjennysputken reunoille
muodostuu rajakerros. Y1l& olevat tulokset pitavit
likimé&arin paikkansa jos rajakerroksen paksuus on pieni
verrattuna tyhjennysputken halkaisijaan.

Sylinteriin kohdistuva voima

Harjoitustehtavéana on virtausta sylinterin ympéri
kuvattu virtafunktiolla

2
¢=U<r—“> sin 6.
T

Jaljempéna tullaan perustelemaan, ettd tdmé on FEulerin
yhtélon ratkaisu. Siksi sitd voi kdyttda kuvaamaan
virtausta suurilla Reynoldsin luvuilla rajakerroksen ja
vanan ulkopuolella. Lasketaan tétad kayttden sylinteriin
kohdistuva voima.

(59)
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Sylinterin pinta vastaa virtaviivaa ¢ = 0, ja silla

1 1
v+ % = vakio = ZU? + p—;. (238)
Virtafunktiosta saadaan nopeudeksi pinnalla —2U sin 09,

joten

1
p=po+ ng2(1 — 4sin?0). (239)
Virtaussuuntaan vaikuttavaksi kokonaisvoimaksi
(pituusyksikkod kohti) saadaan
F = —/ pa cos 0db, (240)

koska jokaisessa pinta-elementissé adf voima kohdistuu
sylinterin keskustaan. Saadaan Fj = 0. Tété kutsutaan
d’Alembertin paradoksiksi.

Todellisuudessa sylinterin pinnalle muodostuu rajakerros
ja perdén vana. Taémén tarkka laskeminen ei ole helppoa,
mutta voidaan tehdd karkea suuruusluokka-arvio samaan
tapan kuin arvioitiin rajakerroksen paksuutta d (217).
Niin saadaan

Fy ~ac auU apﬁUQ
H ~ 12 ~ E ~ Re .

Téssé siis oletetaan nopeuden olevan sen verran pieni,
ettd rajakerros ei irtoa.

(241)

Kun suuremmalla nopeudella rajakerros irtoaa sylinterin
pinnalta, ei ylli oleva lasku péde ollenkaan. Kun virtaus
irtoaa, putoaa paine sylinterin takasyrjalld lihelle
tasapainopainetta pg, kun taas sylinterin etupuolella p on
oleellisesti sama kuin edelld. Téasta paattelemme
vastusvoimalle karkean arvion

F ~ apU?. (242)
Verrattaessa irtoamattoman rajakerroksen tapaukseen
(241), on tédmé& vastusvoima huomattavasti suurempi,
tekijélli vRe. Jos halutaan minimoida vastusvoima, on
kappale siten suunniteltava niin etté virtauksen irtoamista
tapahtuisi mahdollisimman vahén. Téassé suhteessa edella
késitelty virtaviivaisen kappaleen muoto, pyorea
etureuna, litted muoto ja suippo takareuna, on ideaalinen.

Tarkastellaan vield tapausta, jossa sylinterin ympéri on
pyorreviivaa vastaava virtaus. Pyorreviivalle johdettiin
edelld virtafunktio (56) seké todettiin sirkulaatioksi

I' = 2nC, joten virtafunktio voidaan kirjoittaa

I r

=——1In-—.
¥ 2 .

; (243)

Yhdistetddn tdméa virtaus edelliseen, jolloin koko
virtafunktio on

2

r
w:U(r—a—)sinﬁ— In_.
r T a

o (244)

Oheisessa kuvassa on piirretty 1:n tasavéliset
vakioarvokéyrit kun I' = —27waU.

Laskemalla kaavoista (52) virtausnopeus sylinterin
pinnalla todetaan, ettd virtauksella on olemassa
pysdahtymispiste kun

IT| < 4ral. (245)

Oletetaan ettd néin on, jolloin saadaan Bernoullin
yhtalost

1 r o\’ 1
p+=p|2Using — — ) =po+ =pU=.
2mwa 2

5 (246)

Voimalla voi nyt olla seké virtauksen suuntainen etté sité
vastaan kohtisuora komponentti. Laskemalla saadaan

F = —/ pa cos 6df = 0, (247)
ja
P = —/ pa sin 6db
= _pUt sin” 0d6
™ -
= —pUT. (248)

Saadaan siis virtausta vastaan kohtisuora voima. Se
voidaan kvalitatiivisesti ymmaértaé siten ettéd toisella
puolen sylinterid nopeus on suurempi kuin toisella ja siksi
néissé on paine-ero.
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Siipi
Potentiaaliteorialla (seuraava luku) voidaan muodostaa
Eulerin yhtélon ratkaisu myos siipiméisen muodon, ns.

7 siiven -

v  lahtépaikka

Zhukovskin siipiprofiilin (Patersonin kirjassa “Joukowski
acrofoil”) ympérilld. Oheisessa kuvassa siiven paksuus on
valittu suureksi paremman nikyvyyden saavuttamiseksi.

S ==

_N—
v/é/{o

Kuvassa on esitetty virtaviivat siind tapauksessa etta
sirkulaatio siiven ympéri hévidéd, I' = 0. Télloin myos
siiven nostovoima héviaa, F', = 0, ts. edelld laskettu tulos
sylinterille pétee riippumatta kappaleen muodosta. Tama
kuvaa virtausta pienilld nopeuksilla, niin hyvin kuin
viskoositon teoria siithen pystyy.

Néin syntyy siiven ja sen ldhtopaikan véliin alaspéin
suuntautuva ilmavirtaus. Ajatellen lentokonetta, jossa
siipien karkivéli on L, syntyy suorakaiteen muotoinen
suljettu pyorreviiva pinta-alaltaan LU¢.
Kokonaislitkemééra tésséd virtauksessa on Newtonin lain
mukaan gMt, missié M on lentokoneen massa
(vihennettynd sen syrjdyttdmin ilman massalla).
Lentokone pysyy ilmassa koska siivet siirtdvét
painovoimasta johtuvan pystysuoran liikem&aran
muutoksen télle pyorrevirtaukselle.

Bernoullin yhtdlén muita sovellutuksia
- pitotputki
- kuristusputki

Y114 olevassa kuvassa kiinnittdd huomiota, etté L
Kokeile itse

pysdahtymispiste siiven jéattopuolella on siiven yldpinnalla
siiven takareunan etupuolella. Siten alapuolelta kulkeva
virtaus joutuu tekeméén jyrkdn mutkan siiven takareunan
ympéri. Témén takia alapuolelta tuleva rajakerros
helposti irtoaa siivesté.

b)

A O

Siivesté irtoaa pyorre, jonka ympéri sirkulaatio x > 0.
Koska kokonaissirkulaatio siilyy, muodostuu tamén
seurauksena siiven ympérille sirkulaatio I' = —k. Talloin
siipeen kohdistuu nostovoima F'; # 0. Sirkulaation
seurauksena pysdhtymispiste siirtyy ldhemmés siiven
takareunaa. Sirkulaatiota irtoaa kunnes pysdhtymispiste
on siirtynyt siiven takareunalle. T&ll6in nopeus on
tasainen siiven takareunan kohdalla, kuten seuraavassa
kuvassa.

- puhallus kahden riippuvan pallon viliin
- pallo nousevassa ilmavirrassa

- lankarulla ja levy: puhallus rullan ldpi estédé alla olevaa
levyd putoamasta

y

I'<O

!

Ajatellaan ettd siipi ja ilma on aluksi paikallaan, mutta
ajanhetkelld ¢ = 0 siipi ldhtee liikkeelle nopeudella U.
Edelld kuvatun prosessin seurauksena syntyy kaksi
pyorretta.
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9. Potentiaaliteoria

Tutkitaan milld edellytyksilla virtaus voidaan olettaa
pyorteettomaéksi,

V xv=0. (249)

Tarkastellaan esimerkiksi virtausta jonkin kappaleen ohi.
Pyorteisyyden muutosta virtauksen mukana voidaan
tutkia Kelvinin teoreemalla (226). Jos voidaan olettaa,
ettéd alkutilassa (kaukana kappaleesta) virtaus on
pyOrteetonta, timé osoittaa ettd virtaus siilyy
pyorteettoménd. Siis virtaus suurella Reynoldsin luvulla
voidaan jakaa kahteen alueeseen: 1) rajakerrokseen ja
vanaan, joissa virtaus on pyorteellistd. 2) Néiden
ulkopuoliseen alueeseen, jossa virtaus on pyorteetontéa
(249). Pyorteettomyys koskee myos esimerkiksi ammeessa
aluksi paikallaan olevaa vettd. Kun ammeen tulppa
avataan, siilyy virtaus pddosin pyorteettoména.
Poikkeuksena ovat pytrteen ydin ja rajakerros ammeen
pohjalla, missé viskositeetti on olennainen.

Pyorteettomyysoletus on voimassa myo6s déniaaltojen ja
veden pinta-aaltojen tapauksessa, joita tutkitaan
myShemmin.

Pyorteettomélle virtaukselle on jérkevad mééritella
nopeuspotentiaali ¢ kaavalla

v=Vo. (250)
T&lloin pyorteettomyysehto (249) on automaattisesti

toteutunut. (Tehtdvi: vertaa nopeuspotentiaalin ja
virtafunktion mééritelmii.)

Usein voidaan olettaa, ettd virtaus on sekd pyorteetonté
ettd kokoonpuristumatonta,

Vxv=0jaV .-v=0. (251)
Tésta seuraa ettd nopeuspotentiaali toteuttaa
Laplace-yhtilon
V24 = 0. (252)

Todetaan, ettd useat edelld perusteluitta esitetyt
virtaukset toteuttavat molemmat ehdot (251). N&ité ovat
virtaus kohti seindé (15), radiaalinen virtaus (53),
pyorreviiva (56), virtaus sylinterin ohi (59) ja Zhukovkin
siipiprofiilivirtaus, seké kaikki niiden yhdistelméat. Naméa
voidaan nyt perustella seuraavasti.

Viitetddn ettd virtaus, joka toteuttaa ehdot (251), on
aina Navier-Stokes-yhtélon (161) ratkaisu. Sen sijaan
reunaehdot eivét useimmiten kuitenkaan ole oikeat.

Todistus: Kéyttden kaavoja (227), (250) ja p = vakio
saadaan Navier-Stokes-yht&lé muotoon

99

§+

v( v2+<1>+§) = v x (V xv) + V3V, (253)

1
2

N&ahd&déan ettd vasemman puolen termit havidvét koska
V x v =0 ja V2¢ = 0 (nablojen jérjestys voidaan
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vaihtaa). Jiljelle jad vain ehto

%4

2 p_
TR LR R (OF

;. (254)

1
2
missé f(¢) on jokin vain ajasta riippuva funktio. TAmé on
Bernoullin yhtélon vaihtoehtoinen muoto. Huomaa, etté
siiné esiintyva suure (254) ei ole vakio vain virtaviivaa
pitkin, vaan kaikkialla. Olemme siis osoittaneet, etté
virtauskentté, joka toteuttaa kaavat (251), on myos
Navier-Stokes-yhtélon ratkaisu, ja paine méaraytyy
Bernoullin yhtélostd (254). m

Léhes poikkeuksetta ehdot (251) toteuttava virtaus ei
toteuta Navier-Stokes-yhtélon ratkaisuilta vaadittavia
reunaehtoja (165). Sen vuoksi téllaista virtausta on
korjattava késittelemélla rajakerros erikseen.

Niahdéédn ettd ehdot (251) toteuttavien virtausten
systemaattinen etsiminen johtaa Laplacen yhtélon (252)
ratkaisemiseen. Tété kutsutaan potentiaaliteoriaksi.
Potentiaaliteoria on myos kaytossi sdhkoopissa, silld
ajasta riippumattoman sihko- ja magneettikentdn
potentiaalit toteuttavat sen.

Ratkaisumenetelmii

Laplacen yhtélo on lineaarinen, joten sille on paljon
helpompi 16ytdd ratkaisuja kuin Navier-Stokes-yhtélolle.
Yhteen Laplace-yhtélon ratkaisumenetelméin, muuttujien
erotteluun, olemme jo tutustuneet harjoitustehtévissa ja
liitteessd C. Mainitaan téssd toinen menetelmé, jolla
voidaan ratkaista kaksiulotteisia potentiaaleja.

Muodostetaan paikkakoordinaateista z ja y kompleksiluku
z =z + iy. Ajatellaan ettd meilld on jokin analyyttinen
funktio f(z), esim f(z) = 22 tai f(z) = cos(z). Funktio
f(2) voidaan jakaa reaali- ja imaginaariosiin f = u + iv.
Matematiikan kursseissa osoitetaan ettd analyyttinen
funktio toteuttaa Cauchy-Riemann-yhtalot

Ou v ou ov

=== = 2
9~ by’ (255)

dy o
Naiden perusteella voi helposti osoittaa, ettéd seké

u(x + 1y) ettd v(xz + iy) toteuttavat Laplace-yhtilon
0%v
oy?

o
Ox?

o
Ox?

92 =0.

(256)

)

Lisdksi ndhdaén, ettd jos f:n reaaliosa tulkitaan
nopeuspotentiaaliksi, © = ¢, on imaginaariosa sama kuin
virtafunktio, v = 1. Nahdéain siis ettd jokainen
analyyttinen funktio voidaan tulkita joksikin virtaukseksi.
Virtausongelmia ratkaistaessa taas on konstruoitava
sopiva analyyttinen funktio, jonka muodostama virtaus
toteuttaa annetut ehdot. Esimerkiksi virtaus sylinterin
ohi (59) saadaan funktiosta

2
z+ —
z

fz) = U( a4 ) . (257)



Mainittakoon ettd Zhukovskin siipivirtaus saadaan
implisiittisesti méaritellysté funktiosta
—ia w— W@ a

o e

—|—i’ylnw_u,
a

fz) = e

z=w+ — (258)

w
missé a = |1 — u| takaa siiven terdviin takareunan, ja
esimerkiksi y = —0.4 + 0.3¢. « kuvaa virtauksen
tulosuuntaa ja -~y sirkulaatiota.

Lisaé esimerkkeja potentiaaliteorian kidytosta 10ytyy
Patersonin kirjan luvusta XI, seké taydellisempi selitys
kompleksisesta potentiaalista ja sen kaytosta luvuista
XVI ja XVII.

10. Ainiaallot

Aiiniaallot ovat paineessa ja aineen tiheydessi tapahtuvia
vaihteluja, jotka etenevét varsin nopeasti. Niitd esiintyy
kaikissa kolmessa olomuodossa, mutta téssi tarkastellaan
vain nesteité ja kaasuja. Adiniaallon nopeus ilmassa on
330...340 m/s ja vedessd 1400...1450 m/s. Kiinteissi
aineissa se yleensé on suurempi. Tyypillinen
paineenvaihtelu déiniaallossa ilmassa on 107*...1 N/m?.
Suhteellinen paineenvaihtelu on siten vililla 1079 ...1072,
joskin on mahdollista synnyttdd paljon
voimakkaampiakin aaltoja (esim. rdjahdykset).

Thminen kuulee #déniaaltoja noin vélilta 20...20 000 Hz.
Matalimmat taajuudet tunnetaan varinédné. Korkeampia
taajuuksia kutsutaan ultradéneksi.

Seuraavassa johdamme aaltoyhtdlon adéniaalloille.
Patersonin kirjasta poiketen lihdetédén liikkeelle
periaatteessa jatkuvuusyhtélosta ja
Navier-Stokes-yhtélostd. Koska kuitenkin oletamme
viskositeetin havidvan pieneksi, voimme korvata
Navier-Stokesin Eulerin yhtélolla. Siis

dp B
e +V-(pv) = 0,
p% +pv-Vv = —Vp. (259)

Huomaa etté toisin kuin useimmiten edelld, emme oleta
ainetta kokoonpuristumattomaksi. Ainiaallot ovat
perusesimerkki tapauksesta missé nesteen/kaasun
kokoonpuristuvuus on olennaista.

Tietden ettd paineen vaihtelu ddniaallossa on véhéisté,
ratkaistaan yht#lot (259) linearisoinnilla. Tarkastellaan
ensin tasapainotilaa, missi p = pg ja p = po ovat vakioita
ja v = 0. Tallsin yhtélot (259) toteutuvat identtisesti.
Seuraavaksi kirjoitamme

p=po+p, p=potp, wv=0v" (260)
Suureet p’ ja p’, ja v’ oletetaan nyt niin pieniksi, ettd kun
lausekkeet (260) sijoitetaan yhtéloihin (259), voidaan
jattad pois kaikki termit, jotka ovat toista tai korkeampaa
astetta pilkutetuissa suureissa. Erityisesti termistd v - Vo
ei siten tule mitdén kontribuutiota. Néin saadaan
linearisoidut yht&lot

op’
E‘FPQV"U = 0,

ov ,

— = . 261
P06t+VP 0 (261)

Jotta péédstéisiin eteenpiin, meidin on tiedettivi kuinka
paine muuttuu tiheyden mukana. Koska muutokset ovat
pienié, riittdd lineaarinen vastaavuus

p/: @ /
ap spa

(262)
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missi indeksi s tarkoittaa ettéd entropia pitéé olla vakio.
(Ts. tiheyden muutos tapahtuu sen verran nopeasti etté
limménjohtumista ei ehdi tapahtua.) Kiyttéen
ideaalikaasulle patevad adiabaattista tilanyhtalod p = kp”
(k = vakio) saadaan helposti

ap) 1 Do
L) =gkt = 0
(80 s 7%Po Lo

Sijoittamalla yhtdloon (261) saadaan yhtilopari p':lle ja
v:lle,

(263)

op'
E + vaV v = 0,
0
poa—;’ vy = 0 (264)

Operoimalla jélkimmaiiseen V-:lla ja kiyttdméalla ylempéa
yhtéaloa voidaan v eliminoida, ja saadaan paineelle

&p 272
Tamé on aaltoyhtdls. Siind esiintyy parametri
¢ = /7po/po, (266)

joka voidaan tunnistaa etenevin aallon nopeudeksi, kuten
pian perustellaan. Ilmalle normaaliolosuhteissa voidaan
olettaa

v =14, py=1.01 x 10° N/m®, po = 1.23 kg/m>, (267)

josta saadaan
¢ =339 m/s.

Tamé on ldhelld mitattua arvoa kuivalle ilmalle.

(268)

Samanlainen aaltoyhtiilo kuin p’:lle voidaan myos
muodostaa p’:lle ja myos nopeuspotentiaalille ¢ (250).

Tutkitaan tasoaaltoa. Télld tarkoitetaan ettd p(r,t)
riippuu vain yhdesti paikkakoordinaatista, esim. p(x,t).
Téssé tapauksessa aaltoyhtiilo (265) saa muodon

Pp L%
— —c— =0 269
o2~ 9a2 (269)
Téamén yleinen ratkaisu on
p(z,t) = a(z — ct) + bz + ct), (270)

missd a(€) ja b(€) ovat mielivaltaisia (kahdesti
derivoituvia) yhden muuttujan funktiota. Sijoittamalla
voi helposti todeta, etti yrite (270) toteuttaa yhtélon
(269). Tutkimalla ratkaisua (270) eri ajanhetkilld voi
todeta, ettd ensimméinen termi kuvaa +x suuntaan
nopeudella c liikkkuvaa ratkaisua ja jalkimméinen termi
—x suuntaan nopeudella c liikkuvaa ratkaisua.

Nesteiden/kaasujen déniaalloilla on monia yhteisié
piirteita kiinteéssé aineessa esiintyvien aaltojen kanssa.
Samoin sihkomagneettisilla aalloilla on monia yhteisid
piirteitd. Yhteiset ominaisuudet perustuvat siihen etta
nédmé kaikki toteuttavat saman aaltoyhtilon (265).
Aaltoliikkeen yleisiin ominaisuuksiin on tutustuttu
kurssilla “Aaltoliike ja optiikka”, joten ei késitelld téaté
aihetta enempaé téssé.

11. Turbulenssi

Seuraavassa tarkastellaan lyhyesti turbulenssin
skaalausteoriaa. Tété aihetta ei ole késitelty Patersonin
kirjassa, mutta se 16ytyy Landau-Lifshitzista.

Tutkitaan virtausta hyvin suurella Reynoldsin luvulla

VL
Re=—>1,
14

(271)
ja oletetaan virtaus tdysin turbulentiksi. Talla
tarkoitetaan, etta epasddannollista liikettéd esiintyy
jatkuvasti laajalla alueella eiké vain ajoittain tai
paikallisesti.

Idea on seuraava. Virtaukseen syntyy aluksi pyorteité,
joiden mittakaava (karkealla tarkkuudella) on L,
geometrialle karakteristinen pituus, esimerkiksi putken
halkaisija. Néissd pyorteissd nopeus on vastaavasti
karakteristisen nopeuden V suuruusluokkaa. Namaé,
pyorteet synnyttavit pyorteitd, joiden mittakaava on
hieman pienempi. Namé taas synnyttavit edelleen
pienempié pyorteitd. Siis virtauksen energia vihitellen
siirtyy isoilta pyorteiltd pienemmille.

Miké on sitten pienin esiintyva pyorre? Tutkitaan
pyorteité, joiden kokoluokka on [. Merkitdéan tdmén
kokoisiin pyorteisiin liittyvéa nopeutta v;:114. Nyt voidaan
madritelld myos Reynoldsin luku eri kokoisille pyorteille

erikseen,

l
Rel = ,U—l

> (272)
Suurimmille pyérteille tdmé on hyvin suuri (Rer, ~ Re),
ja niiden tapauksessa viskositeetti ei siksi ole
merkityksellinen. Kun mennéén pienempiin pyorteisiin,
Re; pienenee (olettaen etté v; ei kasva samalla, miki
perustellaan pian). Néillekin viskositeetti on
merkitykseton sikéli kun Re; > 1. Pyorteiden pienetessé
jossain vaiheessa saavutetaan Re; ~ 1. Téssa
mittakaavassa viskositeetti tulee olennaiseksi, ja
pyorteiden virtausenergia muuttuu lammoksi. (Huomaa
ettd kyseessé varsin karkea suuruusluokka-arviointi, silla
jopa arvo 2000 ~ 1.)

Inertiaalisella mittakaava-alueella, missd Re; > 1,
viskositeetti ei ole merkityksellinen, ja siksi
Navier-Stokes-yhtélon sijasta voidaan kiyttad Fulerin
yhtalod. Eulerin yhtélossé taas ei ole mitéén laadutonta
parametria. [Katso yhtdlo (199) rajalla Re — oo.] Siis
ratkaisut eri mittakaavan pyorteille saadaan toisistaan
pelkalld skaalauksella.

Nyt voidaan wv;-riippuvuus ratkaista dimensioanalyysin
avulla. Ainoa jarjestelméssi esiintyva vakio on
energiavirta suuremmista pyorteistd pienempiin, jonka
taytyy olla vakio inertiaalisella alueella. Kaytédnnosséa on
kétevinté valita téksi vakioksi energiavirta massayksikkoa
kohti, é. Sen laatu on

)

le] = 1@ =13 (273)
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Ainoa mahdollinen relaatio joka voi sitoa téatd, nopeutta

[v] = m/s ja mittakaavaa [I] = m on
4 _ vakio ~ 1 (274)
— = Vakl0 ~ 1.
vy
Siis
v~ ()2 (275)

eli v; pienenee I:n mukana kuin /:n kuutiojuuri.
Energiavirta itsessédn ei voi riippua siitd mité tapahtuu
pienilld mittakaavoilla. Siksi se voi riippua vain suureista
L ja V. Sama dimensioargumentti kuin edelld antaa

V3

€~ —.

- (276)

Ehto Re; ~ 1 antaa pienimpien pyorteiden mittakaavaksi

L

R (277)

lmin ~

Se ettéd energiavirta (276) on riippumaton viskositeetin v
arvosta on sopusoinnussa sen kanssa, ettéd virtaus
putkessa tulee riippumattomaksi Reynoldsin luvusta kun
Re > 1. [Katso kaavan (200) yhteydessé oleva kuva.]
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12. Nesteen pinta-aallot

Aiiniaaltojen ohella nesteissi esiintyy aaltoliiketti, jossa
méadradvani tekijina on nesteen pinta. Olennaista
pinta-aalloille on gravitaatio tai pintajénnitys, joka pyrkii
palauttamaan pinnan suoraksi. Nesteen
kokoonpuristuvuus ei pinta-aalloissa ole olennaista, ja
yksinkertaisuuden vuoksi neste voidaan olettaa
kokoonpuristumattomaksi.

Téassd pyritadan kuvaamaan joitakin yksinkertaisimpia
tapauksia nesteiden pinta-aalloista.

Linearisoidut yhtilot

Oletetaan etté viskositeetti on mitdton. Otetaan
alkutilanteeksi tdysin levossa oleva neste alueessa z < 0,
jolloin se luonnollisestikin on myo6s pyorteeton,

V x v = 0. Kun aalto saapuu tutkittavaan alueeseen, ei
pyorteisyys voi muuttua Kelvinin teoreeman mukaan.
Virtausnopeutta voidaan siis kuvata nopeuspotentiaalilla

v=Vo. (250)

Kun tdmén liséksi oletetaan nesteen
kokoonpuristumattomuus (V - v = 0), todetaan
nopeuspotentiaalin toteuttavan Laplace-yhtédlon

V23 =0. (252)

Téaméi yhtélo kuuluu ratkaista alueessa (kuva)

—00 < z < ((z,y,1), (278)

missé ((x,y,t) on nesteen pinnan z-koordinaatti. Jotta
voisimme tédmén ratkaista meiddn on tarkasteltava
reunaehtoja. Samoin kuin d#iniaaltojen tapauksessa,
pidetddn mukana vain ensimméisen kertaluvun
poikkeamat tasapainotilasta.

(i) Hyvin syvélld oletetaan nesteen olevan paikoillaan,

V¢ —0, kun z — —oo. (279)
(ii) Nesteen pinnalla paine oletetaan vakioksi, p = py.
Toisaalta paine nesteessd méadraytyy edelld johdetusta
Bernoullin yhtélostd (254)

dp 1

a2

5

4o+l =ru). (254)
P

Nyt ® = gz. Linearisoitua yhtilod muodostettaessa

voidaan v?/2-termi jittis huomiotta, ja suureet f(t) ja po

voidaan sisdllyttda ¢:hin, koska ne eivit vaikuta

nopeuteen (250). Sovellettaessa kaavaa (254) nesteen

pintaan saadaan siis

< > +gC=0.
==¢

Lausutaan ensimmaéinen termi Taylorin sarjana pisteen
z = 0 suhteen. Koska sekd 0¢/0t ettd ¢ oletetaan
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pieniksi, jid tastd vain alin termi, jolloin saadaan
linearisoitu reuna-ehto

¢
— =0. 281
< 5t ) . +9¢ (281)
(iii) Nesteen liike pystysuunnassa
¢
= — 282
v = 5 (282)

vaikuttaa pinnan korkeuteen. Yksinkertaisimmillaan

9¢ _ ¢
<82>Zg =9 (283)
Tarkempi reunaehto saataisiin kaavasta
_D L S SR/
0=rz=0=v: =5 —vup” Uy (284)

mutta linearisoinnissa kaksi viimeistd termié kuitenkin
hévidd. Kun vield linearisoidaan ehto (283) samoin kuin
kaava (280), saadaan reunaehto

0¢ a¢
— = = 285
( 0z ) o Ot (285)
Yhteenvetona saadaan linearisoidut yhtalot
V24 =0, kun 2z < 0 (286)
sekd yhdistamalld (281) ja (285) saadaan
¢ 09
il + 95, = 0, kun z = 0. (287)

Kun ndméa on ratkaistu, saadaan pinnan korkeus kaavasta

__1(99
<_ g(at)Z—O.

Pyritdan nyt ratkaisemaan Laplace-yhtilo. Kaytetaan
muuttujien erottelua, mitd on myos tarkasteltu liitteessa.
Ratkaisua etsitdédn muodossa

(288)

(;b(‘ray)'zat) = f(z)¢0(x7y7t) (289)
Sijoittamalla Laplace-yht&loon saadaan
Phy | %9 "
ﬂd(m;+aﬁ>+%f@=0 (290)
o ) 1 (0% %
z) b 0 0
5w (aar) e

Koska vasen puoli riippuu vain z:sta ja oikea vain x:sté,
y:sté ja t:std, on ainoa mahdollisuus, ettd molemmat
puolet ovat vakioita. Merkitdén tita vakiota k2:lla, jolloin
vasemmalta puolelta saadaan yht#loksi

F/(2) = K2f(2) = 0. (292)

Tamén yleinen ratkaisu on

f(z) = Ae*® + Be ", (293)
Reunaehto (279) rajaa ratkaisuksi
f(z) =€, (294)

missé k on positiivinen reaaliluku. (A voidaan siirt&é
funktioon ¢g.)

Laplace-yhtalosté jaa ratkaistavaksi yhtalo

Do o

240
a2t g =0,

+

(295)

Ennen kuin mennéén eteenpéin, kommentoidaan yleisesti
muuttujien erottelu -menetelméé. Joissain onnekkaissa
tapauksissa sattuu, ettd separoitu yrite (289) toteuttaa
myo0s kaikki reunaehdot. Useimmiten kuitenkaan néin ei
ole. Ratkaisu voidaan kuitenkin esitt&dsd summana
erotelluista ratkaisuista, tissi tapauksessa

(z,y,2,t) = ZAkf(ka)(bO(m’yvt?k) (296)
k
jollain kertoimilla Ay. Katso esimerkkié liitteesta.
Etsitdéan lopuissa muuttujissa tasoaaltotyyppisté
ratkaisua ‘
¢(x, 2, t) = Bekzeilar—wt), (297)
Téssé kompleksisessa yritteesséd vain reaaliosa vastaa
fysikaalista ratkaisua. Sijoittamalla yhtdléon (295)
todetaan etté se toteutuu kun g = k, eli
p(z, z,t) = Bekzeilko—wt), (298)
Sijoittamalla pintaehtoon (287) saadaan
—w?+gk=0 (299)
eli dispersiorelaatio
w = +/gk. (300)

(Seké g:lle ettéd w:lle saadaan myds vastakkaismerkkiset
juuret, mutta ne eivit johda merkittavésti erilaisiin
ratkaisuihin.)

Ratkaisu (298) esittéé pinta-aaltoa, jonka aaltoluku on k
ja siten aallonpituus A = 27/k. Se tunkeutuu nesteeseen
oleellisesti syvyydelle z ~ — A, silld exp(—27) = 0.0018.
Aallon nopeus on

C_w_¢9_Jﬁ
k VE Vor

Asniaalloista poiketen pinta-aallon nopeus riippuu
aallonpituudesta. Lyhyet aallot kulkevat hitaammin kuin
pitkéat. Oheisessa taulukossa on arvoja vedelle
maanpééllisissd olosuhteissa, ja T' = 27 /w on
vérahdysaika.

(301)
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A(m) 01 1 10 100 1000
c(m/s) 04 125 4 125 40
T(s) 025 08 25 8 25

Taulukon arvoja lyhyemmille aalloille veden pintajénnitys
tulee olennaiseksi. Osoittautuu ettéd lyhyemmaét kuin 4.4
cm aallot kulkevatkin nopeammin (katso esim.
Landau-Lifshitz).

Pinta-aallot edustavat aaltoliiketté, joka ei kuitenkaan
tottele tavallista aaltoyhtéloa. Paterson tosin kirjoittaa
aaltoyhtdlon (269) myos téssi tapauksessa, mutta se on
harhaanjohtavaa koska siind nopeus c¢ riippuu ratkaisun
aaltovektorista.

Tutkitaan viela nopeuskenttdé pinta-tasoaallossa.
Merkitédn pinnan korkeuden amplitudia A:lla,

¢ = Aeitke—wt) (302)
jolloin kaavasta (288)
igA
B=-49 (303)
w
Téstéd saadaan nopeus
— g_¢ — ikBekzei(kz—wt)
iy
0 )
v, = a_f = kBel#eithe—wt) (304)

Tastd nahddin ettd molemman suuntaiset liikkeet ovat
saman suuruiset mutta poikkeavat vaiheella 7/2.
Laskemalla hiukkasten radat todetaan etté ne ovat
ympyroitd joiden séide on
CLIpS
w

= |AleF=. (305)

kz
k x

Kuvassa ympyrat kuvaavat hiukkasten liikeratoja ja
aaltoviiva nesteen pintaa. Huomaa ettd tdmé& kuvaus on
tarkka vain silld rajalla ettad aallon korkeus on pieni
verrattuna aallon pituuteen.

Ryhminopeus

Edelld laskettiin “monokromaattisen” aallon nopeus.
Yhdistamaélla eritaajuisia aaltoja voidaan muodostaa
aaltopaketti, jolla on vain rajallinen kesto. Osoittautuu,
ettd aaltopaketin nopeus poikkeaa aaltojen nopeuksista.

Yksinkertaisuuden vuoksi tutkimme vain kahden eri
aaltovektorin aallon yhdistamista. T&lld ei voida
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muodostaa rajattua pakettia, mutta paketin nopeus
saadaan silti laskettua. Oletetaan aallot ldhekkaisilla
aaltovektoreilla k + 0k,

C _ Aei[(k+5k)m—(w+5w)t] + Aei[(k—&k)z—(w—&w)t]. (306)
Tamé& on sama kuin
¢ = 2Acos(kx — wt) cos(dkx — dwt). (307)

Téssé lyhytaaltoisen aallon (A = 27/k) amplitudi on
moduloitu pitkdaaltoisella aallolla (A = 27 /dk), ts. se
esittad sarjaa aaltopaketteja joiden vélilla on vain pienta
aaltoilua.

Nyt moduloivan aallon nopeus antaa aaltopaketin
nopeuden, jota kutsutaan ryhmdanopeudeksi,

 dwdw

=~ (308)

Vg

Adniaallolle w = ck ja siksi vg = ¢, ts. kaikki aallot
liikkkuvat samalla nopeudella ja aaltopaketin muoto pysyy
muuttumattomana. Nesteen pinta-aalloille taas w = 1/gk
(300), joten
Cdw 1
=k~ 2\

Siis aaltopaketin muodostavat aallot liitkkuvat tuplasti
nopeammin kuin itse paketti. Aallot ndyttavit syntyvéan
paketin loppupééssé, etenevin sen lapi ja sitten taas
havidvéan aaltopaketin edelld. Tamén voi havaita
esimerkiksi tarkastelemalla moottoriveneen synnyttdmai
aaltoa.

C

3"

9

(309)

Laivan aallot Tukholman saaristossa



Veden syvyyden vaikutus

Edelld oletettiin neste paljon syvemmaéksi kuin
aallonpituus. Matalammassa tapauksessa laskua voidaan
korjata vaatimalla etté virtaus ei kulje pohjan lépi,

(gf)Z_h —0. (310)

(Se ettd myds pohjan suuntainen nopeus hévidi johtaa
rajakerrostarkasteluun. Koska viskositeetti oletettiin
pieneksi, on rajakerros ohut, ja ei siten olennaisesti
vaikuta aaltoihin.)

Reunaehdon (310) toteuttamiseksi ratkaisu (293)
kirjoitetaan muotoon

f(z) = coshk(z + h), (311)
mille f'(—h) = 0. Nopeuspotentiaali on sitten

#(x, z,t) = Beosh k(z + h)e' k=t (312)

Pintaehto (287) antaa nyt
w? = gk tanh kh (313)

Aallon nopeus on

c= % - 1/%tamh kh. (314)

Téstd saadaan kaksi rajatapausta vastaten syvia ja
matalaa vetté,

_ Vg/k kun hk>1 315
¢ {\/gh kun hk < 1 (315)

Vaihtoehtoisesti tapauksia voisi kutsua lyhyen ja pitkdn
aallon tapauksiksi. Ndhddén ettd hyvin pitkét aallot
syvéassd meressd kulkevat nopeasti. Esim. h = 2000 m,
A > 3 x 10* m saadaan ¢ = 140 m/s ja T > 200 s.

Aallot syvyyden muuttuessa

Téssé olisin halunnut késitelld mita aalloille tapahtuu
veden syvyyden muuttuessa, mutta aika ei riittényt
kunnon matemaattiseen késittelyyn. Todetaan seuraavaa.
Matalassa vedessd voidaan muodostaa aaltoyhtélo, silla
aallon nopeus on riippumaton aallonpituudesta. Kun
pohjan syvyys muuttuu, voidaan tarkastella kahta eri
rajatapausta.

(1) kun muutos on dkkindinen osa aallosta taittuu ja osa
heijastuu, kuten yleisesti aaltoliikkeellé.

(ii) kun syvyys muuttuu hitaasti (aallonpituuden
mittakaavalla) ei heijastumista oleellisesti tapahdu. Kun
syvyys pienenee, tiytyy aallon amplitudin kasvaa, koska
aallon energia siilyy. Jossain vaiheessa lineaarinen
approksimaatio ei endé toimi, kun aallon amplitudi
ldhestyy veden syvyytta.
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Lopuksi

Téahén paittyy hydrodynamiikan kurssi. Toivottavasti
olette pitdneet siitd. Muistutetaan vield etta
laskuharjoitusten laskeminen on olennaista asioiden
omaksumiselle. Toivotan hyvii menestysta tenttiin.



Liitteet
A. Vektorilaskua

Téssa lyhyt kertaus vektorilaskennasta. Lue tarkemmin
Fysiikan matematiikkaa -kurssista.

Kirjoitamme vektorin komponentteihin

A=Azt + Ayj + Ak ortonormeeratussa kannassa (¢, 7,
k). Vektori voidaan ilmaista myds muodossa

A= (A; Ay, A,). Joissain tapauksissa on
kéaytannollisempéad indeksoida komponentit ja
kantavektorit numeroilla, jolloin sama vektori kirjoitetaan
A = A1é1 + Asés + Azés. Vektoreille méadritellain
skalaarilla kertominen ® A ja yhteenlasku A + B,

A = (DA, A, DA,) (316)

A+B = (A;+B;,A,+ By, A, +B;). (317)
Kahden vektorin skalaaritulo maaritellaan

A-B=A;B,+A,B,+ A.B, = A;B,, (318)

missé viimeisessd muodossa ¢ oletetaan summattavan
1:sta 3:een. Ristitulo maaritelldan
AxB= EijkéiAjBk7 (319)

missé oletetaan summaus 4:n, j:n ja k:n yli ja €;% on
permutaatiosymboli

1 kun ijk = 123, 312 tai 231
gijk = 4 —1 kun ijk = 132, 321 tai 213 (320)
0 muuten.
Nihdian etti Eijk = Ejki = Ekij = —E€ikj = —Ekji = —Ejik-
Jatkossa kiytetdan identiteettia
€ijkEmnk = 6im6jn - 5in5jma (321)

misséd vasemmalla puolella oletetaan summaus k:n yli ja

61’]’:{

[Kaavan (321) voi perustella siten etté vasen puoli on
nollasta poikkeava vain kun kaikki ¢, j ja k ovat eri lukuja
(1,2, 3) ja samoin m, n ja k, jolloin ainoat mahdollisuudet
ovat i =m ja j =n tai ¢ = n ja j = m. Néiitéd tapauksia
vastaavat arvot on helppo todeta kaavan (321) oikean
puolen mukaisiksi.] Kaavaa (321) kidyttden voidaan johtaa
vektorikolmitulolle

1 kunit=j

0 kuni+j. (322)

Ax(BxC)=(A-C)B—- (A B)C

(AxB)xC =(A-C)B-(B-C)A. (323)

[Tai jos tietd& toisen niistd, siitd voi johtaa kaavan (321).]

Maaritellddn operaattori V kaavalla

.0
V—l%

o (324)

tigt

Téata voidaan kayttda lausekkeissa vektorin tapaan,
ottaen huomioon tulon derivoimissdannén V:n
kohdistuessa useampaan tekijadn V:n oikealla puolella.
Esim.

0o

AV =A
8951-

(325)

. 0DA
V x (@A) = EijkeiaTj
(24, 022)

&rj 8a:j

= (VD) x A+ OV x A.

= €;Eijk

Ap +
(326)

Yksi hyodyllinen identiteetti on

Ax (VxA)= V(%AQ) —A-VA, (327)

jonka todistus on

0A,
Oz,
04,
T 0%
0A;
—_ AZ.A.i
J 8.731' €itly 61‘j
L OAA 2 DéiA
¢ 8@- AJ 8l‘j

A x (V X A) = EijkéiAj&gmn

= (0imOjn — Oindjm)€; A

0A;

—&A

= V(%A2) —A-VA. (328)

Hyodyllisid integraalikaavoja. Gaussin lause sanoo

/A-dS:/V'AdV,
s v

misséd S on pinta joka rajoittaa tilavuutta V. Téssd dS
osoittaa V:std ulospéin.

(329)

Gaussin lauseen muunnelma skalaarikentille ® on

/@dS:/ Vodv,
s 14

mikd saadaan johdettua soveltamalla Gaussin lausetta
vektoreihin @2, 35 ja ®k. Stokesin lause sanoo

%Awlr:/VxA-dS,
1 s

missé polku [ on reunakéyra pinnalle S. Integrointipolku
on positiiviseen kiertosuuntaan dS:n ympéri.

(330)

(331)
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B. Kayraviivaiset koordinaatistot

L&htokohtana on suoraviivainen koordinaatisto, jonka
paikkavektori kirjoitetaan

r=uxi+yj+ zk. (332)
y
\\
s
\\\
o .
Napakoordinaatit r ja 6 méaéritelldén kirjoittamalla
(oletetaan z = 0)
r=rcosfi+rsinfdj. (333)
Napakoordinaatiston kantavektorit ovat
R T . . .
7 =— =cosfi+sindj
or
~ 10
0:;8—g=—sin9i+cosej. (334)

Sylinterikoordinaatit r, 8 ja z mééaritelldan kirjoittamalla
r=rcosfi+rsindj+ zk. (335)

Huomaa ettd téssd r on etéisyys z-akselista, ei etéisyys
origosta. Sylinterikoordinaatiston kantavektorit ovat

Y C
r:—r:cosﬁz—i—sm@]

or
~ 1lor . .
6= ~90 = —sinf i+ cosfj
or
:=—=k.
zZ= (336)

Pallokoordinaatit r, 6 ja A méaéritelldén kirjoittamalla

r =rsinf(cos\i+sinAj) + rcosf k. (337)
Pallokoordinaatiston kantavektorit ovat
. oOr e
= 5 = sinfcosAi +sinfsin \j + cosb k
~ 10
0= o cosfcos At +cosfsin\j —sinfk
r 00
" 1 oOr N s .
A= e —sinA¢+cosAj.
(338)

Kaikki ylla olevat koordinaatistot ovat ortonormeerattuja,
eli kantavektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
olevia yksikkovektoreita. Napakoordinaatiston 6:n
madritelméssé (334) esiintyvd nimittdja r00 voidaan
ymmaértid kaaren pituudeksi kun 6 muuttuu 06:n verran.
Vastaavasti voidaan ymmartda kaikki kantavektorien
médritelmissé esiintyvét tekijat.

Suoraviivaisessa koordinaatistossa méaritellaan
operaattori V kaavalla

.0 .0 0
V_z%+ga—y+k£. (324)

Téamién avulla méiritellddn skalaarifunktion ®(z,y, 2)
gradientti V& kaavalla

0P 0P 0P
db=—i+—j5+—k
\Y% e + By J+ 7% (339)
Nyt viitdmme ettd sama saadaan tehtyé
napakoordinaatistossa operaattorilla
.0 -1 0
eli
0P, 109 -
Vo = " + ;%0. (341)
Vastaavasti sylinterikoordinaatistossa
0 ~10 0
=r—4+0-—+2 42
V=T e e (342)
ja pallokoordinaatistossa
0 10 <+ 1 0
=r—+60-— _— 4
v T8r+ 7‘80+ rsinf O\ (343)
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Naméi kaavat voidaan perustella silla ettd kussakin
pisteessé on kyseesséd paikallinen suorakulmainen
koordinaatisto, ja nimittéjissa esiintyvét tekijét selittyvit
samoin kuin edellé.

Vektorifunktiolle A(z,y, z) méiritelldén divergenssi V - A
ja roottori V x A. Nablaoperaattorin eri muotoja
voidaan kdyttdd myos naiden ilmaisemiseen eri
koordinaatistoissa. Olennaista néissié on huomata etta
kéyraviivaisten koordinaatistojen kantavektorit eivét ole
vakioita, miké pitdd ottaa huomioon derivoitaessa.
Esimerkiksi divergenssi napakoordinaatistossa

o 10 ) .
V-A= (ra+9r(90>~(ArT+A99)
. ) 10 /. .
=5 (A,Jﬂ—i—AgG) +6. - (ATT’—i-AeH)
—p. 94, %é
a 67“ 37“
s (10A, . 104,
04, 18A9 1
= ST A (34)

Samaa menetelméd voidaan kiayttad laskettaessa
korkeampia derivointeja, esim. V2® = V - V®. Tit4
tekniikkaa kdyttden saadaan sylinterikoordinaatistossa

9% 190 0
R (345)
C10(rA,) | 104y  0A.
VA= r Or r 00 0z’ (346)
(104, 0A,
VxA=r (1" 0~ 02 )
0A, 0A.
+0( 0z or )
1 (0(rAs)  0A,
= < or 08 > (347)
2p 1O (,00) 100 0%
Vo=l \ar ) teae T o (348)

Niiden usein taulukoista 16ytyvien lausekkeiden liséksi
kohdataan hydrodynamiikassa myds monimutkaisempia
tapauksia kuten V2A = (V - V) A. Sen sijaan etti
laskettaisiin télle yleinen lauseke, varaudutaan kulloinkin
tarvittavien komponenttien laskuun yll4 olevaa tekniikkaa
kéyttien.

Hieman monimutkaisempana esimerkkiné tarkastellaan
symmetristd tensoria

261‘]‘ = (349)

330]-

Jotta voisimme muodostaa télle lausekkeen
kéyraviivaisissa koordinaateissa ylla olevaan tapaan, on
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tensori lausuttava vektorien avulla. Yleisesti, kahdella
vektorilla a ja b voidaan muodostaan tensori A;; = a;b;.
Tété tensoria voidaan merkitd myos ab. Téssé siis
vektorit kirjoitetaan perédkkéin, ilman ettéd niiden valilla
olisi esimerkiksi skalaari- tai ristituloa. Myds tensori (349)
voidaan kirjoittaa vektorien avulla muodossa
—

vV +Vo. (350)
Téssé nuoli V:n péaélla tarkoittaa, ettd derivointi
kohdistuu operaattorin vasemmalle puolelle, eiké oikealle
puolelle niin kuin tavallista on. Esimerkiksi
napakoordinaatistossa tdmé& pitdd ymméartaa seuraavasti

660) (vrf' + veé) ,

—

-
v %z (vrf—i-veé) (ii’ + QBA >

= {; (vrf'—&-veé)] 7‘+% [(;99

eli molemmissa muodoissa derivointi kohdistuu samoihin
suureisiin, ainoastaan vektorien jérjestys on
péinvastainen. Laskemalla derivaatat saadaan

8

[ Ov. . Ovg
Vo =71 ( o aﬂ)
~ (1 0v, . 1 0vg 4 1
+9 <7" 20 r+ ;%0 + UVO - UGT> (352)
— ov, ; Ovg »
10v, . 10vy 4 1
b (2 L0 g w) 6. (39

Nain ollen saadaan koko tensoriksi napakoordinaatistossa

i (i%% * % - 1;9) (76 + 67)
r2(150 )68, )
misté voidaan identifioida kaikki 2e;;:n komponentit
v =
2e.9 = 2¢0, = %%UGT % B v79
o =2 <71« aa? + > : (355)

Toistamalla sama sylinterikoordinaatistossa voi todeta,
ettd komponentit (355) ovat samat, ja ettd loput



komponentit ovat oleellisesti samat kuin ne laskettaisiin
karteesisen koordinaatiston kaavoista,

ov,  Ov,
2 rz — 2 zr =
€ € 0z or
Ovg 10v,
e, = 2.9 = 0 4=
“0 €20 0z r 00
Ov,
2e,, = 2 . 356
¢ 0z (356)

C. Osittaisdifferentiaaliyhtdlon ratkaisu
muuttujien erottelulla

Téssé opettelemme muuttujien erottelu -nimisen
tekniikan osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisemiseksi.
Tarkastellaan esimerkkini Laplacen yht#lod V2¢ = 0
kahdessa ulottuvuudessa,

Po(x,y)  o(x,y)
92 ay? =0. (357)
Tarkastellaan téata alueessa z > 0ja 0 <y < a ja
vaaditaan reuna-ehdot
¢(z,0)=0
o(x,a) =0
#(0,y) = f(y)
o(x,y) — 0 kun & — oo, (358)

missé f(y) on jokin funktio. Fysikaalisesti ¢(x,y) voisi
olla lampotila lampoé johtavassa kappaleessa, jonka
reunat pidetéiin reunaehtojen (358) médrddmissd
lampotiloissa.

Y B
a =0
0=Ay) 0x) 00
0=0 E

Muuttujien erottelussa etsitddn ratkaisua separoituvassa
muodossa

d(z,y) = X(2)Y (y).

Sijoittamalla Laplacen yhtéloon (357) ja jarjestelemélld
saadaan

(359)

1 d*Y

1 d*’X

X dx?
Tésséd vasen puoli riippuu vain z:sté ja oikea vain y:sta.
Jotta tdmé voisi péted identtisesti, on molempien puolien
oltava vakioita = c. Siis

d’X

A2y
@ X =
X

diy2 = —cY.

(361)

Niiden ratkaisut ovat eksponentiaalisia tai
sini/kosini-muotoisia funktiota. Jotta saataisiin reunaehto

T — oo toteutettua taytyy funktion olla tdhédn suuntaan
vaimeneva,

X(z) = Ae ", (362)
missé ¢ = k2. Niin ollen yht#lén (361b) ratkaisu on
Y (y) = Bceosky + Csin ky. (363)

Todetaan ettéd kaksi ensimmaéistd reunaehdoista (358)
toteuvat vain jos Y (0) = Y (a) = 0. Néistd ndhddén ettd
B =0 ja k voi saada vain tiettyji arvoja k = k, = mn/a,
missd n =1,2,...,00. Tastd saadaan
ratkaisuehdotukseksi (D = AC)

bn(z,y) = De *n% sin k,y. (364)

Vield olisi toteutettava reunaehto ¢(0,y) = f(y). Yleiselld
funktiolla f(y) tdmé voidaan toteuttaa vain jos esitetdén
ratkaisu separoituvien ratkaisujen (364) summana,

d(x,y) = Z Dype *n®sink,y. (365)
n=1
Reunaehto ¢(0,y) = f(y) on nyt
fly) = Dnsinkyy. (366)
n=1

Tésta voidaan ratkaista kertoimet D,, kdyttamélla
ratkaisujen ortogonaalisuutta. Kerrotaan sin(k,,y):114 ja
integroidaan

/0 Cay sin(kmy) f(y)
= i D, /0“ dy sin k,y sin kp,y = D;a (367)
n=1
Téssé on kaytetty hyviksi ortogonaalisuutta
/Oa dy sin(kny) sin(kny) = gén’m, (368)

joka on seurausta ominaisarvoyhtélostd (361b) ja sen
reunaehdoista Y (0) = Y (a) = 0. Saadaan siis

Dn=2 / " dysin(kay) £(y). (369)
0

a
Lopullinen ratkaisu saatiin siis ddrettoméanid summana
(365), jonka kertoimet saadaan kaavasta (369).

Samalla tekniikalla voidaan ratkaista Laplacen yhtélon
lisdksi mm. aaltoyht&loa ja diffuusioyhtéloé.
Reunaehdoista riippuen muuttujien erottelu kannattaa
tehdéd karteesisten koordinaattien sijasta napa-, sylinteri-
tai pallokoordinaateissa.

D. Pyériva koordinaatisto

Tutkitaan ortonormeerattua koordinaatistoa joka pyorii
kulmanopeudella €2 suhteessa paikallaan olevaan
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inertiaalikoordinaatistoon. Pyorivan koordinaatiston
kantavektorit € siten pyorivét,

déy,

— = X é.
at X e

(370)
Pyorivéssa koordinaatistossa vektori voidaan lausua

A= Aé1 + Asés + Azéz = Apéy. Kiayttamilla tulon
derivoimissddantod saadaan

dA  d(Apéy)
ad _ A4kCk) _ A4k 4, %6k
dt dt at TRy
dAs . R
= Tfek + ALQ X é

dAy

Téassé viimeisen muodon ensimméinen termi voidaan
tulkita vektorin A aikaderivaataksi pyorivissi

koordinaatistossa,

dA dAy

—_— ) == 372
(), = & #72)
Merkitsemalld vastaavasti inertiaalikoordinaatistoa
alaindeksilla i, voidaan saatu tulos kirjoittaa

dA dA
(dtl - (dt)ﬁ” A

E. Koordinaatiston muutos

(373)

Tarkastellaan muutosta kahden ortonormeeratun kannan
vélilla. Lahdetddn siitéd, ettd uudet kantavektorit é; on
lausuttavissa vanhan kannan é; avulla kaavalla

~f _ A~ . o
e, = E é;Uj;.
J
Kantojen ortonormeerauksen takia saadaan

bij = €j-€; = Zék'élUkiUlj = Z5szmUlj = Z UkiUg;
Kl Kl %

(374)

(375)
siis
Z UriUkj = 0ij. (376)
k
Mielivaltaiselle vektorille a voidaan kirjoittaa
(377)

a=>Y éa; =Y &Ua,
i ij
mistd ndhdéin, ettd vektorin komponentit vanhassa
kannassa ovat
CL]‘ = Z Ujia;.
i
Kertomalla t&mé Uj:114, summaamalla ja kdyttamalla

(376) saadaan
CL; = Z CLjUji.
J

(378)

(379)

Sijoittamalla tdmé& takaisin relaatioon (378) ja vaatimalla,
ettd se pitee mielivaltaiselle vektorille a, saadaan

> UnUjy = bij. (380)
k

Tensorilta vaaditaan, ettd sen komponentit muuttuvat
analogisesti kaavan (379) kanssa:

Ay =" AUl
kl

(381)

Lasketaan matriisin jalki uudessa kannassa ja kaytetdan
(380):

Z Ajy = Z ApUiUy; = ZAkl(Skl = ZAkk' (382)
i ¥l k

ikl

Siis matriisin jélki on kannasta riippumaton.

Symmetrisen tensorin diagonaalisointi

Pyritdén valitsemaan Uj; siten ettéd Aj; olisi diagonaalinen

A 00
A= 0 X 0 (383)
0 0 A

Tété varten kerrotaan (381) Upy,:lld, summataan ja
saadaan
> Umidiy = Amly.
i 1

Olettaen muodon (383) on vasen puoli yhtd kuin A;Uy,;.
Saadaan

(384)

> Al = AjUp;. (385)

1
Téamaé tarkoittaa ettd meidén on 16ydettiva kolme
ratkaisua [vastaten indeksin j eri arvoja yhtélossd (385)]
yhtélolle

A A A ai al
A21 A22 A23 a2 =\ as (386)
Azr Az Ass as as

Vield olisi osoitettava ettd kun tensori A on symmetrinen,
talla yhtalolla on kolme ratkaisua vastaten reaaliarvoisia
Aj, ja ettéd vastaavista ominaisvektoreista a) koottu
kédadnnosmatriisi Uyy,; = a¥f) toteuttaa
ortogonaalisuusehdot (376) ja (380).
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