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joiden tehtédvat laitetaan kurssin verkkosivulle pian
vastaavan luennon jialkeen. Madrdaikaan mennessé
néytetyistd tehdyistd harjoituksista saa yhden
arvosanapykilidn korotuksen loppuarvosanaan. (Ei
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1. Johdanto

Analyyttinen mekaniikka tunnetaan myos nimell
klassinen mekaniikka tai teoreettinen mekaniikka. Siind
tutut Newtonin lait on puettu uuteen muotoon. Eri
muotoja kutsutaan mm. Lagrangen ja Hamiltonin
mekaniikaksi. Uudessa muodossa mekaniikan lait voidaan
helpommin yleistdid koskemaan kaikkia fysikaalisia
systeemejd. Seuraavassa muutamia yleistyksia.

e jatkuvan aineen mekaniikka

— hydrodynamiikka (nesteet ja kaasut)

— elastisuusteoria (kiinteét aineet)
e suuret hiukkasnopeudet, relativistinen teoria
e klassinen sdhkomagneettinen kentté
e kvanttimekaniikka (hiukkasille)

e kahden edellisen yhdistys: kvanttikenttéteoria

Téssé kurssissa mennéén fysikaalisessa sisallosséi
Newtonin teorian ulkopuolelle ainoastaan késittelemélla
hiukkasta ulkoisessa sihkomagneettisessa kentéssa. Kaikki
muut yleistykset tehddén vasta mychemmisséd kursseissa,
mm. klassinen kenttéteoria ja kvanttimekaniikan kurssit.

Matemaattisesti ndhtyné analyyttistd mekaniikkaa voi
pitdéd vektorilaskennan, osittaisderivoinnin ja
variaatiolaskennan sovellutuksena.

Esitiedot

Fysiikan matematiikkaa ja mekaniikka (tai vastaavat
tiedot)
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sanastoa

nopeus = velocity

kiihtyvyys = acceleration

lilkem&4rd = momentum

voima = force

kulmaliikemé&édrd = angular momentum
kulmanopeus = angular velocity

ty6 = work

vadntomomentti = torque
sylinterikoordinaatisto = cylindrical coordinates
pallokoordinaatisto = spherical coordinates
héirioteoria = perturbation theory

2. Newtonin mekaniikkaa

2.1 Liikeyhtalot

Tarkastellaan pisteméista hiukkasta. Hiukkasen hetkellistéd
paikkaa kuvaa paikkavektori r. Komponenttimuodossa

r=2xr+ Yy + 22, (1)

missd &, ¥ ja z tarkoittavat koordinaattiakselien
suuntaisia yksikkovektoreita. (Usein kiytetiin myos
merkintéja ¢ = &, 3 = ¢y ja k = 2. Lisadé vektorien
ominaisuuksia on kisitelty Liitteessd.) Nopeus v on
tdmén derivaatta ajan ¢t suhteen:

dr

Komponenteittain tdmé voidaan kirjoittaa muotoon

_de
dt’

_dz

_ Yy _ &
2T dt

U’y - dt’ (3)

Vg

Kiihtyvyys a mééritelldian nopeuden aikaderivaattana:

dv d2r
=T @ )

Oletamme ettd Newtonin lait ovat voimassa:

N I: Jos mikddn voima ei vaikuta hiukkaseen niin se
jatkaa liskettdin vakionopeudella (tai pysyy
paikallaan).

N II: Hiukkasen kishtyvyys on suoraan verrannollinen
hiukkaseen vaikuttavaan voimaan F ja on voiman
suuntainen. Kaavana

dp _

=F
dt

; ()
missé litkem#drd p = mwv ja massa m on hiukkasesta
riippuva vakio.

N III: Jos hiukkanen vaikuttaa toiseen hiukkaseen
jollakin tietylld voimalla niin tdmd toinen hiukkanen
vatkuttaa ensimmdiseen hiukkaseen tdsmdlleen saman
suuruisella mutta vastakkaissuuntaisella voimalla.
Lisdksi voimat oletetaan hiukkasia yhdistdvdin janan
suuntaisiksi.

2.2 Hiukkasjoukko

Tarkastellaan N massapisteen 1,2,..., N muodostamaa
jirjestelméa:

e hiukkasten massat my, ma,...,mpy.

e hiukkasen j hiukkaseen k aiheuttama sisdinen voima
F}'%k-



e hiukkaseen k vaikuttavat siséiset (internal) voimat

Z Fj k. (6)

J#k

F =

e hiukkaseen k vaikuttava ulkoinen voima (external
(e)
force) F, .

Liikem&&rin sdilymislaki
Newtonin toisen lain avulla hiukkasen k liikeyht&lo on

Pk

_ g
dt k

+F. (7)

Maaritelldan kokonaisliikemééra P summana yksittédisten
hiukkasten liitkemadrista. Siis

N N
P = Zpk :kavk- (8)
k=1 k=1

Sen aikaderivaatalle saadaan

dP - dp ZN (i) ZN (e)
k i e

k=1 k=1 k=1

Newtonin kolmannen lain mukaan kahden hiukkasen
véliset voimat toteuttavat ehdon

Fy_,; = —F;_,

joten sisdisten voimien summa

Fjr =0, (11)

silld esim. termit Fy_,o ja F5_,q, jotka molemmat
esiintyvat summassa, kumoavat toisensa. Madritelladn
ulkoinen kokonaisvoima

N

F©=3"F".

k=1

(12)

Tasté seuraa, ettéd hiukkassysteemin kokonaisliitkemddrdn
P aikaderivaatta on yhti kuin ulkoinen voima F(¢)

dP

=F©.
dt

(13)

Téastd voimme lukea liikem#érsn sidilymislain: jos
systeemiin ei vaikuta ulkoisia voimia (tai niiden summa
F() hdvidd), niin systeemin kokonaislitkemddrd on vakio.

Madéritellddan systeemin

e massakeskipiste

R Zk]:\[l METk , (14)
> k=1 Mk
e kokonaismassa N
M= "my. (15)
k=1

Koska massat ovat vakioita, voidaan
kokonaisliikeméérille (8) kirjoittaa

N
dr, d dR
P= S —
Z TR T ’; Tk dt

Tatd kdyttden voidaan kaava (13) kirjoittaa muotoon

(16)

2
gl _ 4P _, d°R

a ez (17)

Niaemme, ettd systeemi liikkuu ik&dn kuin sen koko massa
olisi keskittynyt massakeskipisteeseen, johon ulkoinen
voima vaikuttaa.

Kulmaliikem&irin sidilymislaki

Hiukkasjoukon kokonaiskulmaliikemééra origon suhteen
médritellddn kaavalla

N
Z’I"k X Pk (18)
k=1
Derivoidaan L ajan suhteen:
N
dL o dr TL dpk
7 ,;< 7t X MUk + T X gt >
N ‘ N
= Y rmxEP 4+ mx B, (19)
k=1 k=1

missé on kiytetty vi x vr = 0. Ensimmaéiselle termille
saadaan

N N N
SURTUD o) S
k=1 k=1 j=1
Gk
1 N N
:§ZZ(T]CXF4)]§+T]€XF )
k=1 j=1
J#k

(re x Fi . +r;x Fk%j)

I
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(’l"k — ’I”j) X ‘Fjﬁk =0. (20)
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Téssé kolmas yhtdsuuruus on saatu vaihtamalla
summausindeksien nimet jalkimmaéisessd termissé, neljés
voiman ja vastavoiman laista (10) ja viimeinen siitéd ettd
keskindinen voima Fj_,; ja hiukkasten yhdysvektori

T, — 7; oletettiin yhdensuuntaisiksi.

Maaritelldin ulkoinen vaidntomomentti

N
NO =% "r, x .
k=1

Niin saadaan

dL
dt

eli kulmaliikemééréin aikaderivaatta on yhtd kuin ulkoinen
vadntomomentti. Téstd on luettavissa kulmaliikem#iirin
sailymislaki: Mikdli hiukkassysteemiin vaikuttava
ulkoinen vdidntomomentti jonkin pisteen suhteen on nolla,
niin sen kulmalitkemddrd ko. pisteen suhteen sdilyy.

=N© (22)

(demonstraatio polkupyérin pyorilld)

Energian siilymislaki

Kun hiukkassysteemi siirtyy tilasta 1 tilaan 2, tekevit
voimat tyon Wio:

N 2)
Wia = Z/ Fy. - dry. (23)

Tlmaistaan hiukkasten paikat r4(t) parametrin ¢ avulla,
joka muuttuu arvosta t; tilassa 1 arvoon to tilassa 2.
Tehdédén integraaliin (23) muuttujan vaihto

) b2 d'l"k

Fk . dT‘k = Fk —dt. (24)
(1) t dt
Kéyttaen litkeyhtélod tdmé integraali voidaan kirjoittaa

(2)
Fk drk = / mk
(1) t1

24 (1 @ 1
:/ — <mkv,3> dt:/ d(mkvﬁ)
y dt \ 2 W \2
2
() 1

’det

= / imkv%. (25)
1)
Summaamalla yli hiukkasten saadaan siis
Wig =Ty — 1T, (26)
missd T on hiukkassysteemin kineettinen energia
N
T = ; 5mkv,i. (27)

Tutkitaan seuraavaksi, voidaanko Wis ilmaista myos
voimien avulla.

Sanotaan, etti voimakenttid F(r) on konservatiivinen, jos
sen tekemé tyo on riippumaton kuljetusta tiestéd. Talloin
voiman viivaintegraalin on havittava kaikille suljetuille

poluille {:
]fF cdr=0, V. (28)
l
Stokesin lauseen mukaan on
}[F-dr:/(vXF)-ds, (29)
l S

missd S on suljetun kdyrédn [ rajoittama pinta. Tassa

vl g0 20
- oz y@y 0z
Jos nyt voimakentté F(r) on pyorteeton, ts.
V x F(r) =0,

niin se on konservatiivinen (ja kééntden).
Vektorilaskennasta tieddamme, ettéd skalaarifunktion
gradientti toteuttaa edelld olevan ehdon. Siis muotoa
F(r)=-VV(r) (32)
oleva voimakenttd on konservatiivinen. Skalaarifunktiota
V(r) kutsutaan potentiaaliksi tai potentiaalienergiaksi.

Hiukkassysteemissé ty6 jakaantuu ulkoisten ja sisdisten
voimien tekemé&in tyohon

Wiy = Fk dry,
(1)
N (2)
= Z F( drk+ZZ/ Fj_p - dry.
k=1"(1) k=1 j=1
J#k

Oletetaan, etté ulkoiset voimat ovat konservatiivisia.
Kirjoitetaan Fk(c) = —VkUlgc) (71), missd nablan
alaindeksi k kertoo ettd se operoi ri:hon. (Potentiaalilla
U on alaindeksi siltéd varalta, ettd hiukkaseen kohdistuva
voima riippuu hiukkasen paikan liséksi hiukkasen
tyypisti, esim. massasta tai sihkoévarauksesta.) Ulkoisten
voimien tekemélle tyolle saadaan

N
Wiy =->" VU (ry) - dr,
k=171
N

(2) 8U(e) aU(e) aU(e)
_ —Z/ E gy, + Ay + Tz,
1 (1) 8xk 8 0z Zk

= - AU = 3 (2)U<e>r :
z/ -3 /v

k=1 (1)

(2)

(33)

Oletetaan, ettd myos sisdiset voimat ovat konservatiivisia.
Talld tarkoitetaan sité, etté jokaiselle hiukkasparille (7, k),
missé j < k, on olemassa potentiaali Uji (7}, 7) niin etté

Fi . = =V Ujp(rj, 1)

Fk%j = —VjUjk<’l“j7’l"k). (34)



[Huomaa ettd voiman ja vastavoiman laista (10) seuraa
ettd Ujj, voi riippua vain erotuksesta r; — rp,

Ujr(r; — ri), mutta tdmé ei ole oleellista energian
sdilymisen kannalta.] Sisdisten voimien tekeméksi tyoksi
saadaan

N k-1 (2)

Wl(;) = (Fj—>k . d’l"k + Fk_)j . d’l”‘j)

[VkUjk(Tj, T‘k) . d’l’k

“erUjk(’r‘j,’l“k) . d’l“j]
N k-1 2)

- yy

k=1 j=1

dU;k(r;,7y)

N k—1(2)

- Xy /v

kl]l

jk rjvrk) (35)

Tésséd kolmas yhtdsuuruus seuraa siitd etta laskettaessa
differentiaalia dUj(7;, ri) pitéé ottaa osittaisderivaatat
kaikkien muuttujien (v;, %) = (2}, V;, 25, Tk, Yk Zk)
suhteen, miké vastaa juuri edellisessi muodossa olevia
gradientteja muuttujien r; ja rj suhteen.

Madritelldén kokonaispotentiaali (huomaa ettd kukin pari
lasketaan vain kerran)

N k-1
V = ZU(e ’I‘k +ZZU3k 'I‘],T‘k (36)
k=1 j=1
Yhdistamalld kaavoista (26) ja (33)-(36) saadaan
Wis =T, —T1 = —(Va = 7). (37)

Toisin sanoen, saamme energian sdilymislain: jos
hiukkassysteemiin vaikuttavat voimat ovat
konservatiivisia, niin systeemin kokonaisenergia T +V on
vakio.

Edellé késiteltiin litkemé&érin, kulmalitkeméaéran ja
kokonaisenergian séilymislait Newtonin mekaniikassa.

Jatkossa tésséd kurssissa késitellddn kuinka namaé lait
yleistetddn koskemaan staattista magneettikenttéa.
Lisdksi muotoillaan mekaniikan teoria siten, ettéd se on
mydhemmin helpompi yleistad koskemaan relativistisia
hiukkasia, kvanttimekaanisia hiukkasia, seké yleisté
sihkomagneettista kenttéaa.

2.3 Hairioteoria

Mekaniikan ongelmien tarkka ratkaisu on monesti
hankalaa, jopa mahdotonta. Usein riittdvén tarkkaan
ratkaisuun voidaan péastd kdyttdmailla yksinkertaisempaa
hdiriolaskua. Itse asiassa kysymys on vain ratkaisun
kehittdmisestd Taylorin sarjaksi jonkun parametrin
suhteen, ja laskea vain sarjan alimmat termit. Seuraava

esimerkki havainnollistanee tédtd hyvin yleista
menetelméé.

Esim. Tutkitaan ilmanvastuksen vaikutusta
heittoliikkeeseen. Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan,
ettd vastusvoima on suoraan verrannollinen nopeuteen

Fostus = —kv. Liikeyhtélo on

mi = —mgy — kv, (38)
missé aikaderivaattaa on merkitty pisteelld. Taman
ratkaisu on muotoa 7 (¢, k). Olettaen, ettéd ilmanvastus on
suhteellisen pieni, on mahdollista kehittdé = (¢, k) Taylorin
sarjaksi k:n suhteen:
r(t,k)=ro+ri+ra+..., (39)
missi alaindeksi antaa termin kertaluvun k:ssa (r; o< k).
Sijoitetaan tamé liikeyhtdloon (38). Tamén yhtélon tulee
toteutua kussakin k:n kertaluvussa erikseen. Nollannessa
kertaluvussa saadaan
miy = —mgy. (40)
Tamé on heittoliikkeen yhtélo ilman ilmanvastusta. Se
voidaan integroida, jolloin saadaan sopivilla alkuehdoilla
(alkunopeus V')
L oo
.T()(t) = VIt, yo(t> = V;Jt — §gt . (41)
Kokoamalla yhtélon (38) ensimmiisen kertaluvun termit
saadaan yhtalo

mi"l = —k"l-“o. (42)

Téaté integroimalla saadaan korjaukset

Y (t) = f% (;Vth - 1gt3> . (43)

k 2
t) = ——V,t2,
z1(t) 2mV” 6

Téstd voidaan paatelld, ettd kappale osuu maahan
(y = 0) hetkelld

2V, 2kV?
t="*Y— ez T (44)
g mg?
ja heiton pituus
2
v V.V, 8 kV.V, (45)
g 3 mg?

Namé kaikki siis sarjakehitelminé k:n suhteen. Laske
vélivaiheet harjoitustehtédvana.



3. Lagrangen mekaniikkaa

3.1 Yleistetyt koordinaatit

Newtonin mekaniikassa kédytetddn hiukkasten paikkojen
ilmaisemiseen paikkavektoreita ry, k =1,2,..., N.
Useissa tapauksissa on sen sijaan hyodyllistd kdyttas
yleistettyja koordinaatteja q;, 1 =1,2,...,3N:

¢ = q(r1,...,rn;t) 1=1,...,3N. (46)

tai

¢ =qi(x1,y1,21,. ., TN, YN, 2N5t) i =1,...,3N. (47)

Yleistetyt koordinaatit siis riippuvat seké hiukkasten
paikkakoordinaateista, ettd mahdollisesti ajasta.
Systeemissi oletetaan olevan N kappaletta hiukkasia ja
jokaiseen hiukkaseen liittyy 3 paikkakoordinaattia. Jotta
yleistetyt koordinaatit kuvaisivat systeemin tilan
taydellisesti, tdytyy niitdkin olla 3N kappaletta.

Ainoa vaatimus paikka- ja yleistettyjen koordinaattien
vélill4 on, ettd niilld on yksi yhteen vastaavuus (ainakin
jossain méirittelyalueessa). Toisin sanoen vaaditaan, etti
Jacobin determinantti D # 0, eli

gm . 38113N
d(q,... o
D= a(fh, ,Q3N) _ : : £0. (48)
(1,-..,2N) e Saon
8ZN OZN
Talloin kddnteismuunnos
e =75(q1,...,q3n3t) k=1,...,N. (49)

voidaan laskea.

Yleistetyt koordinaatit ovat hyddyllisid mm. seuraavissa
tapauksissa.

e Voimakentélld on jokin symmetria, esim.
sylinterisymmetria. Télloin on jarkevad kayttasd
sylinterikoordinaatteja p, ¢ ja z:

r==&pcosP+ Ypsing + 2z. (50)

e Liike on rajattu, esim. kuula vierii (hitaasti)
pinnalla. T&lloin tarvitaan vain yleistetyt
koordinaatit, jotka kuvaavat paikkaa pinnalla, ja
hiukkasen kolmas yleistetty koordinaatti voidaan
jattaa tarpeettomana pois.

Katsotaan muutamia muunnoksen

e =7k (q1,...,q3n; ) (51)

seuraamuksia. Hiukkasjoukon liikettd kuvaavat nyt
yleistetyt koordinaatit jotka ovat ajan funktioita, g;(t).
Kaytetadn aikaderivaatan lyhennysmerkkiné pistetta,

ﬁ:.

at (52)

mille tahansa ajan funktiolle f(t). Erityisesti siis

da;

dt =g (53)

Maéritelman mukaan nopeudelle saadaan

drk a’r'k 6rk
v = —— = — g+ —. 54
SE7 ;aqiql ot (54)
Téstd ndhdéén ettéd vy riippuu myos yleistettyjen
koordinaattien aikaderivaatoista ¢;. Téten vg:n
komponentit on seuraavaa muotoa olevia funktiota
fla, - a@nidny .- Gsnst) (55)

Jatkossa tarkastellaan paljon funktioita, jotka ovat téta
samaa muotoa. Niille méaaritellasn osittaisderivaatat

af of of .
, —, = =1,...,3N 56
o 05 o ¢ b0
késittelemalld muuttujia ¢;, ¢; ja t toisistaan
riippumattomina.
Myés 1y, (51) on tyyppid (55) oleva funktio, mutta
0"‘k
=0 57
4 7
koska 7y, ei riipu ¢;:sté.
Lasketaan osittaisderivaatta Jvy/0¢;. Kaavasta (54)
saadaan
8vk o0 6’!‘k 8rk
= — + — 58
9 0 ZJ: 2, 9 " i (58)

Huomaa ettd summausindeksi on vaihdettu j:ksi, jotta
1 ei esiintyisi kahdessa eri merkityksessd. Koska 7 ja siten
Ory/0q; ja Ory /Ot ovat riippumattomia ¢;:sté, saadaan

-y ary, 04;
X 8Qj 8ql ’

J

8vk
9q;

(59)

Koska ¢; ja ¢; késitellaéin osittaisderivoinneissa toisistaan
riippumattomina lukuun ottamatta tapausta ¢ = j, pétee

94,

= 045, 60
missé on kaytetty Kroneckerin deltaa,
_J1 kuni=j
0ij = {o kun i # j. (61)
Siten saadaan
avk _ 87°k (62)
o4 Oq;’

mitéd kohta tullaan kdyttdmaan.



Kaava (62) voidaan kirjoittaa

O dr _ Ork (63)
dq; dt  Oq;
Voidaan huomata, ettd vasemmalla puolella olevien
derivointien jérjestys on oleellinen, silld 7 ei riipu
ollenkaan ¢;:std. Osoitetaan, ettd derivointien jérjestys
voidaan kuitenkin muuttaa lausekkeessa

8’)“k

d 8’I‘k
— . 4
dt 8qi <6 )
Koska
o 8rk - a’I'k ( 't) (65)
aql - 8q71 ql?"'7q3N7
niin
iark . Z 321‘k . 8 Tk
dt ¢; aq](?ql Otaq
_ Z 82’I’k , T‘k
B 930, T g0t
8’)% a’vk
o |25 (60

silla osittaisderivointien jdrjestys voidaan aina vaihtaa ja
gj ja g; tulkitaan osittaisderivoinnissa toisistaan
riippumattomiksi.

3.2 Lagrangen yhtalot

Ns. Lagrangen yhtélosséd Newtonin liikeyhtélo on
kirjoitetaan yleistettyjen koordinaattien avulla.
Seuraavassa johdetaan Lagrangen yhtdlét lahtien
Newtonin liikeyht#loista

dpi

dt
Kerrotaan molemmat puolet pistetulona dry/dg;:lla ja
summataan k:n yli:

dpx Z ory,
= Fp-—,
- 0q;

87"k
dt aqi

Yksinkertaisuuden vuoksi summausrajat (k=1,...,N)

on jitetty merkitseméttd. Huomaa, ettd yhtéloryhmét

(67) ja (68) ovat tiysin ekvivalentteja koska muunnos

ri:n ja g;:n valilld on yksi yhteen. Maéritelladan oikean

puolen suure yleistetyksi voimaksi Q;:

Qi EZFk'am
k

9q;
Muokataan (68) vasemmalla puolella olevaa termié:

(67)

(68)

(69)

dpk 61% d 6’I°k d 6rk
dt dq;  dt (pk. 5%‘) _pk.%afﬁ
d a’vk 8’Uk
dt (mkvk : 8%) — MiUg - qu

Ao (1 N\ @ (1
=t ()] i (amet)-

missé toisella rivilld kiytettiin tuloksia (62), (66) ja
Pr = myvg. Niin ollen voidaan (68) kirjoittaa

afory
t \ 9q;

missd T on kineettinen energia. Tétd kutsutaan
Lagrangen yhtéaloksi. Useimmiten nimeé Lagrangen yhtalo
kuitenkin kéaytetddn siitéd erikoistapauksesta, jossa voimat
ovat konservatiivisia, ja joka seuraavaksi muotoillaan.

oT
0q;

= Q. (71)

Konservatiiviselle voimalle

Fk = —VkV(Tl,...,TN;t). (72)
Talloin yleistetty voima
ory, ory,
i=) Fi- =—> V,V.
R T
_ Z oV aaik oV 8yk 87‘/82]@
B 9ux 0q; | Oyr Ogi | Oz 04,
3V
=——. 73
9q; (73)
Ts. yleistetty voima saadaan suoraan derivoimalla
potentiaalia, kun se on ilmaistu yleistettyjen
koordinaattien funktiona:
VZV(Ql?"'vQSN;t)' (74)

Koska V el téssi riipu ¢;:sté, voidaan (73) aivan yhté

hyvin kirjoittaa
L d (oV
dt \9q; )

Niin saadaan kaavasta (71) konservatiivisille systeemeille
Lagrangen liikeyhtdlo

@ (oY
t \ 9¢;

missd L =T — V on Lagrangen funktio. Se on muotoa
L= L(QlayQSNth»QdN,t)

ov
dq;

Qi=— (75)

oL
0q; B

(76)

Miti on tapahtunut

siirryttédessd Newtonin yhtaloista

dpk
— = F, k=1,...,N, 67
dt k> ) ( )
Lagrangen yhtéal6ihin
d (0L oL
— — =0,t=1,...,3N? 76
t (3%) o T (76)

e Yleistetyt koordinaatit voidaan valita edullisemmin
kuin vektorit.



e Skalaariyhtdlo (L ei muutu
koordinaattimuunnoksessa, vain sen riippuvuus
koordinaateista.

e Liikkeen rajoitusehdot helpompi ottaa huomioon.

e Helpompi yleistettévyys (esim. g; voi olla
magneettikentin voimakkuus)

e toimii my6s nopeudesta riippuvalle potentiaalille
Vi(gr,---,q3n;G1,---,4sn;t) jos vain yhtils (75) on
voimassa.

e Rajoitus: vain konservatiiviset systeemit (kitka ei
sallittu)

e Vaatimus: osattava lausua L =T — V yleistettyjen
koordinaattien avulla.

Erityisesti kineettinen energia on lausuttava

2
1 1 8’)”k . 8’!‘k
T = Z §mkv,§ = Z §mk < q; + ) R (77)
k k

P 3(]1' ot
missé toinen potenssi on ymmérrettava pistetulona.
Téasté seuraa, ettd T' on muotoa

T = a+Zaiqi Jrzzaijq#b'a

missd a, a; ja a;; ovat funktioita jotka riippuvat
muuttujista ¢; (i =1,...,3N) ja t.

(78)

Esimerkkeja
Esim. 1. Yksi hiukkanen karteesisissa koordinaateissa

On hyvéa tutkia myos tdmé yksinkertaisin tapaus, jossa
yleistetyt koordinaatit ovat tutut 1 =z, ¢ =y ja q3 = 2.
Téllsin V = V(x,y, 2) ja

T = %mvz = %m (2 +9° + %), (79)

L= %m (2 + 9 + 22) — V(z,y, 2). (80)
Lagrangen yhtilo (76) antaa

-4 (5) -5 = Fmty 6

02;(22)_25 = %(mz)—k%—‘: (83)

Tuloksena on (niin kuin pitéikin) tutut Newtonin yhtilst:

. ov N ov .
mi = my = mzZ=——_—.

oz’ oy’ 9z

Esim. 2. Yksi hiukkanen napakoordinaateissa

Napakoordinaatit x-y-tasossa méérittelee yhtalo
T = &7 Cos ¢ + Yrsin @. (85)

Yleistetyt koordinaatit ovat nyt q1 = r ja g2 = ¢. Télloin
V =V(r,¢). Kineettisen energian laskemiseksi tarvitaan

7 = &(f cos ¢ — rgsin @) + Y(rsing + rdcosd).  (86)
Kineettiselle energialle saadaan tésta
I SRR 2 .22
Tf2m7'72m(r +r¢>). (87)
Téssd osuus %mi“Q tulee radiaalisesta liikkeesté ja
%mr%ﬁ kulmaliikkeesté.
Ay
rd¢ dr
do %"
o
Lagrangen funktio on siis
1 .
L=om (i +1%6?) = V(r,9). (88)
2
Osittaisderivaatoille saadaan
oL . oL g OV
5 = mr 5 = mro- — I (89)
oL 9 oL oV
— =mro, _—=——. 90
Lagrangen yhtdlot ovat siis
d .
o (mi) = mré? — aa—‘: (91)
d 9 oV

Tulkinta: Yhtilossi (92) mr2d = m(r x 7), = L. on
kulmaliikemé&édran z-komponentti, kuten voidaan todeta
pienelld laskulla. Oikealla puolella esiintyvé suure on taas
yleistetyn voiman méaritelman mukaan

ov or
—%=Q¢:F'%

missé qa = —&sin ¢ + g cos ¢ on yksikkdvektori
atsimuuttisuuntaan. Ts. (92) voidaan kirjoittaa L.=N,,
joka on erikoistapaus ailemmin johdetusta yht&lostd (22).
Yhtdls (91) voidaan kirjoittaa

=F-r¢=(rxF), =N, (93)

mit — mrg.bz =Qr = Fy, (94)

missé —rq52 = —vfb /7 on ympyriliikkeen keskeiskiihtyvyys.
Harjoitus: laske lapi esimerkin kaikki vélivaiheet.



Vastaavalla tavalla kuin téssé esimerkissé voidaan johtaa
hiukkasen kineettisen energian lauseke sylinteri- ja
pallokoordinaateissa.

Sylinterikoordinaateissa (p, ¢, z), joissa

T =&pcosd+ Ypsing + 22, (95)

saadaan tulokseksi

1 \
T:§m09+f&+f). (96)
Z
Pallokoordinaateissa (r, 8, ¢), joissa

r =r(&cos¢ + ysing)sinb + zrcos b, (97)

saadaan tulokseksi

1 . .

T = 3m (7*2 + 7262 + r? sin? 9¢2> . (98)

Usein esiintyvid potentiaaleja ovat seuraavat: (a)
kappaleen potentiaalienergia vakiossa
gravitaationkentéssd V = mgh, missid g on
gravitaatiokiihtyvyys, m kappaleen massa ja h korkeus
jolla kappale on, ja (b) venytetyn jousen
potentiaalienergia V = %ksz7 missé s on jousen pituuden
muutos sen lepopituudesta ja k jousivakio (harjoitus).

Esim. 3. Atwoodin pudotuskoe

Kahta punnusta yhdistdvéi venyméton naru liukuu
kitkatta kiintedlld pyoralld. TAmé& on esimerkki

jarjestelmésté, jossa rajoitusehtojen vaikutuksesta on
vain yksi oleellinen koordinaatti x. Télle saadaan

1 1
V = —mygr —mag(l —2), T =-mi*+ -mai? (99)

2 2
joten
1 .9
L= i(ml + mo)E* + mygr + mag(l — ). (100)
Tasté saadaan
oL
i (m1 + mo), Fri (m1 —ma)g, (101)
jolloin Lagrangen yhtélo antaa litkeyht&lon
(my + mo)& = (my —ma)g. (102)
Tamén ratkaisu on
1 mip — My 2
=—(—= gt t . 103
T 2(m1+m2>g + vt + xg (103)

Esim. 4. Helmi tasaisesti pyorivdssd langassa

Téamé on esimerkki ajasta riippuvasta rajoitusehdosta.
Koska ¢ = wt, ainoa vapaa koordinaatti on r. Olettaen
V = 0 saadaan

1
L:T:?Mﬁ+ﬂ2) (104)
Lagrangen yhtalosta saadaan
d (0L oL 9
== (=) -ZE =mi— . 1
0 g <8r> 5, = M —mwr (105)
Tamén yleinen ratkaisu on
r = Aexp(wt) + Bexp(—wt). (106)

Téssé on kaksi tuntematonta vakiota A ja B, kuten kuluu
olla toisen asteen differentiaaliyhtélon yleisessé
ratkaisussa. Néiden arvot voidaan méaarittaa kun
tunnetaan helmen paikka ja nopeus jollain ajanhetkella.

Nopeuksista riippuvat potentiaalit

Kuten aikaisemmin todettiin, Lagrangen yhtéloiden

2“2 (76)



voimassaolo nopeuksista riippuvien potentiaalien
tapauksessa vaatii yleistetylle voimalle lausekkeen

_dov B ov
~dtdg; g
Osoitetaan, ettd tdmé on voimassa varatulle hiukkaselle

sahkomagneettisessa kentdissd. Hiukkaseen vaikuttaa
Lorentz-voima

Qi

(75)

F=q(E+vxB), (107)
missé
q = varaus
E = sahkokentta
B = magneettivuon tiheys
v = hiukkasen nopeus.
Kentét toteuttavat Maxwellin yhtalot
v.E =2 (108)
€0
oB
E = —— 109
V x o (109)
V-B =0 (110)
19} .
VxB = /1,0605 + woJ- (111)

Kaavoista (109) ja (110) on mahdollista paitelld, ettd E
ja B voidaan kirjoittaa muotoon

E:
B:

(112)
(113)

misséd ¢ = (r,t) on skalaaripotentiaali ja A = A(r,t)
vektoripotentiaali. [Osoita ettd “materiaalittomat”
yhtélst (109) ja (110) toteutuvat tdlloin automaattisesti.]
Lorentz-voimaksi saadaan

A
F=gqg —V(p—a—+vx(VxA) .

= (114)

Valitaan nyt yleistyt koordinaatit ¢; samoiksi kuin
karteesiset koordinaatit x, y ja z, jolloin @1 = F} jne.
Pyritééin loytdméin potentiaali V(x,y, 2, &, ¥, 2,t) niin
ettd kaavaan (75) sijoitettuna se antaisi voiman (114).

Nyt

vx (VxA)=V (v-A)— (v V)A. (115)

(Téllaisissa lausekkeissa tulee vektorialgebran
oikeellisuuden liséksi kiinnittda huomiota siihen, etti
nablat operoivat samoihin suureisiin yhtélén molemmilla
puolilla. Koska v = 7 ja r kasitelldan

osittaisderivoinneissa toisistaan riippumattomiksi, ei téssé

haittaa se etté oikean puolen ensimméisessi termissé,
nabla operoi myos v:hen.) Sijoittamalla saadaan

F=gq —V@—%+V(U~A)—(U~V)A .

o (116)

Jotta tatd voitaisiin sieventid, muodostetaan
kokonaisderivaatta

d _ 0Adxr O0Ady O0Adz O0A
adrWOt = S Tt a o
0A
= (- V)A+ . (117)

Tamé lauseke voidaan tulkita fysikaalisesti siten etté
dA/dt kuvaa kentédn muutosta, jonka hiukkanen nikee:
termi 0A /0t kuvaa kentédn muutosta ajassa dt kiintedssa
pisteessd r. Termi (v - V)A taas ottaa huomioon, ettéi
téssé ajassa hiukkanen on liikkkunut matkan dr = vdt ja
kenttd muuttunut sen takia (sikéli kun kentté riippuu
paikasta).

Kaavan (117) avulla voidaan Lorentz-voima kirjoittaa
edelleen muotoon
dA
F—q[—V(ap—'zwA)—} .

g (118)

Téamén z-komponentti voidaan kirjoittaa

Fy

U.A)_dAr]

dt

1
[
|
o o
5
|

e )

Tamé& on samaa muotoa kuin yleistetyn voiman lauseke

dov oV
Q=" 97 (75)
dt 0q;  0q;
joten voidaan identifioida Lorentz-voiman nopeudesta
riippuva potentiaali

V(r,v,t) =qlp(r,t) —v- A(r,t)]. (119)
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4. Variaatiolaskenta ja Lagrangen
yhtilot

4.1 Hamiltonin periaate

Yleisten koordinaattien ¢; (i = 1,...,n) muodostamaa
avaruutta kutsutaan konfiguraatiocvaruudeksi. Systeemin
tilaa kullakin ajanhetkelld kuvaa yksi piste téssé
avaruudessa. Ajan kuluessa tdmé piste (yleisesti) litkkuu
ja siten piirtdéd polun konfiguraatioavaruudessa.

Edellé johdettiin Lagrangen yhtalot

(a)

Tamé on differentiaaliyhtélo. Ts. se on differentiaalinen
(eli lokaali) ehto, joka sitoo systeemin tilan jollain
hetkelld t infinitesimaalisen ldhelld oleviin aikoihin ¢ + dt.
Téstd ehdosta toki voidaan johtaa systeemin aikakehitys
pitkénkin aikavalin yli, kun differentiaaliyhtalo
ratkaistaan.

4
dt

oL

oL
94 0

— T (76)

Joissain tapauksissa on hyodyllistd Lagrangen yhtélon
(76) sijasta kiyttdd integraalimuotoista (eli globaalia)
ehtoa. Siind lausutaan suoraan ehto polulle
konfiguraatioavaruudessa kahden pisteen vililla vastaten
adrellistd aikavilid (¢1,t2). Mekaniikan integraalichdon
nimi on Hamiltonin periaate:

Olkoon annettuna konfiguraatioavaruuden kaksi
pistettd, ja niitd vastaavat ajanhetket t1 ja to.
Systeemin litke ndiden vililld tapahtuu siten,
ettd integraalilla

ta
S:/ Ldt; L=T-V (120)
t1

on ddriarvo.

92

h qi

Seuraavassa pyritddn ymmartdméadn Hamiltonin periaate
tarkemmin, ja osoitetaan, ettd se on ekvivalentti
Lagrangen yhtéloiden kanssa. Sitd ennen on hyodyllisté
opetella viahdn puhdasta matematiikkaa.

4.2 Variaatiolaskentaa

Olemme tutustuneet (reaaliarvoisiin) funktioihin, jotka
riippuvat yhdestd muuttujasta A(y), tai useammasta
muuttujasta

(121)

A(y17y27 e 7yn)

11

Nyt haluamme yleistda funktioihin A, jotka riippuvat
ddrettémistd madristd muuttujia y(z), kun 1 < x < .
Toisin sanoin, vastaten mitd tahansa funktiota y(z), on
olemassa yksi luku A(y). Téllaista funktion funktiota
kutsutaan funktionaaliksi. Erityisen yksinkertainen
esimerkki funktionaalista on maaréitty integraali

(122)

Seuraavassa tutkimme hieman yleisempéaé funktionaalia,
joka on muotoa

dy(x)
dx

Aw) = [ Y ), M) g, 23

ja f on jokin kolmen muuttujan funktio. Esimerkiksi
2
> + xy2

Lis#ksi oletamme, ettd y(x1) = y1 ja y(x2) = y2 on
kiinnitetty vakioksi. Kaikki funktiot oletetaan
matemaattisesti hyvin kiyttiaytyviksi (jatkuviksi ja 2
kertaa derivoituviksi).

Y

[ [() o] e

A(y) (124)

dx

Seuraavaksi haluamme tutkia dériarvoja, eli minimejé ja
maksimeja. Tavallisen yksimuuttujaisen funktion

dariarvot saadaan ehdosta

dAy) _

% (125)

Miten tdmé yleistetdéin funktionaaliin? Ts. miten
derivoida funktiota toisen funktion suhteen?

Ratkaisu. Oletetaan, ettéd funktio y(z) antaa
funktionaalin (123) dériarvon. Tarkastellaan t&lloin
funktiota

y(a,a) = y(z) + an(z). (126)

Téssd n(z) on funktio jolle n(z1) = n(z2) =0, ja o on
uusi riippumaton parametri. Muodostetaan

2 dy(z, o
Alar) = / fly(z, a), %,x)dw. (127)
Merkitédén dy/dxz = ¢ ja lasketaan derivaatta
dA(a) _ [*2 df .
do - - %(y(x,a),y(x,a),x)dx
_ [ (of  Ofdn
= /SK1 (ayn-i- a3 dz) dz. (128)

Jalkimmaisestd termistd saadaan osittaisintegroinnilla

LA

Sijoitustermi hévidd koska n(z1) = n(x2) = 0.

o d

=ofdy, jof d
L dx

of
oy "~/ 05" 8y

3 (129)

x1



Saadaan siis

dA(a) =rof d [(0f
= e dx. 1
da /QL,1 {8;{/ dz <ay e (130)
Jotta y(x) antaisi A:lle ddriarvon, taytyy
dA(a)
a=0 = 0. 131
) o=0 (131)

Erityisesti integraali (130) pitdé hivitd kaikille funktiolle
n(z). Koska voidaan aina valita n(z):ksi funktio joka on
nollasta poikkeava vain mielivaltaisen pisteen
lahiympéristossé, voidaan ehto (131) toteuttaa vain jos
hakasulkulauseke kaavassa (130) hividd. Siis

of _d (of _
Ay dac(@y)_ovm'

(132)

Tamé Fulerin yhtdlé on variaatiolaskennan péatulos.
Nimi variaatiolaskenta tulee siité, ettd yhtélossd (126)
esiintyvad y:n muutosta usein kutsutaan y:n variaatioksi
0y = n(x)da (tarkemmin myshemmin).

Esim. 1. Tavalliselle integraalille

Aty = [yl (122)
saadaan f = y. Talloin

af d (Of\ _

o~ (37) =" .

ts. Eulerin yhtélo ei koskaan ole toteutunut. Integraalilla
(122) siis ei ole dédriarvoja yleisessi funktiojoukossa y(z),
niin kuin tietysti luonnollista onkin.

Esim. 2. Maédrittava kahden pisteen vélinen lyhin
etdisyys tasossa.
Tasossa viivaelementin pituus on

ds = +/dz? + dy?. (134)
Etsitddn integraalin
2 xro d 2
A:/ ds:/ ,/1+<y> da (135)
1 1 dz
minimiéd. Nyt
f=1w)=v1i+y? (136)
joten
of
— =0 137
5 (137)
of Y
= = ) 138
o VIR e
Eulerin yhtélo tulee muotoon
d Y
— | —=—=] =0 139
() .

joten taytyy olla

y

————— = C = vakio. (140)
V1+9?
Nidhdéain, ettd y toteuttaa differentiaaliyhté&lon
Y =a, (141)
missé vakio a on
¢ (142)
4= —.
V1-C?
Differentiaaliyhtélon ratkaisu on
y=ar+b (143)
eli suoran viivan yhtalo.
Eulerin yht&lén toinen muoto
Eulerin yhté&lo
af d [Of
——— =) =0 132
5 (a7) s
on kaytannollinen siind tapauksessa, ettd df /0y = 0,
koska talloin saadaan heti ensimméinen integraali
0
—J,C = vakio. (144)
9y

Usein esiintyy kuitenkin tapaus, ettd df/dz = 0. Tallsin
on kaytannollistd muokata Eulerin yhtélo toiseen

muotoon of J of
—(f—yay>:0. (145)

Oox dx

Siind tapauksessa, ettd df/0x = 0 siis my6s saadaan
ensimméinen integraali, joka on

of

f- ya—y = vakio. (146)
Toisen muodon (145) todistus:

o5 d(, o
Jdr dx yay
Cof_of _of. of, of  dof
Tor oar oy’ 8y? " Voy T Vazay

(dof of

Y (dfﬂ 9y ay) ! (147)

Esim. 3. Minimaalinen pyordhdyspinta

Etsitdéan pinta-alaltaan pienin pinta, joka on
pyoriahdyssymmetrinen xz-akselin ympéri; esimerkiksi
saippuakalvo kahden renkaan vélilld. Yhden suikaleen
pinta-ala on 27wyds = 2wy+/1 + 92dx. Jitetddn vakiotekiji
27 pois, jolloin minimoitavaksi j&d4 integraali

A:/ Qy\/l—kdex.

(148)

12



Koska f = y+/1 + 92 ei riipu eksplisiittisesti x:sté, x — y-tasoa vastaan kohtisuorassa suunnassa). Seindmé on

saadaan ensimmiiinen integraali kaavasta (146): kohdassa x = 0, ja reunaehtona annetaan y(z — co) = 0.
) Perustele harjoitustehtévéni ettd energia (151) kuvaa
C=f- yg =y/1+92—7 Yy annettua ongelmaa ja ettéd integroitavan jalkimméinen
9y V1492 termi kuvaa pinnan noususta korkeuteen y(x) aiheutuvaa
_ Y (149) painovoimaenergian muutosta (p on nesteen tiheys).
I+ Osoita ettd E:n variaatiolle saadaan
0o .
Totea laskemalla ettd tdmén yleinen ratkaisu on SE — / dz | —o 2 Y — 4 gpy | Sy
0 dz /1 + 42

r—>b
x) = acosh . 150 :

Jotta E:114 olisi dériarvo dy(0):n suhteen, tdytyy
jalkimmaéisen sulkulausekkeen havitd. Kun
méérittelemme kontaktikulman 6 niin ettd y(0) = — cot 0,
saadaan ehto o4 = o7 + o cos §. Tulkitse tdmé kolmen
pintajénnitysvoiman y-komponenttien voimatasapainona.
Kaavan (152) integraalitermi on samaa tyyppid kuin
edelli. Koska f = o+/1 + 192 + % gpy? ei suoraan riipu
x:std, on helpoin kidyttdd Eulerin yhtalon toista muotoa.

05F
%—b Osoita etté tésta seuraa kontaktikulman ja nesteen
-2 -1 0 1 2 a nousukorkeuden vilille yht#lé y(0) = av/1 — sin 6 missé

a = /20 /gp. Pienelld vaivalla saadaan myos toinen
integrointi tehtyé&, jolloin saadaan

N NI

a

1 V2 - V2P

V2 (V2 —1)y/a

(153)

Minimaalinen pytrahdyspinta toteutettuna
saippuakalvolla. Lahde
http://www.funsci.com/fun3_en/exper2/exper2.htm

Seuraava esimerkki ei kuulu kurssiin, mutta se on jitetty
tdhén osoituksena hieman monimutkaisemmasta
tapauksesta.

Esim. 4. Tamé esimerkki on hieman vaativampi ja siiné
kédytetddn variaatiomerkintdd, joka opitaan vasta
seuraavassa luvussa, joten tdhén harjoitukseen kannattaa
palata vasta sen jdlkeen.

Nesteen pinnan muoto kontaktikulmille § = 0 ja 0 = 40°.

Puhtaan veden ja ilman rajapinnalle normaaliolosuhteissa
Tutkitaan nesteen pinnan muotoa pystysuoran tasaisen a = 3.9 mm.

seindmén ldhelld. Oletetaan ettd eri rajapintoihin liittyvit
seuraavat energiat pinta-alaa kohti: neste-kaasu o,
neste-kiinted o; ja kaasu-kiinted o,. Vaitdmme nyt ettd
ongelmaa kuvaa funktionaali

Seuraavaksi palaamme takaisin Hamiltonin
periaatteeseen.

4.3 Mekaniikan johto Hamiltonin

oo 1 3
Bo= [ (oVTEF + o) periaatteesta
0 Hamiltonin periaatteen mukaan vaikutusfunktionaalilla
+ o1y(0) — agy(0), (151) (action functional)

missd y(z) on pinnan korkeus ja F on energiatiheys

to
(energia jaettuna rajapinnan pituudella tarkasteltavaa §= /t1 Llqy, - ny dus -5 G t) (154)
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on dariarvo kun gy, ..., g, on kiinnitetty ajanhetkill ¢; ja
ta. Ainoa olennainen ero tissa edelld késiteltyyn
tapaukseen (123) nédhden on, ettd funktioita ¢;(t) on
enemmén kuin yksi. Néin ollen kirjoitetaan varioiduille
funktiolle

q1(t) + am (1)
q2(t) + ama(t)

@ (t,«
Q2(t, a) =
(155)

Lukuun ottamatta tdtd monistumista on Eulerin yhtélon
(jota téissi tapauksessa siis kutsutaan Lagrangen
yhtiloksi) johto samanlainen kuin edelli.

Siirrytdan kiayttaméaian variaatiomerkintdéd, mité yleisesti
kéytetdan kirjallisuudessa. Siind merkitdéan

ﬁda =465,

o (156)

ja vastaavasti muille suureille. Koordinaattien variaatiota
dq; kutsutaan usein virtuaaliseksi siirtymiéksi: se ei kuvaa
hiukkasen paikan muutosta ajassa, vaan samanaikaisten
pisteiden eroa konfiguraatioavaruudessa kahden eri polun
vélilla. Valin padtepisteissd variaatioiden taytyy havita,
0qi(t1) = dqi(t2) = 0. Yleistéen aikaisempaa
késittelyimme saamme

t2 t2 oL oL
= L = —_— ; —d0;
58 / SLdt / Z ( 9a 5q; + 5 5%) dt
oL aL d
= / Z(aqz oG, d' ) o

2 < AL "2 OL
B /tl Za(h‘ ‘dt+/2374i6q1
1 ty 1
t2 d (0L
_/tl Z:dt(aql)zsqzdt
t2 oL d 0L
B /tl XZ: (8%‘ B

dt 9g;
Koska variaatiot dg; ovat toisistaan riippumattomia ja
mielivaltaisia t:n funktioita, saamme Lagrangen
liikeyht&lot

) 5q; dt = 0. (157)

3(11_’

d dL
dt 0

(76)

Olemme siis johtaneet Lagrangen yhtélot ldhtien
Hamiltonin periaatteesta. On my6s mahdollista osoittaa,
ettd Lagrangen yhtéloistd seuraa Hamiltonin periaate.

Hamiltonin periaatetta voidaan pitéda
fundamentaalisempana kuin Lagrangen yhtaloita.
Erityisesti Hamiltonin periaate on eksplisiittisesti
riippumaton yleisten koordinaattien valinnasta, kun taas
Lagrangen yhtélossé esiintyvét aina jotkin koordinaatit.
Joissain oppikirjoissa (esim. Landau-Lifshitz) on

Hamiltonin periaate otettu ldhtokohdaksi, ja koko
mekaniikka on johdettu siita.

Side-ehdot

Edellé tutkittiin jo esimerkein tapauksia, joissa
mekaaniseen systeemiin kohdistuu side- eli rajoitusehtoja.
Yksi laji side-ehtoja on holonomiset ehdot. Ne ovat
muotoa

hl(’l"h...,
h2(r17...,

’I"N;t) =0
TN;t) =0
(158)

Sopivalla yleisten koordinaattien valinnalla holonomiset
side-ehdot voidaan kirjoittaa muotoon, jossa joillakin
yleisilla koordinaateilla on vakioarvot. T&lloin néihin
koordinaatteihin liittyvét Lagrangen yhtélot voidaan
yvksinkertaisesti jattaa pois tarkastelusta.

On olemassa side-ehtoja, jotka eivit ole holonomisia.
Demonstroidaan néité kiekolla, joka vierii pystyasennossa
x-y tasolla.

<0

‘Qﬁ | y

Kiekon asennon kuvaamiseen tarvitaan nelja yleistettya
koordinaattia: kosketuspisteen x ja y koordinaatit, kiekon
suuntakulma 6 seké kiekon vierintékulma ¢. Kun kiekon
side on a, sitovat néité toisiinsa differentiaaliset ehdot

X

dx = acosfdo

dy = asin 0dé. (159)
Naitéd ei pysty integroimaan holonomiseen muotoon ennen
kuin kiekon liikerata tasossa on ratkaistu. Yleisemmin
differentiaaliset side-ehdot voidaan kirjoittaa muotoon

> audg; + apdt =0, (1=1,...,m), (160)

i=1

missd m on ehtoyhtdloiden lukumé&éra.

4.4 Lagrangen yhtélo differentiaalisille
side-ehdoille

Seuraavaksi tarkastellaan miten side-ehdot (160) voidaan
ottaa huomioon ldhdettdessd Hamiltonin periaatteesta.
Lagrangen yhtéaloiden johto sujuu kuten edelld kaavaan
(157) asti
to n
e[S (g-a
6(]1 dt aQi

) 5qidt = 0.
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Tasté ei kuitenkaan nyt voi péaatelld, ettd sulkulausekkeet
erikseen hividvit, silli variaatiot dg¢;(t), joita on n
kappaletta (i = 1,...,n), eiviit ole riippumattomia. Niiti
sitovat ehdot

(161)

Zaliéqi =0, I=1,...,m).
=1

Siis vain n — m kappaletta variaatioista dg;(t) on
riippumattomia.

Huomaa, ettd Hamiltonin periaatetta sovellettaessa
tutkitaan variaatiota systeemin yleisiin koordinaatteihin
0¢;(t) aina kullakin hetkelld ¢. Néin ollen yht#lossd (160)
dt = 0 ja siksi aikatermi putoaa pois variaatiossa (161).
Keinoa jolla minimointi (157) tehddén side-ehtojen (161)
vallitessa kutsutaan Lagrangen mddrddmdttomien
kertoimien menetelmdksi. Lahdetdan liikkeelle kertomalla
rajoitusehdot toistaiseksi mielivaltaisilla ajan funktioilla
Ai(t) ja integroidaan saadut lausekkeet ajan yli

to M
/ > Nadgidt =0, (1=
i=1

Summataan yhteen ndmé m yhtilod sekd Hamiltonin
periaatteesta edelld johdettu yht&lo

t2 ” oL
08 = / <
t i—1 8(]1

K2

1,...,m). (162)

d OL
Cdt 94

> Sq; dt = 0, (157)

jolloin saadaan

P (OL dOL &
- )\lal (Sq dt = 0 ].63
; ;(aqz a9, 2N ) o (163)
Kiinnitetééin nyt kertoimet A; (joita on m kappaletta)
siten, ettd m kappaletta sulkulausekkeita (163) havidd
identtisesti. Valitaan esimerkiksi indeksin ¢ arvot jotka
ovat suurempia kuin n — m:

m

d OL
T 94, +lz:: Aay; =0,

OL
dq;

n). (164)

(i=n—-m+1,...,

Kun némi sijoitetaan integraaliin (163), ja4
summauksessa jéljelle vain n — m kappaletta i:n arvoja:

' X (0L
/t1 ; (5%‘ a

Toisaalta juuri n — m kappaletta siirroksista d¢; on
toisistaan riippumattomia. Valitsemalla ndmé& vastaamaan
i:n arvoja 1,...,n —m todetaan, ettid kaikki dg;:t kaavassa
(165) ovat riippumattomia. Télloin koko lauseke (165) voi
h&vitd vain jos kaikki sulkulausekkeet ovat erikseen nollia.
Yhdistamélld tdmé tulos edellisen (164) kanssa saadaan

m

d oL | Z/\la“) Sq;dt =0.  (165)
=1

dt 9g;

m

:ZAlalia (izla"'vn)a

=1

d oL
dt dg;

oL
0q;

(166)

eli tdmé4 lauseke on voimassa kaikille indeksin ¢ arvoille.
Tamé on Lagrangen yhtalo differentiaalisten side-ehtojen
(160) tapauksessa.

Tavalliseen Lagrangen yht#léén nihden kaavassa (166)
esiintyy m kappaletta kerroinfunktioita \;. Néiden
médrdamiseksi tarvittavat lisdyhtalot saadaan
ehtoyhtaloista

Z apdg; +apdt =0, (I=1,...,m) (160)
i=1
tulkitsemalla ne differentiaaliyhtaloiksi
> andgi+ar =0, (I=1,...,m). (167)

i=1

Huomaa, ettéd oikean puolen termi Lagrangen yht&lossa
(166) voidaan tulkita side-ehtojen aiheuttamaksi
yleistetyksi voimaksi.

9

nNGD,
l T/

Esim. Kaltevalla tasolla luistamatta pyorivd vanne
Valitaan yleistetyiksi koordinaateiksi x ja 6.
Luistamattomuusehdosta seuraa yksi side-ehto

rdf = dx, (168)
jolloin kertoimiksi ay; kaavassa (160) saadaan
a9 =7, a1z = —1 jaa;y = 0. (169)

(Tassé yksinkertaisessa esimerkissé side-ehto itse asiassa
on suoraan integroitavissa, mutta se soveltuu silti
esimerkiksi differentiaalisesta side-ehdosta.)

Kineettinen energia muodostuu massakeskipisteen ja
keskipisteen ympéri tapahtuvan pyorimisliikkeen
kineettisistd energioista: (perustelu harjoituksena)

1 1 .
T= §Mj:2 + §M7“292. (170)
Potentiaalienergia on
V=Mg(l —z)sinep. (171)

Lagrangen funktio

1 1 :
L=T-V= §M¢2 + 5MMQ — Mg(l — z)sinp. (172)

Koska ehtoyhtél6itd on vain yksi, niin tarvitaan vain yksi

Lagrangen kertoja. Lagrangen yhtéiloiksi (166) saadaan

—A
AT

(173)
(174)

Mz — Mgsing =
Mr26
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ja ehtoyhtiloksi (167)
rh = i. (175)
Saatiin siis kolme yhtélod kolmelle muuttujalle x, 6 ja .
Ehtoyhtélostd saadaan edelleen
rh =, (176)
joten jalkimmaéisen Lagrangen yhtalon perusteella on
Mz = A\ (177)

Sijoittamalla kerroin A ylempé#én Lagrangen yhtdloon
(173), voimme ratkaista suureen I ja saamme

i = gs;n‘p (178)

A = @ (179)

- gsingp

i = . 180
2r ( )

Siis vanne vierii alas vain puolella siitéd kiithtyvyydesta
mité silld olisi jos kitkaa ei olisi. Yhtéilosséd (173) suure A
esittdd pyorimisestéd aiheutuvaa ylimadriisté
hitausvoimaa.

Jos vanne lidhtee levosta, saadaan kaavasta (178)
integroimalla

x(t) = 798219%2’

ja mm. loppunopeus v = /gl sin ¢.

(181)

4.5 Symmetriat ja sailymislait

Liikeyhtéaloiden osittaisena ratkaisuna saadaan usein
sdilymislakeja, jotka ovat muotoa A = vakio. Téllaista
suuretta A kutsutaan myos litkevakioksi. Liikeyht#loitéa
ratkaistaessa on aina ensin hyodyllistd 16ytad mahdolliset
séilymislait. Seuraavassa tarkastellaan miten
sdilymislakeja voi etsid tutkimalla Lagrangen funktion
symmetrioita.

Maaritelldan yleistetty litkemddrd eli kanoninen
litkemddra

Pi= 5o (182)

qi
Tétda madritelméad kayttiaen voidaan Lagrangen yhtalo
(76) kirjoittaa muotoon

_ oL
B 3(11"

Pi (183)
Jos Lagrangen funktio L ei riipu eksplisiittisesti jostakin
yleistetystd koordinaatista g;, saadaan téstd vilittomésti
sitd vastaavalle yleistetylle liikemé&éralle p; = 0, eli p; on
vakio. Téllaista yleistettyéd koordinaattia kutsutaan
sykliseksi. Toistetaan vield
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Yleistetyn liikem#éran siilymislaki: Jos
Lagrangen funktio ei riipu jostain yleistetystd
koordinaatista, titd koordinaattia vastaava
yleistetty litkemddrd on vakio.

Se ettd Lagrangen funktio ei riipu jostain koordinaatista
on sama kuin, ettd Lagrangen funktiolla on tietty
symmetria. Jos esimerkiksi L/0q1 = 0, niin kun tehdédéin
muutos ¢; = ¢1 + ¢, missé ¢ on vakio, Lagrangen funktio
siilyy muuttumattomana (invarianttina),

aq.rmt)
7q.n7t)'

7qn7q.17(j27"'
uq'ruq.lqua"'

L(ql +¢q2,. ..

= L(q17q2,... (184)
Esim. 1. Kolmiulotteinen litke yksiulotteisessa
potentiaalissa
Jos potentiaali riippuu vain yhdestéd koordinaatista z,
saadaan Lagrangen funktio
1

L= im(iQ + 7 + %) = V(2). (185)

Téamén L:n kuvaama systeemi on translaatioinvariantti

-y tasossa, ts. se el muutu z-y tason suuntaisissa
siirroksissa. Sama asia voidaan ilmaista differentiaalisesti

oL OL

— =0=—. 186
Or oy (186)
Yleistetyiksi liikemé&ériksi saadaan
oL . oL .
Pa =5 =md, py = 5o =my, (187)

Y

mitké ovat samat kuin tutut liikemédridn x ja y
komponentit. Tésséd tapauksessa yleistetyn liikem&aran
sailymislaki antaa siis normaalit liikem&aran sailymislait

p. = vakio, p, = vakio. (188)
Esim. 2. Liike (tasossa) keskeisvoimakentdssd
Lagrangen funktio [johdettu edelld (88)] on
1 .
L= Em(i"z +1r2p?) —V(r). (189)

Tama on kiertoinvariantti z akselin suhteen, eli L ei riipu
kulmakoordinaatista ¢:

oL
9¢

Yleistetyksi liikemé&dréksi ¢:n suhteen saadaan

=0. (190)

99

Py = mr?. (191)

Tamé& on sama kuin kulmaliikeméérin I =r x p
z-komponentti (laske harjoituksena). Yleistetyn
liikem&dran sdilymislain mukaan siis

pe = vakio. (192)



Esim. 3. Hiukkanen magneettikentdissd
Jos vektoripotentiaali A on riippumaton x-koordinaatista,
saadaan yleistetyn lilkeméaérin sidilymislaiksi

Py = mz + qA, = vakio, (193)

ts. lilkeméaérd ma ei ole vakio, mutta kanoninen
liikemé&érd p, on. (Esimerkki harjoituksessa 4)

Hamiltonin funktio

Edelld tarkasteltiin symmetrioita paikkakoordinaattien
suhteen. Vastaavasti voimme kysyd mité seuraa, jos
systeemi on invariantti ajan suhteen. Méaritelldan ensin
Hamiltonin funktio:

HzZq',;pi—L

Nyt viitetdan seuraavaa.

(194)

Hamiltonin funktion siilymislaki: Jos L ei
riipu eksplisiittisesti ajasta, on Hamiltonin
funktio vakio:

oL dH

=0=

Ehto OL/0t = 0 voidaan myés ilmaista, ettd L on ajan
suhteen symmetrinen, eli muuttumaton siirrossa
t' =t + ¢, missi ¢ on vakio:

L(qlv"‘aqruqlw'
:L(Q17"'>qna(jla"

Syt +0)

-y qn, t). (196)
Todistus. Huomaamme, ettd H:n muoto on olennaisesti
sama kuin kohtasimme Eulerin yhtdlon toisen muodon
kohdalla. My®6s perustelu on olennaisesti sama. Lasketaan
suoraan médritelméstéd (194)

dt = <Z 4ipi — )
i

_Z i+ s — g 9L

A q;Pi T 4iPi 8(]iqz EX -4 81&
oL oL

= qu (pz - ) +Zqz (pz Qi) 8t =0,

missd viimeiselld rivilld ensimméinen summaus hévida
p;:n madritelmén (182) mukaan, seuraava Lagrangen
yhtélon (183) mukaan ja viimeinen termi oletuksen
mukaan.m

(197)

Monissa tapauksissa Hamiltonin funktio on sama kuin

kokonaisenergia,
H=E=T+V. (198)

Talloin Hamiltonin funktion séilyminen on siis sama kuin
energian siilyminen. Osoitetaan timé térked tulos siind

tapauksessa ettid potentiaali V' ja side-ehdot ovat
nopeuksista ja ajasta risppumattomia. TElloin voidaan
myos yleiset koordinaatit méaritelld ajasta

riippumattomasti:
Tr =Tk (q17"'7Qn)- (199)
Lisiiksi oletamme etté kineettinen energia on
tavanomaista (epérelativistista) muotoa
1 2
=5 > mgy. (200)
k

Nyt viitetdan etté ndilld ehdoilla Hamiltonin funktio on
sama kuin systeemin kokonaisenergia.

Todistus. Kaavasta (199) saadaan nopeus

d’l‘k Z 6rk

Sijoittamalla tdmé kaavaan (200) saadaan kineettinen
energia muotoon

(201)

1 .
=52 Aijdid, (202)
ij
missi
ark 87°k
A= o 2

J ka dq;  0q; (203)

k

on symmetrinen matriisi: A;; = A;;. Lasketaan yleistetty
liikem&ara

oL oT

p = - = =

" Odm Ogm

1 1
= 3 Z Aij(;mi(jj + 5 Z Aijq.i(smj
ij ij

= Y Amidi. (204)
Saadaan siis ensimmaéiselle H:ssa (194) esiintyviélle
termille
> dipi =Y Aijdid; = 2T,
i ij
ja siis
H=Y gpi—L=2T—(T-V)=T+V=E. (205

i
| ]

My6s muissa kuin edelld esitetyssé tapauksessa voidaan
H identifioida energian kanssa. Esimerkiksi
sdhkomagneettisen kentén nopeudesta riippuvan
potentiaalin tapausta tutkitaan my6hemmin luvussa 9.2,
ja relativistista tapausta tutkitaan Klassisen
kenttateorian kurssissa.
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N#hdadn siis, ettd energian siilymislaki seuraa siité, etta
systeemin Lagrangen funktio ei riipu suoraan ajasta.
T&amaé voitaisiin ottaa energian méaéritelméksi: energia on
se sdilyvd suure joka on seurausta jarjestelmdn
symmetriasta ajan Surrossa.

Yleisemmin kaikki késitellyt sdilymislait ovat seurausta
jostain symmetriasta, joka on ndhtévissd Lagrangen
funktiossa.

Tyypillinen tapaus jossa energia ei sdily on, etté
tarkasteltavaan jérjestelméén vaikuttaa ulkoinen
potentiaali tai side-ehto, joka riippuu ajasta. Esim.

L= Lo(qs,---

AT (206)

anCh,u-,qn)— 7Qn7t)7
missd Lo on jérjestelmén sisdinen Lagrangen funktio, ja
V. jéarjestelmén ulkopuolelta tuleva potentiaali. Téalloin
yleisesti OL/0t £ 0, ja seké jirjestelmén energia etti

H eivit yleensa ole siilyvid suureita. Joissain tapauksissa
ajasta riippuvat side-ehdot kuitenkin johtavat Lagrangen
funktioon, joka ei riipu eksplisiittisesti ajasta. T#lloin on
voimassa sdilymislaki H = vakio, mutta tdmén ei tarvitse
olla sama kun jdrjestelmén energian. Esimerkki tdstd on

harjoitustehtédvina.

Kerrataan vield kaikkein keskeisimmait tulokset:

o Jarjestelmén liikeyht&aldt on tadysin médratty kun
tunnetaan jéirjestelmén Lagrangen funktio.

e Siilymislait seuraavat Lagrangen funktion
symmetrioista.

Namaé tulokset koskevat kaikkea téalla hetkella tunnettua
fysiikkaa.
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5. Kahden kappaleen ongelma

5.1 Redusointi yhden kappaleen
ongelmaksi
Tarkastellaan kahta hiukkasta joiden vélilla vaikuttaa

potentiaali V', joka riippuu vain hiukkasten suhteellisesta
sijainnista ry — ra:

1 1
L= imﬂ% + §m2+§ —V(ry —m). (207)
Otetaan kayttoon massakeskipiste ja suhteelliset
paikkavektorit
R — Mmritmars (208)
mq + mao
r = r—7r). (209)
Kéaantden saadaan ratkaisemalla ndmé
mo
= —r 210
! mi + mo ( )
mi
= - 211
"2 mi + mo " ( )
m,
m 1
rl

Derivoimalla ndmé ja sijoittamalla Lagrangen funktioon
(207) saadaan

1 mimso

2m1—|—m2

1 .
L= 5(m1 +ma)R? + P —V(r). (212)
Nahdasan heti, ettd massakeskipistekoordinaatti R on

syklinen, ts.

P = (my + m2) R = vakio. (213)

Siis R liikkuu tasaisella nopeudella.

Jatkossa tarkastelemme vain suhteellisista koordinaateista
riippuvaa osaa

1
L= Emfﬂ —V(r), (214)
misséd m on redusoitu massa:
1 1 1
DL L (215)
m mi mo mi + mo
Liséksi rajoitutaan tarkastelemaan vain
keskeispotentiaalia
V=V(r), r=]|r|, (216)

misséd voimat ovat hiukkasia yhdistdvan janan suuntaisia.



5.2 Keskeisvoimakentén yleinen ratkaisu
Lausutaan Lagrangen funktio (214) pallokoordinaateissa.
Kéyttden kaavaa (98) saadaan
1 . .
L= 3m (fQ +726% 4 12 sin? 9¢2) —V(r). (217)

Viitetddn ettd hiukkasen liike keskeisvoimapotentiaalissa
tapahtuu aina yhdessé tasossa.

Todistus. Kirjoitetaan Lagrangen liikeyhtalo
koordinaatin 6 suhteen. Saadaan
d

— (mr29> — mr? sin @ cos 09%32 =0

o (218)

eli

726 4 2r70 — 1% sin 0 cos ¢* = 0. (219)

Olkoon hiukkasen lihtopiste r(0) ja ldhténopeus v(0)
mielivaltaiset. Nama méérittavét kulmalitkemééran

L = mr(0) x v(0). Valitaan koordinaatisto siten etté sen
z-akseli on L:n suuntainen. Témé vastaa polaarikulman
alkuehtoja 6(0) = 7/2 ja 6(0) = 0. Yhtélon (219) ratkaisu
néilld alkuehdoilla on 6(¢) = /2, toisin sanoen liike
tapahtuu yhdessé tasossa. m

Kun kiinnitetédén 0 = 7/2 saa Lagrangen funktio (217)
muodon )

L=gm(i*+ r2¢?) — V(r),
miké on sama kuin johdettiin edella
napakoordinaatistossa (88). Koska kulmakoordinaatti ¢
on syklinen, sdilyy vastaava yleistetty liikem&a&ra

(220)

L .
Do 6— = mr?¢ = | = vakio.

=% (221)

Sadevektorin ajassa dt pyyhkéaisemé pinta-ala on

dA = ir(rdg) = %T2¢dt. Siis % on vakio, miké tulos

tunnetaan Keplerin toisena lakina.

0L . OL
H o= i +dos -
= mi?+ mr2q52 — L
- %(ﬁ +1r292) + V(r). (222)

Koska Lagrangen funktio ei riipu eksplisiittisesti ajasta,
OL/0t = 0, Hamiltonin funktio on systeemin

kokonaisenergia E ja sailyva suure. Kéayttden hyvéksi
(221) saadaan

2

2mir?

E="4 1

+ V(r) = vakio. (223)
Voimme ratkaista téstd radiaalinopeuden 7.
Kulmaliikemé&éran ja energian séilymislaeista olemme siis
saaneet johdettua kaksi kytkettya 1. kertaluvun
differentiaaliyhtaloa

: w2 (Eov_-_ b (224)
ro= -V -
m 2mr?2
. l
= —. 225
b= (225)
Namé voidaan periaatteessa ratkaista seuraavasti.
Kirjoitetaan (224) differentiaalimuotoon
d
dt = + - . (226)
2
VEE-V - 55)
Tésta saadaan integroimalla
(227)

~ 2mr

" dr
= :I: 5
! / \/% (E-V(r) - 525)

josta voidaan ratkaista r(t). Yhtélo (225) kirjoitetaan
vastaavasti

ldt
dp = — 228
¢ mr?’ (228)
josta saadaan integroimalla
o[t ot
= — —— . 229
¢ m /0 r2(t) o (229)

Kun V(r) on annettu saadaan néistéd yleinen ratkaisu
jossa on 4 vakiota I, E, o ja ¢q.

Pyrittaessa kvalitatiiviseen ymmaértamiseen on
hyodyllistd tulkita energialauseke (223) muodossa

2

l
Vet = 5—5 + V.

m
E:*Q V:a ’
T Ver 2mr2

. (230)

Téamé voidaan tulkita yksiulotteiseksi liikkeeksi
efektiivisessé potentiaalissa Vog. Riippuen E:n ja I:n
arvoista sekd potentiaalista V(r), voi liike olla sidottua
tai rajoittamatonta.

EA

il

E>0

A\ 4
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Mahdollisia ratoja = — y tasossa vastaten E < 0 ja £ > 0.

Mikali olemme kiinnostuneita vain radasta, kannattaa
yhtiloistd (226) ja (228) eliminoida dt, jolloin saadaan

d l
@ _ , (231)
dr r2\/2m(E -V — [2/2mr?)
jonka muodollinen ratkaisu on
r dr
= g + . 232
0= /7-0 r2\/2mE/I2 —2mV /12 — 1/r2 (232)

5.3 Ellipsiradat 1/r potentiaalissa

Rajoitutaan jatkossa tutkimaan Keplerin liikettd, eli
potentiaalia

k
V=—. 233
- (233)
Integraalin (232) laskemiseksi sijoitetaan
. 1
s=_Ja ds = —T—zdr, (234)
jolloin saadaan
8 ds
¢ bo so \V/2mE/I2 + (2mk/12)s — s2 (235)
_ s
¢1 £ arccos mk , (236)
2E12
L+ mk?
missé ¢1 on jokin uusi vakio. Sijoitetaan r = 1/s ja
vksinkertaistetaan
Ll 1 2B o= 0. (230)
mkr mk2 < v

Koska suunta ¢ = 0 voidaan valita vapaasti, voidaan
yksinkertaisuuden vuoksi valita ¢; = 0. Nyt voidaan tulos
kirjoittaa muotoon

12

1-— = — 238
r(l—zcosd) = -, (233)
missé
2F]2
=1/1 . 239
€ + ) (239)

Jos E < 0, rata (238) on ellipsi. Tdmén toteamiseksi
tutkiskellaan ellipsin madritelmdd.
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Ellipsi on niiden tason pisteiden joukko, joiden
etdisyyksien summa r 4 1’ kahdesta polttopisteesti
x = =£f, y =0 on vakio,

r+r' = 2a. (240)

Téssé a on ellipsin isoakselin puolikas. Maaritelldan
liséiksi ellipsin eksentrisyys € = f/a. Ellipsille 0 < £ < 1.
Pikkuakselin puolikkaalle b saadaan

b2 =a? - 2 =a%(1—&?).

A

e
-

a

Kirjoitetaan ellipsin yhtélo toisella tavalla. Valitaan vasen
polttopiste napakoordinaatiston origoksi, jolloin 7 on
radiaalikoordinaatti. Kosinilauseesta saadaan

% =r% —4frcos¢+4f>. (241)
Kéayttdmalld kaavaa (240) ja f = ca tdmé saadaan
muotoon
r(1 —ecos¢) = a(l —&?). (242)
Pienella algebrallisella népertelylld voi my6s osoittaa
ellipsin yhtélolle (240) vaihtoehtoisen muodon
22 g2
o] + i 1. (243)

Vertaamalla kaavoja (238) ja (242) todetaan
ensimmdinen Keplerin laki: hiukkasen rata V oc 1/r
voimakentéssé on ellipsi, jonka toinen polttopiste on
voimakeskipisteessd. Radan eksentrisyys saadaan kaavasta
(239) ja isoakselin puolikkaaksi saadaan

a= s __k (244)
 omk(1—-¢2)  2|E|
Ellipsin pinta-ala on
A = rab = rlay| — (245)
=mab = 7wlay| —.
mk

Toisaalta pinta-ala jaettuna periodilla 7 on sama kuin
pintanopeus

(246)

Periodiksi saamme

(247)



Gravitaatiovoiman tapauksessa k = Gmimsy kaavassa
(233). Sijoittamalla my6s redusoitu massa (215) saadaan

2T

7 32
G(m1 + mg)

(248)

T =

Jos toisen “keskuskappaleen” massa on paljon suurempi
kuin toisen, “planeetan”, voidaan planeetan massa téssi
kaavassa jattdd pois. Talloin saadaan kolmas Keplerin
laki: Saman keskuskappaleen planeetoilla kiertoaika
riippuu ainoastaan radan isoakselin pituudesta a, ja on
suoraan verrannollinen sen 3/2 potenssiin.

Kokoamme vield Keplerin kokeellisesti 16ytamét lait:

(i) Planeetat kiertéviit ellipsiratoja, joiden toisessa
polttopisteessd on keskuskappale.

(ii) Planeetan liikkeen pintanopeus on vakio.

(iii) Saman keskuskappaleen planeetoilla kiertoaika
riippuu ainoastaan radan isoakselin pituudesta ja on
suoraan verrannollinen sen 3/2 potenssiin.

Kertaustehtéava: Mita oletuksia vaadittiin johdettaessa
kutakin lakia?

Ratojen sulkeutuvuus

Saatiin siis, ettd Keplerin potentiaalissa V (r) = —k/r
kaikki radat sulkeutuvat kun E < 0, ts. ne palaavat
alkupisteeseensé. Osoitetaan seuraavaksi, etté yleiselle
potentiaalille V() tdmé on itse asiassa eritt&in
poikkeuksellinen tapaus.

E A

E>0

A 4

Kuvasta on ilmeisté, ettd systeemilld on ympyrarata jos
efektiiviselld potentiaalilla (230)

12
V(r
2mr ()
on mimimi. Radan séde rg ja energia E, saadaan ehdoista

dVeg

dr |ro

Ve (1) =

. (249)

/
eff

= Vig(ro) =0, Eo= Veg(ro). (250)

Liséksi vaaditaan, etté toinen derivaatta Vi (rg) > 0,
jotta rata olisi stabiili.

Tutkitaan pientd hairiotd ympyrarataan, eli £ on hiukan
suurempi kuin Fy. Sovelletaan radan kaavaa (232)

dr
VE = Ve

o=+ (232)

l T
V2m /To r2
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Miardtadn tastd se napakulman muutos Ag, jossa
hiukkanen kulkee minimietdisyyden rpyi, ja
maksimietdisyyden 7.y véilin:

l dr
a V2m Tmin r2VE—‘/eH.

Tmax

A¢

(251)

Kehitetddn Veg Taylorin sarjaksi rg:ssa. Lineaarinen termi
havida ja saadaan

1
E_Vefsz—Eo—ie/flf(T—To)Q-‘r... (252)
Tamén nollakohdista saadaan
2(FE — E
Tmax,min = T0 + % (253)
eff

Pienen E — Ej:n tapauksessa voidaan kaavassa (251)
approksimoida neligjuurta kertova r? ~ r3. Tekemilli
muuttujanvaihdos

2(E — Ey)
"
eff

r—1rg=S35 (254)

saadaan

ml

mV (o)

A¢ (255)

o /1 ds

riVmViE Joa V= g ’
missé integraali on ratkaistu sijoituksella s = sin §. Koska
yleisen potentiaalin tapauksessa 7o ja V/i(ro) ovat
riippumattomia, pétee useimmissa tapauksissa A¢ # T,
toisin kuin Keplerin potentiaalille.

Harjoitus: tutki potenssilakipotentiaalia

V=a""" o F=—an+1)r"s (256)

ja osoita
m

V3t+n

Huom. Tésté seuraa A¢ = m Keplerin potentiaalille

(n = —2), minké tuloksen tiedimme jo edeltd. Toinen
erikoistapaus on harmoninen potentiaali (n = 1), jolle
A¢ = 7/2. Tissiikin tapauksessa ratkaisu on ellipsi,
mutta nyt voimakeskipiste on ellipsin keskipisteessi (ei
polttopisteessé). Jalkimmaéinen on erikoistapaus
hajoituksessa 5.1 tutkitusta tapauksesta.

A¢ = (257)

5.4 Hyperbeliradat 1/r potentiaalissa



Hyperbeli on niiden tason pisteiden joukko, joiden
etéisyyksien erotus r — r’ kahdesta polttopisteesté
x ==xf, y =0 on vakio,

r—r' = +2a. (258)

Téssd ylempi ja alempi merkki vastaavat hyperbelin
oikeaa ja vasenta haaraa. Kuten ellipsilla méaaritelladn
eksentrisyys € = f/a. Hyperbelille £ > 1.

Kuten ellipsin tapauksessa valitaan vasen polttopiste
napakoordinaatiston origoksi, jolloin r on
radiaalikoordinaatti. Kosinilauseesta saadaan

% =12 —4frcosd + 4f? (241)

ja sijoittamalla tdhdn hyperbelin mééritelmé (258)
saadaan
r(ecosgp F 1) = a(e? —1). (259)

Kun r — oo saadaan asymptoottiselle kulmalle
cosa = 1/e = a/f. Asymptootin etidisyydelle b
polttopisteesti saadaan b = f2 — a? = (¢2 — 1)a?.
Pienelld laskulla voidaan osoittaa my6s muoto

S AT (260)

Palaamme tutkimaan E > 0 ratoja 1/r potentiaalissa.
Edelld saimme

12

1-— — = — 238
rl—scos(d— 61)] = —, (238)
missé
2F1? .
e=1/1+ R (239)

Valitsemme keskuskappaleen paikaksi vasemman
polttopisteen. Vertaamalla hyperbelin yhtdloon (259)
toteamme, ettd vasen haara (alempi merkki) antaa radan
attraktiiviselle potentiaalille (k > 0) kun valitaan ¢; = 7.
Vastaavasti, oikea haara (ylempi merkki) antaa radan
repulsiiviselle potentiaalille (k < 0) valinnalla ¢; = 0.

>+, attraktiivinen y ":"l:epulsiivinerl,'"’

Molemmissa tapauksissa € (239) antaa eksentrisyyden ja

2 ||
0= ——"""7°7=—. 261
(e2—=1yml|k|] 2F (261)
Etéisyys b on torméysparametri eli radan asymptoottisen
suoran etdisyys sirontakeskuksesta. Sirontakulma
6 = ™ — 2a. Lopputulos tulee osoittamaan, ettd on hyva
laskea kotangentti tdméan puolikkaasta

0 ™ V1 —cos? «
cot - =cot(= —a)=tana = ———

2 2 CcoS v

2E]2 2
=Ver-1= _ Db (262)

mk2 |k

missé viimeisessd vaiheessa olemme kéytténeet hiukkasen
nopeutta ve, kaukana sirontapisteestéd ja kaavoja

I = museb. (263)

1
E = —mv%,
2

5.5 Sironnan vaikutusala

Tutkitaan hiukkasia, jotka saapuvat samasta suunnasta
kohti kohtiota. Kohtiosta ne siroavat eri suuntiin, ja ne
havaitaan etdisyydelld R, joka on paljon suurempi kuin
kohtion koko.

Vbbb

Sisdan tulevien hiukkasten virtaa kuvaa intensiteetti I. Se
on suihkua vastaan kohtisuorassa olevan pintayksikon 1dpi
aikayksikossd kulkevien hiukkasten lukuméiri. Kaavana

N

= 264
A (264)

missd N on hiukasten lukuméiird, o pinta-ala ja At
aikavéli.
Tarkastellaan hiukkasia, jotka sirottuaan osuvat tietylle

alueelle p. Merkit&én néiden hiukkasten maaraa Np:ll4.
Méaritellaan p:n vaikutusala

Np

Op

Vertaamalla kaavaan (264) todetaan, ettd vaikutusala oy,
on sama kuin sisdéntulevan suihkun poikkipinta-ala, jolta
hiukkaset siroavat alueelle p.

Sironneiden hiukkasten suuntia p kuvaa avaruuskulma,

A

Q:ﬁ,

(266)
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missd A on suuntia vastaava pinta-ala R-siteiselld
pallolla. Avaruuskulma on analoginen kulman
maédritelmaélle, jossa ympyran kaaren pituus L jaetaan
siteelld, o« = L/R. Téysi avaruuskulma on

4t R%/R? = 4.

Differentiaalinen vaikutusala mééritelldén o, /Q:n
raja-arvona,

(267)
Yleisesti tamé riippuu sirontakulmasta 6 seki
atsimuuttikulmasta ¢.

Kokonaisvaikutusala méadritelldsin differentiaalisen
vaikutusalan integraalina yli tdyden avaruuskulman

2m T
Otot :/ / d¢/ df sinf
0 0

Tarkasteellaan tapausta, jossa sironta on riippumaton
atsimuuttikulmasta ¢. Oletetaan, etté tiedetddn
sirontakulman riippuvuus sirontaparametristé b: 6(b).
Télloin sirontavaikutusala voidaan méadriatd seuraavasti.

do
29 a0 =
de

do

50.0). (268)

TR

Tarkastellaan hiukkasia jotka kulkvat b + db ja b-séteisten
ympyroiden viliin jadvin kaistaleen ldpi. Tamén
pinta-ala on

do = 2mb |db|. (269)
N&ama4 siroavat avaruuskulmaan
dA .
dQ = = 27 sin 0|d4)|. (270)
Vaikutusalan mééritelmésté (267) saadaan talloin
do b db
—(0) = —. 271
dQ( ) sin9|d9 (211)

Sovellamme t#téd kaavaa 1/r potentiaaliin. Sirontakulman
ja sirontaparametrin yhteydeksi saatiin edelld (262):

|| 4
= —. 272
b oz ot 5 (272)
Sijoitetaan tdmé differentiaalisen vaikutusalan
lausekkeeseen, jolloin
do k \?cot d 6
(0 — v 2 | — cot —
dQ( ) (mvgo) sin @ ‘d@ «© 2|
1/ k \* 1
= - . 2
4 <mv§o) sin ¢ (273)
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Taméan kaavan tirkein sovellus on sahkoisesti varatuille
hiukkasille. Kahden varauksen Ze ja Z’e vililli vaikuttaa
Coulombin potentiaali

772 1
Vir)= — 274
(r) PP (274)
Siis kerroin k£ on P
e
= — . 275
4eq (275)

Tété vastaava sirontavaikutusala (273) tunnetaan
Rutherfordin vaikutusalana.

Huom. Kvanttimekaanisella laskulla saadaan ylléttavasti
tasmaélleen sama tulos kuin ylla. Hyvin nopeille
hiukkasille suhteellisuusteoreettiset ilmiot ovat térkeitd, ja
ylld olevaa tulosta joudutaan korjaamaan.

Kokonaisvaikutusala

T do
S— / 490 sin0.do (276)
tot . d0

on Coulombin sironnalle ddretén. Tamé& johtuu siitéd, ettd
differentiaalinen vaikutusala divergoi kuten 1/6% kun

6 — 0. Divergointi on seurausta siité, ettd voima —VV (r)
on nollasta poikkeava kaikilla etdisyyksilld r. [Harjoitus:
piirrd Coulombin sironnan do /d€2(0) (273)
napakoordinaatistossa.

Edelld kisitelty vaikutusala do/d$2(0) on voimassa
massakeskipistekoordinaatistossa mitatulle kulmalle 6.
Sama tulos pdtee myos laboratoriokoordinaatistossa, jos
alunperin paikallaan oleva “sirottava” hiukkanen on
paljon raskaampi kuin “siroava” hiukkanen. Muussa
tapauksessa n#issd kahdessa koordinaatistossa mitatut
sirontakulmat eroavat, ja sirontavaikutusalaa joudutaan
muuttamaan siirryttéessd laboratoriokoordinaatistoon.

Coulombin sironta on varsin yksinkertainen, silla
vaikutusala on sirontakulman monotoninen funktio.
Osoittaaksemme ettd néin ei aina ole, tutkitaan
kvalitatiivisesti kuvan repulsiivista mutta dérellista
potentiaalia.

\ E

A

E

r b

0 0

Kun energia on suurempi kuin potentiaalin maksimi,
kulkee hiukkanen suoraan potentiaalin yli kun b = 0, siis
6(b =0) = 0. Tisté seuraa, ettd sirontakulmalla on
maksimi jollain b:n arvolla. Sirontavaikutusalan kaava
(271) onkin kirjoitettava nyt muotoon

do Z b db

E(a) - sin@‘@'i’

= (277)
missd summaus on yli niiden b:n arvojen, jotka antavat
sirontakulman 6. Koska db/d# divergoi kun 6:lla on
maksimi, saadaan voimakas sironta juuri tdhin kulmaan.



Huom! Sateenkaari syntyy samasta syysté: vesipisarasta
sironneen valon sirontakulmalla on dériarvo
sirontaparametrin funktiona.
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6. Pienet virihtelyt

Tutkitaan ajasta ja nopeuksista riippumatonta
potentiaalia V' = V(qu,...,qn). Lisiiksi oletamme, ettd
side-ehdot ja yleistetyt koordinaatit eivét riipu
eksplisiittisesti ajasta. Edeltd tieddmme, ettd kineettinen
energia on télloin nelisllinen funktio ¢;:ssd (202), siis

1 . or,  Org
T=— AiiGiqi, A= Mep—— + ——. 278
2 %: T ’ zk: dq;  9q; (278)

Tarkastellaan staattista tasapainoa, jossa ¢; = ¢; = 0
kaikilla ¢. T#lloin seuraa Lagrangen yhtilosté (76)
[kidyttden vilitulosta (204)], ettd koordinaateilla ¢; pitdd
olla sellaiset arvot ¢? joilla kaikki yleistetyt voimat
héavidvat

Qi:—<g;)q0:0 (i=1,...n).  (279)

Lisiiksi oletetaan, etti piste q° vastaa V:n minimii, niin
ettéd tasapainopiste on stabiili. Tutkitaan seuraavaksi
pientd muutosta systeemin koordinaateissa

qi:q?—i—m (i=1,...,n). (280)

Tavoitteena on laskea L tarkkuuteen, joka on nelillinen
7;:s88 ja 1;:888. Koska T:n muoto (278) on eksplisiittisesti
nelivllinen ¢; = 7);:ss84, voidaan (yleisesti ¢;-riippuva)
kerroinmatriisi laskea tasapainopisteessé:

(91"k> (87%)
A= = . 281
; ;mk(aqi L), e

Potentiaali V' kehitetdédn Taylorin sarjaksi. Téassa
kehitelmissi lineaarinen termi hévidi kaavan (279)
perusteella, jolloin saadaan

1 0%V
V="Vt zj: <8qi8qj>qo nin;- (282)

Kun merkitdan

0*V
ii = | 57— ) 283
o (5%8%‘)(10 (283)

saadaan pienten vérdhtelyjen Lagrangen funktio
1 ..
L=T-V=5 %:(Aijnmj —vinin;) — Vo, (284)
missé kerroinmatriisit A;; ja vi; ovat reaalisia ja

symmetrisii vakiomatriiseja. Lagrangen yhtdlostd (76)
saadaan litkeyhtalot

-

(Alj'l’}j +Uij77j) :O7 (Z = 1,...,n). (285)
1

J

Huomataan, ettd neliollinen Lagrangen funktio johti
lineaariseen litkeyhtdloon.



Yksinkertainen virdhtelija

Tutkitaan tapausta, jossa on vain yksi yleistetty
koordinaatti. Liikeyhtlo (285) redusoituu t&lloin
muotoon

Aij+vn =0. (286)

Téamén fysikaalinen ratkaisu on reaaliarvoinen 7(t).
Yhtalolld on kuitenkin my6s kompleksiarvoisia ratkaisuja,
ja onkin kaytannollistd kdyttasd niitd. Kirjoitamme
yritteen

n(t) = Cexp(—iwt) = C[cos(wt) — isin(wt)]. (287)

T&amé toteuttaa yhtdlon (286) kun w = £4/v/A. Yleinen
fysikaalinen ratkaisu voidaan luoda kéyttden kumpaa
tahansa juurta: tulkitaan fysikaaliseksi ratkaisuksi
kompleksisen ratkaisun reaaliosa

n(t) Re[C exp(—iwt)]

Re(C) cos(wt) + Im(C) sin(wt),

(288)

joka siséltéad yleiseltd ratkaisulta vaadittavat kaksi
vapaata vakiota Re(C) ja Im(C).

Huomaa, ettd yhtélon (286) kompleksisen ratkaisun
reaaliosa on aina myos ratkaisu koska yhtélon kertoimet
A ja v ovat reaalisia:

Aij+vn =0 (289)

d2
= 0 = Re(47j+vn) = A—(Ren) + vRen.

dt?
Monikomponenttinen virihtelija
Kéytetadn yleiseen yhtaloon

D (Aijiis +vign;) =0

J

(285)

samaa tyyppié olevaa yritettd kuin yksinkertaisessa
tapauksessa:
7;(t) = a; exp(—iwt). (290)

Sijoittamalla saadaan

Z(’Uij — wQAij)aj =0.

J

(291)

Vaihtoehtoisesti tdméa yhtélo voidaan kirjoittaa myos
matriisimuodossa

(v—w?A)a =0, (291)

misséd v ja A ovat n X n matriiseja joiden elementit ovat
vij ja Agj, ja a on n-komponettinen pystyvektori jonka
komponentit ovat a;:

V11 — w2A11 V12 — w2A12 e aq 0
V21 — UJ2A21 Vo2 — w2A22 PN an — 0
(291)

Tatd kutsutaan ominaisarvotehtiviksi. Seuraavassa
luetellaan todistamatta muutamia tdmén ratkaisuun
liittyvia tuloksia olettaen, ettd ne kdydadan tarkemmin
lapi matematiikan kursseissa.

Yht#lolla (291) on nollasta poikkeava ratkaisu a vain
silloin kun a:ta kertovan matriisin determinantti hévisa:

det(v — w?A) = 0. (292)

Timé on n:nnen asteen polynomiyht#ls w?:lle. Sen
juurina saadaan n kappaletta ominaisarvoja w?

(s =1,...,n). Kerroinmatriisien reaalisuuden ja
symmetrisyyden takia kaikki juuret ovat reaalisia. Nam&
ominaisarvot antavat systeemin pienten véardhtelyjen
taajuudet. Vastaten jokaista juurta w?, 16ytyy reaalinen
ominaisvektori a®), joka antaa yhtilon (291) ratkaisun
talla taajuudella. Erisuuria ominaistaajuuksia vastaavat
ominaisvektorit ovat ortogonaalisia seuraavan kaavan
mielesséd

ZGES)Aija§U) = 5su 4 (3(5))TA3(U) = 6su' (293)
1j

Sen liséksi, kaikki ominaisvektorit voidaan normalisoida
niin, ettd tdmé kaava toteutuu myos tapauksessa s = u.
Lis#ksi, samaan (ns. degeneroituneeseen) ominaisarvoon
liittyvat ominaisvektorit voidaan valita niin, ettd ne ovat
ortogonaalisia. Ts. yhtélo (293) voidaan vaatia kaikissa
tapauksissa.

. . . . . . . S
Kun ominaistaajuudet ws ja ominaisvektorit ag ) on

1oydetty, voidaan liikeyht&lon (285) yleinen fysikaalinen
ratkaisu kirjoittaa

ni(t) = Rez C’saz(-s) exp(—iwst),

s=1

(294)

missé Re(Cs) ja Im(Cy) muodostavat tarvittavat 2n
kappaletta vapaita reaalisia vakioita. Systeemin liike siis
muodostuu viridhtelymoodeista (n kappaletta), jotka
véridhtelevit toisistaan riippumattomasti omilla
taajuuksillaan wsy.

X

L

4__________
o9

Esim. Tutkitaan tasoheiluria, jonka kiinnityskohdassa
on massa mq ja se padsee vapaasti liukumaan
vaakasuunnassa. Tamén Lagrangen funktio laskettiin
harjoitustehtévéna:

L = %(ml + mQ)iQ + %mglzéz

+malid cos ¢ + gmal cos ¢. (295)
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Seuraava vaihe on méadritd tasapainopiste. Siind ¢ = 0,
mutta z on mielivaltainen. Kirjoitetaan x = zg + 11 ja
¢ = ¢o + n2 = 12. Poikkeamia laskettaessa otetaan
mukaan vain neliolliset termit. Kaytaen
cosnz =1 — 13 + O(n3) saadaan
L = §(my+ma)if + gmal®nj
+malints — 2 gmaln; + vakio. (296)

Vertaamalla yleiseen kaavaan (284) saadaan matriiseiksi

(i )

Ominaistaajuudet madraytyvit yhtilosta

0 0
0 gmol

mgl
m212

mi + mo
mgl

> . (297)

det(v — w?A) = 0. (292)
Tamé antaa
w?[g(my +mg) — w?lmy] =0, (298)
eli
W, = dimitme) (209)

Vastaavat (normalisoimattomat) ominaisvektorit ovat

o-(8) #=(t)

jotka ovat ortogonaalisia kaavan (293) mielessé. Hévidvi
ominaisarvo johtuu siitd, ettd systeemi on degeneroitunut
translaatioissa xz:n suhteen. Huomataan, ettd toinen
ominaistaajuus on korkeampi kuin paikalleen kiinnitetylla
heilurilla saatava w? = g/I.

—mgl

myp + meg (300)

Normaalikoordinaatit

Edelld esitetty yleinen ratkaisu

n:(t) = Re Z C’Sags) exp(—iwst) (294)
s=1
voidaan kirjoittaa myds muotoon
mi(t) =Y a (). (301)
s=1

Tamaéi voidaan tulkita koordinaattimuunnokseksi
muuttujista 7; muuttujiin (5. Muuttujia (; kutsutaan
normaalikoordinaateiksi.

Siirtymaélld normaalikoordinaatteihin voidaan pienten
viridhtelyjen Lagrangen funktio (284) kirjoittaa muotoon

L= 3 -0,

S

(302)

[Harjoitus: Osoita tdmé sijoittamalla (301) Lagrangen
funktioon (284) ja kdyttadmailld kaavoja (291) ja (293).]
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Normaalikoordinaateissa lausuttuna liikeyht&lo ja sen
yleinen ratkaisu ovat triviaalit:

é:s - _wggs
Cs(t) = Re|Cs exp(—iwst)],

(303)
(304)

missd s =1,...,n.

Normaalikoordinaatien merkitys tulee paremmin
ymmaérrettyéd vasta kvanttimekaniikassa. On katevinta
(mutta ei vilttimitontid) ensin saattaa Lagrangen funktio
normaalikoordinaateilla yksinkertaiseen muotoon (302), ja
sitten vasta siirtyd kvanttimekaaniseen késittelyyn, missé
liikeyhtdlo ja sen ratkaisu ovat monimutkaisemmat kuin
yll&.



7. Jaykan kappaleen liike

Jaykalla kappaleella tarkoitetaan masspisteiden joukkoa,
jossa etéisyydet toisistaan pysyvét vakioina:

|ri(t) — 7;(t)| = |r:(0) — r;(0)|. Useissa tapauksissa tdmé
ehto toteutuu riittdvalla tarkkuudella kiintedstd aineesta
tehdyilld kappaleilla.

7.1 Koordinaatistomuunnokset

Oletetaan, ettd meilld on suorakulmainen koordinaatisto,
joka on paikallaan tai tasaisessa liikkeessd (ns.
inertiaalikoordinaatisto). Tdmé&n normeeratut
kantavektorit olkoon &Y (i = 1,2, 3):

50

50 — §..
€ -€; =1dij.

(305)

Oletetaan, ettd meilld on toinen koordinaattijarjestelma,
joka on kiinnitetty jiykkain kappaleeseen, ja siten liikkuu
sen mukana. Téssé on toiset ortonormeeratut
kantavektorit é;, joille my6s é; - €; = d;;.

Mielivaltainen vektori V' voidaan lausua kummassakin
koordinaattijarjestelméssa

3 3

V=) Viel=) Vi,
=1

i=1

(306)

missi V2=V -&YjaV, =V -¢,.
Inertiaalikoordinaatistossa vektorin aikaderivaatta on

3
dt = ;- 307
<dt>'et'1 .Zdte2 (307)
mertia. i=1
Sama kéyttéen liikkuvaa koordinaatistoa
dV B 3 d‘/Z . 3 déz
A ) jertial ; o ot ; V"E' (308)

Téssé oikean puolen ensimmaéinen termi tulkitaan V:n
aikaderivaataksi kappaleen koordinaatistossa:

3
<ddV> = dd% €, (309)
t kappale i=1 t
misté seuraa

3 ~

dV dV dé;
a =\ Vi—t. (310
< dt >inertial < dt >kappale * ; ! dt ( )

Jalkimmaisen termin laskemiseksi tutkitaan pienié
rotaatioita.

Infinitesimaalinen rotaatio

Jaetaan infinitesimaalinen dé; komponentteihin kannassa
éil

3

dé; = dQ;é;, (311)
j=1
missé komponentit d€;; = dé; - €;. Ottamalla
differentiaali ortonormeerausehdosta €; - €; = d;; saamme
dé;-é; +é;-de; =0. (312)

Téasta padtellasn, ettd d€);; on antisymmetrinen:
dQ);; = —d€);;. Toisin sanoen, matriisin d€2;; yhdeksésta
komponentista kolme diagonaalista on nollia, ja kuudesta
ei-diagonaalisesta komponentista vain kolme on
riippumatonta. Kirjoitetaan

dng = dQ3, dQSl = dQQ, dQQg = dQl (313)
Matriisimuodossa
déq 0 dQds  —d), é;
dés | = —dQs 0 d és
deés dQde  —dy 0 és
(314)
Miaritellddn vektori
3
dQ = dé;. (315)
i=1
Télloin voidaan (314) kirjoittaa ristitulon avulla
kompaktimpaan muotoon
déi =dQ x éi. (316)

(Tarkista laskemalla.) d€2 voidaan tulkita
infinitesimaaliseksi rotaatioksi kulman |d€}| verran
vektorin d€2 suuntaisen akselin ympéri.

Infinitesimaalisten rotaatioiden (316) térked ominaisuus
on, ettd ne kommutoivat. Tutkitaan kahta perdkkéista
rotaatiota. Ensimmaéisessa

él=é; + Ay x &; +O0(AQ3). (317)
Toisessa
&l = e, + AQy x €, + O(AQ3). (318)
Sijoittamalla €] ensimmaéisesté rotaatiosta saadaan
+0(AQ2, AQ AQ,, AQ2). (319)

Toisin sanoen, tulos on lineaarisen termin osalta
riippumaton rotaatioiden jirjestyksesté. Siis
infinitesimaalisille rotaatiolle kokonaiskierto

d€) = dQ2; + d€25. On huomattava, ettd tdmé tulos ei

27



péade &éarellisiin rotaatioihin, kuten voidaan helposti
nihda esim. tarkastelemalla 90 asteen kiertoja
koordinaattiakselien suhteen.

AQ=(0,7/2,0) 4 Z
=

AQ=(/2,0,0)

AQ=(0,1/2,0) AQ=(7t/2,0,0) 4
= < =

Kulmanopeus

Palataan kaavaan

3 ~
av dVvV dé;
ad - (& S vl

( dt >incrtial ( dt >kappalc - dt

i=1

(310)

Viimeinen termi voidaan nyt laskea kéyttéen kaavaa (316)

3 . 3
de; a2 a2
Vi— = Vi xé=—xV. 320
; dt ; at < a " (320)
Kun vield méaritelldan kappaleen hetkellinen
kulmanopeus
1749
= 321
w="", (321)
saadaan kaavan (310) lopullinen muoto
av A%
() = () +wxV. (322)
dt inertial dt kappale

Koska tdmé pétee mielivaltaiselle vektorille V', sen voi
lausua my6s operaattorimuodossa, jossa V' on jitetty
kirjoittamatta:

) s~ (i)
Rt == fwx. (322)
( dt inertial dt kappale
Soveltaen kaavaa (322) paikkavektorille r» saadaan
d d
(T> = (r) Fwxr o (323)
dt inertial dt kappale

ja nopeusvektorille

d*r

(dtQ)inertial

[ [
dt kappale dt kappale

= <d2r) + 2w X <dr)
dt? kappale dt kappale

+d—w><r+w><(w><r)
dt '

(324)

Téssé w:n koordinaatistoa ei tarvitse médritelld, koska se
on sama molemmissa koordinaatistoissa. [Totea tdmé
kaavan (322) avulla.] Termié 2w x 7 kutsutaan
Corioliskiihtyvyydeksi, ja termid w x (w x r)
sentripetaalikiihtyvyydeksi.

Inertiaalikoordinaatistossa on voimassa Newtonin laki

d2
m (Z) = F*.
dt inertial

Ilmaistaan hiukkasen kiihtyvyys kappaleen
koordinaatistossa kdyttiden lauseketta (324), jolloin
saadaan

d? d
m (;) = F° —2mw X (r)
dt kappale dt kappale

(326)

(325)

Y X (w X 7)
—m— X7 —mw X (WX 7).
dt

Oikea puoli on nédenndinen voima, joka vaikuttaa
hiukkaseen kappaleen koordinaatistossa.

—O

é

Toistaiseksi olemme olettaneet, ettd kappaleen ja
inertiaalikoordinaatiston origot yhtyvét. Yleisemmin
voimme kirjoittaa paikkavektorille
inertiaalikoordinaatistossa rinertiai = R + 7, missd r on
paikkavektori kappaleen koordinaatistossa ja R kappaleen
koordinaatiston origon paikkavektori
inertiaalikoordinaatistossa. Nyt saadaan ettd nopeus
inertiaalikoordinaatistossa

d""inertial dR dr
al = — 327
< dt ) inertial dt - ( dt > inertial ( )
ja kiihtyvyys inertiaalikoordinaatistossa
d2rinertial ng d2’l"
_— = — —_— . 328
( dt? inertial dt? " dt? inertial ( )

Témén seurauksena kaavaan (326) tulee oikealle puolelle
lisitermi —md? R/dt? niin, etti koko liikeyhtlo
kappaleen koordinaatistossa on

d? d’R
m (;) — F—m=" (329)
dt kappale dt
dr dw
—2mw X | — —m— X7 —mw X (WX T).
dt kappale dt

7.2 Hitausmomentti
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Ajatellaan jaykén kappaleen muodostuvan joukosta
hiukkasia, joiden massat ovat my. Kineettinen energia on

talloin )
k

Vaihtoehtoisesti voidaan kuvata kiintedtd kappaletta
jatkuvasti jakautuneena massana, jonka tiheys on p(r) ja
nopeus v(r). Tallin kineettinen energia

1
= §/d3rpv2.

Téssd [ d3r tarkoittaa integrointia tilavuuden yli.
Kéytetadn jatkossa integraalimuotoa.

(330)

(331)

Jaykédn kappaleen pyoriessd kulmanopeudella w, saadaan
kaavasta (323) kappaleen hiukkasten nopeudeksi

v = w X r. Pyorimiseen liittyvé kineettinen energia
voidaan kirjoittaa

1
T= / drpv? =

Erpw-[rx (wxr)

/
/fmw
/

;/d?’rp(wxry(wxr)

N~ N~ N~

[rPw — (w-r)r]

3 3
= d?’rpz Zwl igT rirj) wj
=1 j=1
1 3.3
= 5 Z Zwifl-jwj. (332)
i=1j=1
Téssé I;; on hitausmomenttitensori:
Iij = /d?’rp ((5@‘7‘2 — Tirj) . (333)
Komponenteittain kirjoitettuna matriisi | on
T + z - rpx - TPTZ
[ dPrp(y® + 2%) [ d*rpxy [d*rp
— [ drpxy [ dPrp(z?* + 2?) — [drpyz
— [drpaz — [drpyz J drp(z? + y?)
(334)

Kappaleeseen kiinnitetyssd koordinaatistossa
hitausmomenttitensorin kaikki komponentit ovat vakioita,
jotka riippuvat vain kappaleen massajakaumasta.

Lasketaan my6s kulmaliikemaéra
L:/d3rpr><v:/d3rpr><(w><r)
= /d?’rp [rPw— (w-r)r], (335)

eli

L;, = /d3rp [r wi —ri(r-w) (336)

ZIZJwJ

Sama matriisimuodossa lausuttuna

Ly Iy Ly I w1
Ly | = Ini Iz I3 wa (337)
Ls I3y Izp I3z w3

Siis hitaustensorin avulla saadaan kulmaliikemé&ara
kulmanopeudesta. Kineettinen energia voidaan myos
kirjoittaa muotoon

(338)

Jaykéan kappaleen liikeprobleemat voidaan jakaa kahteen
tyyppiin.

1) Jaykin kappaleen yksi piste on kiinnitetty. Téssé
tapauksessa on jarkevinté laskea kaikki edelld esitetyt
suureet tdmén pisteen suhteen.

2) Mikéén jaykin kappaleen piste ei ole kiinnitetty.
Téllsin litke voidaan jakaa massakeskipisteen
translaatioksi ja pyOrimiseksi massakeskipisteen suhteen.
Monissa tapauksissa ndmé kaksi liikettd separoituvat
toisistaan samaan tapaan kuin kahden kappaleen
ongelmassa edelld. T4lloin on jarkevintd laskea kaikki
edelld esitetyt suureet suhteessa massakeskipisteeseen.

Pasakselit

Edelli kantavektorit é*) on valittu niin, etté ne
kidntyvit kappaleen mukana. (Indeksien sekoittumisen
vélttamiseksi, merkitdén eri kantavektoreita yldindeksilla,
s =1, 2, 3.) Niiden asentoa kappaleeseen nihden ei
kuitenkaan ole vield tarkemmin mééritty. On
kiytannollists valita kantavektorit é(*) niin, ettd
hitausmomenttitensori (333) on mahdollisimman
yksinkertainen.

Aloitetaan tarkastelemalla sellaista mahdollisuutta, etti
L kaavassa (336) olisi samansuuntainen kuin w. T4ll6in
siis olisi olemassa jokin vakio A siten ettd L = \w. Pian
tullaan osoittamaan ettd aina loytyy kolme sellaista
kulmanopeusvektoria w™®), w® ja w®) siten, ettd niitd
vastaavat kulmaliikem&érit ovat

L® = ro®
L® = [Lw®

L® = [;0®), (339)

Lisiiksi osoitetaan pian, ettéi vektorit w(®) ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa. Nain ollen voidaan kantavektorit

é(®) valita vektorien w(®) suuntaisiksi. Tiissé kannassa
ensimmaéinen relaatioista (339) voidaan kirjoittaa

L _[11 _[12 _[13 w Ilw
0 | = o1 Iz I3 0 | = 0
0 I31 I3p I33 0 0
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Téastd ndhddan valittomasti ettd Io; = Is; =0 ja
111 = I;. Toistamalla sama kahdelle muulle relaatiolle
(339) saadaan seuraava tulos.

Hitausmomenttitensori edelld konstruoidussa kannassa on
diagonaalinen,

L 0 0
= o 1, o (341)
0 0 Iy

Niin valittuja koordinaattiakseleita kutsutaan
piadakseleiksi ja vastaavia hitausmomentin arvoja I, I ja
I padhitausmomenteiksi. Télloin saavat kaavat (336) ja
(338) yksinkertaisemmat muodot

3
1 2
Li=ILw;, T=3 ; T2, (342)

Jotta edelld oleva tulos tulisi osoitettua, meiddn on
tarkasteltava yhtédlod L = Aw. Kayttamalld yleista
relaatiota (336) ja merkitsemilld kulmanopeusvektoria
w = a tdméa on

3
Li =Y Lja; = a. (343)
j=1

Vaihtoehtoisesti tdméa yhtélo voidaan kirjoittaa myos
muotoihin

3
(Iij — Aéi.j)aj = 0, (l — )\l)a = 0, (343)
i=1
Iip — A Io I3 ax 0
Iy,  Ipp—X Iy az | =1 0],
I3 I3o Is3 — A as 0
44)

misséd a on vektorin @ komponenttien muodostama
pystymatriisi. Huomataan, ettd kyseessé on
ominaisarvotehtdvi, missd A on ominaisarvo. Taté
tutkittiin jo pienten vérdhtelyjen yhteydessid (291). Nyt
tilanne on yksinkertaisempi siiné suhteessa, etté siella
esiintynyt matriisi A on nyt yksikkomatriisi 1. Pienten
vérdhtelyjen yhteydessé luetellut tulokset voidaan nyt
uudelleen lausua seuraavasti.

Yhtilolld (343) on nollasta poikkeava ratkaisu a vain

silloin kun a:ta kertovan matriisin determinantti havia:
det(l — A1) = 0. (345)

Tamé on kolmannen asteen polynomiyhtilo A:lle. Sen

juurina saadaan 3 kappaletta ominaisarvoja A(*)

(s = 1,2,3). Matriisin | reaalisuuden ja symmetrisyyden

takia kaikki juuret ovat reaalisia. Koska ominaisarvon

kerroinmatriisi on yksikkomatriisi, ominaisvektorit ovat
ortogonaalisia (tai degeneroituneen ominaisarvon

tapauksessa vektorit voidaan valita siten) normaalissa
mielessé

3
3 a0l = 0 - a® = () T2 =4,

i=1

(346)

Néin on osoitettu padakseleiksi kelpaavan kannan
olemassaolo. Siten on todistettu tulos (341) mielivaltaisen
muotoiselle jaykélle kappaleelle.m

7.3 Eulerin yht&lot

Kurssin alussa johdettiin hiukkasjoukon
kulmaliikemirille L ja ulkoiselle momentille IN(®) yhtils

dL _ NGO
dt inertial

Johdossa oletettiin silloin inertiaalinen koordinaatisto,
jonka suhteen L ja IN(®) laskettiin. Tutkiskellaan jiykéin
kappaleen liikkeen kahta tapausta, jotka jo mainittiin
edella.

(22)

1) Jiaykén kappaleen yksi piste on kiinnitetty. Téssd
tapauksessa kiytetddn yhtdlod (22) tdmén pisteen
suhteen.

2) Mikéddn jaykdn kappaleen piste ei ole kiinnitetty.
Tillsin lasketaan L ja IN(®) massakeskipisteen suhteen.
Osoittautuu, ettd yhtdls (22) on voimassa myds téssi
tapauksessa. Tétd on tarkasteltu harjoituksen 2
tehtévéssa 2.

Sovelletaan yleistéd koordinaattimuunnoskaavaa (322)
yhtélson (22):

dL
( ) +wx L=N®, (347)
kappale

dt

Kirjoitetaan tdméa yhtdlo komponenttimuotoon
pédakselien muodostamassa koordinaatistossa. Kédyttéen
hitaustensorin diagonalisuutta (342) saadaan
ensimmiiselle komponentille

(e)
1

Tiwy + wolzws — w3lowy = N (348)

Sieventéen ja sykliselld kierrolla saadaan FEulerin yhtdldt

Lo = wows(Ip — I3) + N
IQU-JQ = W3W1(Ig — Il) =+ N2(e)

I3ty = wiwa (I — Ip) + N2\ (349)

T&amé& on yksi vaihtoehtoinen muoto jaykén kappaleen
likkeyhtéloille.

Symmetrinen hyrré, ei ulkoisia voimia

Tutkitaan sovellutuksena tapausta, jossa ei ole ulkoisia
voimia (IN(©) = 0). Lisiksi oletetaan, etti kaksi
padhitausmomenttia yhtyvét, mitd tapausta kutsutaan
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symmetriseksi hyrriksi. Valitaan I; = Iy # I3. Viimeinen
Eulerin yhtélsistd (349) antaa
w3 =0, (350)

siis ws on vakio. Kaksi muuta voidaan kirjoittaa muotoon

(L)l = 79&)2
LUQ = le, (351)
missi I I
Q=ws——1, (352)
I

Témén tyypin yhtdloryhméssi on kiteviid (mutta ei
vilttamatontd) kiyttiad seuraavaa kikkaa. Mairitelldan
kompleksinen

We = w1 + iwa. (353)
Tille saadaan yhtilo
We = iQw,, (354)
jonka yleinen ratkaisu on
we = Cexp(iQt). (355)

Fysikaalisille suureille saadaan siitd yleinen ratkaisu

w1 = Re[Cexp(iQt)] = A cos(Qt + ¢p)

wa = Im[C exp(iQ2t)] = Asin(Q + ¢o), (356)

missé olemme kirjoittaneet vakion C' = A exp(igg) kahden
reaalisen vakion A ja ¢g avulla. Ndhdaén siis, ettd
kappaleeseen kiinnitetysséd koordinaatistossa
kulmanopeusakseli w pyorii tasaisella nopeudella
symmetria-akselin é3 ympéri. Sama koskee

kulmaliitkem&aria :
L1 Twsin A cos(Q + ¢o)
Ly = TNLwsinAsin(Qt + ¢g)
Ly = I3wcos A\, (357)

missd A on vektorien w ja €3 vilinen kulma.
Kulmaliikemééra L pysyy siis w:n ja és:n virittdmaéssa
tasossa.

Huomaa, ettd Q (352) on positiivinen kiekkomaiselle
kappaleelle (I3 > I1), miké tilanne on piirretty kuvassa.

Keilamaiselle kappaleelle (I3 < I7) € on negatiivinen,
joten w:n ja L:n pydrimissuunta on vastakkainen.

Inertiaalikoordinaatistossa taas L on vakio. Sielld siis w
ja és pyorivit sen ympéri. Liikettd voi havainnollistaa
kahdella kartiolla, joista L-keskeinen pysyy paikoillaan.
Toinen kartio on éz-keskeinen ja kiinnitetty kappaleeseen.
Se pyorii paikoillaan olevan kartion ympéri jatkuvasti
sivuten sitd liukumatta. Hetkellinen kulmanopeus w
pysyy jatkuvasti kartioiden sivuamisviivan suuntaisena.
(demonstraatio polkupyérin pyorilld)

Maapallo on hieman litistynyt navoiltaan, mistd aiheutuu
(I3 — I) /I ~ 1/305. Tésté seuraa, ettd pyorimisakselin
pitéisi tehdd yksi kierros noin 305 paivissd. Mittauksissa
on todettu tdménkaltainen mutta epasadinnollinen liike.
Kiertoakselin poikkeama symmetria-akselista on vain noin
4 m, ja kiertoaika noin 14 kuukautta. Poikkeama
teoreettiseen tulokseen johtunee siitd, ettd maa ei
tarkkaan ottaen ole jiykka kappale.

7.4 Fulerin kulmat

Jaykén kappaleen asento voidaan kuvata kolmen
parametrin avulla. Yksi tapa néiden valitsemiseksi on
Eulerin kulmat. Muodostetaan kappaleeseen liitetyn
koordinaatiston (z, y, z) asento kolmella periikkiiselld
kierrolla koordinaatistosta (2%, 4%, 2°). Kaikki kierrot
ovat positiiviseen kiertosuuntaan. Ensin kierretdan
koordinaatistoa z%-akselin ympéri kulmalla «, jolloin
saadaan koordinaatisto (x', ¥, 2’). Sitten kierretdéin niin
syntynytti koordinaatistoa sen gy’-akselin ympéri kulmalla
B, jolloin saadaan koordinaatisto (z”, y”, 2’). Lopuksi
kierretddn tétd koordinaatistoa z”/-akselin (= z akseli)
ympéri kulman ~ verran.



Huomaa, ettd « ja 8 ovat z-akselin atsimuutti- ja
polaarikulmat pallokoordinaatistossa (98). Siten kahdella
ensimmiiselld kierrolla (0 < o < 27, 0 < 8 < 7) saadaan
se osoittamaan mielivaltaiseen suuntaan. Taméan yhden
akselin ollessa kiinnitetty, kappaleen asento voi riippua
vain kierrosta tdmén akselin ympéri. Siten kulman
valinnalla (0 < v < 27) saadaan koordinaatisto
mielivaltaiseen asentoon.

Jaykéan kappaleen kulmanopeus w muodostuu Eulerin
kulmia kaytettdessd vektorisummana kolmesta eri
komponentista w(®, w® ja w( jotka aiheutuvat
koordinaattien «, 8 ja ~ aikaderivaatoista d, ﬂ jay.
Lausutaan seuraavaksi ndmé kulmanopeudet kappaleen
koordinaatistossa (z, y, z). Néistd yksinkertaisin on
w = €Y = 4és, silld se on jo sellaisenaan z-akselin
suuntainen. Hieman monimutkaisemmin saadaan

Al .

w® — Bé/z é, = B(é1siny + é cosvy). (358)

Viimeiseksi lasketaan

0 _
3=

= G[—sin B(é; cosy — ézsiny) + é3 cos f]

W@ = @él = el = a(—é) sin § + &} cos B)

(359)

= &(—é; sin fcosy + éysin Bsiny + é5 cos ).

Laskemalla komponentit yhteen saadaan

. L
—asin B cosy + Bsiny = =1

w1 = .[1
o L
wy = asmﬁsmfy+ﬂcos'y:1—
2
L
w3 = dcosﬁ—&—ﬁzl—?’. (360)
3

Téassé jalkimmaéiset yhtdsuuruudet seuraavat siité, ettéa
kappaleen koordinaatisto valitaan pddakselien mukaan ja
siten kulmaliikeméérd on yksinkertaista muotoa (342).
Pyorimiseen liittyvé liike-energia (342) voidaan nyt
kirjoittaa

1 )
T= i.fl(fézsinﬂcos*yqL [ sin~y)?

1 .
+§I2(d sin Bsin~y 4 B cos~)?

1
—|—§Ig(o'zcosﬁ+"y)2. (361)

Symmetrinen hyrrd painovoimakentissi

Oletetaan, ettd hyrréd on kiinnitetty symmetria-akselilla
olevasta tukipisteesté, niin voimme kiinnittda huomion
vain pyorimisliikkeeseen. Valitaan taas I1 = Iy # I3.
Lagrangen funktioksi saadaan

1 : 1
L= Ell(dz sin? 3 + B%) + 513(04 cos 3+ 4)?
— Mgl cos 3, (362)

missé [ on massakeskipisteen etéisyys tukipisteesté.

J
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Huomataan, ettd kulmat « ja vy ovat syklisid
koordinaatteja, siis niitd vastaavat yleistetyt liikem&arat
ovat vakioita:

L
Do = g— = Iiésin? B + I3 cos B(cvcos B+ 7) = vakio
&
oL . . .
Dy = 5 = I3(d&cos B + ) = vakio. (363)
Kolmas kanoninen liikemé&éara
oL .
== =1 364
5= 55 18 (364)

sen sijaan ei ole vakio. Suureet p., ps ja p, identifioidaan
kulmaliikemé#ran projektioiksi samoille akseleille kuin
vastaavat kierrot a, 8 ja v: 2°, 3/ ja z. (Huom: nimé
akselit eiviit ole ortogonaalisia.) Siis esim. p, = L - €3.
Identifikaatiot voi johtaa kaavoista (360) kiyttiden
samanlaista geometrista tarkastelua kuin kaavoissa (358)
ja (359).

Koska L ei riipu eksplisiittisesti ajasta myts Hamiltonin
funktio on vakio. Se on my&s sama kuin energia:

1 . 1
H= 5Il(c'uQ sin? 3 + 5%) + 513(0'4 cos B+ 4)?

+Mgl cos B = E = vakio. (365)
Yhtélsistd (363) saamme ratkaistuksi
. _ Pa — Py COSf3
=g
I, sin“ 8
. D cos B(pa — pcosfB
g b 0fPa Py cosP) (g
I3 I, sin” 3



Sijoittamalla ndmé& energian lausekkeeseen se saadaan
muotoon

1 .
E= ihﬁz + Verr (B), (367)
missé efektiivinen potentiaali
_ 2 2
Vig(g) = Pa—PyeosB” Py ocs (368)

21 sin? 8 213

Liikeyhtalot siis redusoituvat yksiulotteiseksi liikkeeksi.
Samoin kuin aiemmin téssi kurssissa, timé voidaan
ratkaista laskemalla integraali

(369)

t:i\/g/\/#eﬁ(m.

Tyydytédén seuraavassa vain liikkeen kvalitatiiviseen
kuvailuun.

Rajoitutaan tutkimaan sellaista hyrréliikettd, jossa
D~ > Do. Téssé tapauksessa saadaan Veg:lle kuvan
mukainen kayttadytyminen.

E A Veff

py121

Mgl cosP

Vosr:n minimié vastaavassa pisteessd 8 on vakio.
Tarkastellaan ensin tapausta jossa painovoiman vaikutus
hévidd (Mgl = 0). Téllsin Vog:n minimissi

Pa — Py cos B = 0. Téstd seuraa (366) ettd & =0 ja

4 = w3 = w. TAm4 vastaa hyrran pyorimistéa
symmetria-akselinsa ympéri, joka on vakiossa vinossa
suunnassa (seuraavan kuvan kohta a). Jos energia on
suurempi kuin minimissé, saadaan sama
symmetria-akselin py6riminen kuin luvussa 7.6, mutta
nyt vinon L:n ympéri (b). Kun lisidtédén painovoiman
vaikutus (Mgl # 0), saadaan, ettd Veg:n minimissd

Do — Py cos B # 0 ja siksi mySs & # 0. Siis
symmetria-akseli pyorii tasaisella nopeudella pystysuoran
suunnan ympéri (c). Tétd kutsutaan prekessioksi. Jos
energia on suurempi kuin minimissé, tulee tdmén liitkkeen
liséiksi heilahtelu §:ssa ja a:ssa, mité liikettd kutsutaan
nutaatioksi. Riippuen prekession ja heilahtelun
suhteellisesta nopeudesta, piirtda symmetria-akseli z
erilaisia kuvioita (d,e,f).

Kuvassa I3 > I7.

Maapallo on hieman litistynyt navoiltaan. Maan akseli
tekee 23° kulman maan ratatason kanssa. Niistd seuraa,
ettd aurinko ja kuu kohdistavat maahan vaéntémomentin,
joka on samantyyppinen kuin edellisessé tehtévéssé.
Tamé saa maan symmetria-akselin prekessoimaan yhden
kierroksen noin 26000 vuodessa. Siis pohjantdhti on
symmetria-akselin suunnassa vain toistaiseksi. Maapallon
nutaatio on olennaisesti toisenlainen kuin hyrréllé, silla
siind tarkeimpéané vaikuttajana ovat auringon ja kuun
liikkeet.
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8. Hamiltonin mekaniikkaa

8.1 Hamiltonin liikeyht&lot

Palataan nyt mekaniikan formaaliin kehittdmiseen. Edelld
kdytimme Lagrangen liikeyhtaloita

d 9L
dt 94

8%‘7

(76)

Ne ovat 2. kertaluvun differentiaaliyhtaloita. Systeemin
liikke on tédysin méaratty, mikéli koordinaattien g; ja
nopeuksien ¢; alkuarvot tunnetaan.

Vaihtoehtoinen tapa formuloida mekaniikka on kiyttai
nopeuksien ¢; sijasta muuttujina kanonisia liikemaéria

pi = 9 (182)

qi
Téllaista mekaniikan muotoa kutsutaan Hamiltonin
formalismiksi. Muuttujia (g;, p;) kutsutaan kanonisiksi
muuttujiksi. Siirtyminen muuttujista (g;, ¢;) kanonisiin
muuttujiin (¢, p;) tehddén ns. Legendren muunnoksen
avulla. Tarkastellaan sitéd ensin yleisesti.

Tutkitaan kahden muuttujan funktiota f(z,y). Sen
differentiaali voidaan kirjoittaa muodossa

df = udx + vdy. (370)
Téasté seuraa, ettd
8f 8f
1
u= o jawv =9 (371)

Vastaavasti, jos funktiolle f(x,y) pétee (371), seuraa siitd
(370). Haluamme nyt vaihtaa muuttujan z tilalle w, siis
siirtyd muuttujista (z,y) muuttujiin (u,y). Legendren
muunnoksen olennainen kohta on, ettd samalla muutetaan
funktion f tilalle funktio g, joka saadaan kaavasta

g=f—uz. (372)
Lasketaan nyt funktion ¢ differentiaali:
dg = df —udr—xdu
= udr+vdy —udr—zdu
= —zdu+ovdy. (373)

Siis dg:ssé esiintyvit vain differentiaalit du ja dy.
Funktion g arvo voi siten riippua vain muuttujista v ja y
(el x:std):

(374)

9=9(u,y)

seka
dg

=5, (375)

Sovelletaan Legendren muunnosta Lagrangen funktioon
L({¢;},{di},t). (Téassd {¢;} on lyhennysmerkinté joukolle
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41,42, - - -, Gn.) Otetaan ¢;:den sijasta uusiksi muuttujiksi
kanoniset litkemadrait

pi = 9. (182)

qi
Legendren muunnoksella luodaan uusi funktio samoin
kuin edell, paitsi ettd 1) muuttujia on nyt useampia, ja
2) funktion etumerkki otetaan péinvastaiseksi. Nihdéén,
ettd uusi funktio on sama kuin Hamiltonin funktio (194):

H({qi}v {pi}7t) = Z%pz - L({ql}7 {ql}vt) (376)

Toistetaan varmuuden vuoksi differentiaalin lasku téssé

tapauksessa:

dH

Z Gidp; + Zpidq'i

oL oL . oL
= Z didp; — 8L 5 dai %—fdt, (377)

missd on kidytetty médritelmés (182). Nihddin siis, ettéd
H on vain muuttujien g;, p; ja t funktio (ei ¢;:ti).

Koska H on muuttujien {¢;}, {p;} ja t funktio,
mééritellddn sille osittaisderivaatat 0H/dq;, OH/Jp; ja
OH /0t kisittelemélld néditd muuttujia toisistaan
riippumattomina. H:n differentiaali voidaan siten
kirjoittaa

H

dH = Z dqz+z dpz -t (378)
Vertaamalla tétd kaavaan (377) voidaan identifioida
osittaisderivaatat

‘;g - —gi (379)
= (350)
%—Ij = —%f. (381)

Huomataan ettd kaavan (379) oikealla puolella oleva
suure 0L/0q; on Lagrangen liikeyht&lon (183) mukaan
sama kuin p;. Tastd herdd ajatus kirjoittaa liikeyhtdlot
symmetrisen nékoiseen muotoon

OH
. 9
qi ap; (38 )
. OH
pi = - oq; (383)

Naméa ovat Hamiltonin kanoniset litkeyhtdlot. Naméa 2n
kappaletta yhtalod ovat ekvivalentit Lagrangen
yhtéloiden kanssa, joita on n kappaletta. Huomaa, etta



Lagrangen differentiaaliyhtélot ovat toista kertalukua
(ajan suhteen), kun taas Hamiltonin yhtilst ovat
ensimmaista kertalukua, mutta niitd on tuplamaéra.
Olennainen ero syntyy siitéd, ettd Lagrangen yhtéloissd
muuttuja ¢; on jatkuvasti sidottu ¢;:n aikaderivaataksi,
mutta Hamiltonin formalismissa muuttujat ¢; ja p;
késitetddn yhtéloitd johdettaessa toisistaan
riippumattomiksi. Niiden riippuvuus toisistaan tulee
kiinnitetyksi vasta liikeyht#loissd (382) ja (383).

Fysikaalisen ongelman késittelyvaiheet Hamiltonin
litkeyht&loita kéiytettéessd ovat seuraavat:

a) muodostetaan Lagrangen funktio,
b) lasketaan yleistetyt liikkemaarét,

c) muodostetaan Hamiltonin funktio, joka pitda ilmaista
kanonisten muuttujien funktiona,

d) muodostetaan liikeyht&lot ja

e) liikeyht&lot integroidaan.

Esim. 1 Hiukkanen napakoordinaateissa
Lagrangen funktio on (88)

. 1 .
L(T7 ¢7 7;7 ¢) = im(’rj + T2¢2) - V(Ta ¢) (384)
Yleistetyt liikem&drat ovat
oL .

pro= po=mi (385)

oL 9
= — = mr . 386
Po 3 ¢ (386)

Niista voidaan helposti ratkaista 7 ja q’) Hamiltonin
funktio saadaan joko suoraan méadritelmasta (194) tai
kiyttien aputulosta (198). Eliminoimalla 7 ja ¢ saadaan

2 2
_ b P
H(T, ¢ap'r'ap¢) - om + 22 + V(Ta d)) (387)
Hamiltonin liikeyht&ltt ovat siten
: OH _ pr
T o= o m (388)
. . oOH . Y
¢ = Opy T o2 (389)
, OH v OV
e L (390)
OH Vv
by = ——— = —— 1
Po 90 9 (391)

Namé ovat 4 kappaletta ensimméisen asteen
differentiaaliyhtéloita. Eliminoimalla p, ja ps todetaan
helposti, ettd ne ovat identtiset Lagrangen liikeyhtdloiden
(91) ja (92) kanssa.

8.2 Sahkomagneettinen kentté

Edelld johdettiin séhkomagneettiselle kentélle potentiaali
(119). Yhden hiukkasen Lagrangen funktio on téllsin

1
L(r,v,t) = gmf"z —qo(r,t) +qr - A(r,t). (392)
Yleistetyiksi liikemédriksi saadaan
oL
Pa= 5o = m + qAz, (393)
ja vastaavasti y ja z-komponenteille, eli
p = mr+qA. (394)

Huomaa siis, ettd kanoninen litkem&ard p ei siis ole sama
kuin massa kertaa nopeus. Hamiltonin funktio on

H = ) pigi-L=p-i-L

1
= mi’2+q7'“-A—§m7"2+qg0—q1'°~A

1
—m7? + qp. (395)

2
Monien vilivaiheiden jélkeen saatiin siis yksinkertainen
tulos: kineettinen energia magneettikentéssi on néin
lausuttuna tédysin sama kuin ilman magneettikenttas.
Magneettikentén vaikutus tulee niakyviin vasta kun H
lausutaan kanonisten muuttujiensa p ja r funktiona:

1
H(r.p.t) = 5~ (p—qA)" +qp. (396)

m
Tam& on hyvin tarked tulos, jota kiytetddn paljon mm.
kvanttimekaniikassa.

8.3 Symmetriat

Lagrangen formalismissa johdettiin sdilymislait
Lagrangen funktion symmetrioista. Hamiltonin formalismi
tarjoaa samat tulokset, mutta myos tiettyja etuja.

Yieistetyn litkemdadrdn sdilymislaki

Jos Lagrangen funktio ei riipu jostain koordinaatista g;
(ts. se on syklinen), saatiin, ettd vastaava yleistetty
liikemééra on vakio. Hamiltonin litkeyhtélostd (383)
saadaan, ettd myoskddn Hamiltonin funktio ei t&lloin
riipu koordinaatista ¢;. Siis vastaava sdilymislaki
Hamiltonin formalismissa tulee siité, ettd Hamiltonin
funktio ei riipu koordinaatista ¢;. Etuna Lagrangen
formalismiin ndhden on, ettd Lagrangen liikeyht&loisséi
silti esiintyy vield tuntematon funktio ¢;(t), kun taas
Hamiltonin formalismissa sen tilalla on vakio p;.

Hamiltonin funktion sdilyminen voidaan johtaa kauniisti
Hamiltonin formalismissa kiyttiden perusyhtdlsitd (378),
(382) ja (383),

dH OH . OH . OH
i =5 (it ) + 5

dq Op; ot
OH O0H O0HOH OH OH
B Z <an‘ api  Ip; 5%‘) T T o (397)

%
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Siis
dH 0H oL
ot o’
missé jalkimmaéinen yhtdsuuruus (381) johdettiin edellé.
Siis Hamiltonin funktio on liikevakio (dH/dt = 0), jos se
el eksplisiittisesti riipu ajasta (0H/0t = 0).

(398)

8.4 Johto variaatioperiaatteesta

Hamiltonin yhtédlot voidaan johtaa myds suoraan
variaatioperiaatteesta. Tehddin se tassa.
Variaatioperiaatteen mukaan on

to
0S =9 Ldt=0. (399)
ty1
Kirjoitetaan Lagrangen funktio
L=T-V (400)
Hamiltonin funktion
H= Zpidi —L (401)
avulla muotoon
(402)

L({qi}a {qz}a t) = sz% - H({ql}7 {pi}v t)'
Nyt

08

ty i

f2 OH OH
/ > <6}¢5pi + pidgi — 5 —0q; — 5]%') dt
t1
0.

9q; opi
Kuten jo aiemmin kaavassa (157) voidaan varioinnin ja
aikaderivoinnin jérjestys vaihtaa,
d d
0— = —46,
dt dt

%

(403)

(404)

joten voidaan kirjoittaa

2 d H H
5= > (%5]31' + pi—0G; — 875(12' -9 5}%) dt.

t 5 dt 9q; Ipi
(405)
Integroidaan osittain toinen termi:
to
to d to dp
i 0qidt = i0q; — “6q; dt. 406
/tlpdtq /pq/tldtq (406)

ty

Koska variaatiot havidvit radan padtepisteissa, ei sijoitus
anna kontribuutiota. Saamme siis

to
/ Z K% - 8H> op; — <I3¢ + c’)H) 5%] dt = 0.
t1 i 8p74 8q1

(407)

Hamiltonin teoriassa variaatiot dp; ja dq; késitetddn
toisistaan riippumattomiksi. Siksi integrandissa niiden
kertoimien on havittavi. Pdddymme siten Hamiltonin
yhtélsihin (382) ja (383):

OH

q; = 6pi (382)
) (
=g (383)

Verrataan vield Lagrangen ja Hamiltonin liikeyhtdloiden
johtoa variaatioperiaatteesta. Johdettaessa Lagrangen
liikeyht&loita suoritimme varioinnit yleistettyjen
koordinaattien ja yleistettyjen nopeuksien suhteen.
Relaatio

S = 5 o0 (408)
liitti ndma4 variaatiot toisiinsa ja johti toisen kertaluvun
differentiaaliyhtéloihin. Hamiltonin liikeyhtaloité
johtaessamme olemme asettaneet yleistetyt liikem&arat
samaan asemaan kuin koordinaatit. Nédin koordinaattien
ja liikeméadrien riippuvuus toisistaan ei ole ennalta
madritty, vaan saadaan vasta litkeyht&lostéd (382).

8.5 Poissonin sulkusuureet

Otetaan kayttoon vield yksi merkintdtapa, jolla on suora
yvhteys kvanttimekaniikkaan. Tarkastellaan funktiota
Alqr, -, qn;P1,---,Pn;t). Kahden tiillaisen funktion A ja
B Poissonin sulkusuure mééritellddn

0A0B 0AOB
A, B = a ’
[A, Blps Z <8qi dp;  Op; 5%)

i

(409)

Téstd méadritelméstd ndhddéan heti, ettd sulkusuure on
antisymmetrinen:

[A, Blpg = —[B, Alrs (410)
ja siis erityisesti

[A, Alpg = 0. (411)

Todetaan, ettd Poissonin sulkusuure on lineaarinen
molempien argumettiensd suhteen. Esim. ensimmaéisen

[A+ B,Clpg = [A,Clpp + [B,Clpp,  (412)
[M, Blpp = A\[A, Blps, (413)
missé A on vakio. Harjoituksena osoitetaan kahden
funktion tulolle
[AB,Clps = A[B,Clps + [A, ClppB. (414)

Mainitaan vield Jacobin identiteetti

[A,[B,Clpsles + [B, [C, Alps]ps + [C, [4, Blps|ps = 0.
(415)
Sen voi tyoladsti todistaa suoralla laskulla, tai vahian
nokkelammin niin kuin Goldsteinissa.
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Tutkitaan Hamiltonin funktion H sulkusuuretta yleisen
funktion A kanssa:

[H, Alpg = > (
Kayttamalld liikeyhtaloitd (382) ja (383) saadaan
0A 0A
H e =3 (-5 - 224,
[ JpB ; ( 82%10 aqﬂ)
(dA 8A)

dt ot

joka voidaan kirjoittaa muotoon

dA n

dt T
Taméa on Hamiltonin liskeyhtdlé Poissonin sulkusuureilla
lausuttuna. Normaalit Hamiltonin liikeyhtdlst (382) ja
(383) saadaan téistéi erikoistapauksena. Tutkitaan
esimerkiksi tapaus A = ¢;. Sijoittamalla se ja

sulkusuureen mééritelmé (409) litkeyhtéloon (418)
saadaan

0H 0A B OH 0A
0gq; Op; Op; 0g;

(416)

(417)

0A

= —[H, A] (418)

. OH 0q; OH 0g; 0q;
in(qq>+ ai (419)
- dq; Op;  Op; Oq; ot
Koska riippumattomat muuttujat ovat
qis---,9n5P15- -y Pn ja’ t, saadaan
9q; 9qi 9q;
= =d;5, — =0, 420
3pj ’ 8qj J ot ( )
joten jéljelle jaa vain
. OH OH
i = (421)

5,0 o

miki on sama kuin (382). Vastaavasti sijoittamalla A = p;
saadaan (383).

Liikeyhtalosta

dA 0A

dt ot
saadaan vield uusi muoto séilymislaeille: Suure A on
liikevakio jos 1) se ei riipu eksplisiittisesti ajasta
(0A/0t = 0) ja 2) sen Poissonin sulkusuure Hamiltonin
funktion kassa hividd ([H, Alpg = 0). Totea
harjoituksena, ettd tdmé siséltdd erikoistapauksena
molemmat edelld tarkastellut séilymislait (Hamiltonin
funktion seké syklista koordinaattia vastaavan
liikemé&dran sdilymislain).

—[H, Alpp + (418)

Tutkitaan vield kanonisten muuttujien (p;, ¢;) vilisid
sulkusuureita. Sijoittamalla mééritelméén (409) saadaan

[pi; 4jlpB = Zk: ( )

== Gibjx = —0i;
K

Op; 0q;

dqx Opy,

Opi 04;
Opr. Oqi,

(422)
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siis
[pi, qjlpB = —0ij. (423)
Samalla tavalla ndhdéin, etté
[pi;pjlpB =0, [g:,qjlpB = 0. (424)

Harjoitustehtévéina todetaan kulmaliikem&éran
komponenteille L; = (r x p); seké
kokonaiskulmaliikeméiirin nelislle L? = L? + L3 + L2
seuraavat Poissonin sulkusuureet

3
[Li, Lj]pB = ZgijkLk (425)
k=1
[L?, Li]ps = 0, (426)
missé €;5, on permutaatiosymboli
1 kun ijk = 123, 312 tai 231
€ijk = 4 —1 kun 5k = 132, 321 tai 213 (427)
0 muuten.

8.6 Liouvillen lause

Koordinaattien ¢; muodostamaa (n-ulotteista) avaruutta
on edelld kutsuttu konfiguraatioavaruudeksi. Piste téssé
avaruudessa méarda kaikkien hiukkasten paikat tietylld
ajanhetkelld ¢, mutta ei kerro mitéén niiden liikkeesté.
Jotta systeemin tila tulisi tdydellisesti méaréttyé, on
tiedettava myos joko kaikki yleistetyt nopeudet ¢; tai
vaihtoehtoisesti kaikki yleistetyt liitkemé&arit p;.
Jalkimmainen valinta tarjoaa selvid etuja, joita
seuraavassa tutkitaan.

Koordinaattien ¢; ja p; muodostamaa 2n-ulotteista
avaruutta kutsutaan Hamiltonin faasiavaruudeksi, tai
vain faasiavaruudeksi. Oheinen kuva esittda
yksinkertaisen harmonisen oskillaattorin faasiavaruutta.

Piste (¢!, p?) faasiavaruudessa antaa alkuehdot, ja
liikeyhtélot (382) ja (383) médrddvat yksikésitteisesti
koko aikakehityksen, jota vastaa pisteiden (g;(t), pi(t))
muodostama polku kun ¢ muuttuu. Jos Hamiltonin
funktio on liikevakio, tapahtuu liike 2n — 1 ulotteisella
hyperpinnalla, jolla H = vakio.

Oletetaan nyt, ettd faasiavaruuden dimensio on suuri,
esimerkiksi n = 10...1023, missd jalkimméiinen arvo tulee



Avogadron luvusta. Téll6in ei ole mahdollista tietda
kaikkia alkuarvoja (g;(to), pi(to)) ajanhetkelld ¢y. Sen
sijaan on mahdollista, ettd meilld on jokin késitys siitéa
milla todennédkoisyydella tietyt alkuarvot esiintyvét.

Tutkitaan pisteen (¢!, p?) kohdalla olevaa
infinitesimaalisen pienté tilavuutta, esim.

@) < q; < q?+dq) jap? < p; <pd + dp?. Téamin
2n-ulotteisen laatikon tilavuus

dV0 =dqV...dq%dpY ...dp°. Todenniksisyys dP, jolla
alkuarvo on tdmén tilavuuden sisélld, voidaan kirjoittaa

dP = po({g)}, {p)})av®, (428)

missd py on todennidkoisyystiheys.

Oletetaan nyt, ettd tunnemme alkuarvojen
todennikéisyystiheyden po({q)}, {p9}). Seuraavaksi
voisimme kysy&d miké on todennédkoisyystiheys
p({q:}, {pi},t) mielivaltaisella ajanhetkelld ¢. Toisin
sanoen, haluamme tietdd todennékéisyyden dP, jolla
systeemin koordinaatit ovat pisteen (g;, p;) kohdalla
olevassa dV suuruisessa laatikossa. T&ll6in

p({gi}, (i} t) = %

(429)
Liouvillen lause antaa téhén varsin yksinkertaisen
vastauksen: todennékoisyystiheyden muutos aiheutuu
ainoastaan siité, ettéd pisteet liikkkuvat faasiavaruudessa
ajan mukana

p({ai()} {pi()}, 1) = po({a }, {p}})-

Téata kaavaa kdyttéien siis saadaan todenndkoisyystiheys
laskettua kaikilla ¢ jos vain liikeyhtélsiden ratkaisut [g;(t),
p;i(t)] ovat tiedossa.

(430)

Ennen kuin todistetaan Liouvillen lause, tarkastellaan sen
eri muotoja. Liouvillen lause voidaan esittad myos
muodossa

do _~ (D0, O\, 00 _
i =2 (aqiq”’ o) T =

i

(431)

miké seuraa yksinkertaisesti derivoimalla edellistd muotoa
(430), missé oikea puoli on ajasta riippumaton. [Huom:
kaava (431) sanoo, etté p on vakio pitkin hiukkasen rataa
(kokonaisderivaatta dp/dt = 0), mutta osittaisderivaatta
Op/0t voi hyvinkin olla nollasta poikkeava. Esimerkkini
tdstd on jakauma, jonka tiheys ajan hetkelld ¢, on
nollasta poikkeava vain edelld olevan kuvan alueella a.]

Lauseelle saadaan myos geometrinen tulkinta
faasiavaruudessa. Tarkastellaan esim. edellistd kuvaa.
Tutkitaan niiden pisteiden joukkoa jotka ajanhetkelld ¢,
ovat alueella a (sininen). Koska koordinaatit [g;(t,),
pi(ta)] yksikisitteisesti médrddvit aikakehityksen [g;(¢),
p;i(t)], ndmi pisteet kuvautuvat ajanhetkilld ¢ jollekin
tarkkaan maédrétylle alueelle. Kuvassa on merkitty b:114
(keltaisella) sité aluetta minne ne ovat kulkeutuneet

ajanhetkelld ¢;,. Koska pisteiden méaré on siilynyt
kuvauksessa muuttumattomana, pétee

Pieltainen (ts) = Psininen(ta). Liouvillen lauseen (430)
mukaan ovat todennékoisyystiheydet nailla alueilla
samat. Silloin seuraa kaavasta (429), ettd myos ndiden
alueiden (2n-ulotteiset) tilavuudet V' ovat samat. Siis litke
faasiavaruudessa tapahtuu siten, etté tilavuus siilyy.

Tilavuuden siilymistéd faasiavaruudessa voi suoraan
soveltaa mm. kun pyritdan fokusoimaan hiukkasvirta
johonkin tiettyyn pisteeseen. Lauseesta seuraa t&lloin,
ettd jakautuma litkeméardavaruudessa valttamétta
levenee.

Huomaa, ettd Liouvillen lause ei ole voimassa esimerkiksi
muuttujien ¢; ja ¢; muodostamassa avaruudessa. Siksi
tilastollinen mekaniikka kannattaa aina formuloida
kédyttden kanonisia muuttujia g; ja p;. Liouvillen lauseesta
seuraa mm. ettd jirkevd kuvaus tasapainotilalle saadaan
siten, ettd todennékoisyystiheys on jokin liikevakioiden
funktio. Liikevakioista usein oleellinen on vain energia,
jolloin

p(ai}; {pi}) = F(H({ai} {pi}))-

[Témai siis toteuttaa Liouvillen ehdon (431) kun
Hamiltonin funktio H on siilyvé suure, ja antaa tédysin
ajasta riippumattoman jakautuman, niin kuin
tasapainotilalle kuuluu.] Tilastollisessa mekaniikassa usein
esiintyy, ettd f on joko deltafunktio [f(H) = ad(H — E),
“mikrokanoninen joukko”] tai eksponenttifunktio

[f(H) = aexp(—SH), “kanoninen joukko”]. (Téssd « ja g
ovat vakiota.)

(432)

Jatkuvuusyhtilo

Ennen Liouvillen lauseen todistamista johdetaan yleinen
Jatkuvuusyhtdlo, joka patee tavallisille hiukkasille
normaalissa r-avaruudessa. Tutkitaan yksinkertaisuuden
vuoksi kolmiulotteista avaruutta, vaikka todistus on
riippumaton avaruuden dimensiosta. Tarkastellaan
jatkuvasti jakautunutta massaa, jota kuvaa tiheys p(r,t).
Merkitdan V:ll4 jotain osaa avaruudesta, joka ei riipu
ajasta. Tamén alueen sisélld olevalle massalle saadaan

My (t) = / d3r p(r,t). (433)
v
Lasketaan nyt massan My (t) aikaderivaatta:
dMy(t) d/ 3 / 5 Op(r,t)
=Y _ 2 g )= [ d 434
o i |, rp(r,t) S Tt (434)

missé derivaatan ottaminen integraalin sisdén on sallittua
koska integrointialue on vakio. Toisaalta massan muutos
taytyy aiheutua siitd, ettd massaa virtaa alueelle V' ja
pois sieltd. Pinta-alaelementin d.S ldpi virtaa ajassa At
massa pdSn - vAt. Tdssd v on nopeus ja i on pinnan
normaali, joka osoittaa alueesta V poispdin.
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n

vAt S s

&

Maéarittelemalld dS = ndS, voidaan virrannut massa
kirjoittaa pdS - vAt. Koko pinnan lidpi virrannut massa
saadaan pintaintegraalina alueen V sulkevan pinnan S yli:

—/dS-pv.
s

Pintaintegraali (435) voidaan tuttuja vektorirelaatioita
kédyttden muuttaa tilavuusintegraaliksi

dMy (t) _

pr (435)

—/ s - pv = —/ d3rv - (pv). (436)
s 1%
Kaavoista (434)—(436) saadaan
/d3 8—+V (pv)| =0 (437)
ot e

Koska alue V' on mielivaltainen, tdytyy integrandin olla
nolla kaikkialla. Tadmé& antaa jatkuvuusyhtélon

9p
V. =0. 438
L4V (o) = (438)
Jatkuvuusyhtélo voidaan kirjoittaa myds muotoon
dp _ Op B
E*a+(’v~V) —7pv~’v. (439)

Jatkuvuusyhtils faasiavaruudessa

Sovelletaan jatkuvuusyhtédlod koordinaattien g; ja p;
muodostamaan 2n-ulotteiseen faasiavaruuteen. Talldin

pait pi} 1), v = ({a} i), V = (g} a0} Ja

9q;

0 . a .
Voo 3 (gt o)

0 0H 0 0H
= - =0 440
zi: (8%' Op;  Opi 5Qi> ’ (440)
misséd olemme kayttdneet Hamiltonin liikeyhtaloité
0H
Ii = 382
%= o (382)
OH
5 = — 383
p % (383)

seké sitéd, ettéd osittaiderivointien jérjestys voidaan
vaihtaa. Koska siis V - v = 0, saadaan jatkuvuusyhtélosta
(439) Liouvillen lause (431).
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9. Monta tieta kvanttimekaniikkaan

Edellisissé luvuissa on tutustuttu klassiseen
mekaniikkaan. Klassisen mekaniikan tulokset ovat hyvin
tarkasti yhtapitdvid mittausten kanssa monissa
tapauksissa. On kuitenkin osoittautunut, etté klassinen
mekaniikka ei anna oikeita (= mitattuja) tuloksia, kun
sité sovelletaan atomitason ilmi6ihin, esimerkiksi
elektronien liikkeeseen atomissa. Pitkéllisten tutkimusten
tuloksena on paddytty siihen, ettd on muodostettava
yleisempi teoria, jota kutsutaan kvanttimekaniikaksi.

Kvanttimekaniikka antaa erilaiset tulokset kuin klassinen
mekaniikka, kun sitd sovelletaan atomaarisiin ilmiéihin.
Kun kvanttimekaniikkaa sovelletaan makroskooppisiin
kappaleisiin, osoittautuu, ettd se antaa suurella
tarkkuudella samat tulokset kuin klassinen mekaniikka.
Koska kvanttimekaniikka on monimutkaisempi teoria kuin
klassinen mekaniikka, kannattaa makroskooppisissa
ongelmissa aina kayttda klassista mekaniikkaa.

Kokeelliset perustelut ja tarkempi johdanto
kvanttimekaniikkaan esitetdin muissa kursseissa. Téssé
kurssissa hypétdan suoraan siihen, miten klassista
mekaniikkaa tulee yleistéd, ettd saataisiin
kvanttimekaniikka.

Osoittautuu, ettd tdméa voidaan tehdd monella eri tavalla.
Téssd hahmotellaan kolme eri tapaa, joista kuulija voi
vapaasti valita mieluisensa. Kaikki kolme tapaa johtavat
lopulta samaan kvanttimekaniikan teoriaan. T#ssé ei
kuitenkaan menné niin pitkélle, ettd nédiden tapojen
yhtapitavyyttéd voitaisiin osoittaa.

9.1 Heisenbergin kuva

Yksi tapa siirtyd kvanttimekaniikkaan on ldhted
Hamiltonin mekaniikasta. Poissonin sulkusuuret
korvataan seuraavasti:

(441)

Téssd i on imaginaariylgsilgk'd, h=h/2r =1.05-103* Js
on Planckin vakio, ja [A, B] on kommutaattori:

[4, Bl

Samalla suureiden A ja B luonne on muuttunut, jonka
takia olemme kirjoittaneet niiden sijasta A ja B.
Hamiltonin mekaniikassa A ja B ovat funktioita:

A(q1, -+, qn;P1,---,Pn;t). Niille suoraan laskettuna
kommutaattori [A, B] hividé aina: [A, B] = 0. Jotta
kommutaattori (442) olisi nollasta poikkeava, on A ja B
ymmérrettdvé joko matriiseiksi tai (yleisemmin)
operaattoreiksi.

A,B) = AB - BA.

(442)

Sovelletaan korvausta (441) kanonisten muuttujien
Poissonin sulkusuureeseen
—04j-

[pi,gjlp = (423)



Saadaan

[Di, 4] = —ihd;. (443)
Kaavoista (424) saadaan liséksi

Nihdédn siis, ettd p; ja ¢; eivit kommutoi (siis niiden
kommutaattori ei ole nolla). Tdmé on perustavin ero
klassisen ja kvanttimekaniikan vélilla. Thmisen
mittakaavasta katsottuna Planckin vakio on hyvin pieni.
Silloin voidaan kommutaattoria (443) suurella
tarkkuudella approksimoida

i, ;] = 0, (445)
jolloin kvanttimekaniikka redusoituu klassiseen
mekaniikkaan. Atomien tasolla & on kuitenkin
merkittava, ja kvanttimekaniikka johtaa eri tuloksiin kuin
klassinen mekaniikka.

Kun sovelletaan korvausta (423) liikeyhtéloon (418)
saadaan § §

dA i . . 0A

— = —[H, Al + —.

dt h[ A+ ot
Tamé on kvanttimekaniikan liikeyht#lo lausuttuna
Heisenbergin kuvassa.

(446)

Siirryttiessi klassisesta mekaniikasta
kvanttimekaniikkaan edelld kuvatulla tavalla syntyy
ongelma siitd mité tarkoitetaan esim. yleistetyn
litkkemé&dran p; mittaamisella, kun se ei olekaan reaalinen
luku vaan jokin abstrakti operaattori. Jitetdén tdmén
kysymyksen késittely kuitenkin kvanttimekaniikan
kursseihin.

9.2 Schrodingerin kuva

Heisenbergin kuva tarjoaa suoran siirtymisen klassisesta
mekaniikasta kvanttimekaniikkaan. Heisenbergin kuva on
kuitenkin varsin abstrakti. Sen takia lihes kaikissa
oppikirjoissa kvanttimekaniikka esitetddn ensin kéyttden
yksinkertaisempaa Schridingerin kuvaa.

Léhdetdan yksityiskohtaisesti konstruoimaan operaattorit
P; ja §;. Rajoitutaan yksinkertaisuuden vuoksi yhteen
ulottuvuuteen, jossa ¢ on sama kuin paikkakoordinaatti
x. Tallsin (443) on

[p, %] = pz — Zp = —ih. (447)
Tdmé kommutaattori voidaan toteuttaa siten, etté
otetaan kdyttoon mielivaltainen (kompleksiarvoinen)
funktio f(x). Mééritellddn & sellaisena operaattorina, ettd
kun sill& operoidaan funktioon f(z), se antaa funktion
xf(x), siis alkuperéisen funktion kerrottuna
argumentilldédn. T&td voidaan merkité

z: f(zx) = xf(x). (448)

Maééritellddn p derivaattaoperaattorina (sopivalla vakiolla
kerrottuna):
52 f@) - —in L (@)
: —ih—(x).
b dx

Naiden kommutaattori on my6s operaattori. Lasketaan
mité se tekee funktiolle f(z)

(449)

L d L d
poa]  f0) =+ =i of(@)] = o | <in g f(o)| . (150)
Kayttden tulon derivointisddntéa huomataan, ettd termit

joissa esiintyy f:n derivaatta kumoutuvat, ja saadaan

[, 7] : fz) = =i f(z).

Koska tdmi piitee mielivaltaiselle f(z), todetaan, etté
operaattori [p, &] on sama kuin kertominen vakiolla —ih.
Yhtilo (447) on néin saatu toteutettua operaattoreiden
(448) ja (449) avulla.

(451)

Oletetaan yhdessé ulottuvuudessa Hamiltonin funktio

2
H(z,p) = L + V(x).

o (452)

Kvanttimekaniikassa x ja p korvataan operaattoreilla & ja
p. Talloin myds Hamiltonin funktio muuttuu
operaattoriksi:

D .
H=— 4
o + V(#), (453)
misté seuraa
i g | (cn ) v s
: T o i . x x
h? d?
= <_2mdx2 + V(Z‘)) f(x) (454)
Schrodingerin kuvassa kirjoitetaan litkeyhtélo
) § n* 92
(455)

Tamé on Schrddingerin yhtild ja funktiota ¥(x,t)
kutsutaan aaltofunktioksi. Schrodingerin yhtilo
muistuttaa jossain médrin Heisenbergin kuvan
litkeyht&lod (446), mutta ei ole sama. TAm& johtuu siité,
ettd Schrodingerin kuvassa kaikki aikariippuvuus on
aaltofunktiossa ¥(x,t), ja operaattorit & ja p ovat ajasta
riippumattomia. Heisenbergin kuvassa (joka on
lahempéné klassisen mekaniikan kuvaa) operaattorit & ja
p riippuvat ajasta. Ndiden kuvien yhtapitavyys
selvitetdin kvanttimekaniikan pidemmaélle menevissé
kursseissa.

9.3 Polkuintegraali

Edellé osoitimme, ettd mekaniikan voi johtaa ldhtien
Hamiltonin periaatteesta. Siinid tutkittiin
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vaikutusfunktionaalia
ty
5= [ Lt ar (120)
ta

missé systeemi ajanhetkelld £, on pisteessa g, ja
ajanhetkelld t;, pisteessd g,. (Rajoitutaan
yksinkertaisuuden vuoksi taas yhteen ulottuvuuteen.)
Vaikutus S siten riippuu siitd polusta ¢(t), jota pitkin
kuljetaan nédiden pisteiden vélilla. Hamiltonin periaate
sanoo, etta niistd poluista vain se on fysikaalinen, joka
antaa S:lle dériarvon Sy. Tatd kutsutaan jatkossa
klassiseksi poluksi.

Tésta voi siirtyd kvanttimekaniikkaan seuraavalla tavalla.
Sen sijaan ettd tulkitaan fysikaaliseksi vain dariarvon
antava polku, sanotaankin, ettd kaikki polut todella ovat
hiukkasen mahdollisia reitteja. Kaikki polut yhdessa
muodostavat amplitudin A, joka on

i
A(Qaata;qmtb) = Zexp(%S). (456)
p

Tassé Ep tarkoittaa summaa yli kaikkien polkujen. Polut
muodostavat jatkumon, joten oikeastaan kyse on
integraalista yli polkujen, tai lyhyemmin
polkuintegraalista. Emme ryhdy sen tdsmaélliseen
madrittelyyn, vaan tyydymme téssa kvalitatiivisiin
tarkasteluihin.

Vaikutus S on yleisesti erisuuri eri poluilla. Koska
exp(iS/h) = cos(S/h) + isin(S/h) on oskilloiva funktio,
syntyy interferenssié. Polut joilla exp(iS/%):114 on eri
merkki vaimentavat toisiaan summassa ) . Sellaiset
polut joilla S — Sy on paljon suurempi kuin 7, kumoavat
toistensa kontribuution A:han lihes tdysin. Toisaalta
ldhella klassista polkua olevat polut, joilla S — Sy, on
pienempi kuin 7, interferoivat konstruktiivisesti, ja
tekevit suhteessa suuren kontribuution A:han. Siksi ne
esiintyvét todenndkoisimpiné hiukkasen reitteiné.

AS

Sy m— I
"polku”

kvanttimekaniikassa
' olennaisimmat polut

klassin'en
polku

Tarkempi tutkiskelu osoittaa, ettd A on hyvin ldheistd
sukua aaltofunktiolle ¥, ja ettd polkuintegraalista saatu
teoria on ekvivalentti Schrédingerin yhtdlén (455) kanssa.
[Katso Feynman & Hibbs: Quantum mechanics and path
integrals, 1965].

Polkuintegraalit ovat varsin kdteviad useissa
kvanttimekaniikan laskuissa. Niiden matematiikka on
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kuitenkin hankalampaa kuin Schrodingerin yhtélossé, ja
siksi niitd harvemmin esitetdin kvanttimekaniikan
kursseilla.



10. Lopuksi

Taméa paattad analyyttisen mekaniikan kurssin.
Keskeisimmaét asiat ovat olleet Lagrangen mekaniikka
(luku 3), variaatioperiaate (luku 4) ja Hamiltonin
mekaniikka (luku 8). Lukekaa ne huolellisesti. Luvut 5-7
esittdvit Lagrangen mekaniikan sovellutuksia. Niiden
tarkoituksena on ollut havainnollistaa teorian kiayttoa eri
yhteyksissé, ja samalla oppia hyddyllisid apuneuvoja eri
tarkoituksiin. Nama kappaleet on hyvé osata, mutta
erityisesti luvun 7 yksityiskohtien muistaminen ei ole yhté
olennaista kuin luvuissa 3, 4 ja 8. Luvun 9 ja osion 8.6
tarkoitus on ollut liittda kurssi paremmin muihin
opintoihin. Niistékin saattaa tulla jotain tenttiin.
Kerratkaa myos laskuharjoitukset.

Liite
Téssé lyhyt kertaus vektorilaskennasta, derivoinnista ja

integroinnista. Lue tarkemmin Fysiikan matematiikkaa
-kurssista.

Vektorilasku

Skalaarilla tarkoitetaan reaali- tai kompleksilukua.
Vektorilla tarkoitetaan kolmiulotteisen avaruuden
vektoreita. Kirjoitamme vektorin komponentteihin
A=A, + A,y + A.Z ortonormeeratussa kannassa (&,
Y, 2). Vektoreille méiritelldéin skalaarilla w kertominen
wA ja yhteenlasku A + B,

wA = wAT+wAyy+wA, 2 (457)
A+B = (A;+Bg)x+ (A, + B,y
+(A. + B,)z. (458)
Kahden vektorin skalaaritulo mésritellaan
A-B=A,B,+A,B,+ A.B.. (459)
Erikoistapauksena téstd méaaritelldéan vektorin nelio
A*=A- A=A+ A} + A2 (460)

ja vektorin pituus A = v A - A. Ristitulo mééritelldéin

AxB = |4, 4, A

B, B, B.

= (A,B.— A.B,)& — (A,B. — A.B,)§
+(A.By — AyB,)2.

(461)
Vektorikolmitulolle naistd saadaan laskemalla kaavat
Ax(BxC)=(A-C)B-—(A-B)C
(AxB)xC=(A-C)B—-(B-C)A. (462)

Derivointi

Tarkastellaan aluksi reaaliarvoista (tai kompleksiarvoista)
yvhden muuttuja funktiota

f(x), (463)
jossa muuttujana on z. Funktiolle f mé&aritelldan
derivaattafunktio df /dx. Sen arvo pisteessi x
madritelladn raja-arvona

df . flete) - f(=)
A R (464)

minké oletetaan olevan olemassa. Voidaan muodostaa
my0s korkeampia derivaattoja

2f d (df
== (dx) (465)
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Jos on derivoitavana kahden funktion f(z) ja g(x) summa
f(z) + g(x), voidaan derivoinnin ja summauksen jirjestys

vaihtaa,
d(f+9) _ df L
dx dex  dx’

Jos on derivoitavana kahden funktion f(z) ja g(z) tulo
f(z)g(x), voidaan se laskea tulon derivointisddinndlld

d(fg) _ df
de d:cg

(466)

dg

o (467)

Tarkastellaan sitten reaaliarvoista (tai kompleksiarvoista)
useamman muuttujan funktiota

(468)

w(z1, T, ..., Tp),

joka riippuu muuttujista z1, xs,. .., ©,. Mairitelladn

osittaisderivaatat
ow ow ow
_— =, —_— 469
0x1 0xo Oz n ( )

Néissé derivointi suoritetaan kulloinkin vain yhden
muuttujan suhteen, pitden muita funktion
muuttujalistassa (468) mainittuja muuttujia vakiona.
Osittaisderivoinnille pitevit vastaavat summan ja tulon
derivointisdannot kuin kokonaisderivaatalle:

of+9) _ OF | 99

o(fg) _ of g
8J]i N 8331 g + f al‘i ' (471)

Voidaan muodostaa my6s korkeampia
osittaisderivaattoja, esim.

0 ow 8w

Bxi 67.%] = Bxlaxj ’

(472)
missé ¢ ja j = 1,2,...,n. Voidaan osoittaa etta
osittaisderivointien jérjestys voidaan vaihtaa,

0%w B 0%w
8a:i8xj o 8@8@

(473)

Oletetaan ettd muuttujat a1, xa,. .., x, riippuvat jollain
tavalla uudesta muuttujasta ¢, miké riippuvuus
ilmaistaan funktiolla x1(t), z2(¢),. .., 2, (t). Nyt voidaan
w:std muodostaa muuttujan ¢ funktio, jota merkitdan

f@&) =w(x1(t), z2(t), ..., z,(t)). (474)
Derivoitaessa tété t:n suhteen pétee
a _ owdn  owdr, -, Owdr,
dt 0wy dt  Oxy dt T Oz, dt
" Qw daxy,
= _— 475
el Bxk dt ’ ( )

miké tunnetaan derivoinnin ketjusddntind.
Vektorit ja derivointi

Tarkastellaan skalaarifuntiota w(r) joka riippuu
vektorista r = x@ + yy + z2. Téassd funktio voidaan
kirjoittaa myos muuttujien z, y ja z funktiona, siis
w(x,y, z). Méiritelladn vektorikenttd A(r) vektoriksi A
joka riippuu paikasta r. Vektorikenttd voidaan myos
esittéd komponenteittain A, (z,vy, 2), Ay(z,y, 2) ja

A (x,y,z), jotka siis kaikki ovat z:n, y:n ja z:n funktioita.

Méaritelldan nabla-operaattori V kaavalla

.0 .0 .0

Téamién avulla méiritelldéin skalaarifunktion w(z,y, 2)
gradientti

ow, Ow. Ow,
Vw = T + Fyy + 5.2 (477)

Skalaarifunktion gradientti on vektorikentt.

Nablan avulla voidaan muodostaa my6s operaattori

0 0 0
ALV = Aot Ayt Aa g

(478)

Tamén avulla voidaan muodostaa suunnattu derivaatta.
Skalaarifunktiolle w se on

ow ow ow
A Vw=A,—+A,— +A,—, 479
W ey Ty T (479)
miké on skalaarikenttd. Vektorikentélle B se on
0B 0B 0B
A-VB=A,—+A,— +A,—, 4
v . + A, 3y + 9% (480)
miké on vektorikentté.
Nablan avulla voidaan vektorifunktiolle A(x,y, z)
madritella divergenssi
04, 0A 0A
V-A= Y 2 481
Ox + Oy + 0z’ (481)
mik& on skalaarikentté, ja roottori
Ty Zz
VxA = | &£ & &
A, A, A,
0A, 0Ay\ . 0A. 0A;) .
= — —2 | — — Y
y 0z Or 0z
04, 04, .
—_— = 482
+ ( Oz Ay )z, (482)

mik4 on vektorikentté.

Nablaa voidaan kasitella kuin tavallista vektoria, kun vain
liséiksi otetaan huomioon sen operaattoriluonne.
Esimerkiksi kaavoissa (462) voi joku tai useampi
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vektoreista A, B tai C olla V, mutta tdlléin on Gaussin lause sanoo

tarkistettava ettd derivoinnit kaavan molemmilla puolilla

kohdistuvat samoihin suureisiin. Jos néin ei / A-dS = / V- AdV, (490)
automaattisesti ole, on tekijoiden jarjestystd muutettava S 4

vastaavasti. Esimerkiksi miss# S on pinta joka rajoittaa tilavuutta V. Tissi dS

Ax(VxC)= (483) osoittaa V:stéd ulospéin.

A, VC, + A VC, + A.VC. — (A-V)C.

Voidaan osoittaa seuraavat tulokset. 1) Jos vektorikentin
B(r) roottori hiviis,

V xB=0 (484)
niin voidaan 16ytid skalaarikenttd ®(r) niin ettd Stokesin lause sanoo
B=V2. (485) 7{A dr = / V x A-dS, (491)
1 s

2) Jos vektorikentén B(r) divergenssi hividi, o o L
missé polku [ on reunakiyri pinnalle S. Integrointipolku

V.-B=0 (486) ©on positiiviseen kiertosuuntaan d.S:n ympéri.
niin voidaan 16ytidd vektorikenttd A(7) niin ettd ds
B=VxA (487)

Vektorit ja integrointi l dr
Vektorifunktioille A(r) méiiritelldéin integrointeja, jotka

voidaan palauttaa skalaarifunktioiden integroinneiksi.

Olkoon [ polku, jota kuvaa paikkavektorin riippuvuus

r(u) reaaliarvoisesta muuttujasta w. Midritelliin

vitwaintegraali

“2 dr
A dr = A — 4
/z dr /u1 dudu’ (488)

missé jélkimméinen muoto on tavallinen integraali.
Integrointirajat valitaan niin ettd 1 = r(u1) on polun !
alkupiste ja ry = T(UQ) loppupiste. Huomaa etti dr/du
polun tangentin £ suuntainen. (Hattu tarkoittaa ettd t on
yksikkovektori, [£| = 1.) Voidaan tulkita etté dr on
vektori, jonka suunta on ¢ ja pituus sama kuin
polkuelementin pituus dr, siis dr = tdr.

Olkoon S pinta, jota kuvaa riippuvuus r(u, v) kahdesta
reaaliarvoisesta muuttujasta v ja v. Mééritellddn
pintaintegraali

/ A-dS = / / A- 67‘ )dudv (489)

Yhtélon oikealla puolella on skalaarifunktion
kaksiulotteinen integraali. Integrointi u-v-tasossa tulee
rajoittaa niin ettd pinta S tulee kertaalleen kaytyé lapi.
Huomaa etti vektori 2 G X g" on pinnan normaalin 1
suuntainen. Voidaan tulkita ettd dS on vektori, jonka
suunta on 7 ja pituus sama kuin pintaelementin ala dS,

siis dS = ndS.
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