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Kansikuva:

Navigaatio ei ole ihmisen keksinto. Lapin tiira (Sterna paradisaea) lentdd joka vuosi poh-
joiselta jaamerelté etelaiselle ja takaisin. [ ]
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Navigoinnin perusteet

1.1 Johdanto

“Navigaatio” tulee latinalaisesta sanasta navis eli laiva. Eli navigaatio on merenkulku.
Nykyisin navigaation merkitys on ldhinné: sopivan reitin 16ytdminen ja sen kautta kulke-
minen. TamA siséltdé oikean sijainnin selvittdmistd matkan aikana.

Navigaatio liittyy geodesiaan silld tavalla, ettd myds geodesiassa tutkimuksen aiheena on
sijainti. Kuitenkin geodesiassa maan pinnassa olevien pisteiden sijainti kasitellddn yleenséa
vakioksi tai hyvin hitaasti muuttuvaksi.

Navigoinnin ja perinteisen geodeettisen paikanméirityksen véliset erot ovat siis, etta

1. navigoinnissa sijaintitiedot tarvitaan heti, tai korkeintaan tietyn maksimiviiveen jél-
keen. Téta formuloidaan yleensé tosiaikaisuuden vaatimuksena.

2. navigoinnissa sijaintitiedot ovat muuttuvia, ajasta riippuvaisia.

Nykyisin navigaatio ei enéé rajoitu merenkulkuun. Lentokoneet, ohjukset ja avaruusaluk-
set seké kuivalla maalla liikkuvat kulkuneuvot, ja jopa jalankulkijat, “navigoivat”, usein
nykyteknologioiden avulla. Tamé on kahden nykyteknologian aiheuttama: GPS (Global
Positioning System) ja inertianavigaatio . My6s tietojenkisittelyteknologiat ovat kehitty-
neet, erityisesti lineaarinen rekursiivinen suodatus eli Kalman-suodatus.

1.2 Historia

Vanha historia

I[hminen on aina tutkinut ympéaréiviansd maailma ja matkustanut kaukaakinNavigointi
on ollut aina valttdmittomyys'. Ennen modernien teknologisten mittaus- ja ohjausmene-
telmien olemassaoloa elettiin maamerkkien ja matka-aikojen perusteella arvioitujen etéi-
syyksien varalla. Téstéd syystd vanhat kartat, jotka piirrettiin matkustajien kertomusten
ja muistiinpanojen perusteella, ovat usein omituisella tavalla véaristyneita.

l“Navigare necesse est”.
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AUSTRALIA

Kuva 1.1: Polynesian migraatiopolut, © 2008 Wikimedia Commons / David Hall

Maamerkkien kaytto téalla tavoin tosin vaatii kartoitusta eli olemassa olevan maailman
kuvausta kartan muodossa. Matka sitten suunnitellaan ja toteutetaan koko ajan vertaile-
malla todellista paikkaa matkasuunnitelman mukaisen tavoitepaikan kanssa.

Mikéli esim. merenkulussa maamerkit puuttuvat, voidaan kiayttda menetelméd nimeltéa
merkintilasku (“dead reckoning”) (http://en.wikipedia.org/wiki/Dead_reckoning).
Téassa arvioidaan matkustussuunnan ja -nopeuden perusteella missa pitdisi olla. Virhe-
lahteet téissd menetelméssi ovat ilmeisesti merivirtaukset (ilmailussa tuulet) ja yleisemmin
se, ettd ennustus heikkenee aikaa myd&ten.

Niilla alkeellisilla menetelmilld merenkulku on joten kuten turvallista vain rannikon l&-
helld. Kuitenkin télld tavoin uskotaan foinikialaiset matkustaneen jo Afrikan mantereen
ympéri (http://www.bbc.co.uk/news/world-africa-11615613) ja Tyynen valtameren
saaristot saivat ihmisasutuksensa (http://www.paulwaters.com/migrate.htm, http://
en.wikipedia.org/wiki/Polynesian_navigation, http://www.exploratorium.edu/
neverlost/).

Ks. my6s Diamond [1999].

Navigointia maamerkkien avulla, mutta huipputeknologian keinoin, kayttavit esim. ris-
teilyohjukset: ne lentdvit muistissa olevan digitaalisen maastomallin korkeuskayrié pitkin.

Ja tietenkin linnut (http://www.scq.ubc.ca/the-compasses-of-birds/) ovat aina na-
vigoineet.


http://en.wikipedia.org/wiki/Dead_reckoning
http://www.bbc.co.uk/news/world-africa-11615613
http://www.paulwaters.com/migrate.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynesian_navigation
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynesian_navigation
http://www.exploratorium.edu/neverlost/
http://www.exploratorium.edu/neverlost/
http://www.scq.ubc.ca/the-compasses-of-birds/

1.2. Historia

Kuva 1.2: Valkoposkihanhet syysmuuttomatkalla. (©) 2006 Wikipedia

Merenkulku

Merenkulku avomerella edellyttaa mittausta, koska maamerkkejé ei ole.

> Suunta on kaiken helpointa. Y6lld Pohjantdhti antaa pohjoissuunta. Paivilla au-
rinko voidaan kéyttédd, tosin monimutkaisemalla tavalla. Pilvisella paivalla voidaan
kayttaa taivaan valon polarisaatio hyvéksi auringon paikan l6ytamiseksi.

Magneettinen kompassi teki pohjoissuunnan loytaminen helpoksi kaikissa olosuhteis-
sa. Kuitenkin magneettinen pohjoinen ei ole maantieteellinen pohjoinen, ja niiden
vélinen ero riippuu paikasta ja muuttuu ajasta.

> Latitudi saadaan helposti. Taivaannavan korkeus horisontista. Péivalla auringosta.

Kuva 1.3: John HARRISONIN rakentama kronometri H5. (©) 2007 Wikipedia
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> Longitudi on ongelma: edellyttédéd riittavén tarkan aikastandardin (kronometrin)
kayttod. Ks. [1995]. Vaihtoehtoisesti, téhtitieteelliset menetelmét kuten Ju-
piterin kuiden kaytto “kellona”. Myohemmin, aikamerkkien jakelu radioteitse, mikéa
on tullut mahdolliseksi vasta 1900-luvulla.

1900-luvuilla radiotekniset menetelmét tulivat kuvioihin mukaan. Tunnetuin on varmaan
DECCA, joka perustuu hyperboliseen paikannukseen. Yksi “master’-asema ja kaksi tai
useampi “slave”-asemaa lahettévat synkronoituja aikamerkkejé radioaalloille moduloitui-
na. Laivalla oleva vastaanotin mittaa masterilta ja slavelta vastaanotettujen aaltojen kul-
kuaikaeron. Merikortilla on merkattu yhtasuuren kulkuaika- eli etédisyyseron pistejoukko
varillisend kayrana, hyperbolina. Jokainen slave-asema muodostaa masterin kanssa yhden
hyperbolikimpun, jolla on oma véri. Kahden hyperbolin leikkauspiste antaa laivan paikan.
Eli: tarvitaan master-aseman lisdksi ainakin kaksi slavea.

Modernit satelliittipaikannusmenetelmit, kuten Transit (kdytostéd poistettu) ja GPS (seké
GLONASS) perustuvat hyperbolimenetelmén kolmiulotteiseen vastineeseen.

Moderni aika

[lmailu ja avaruustutkimus ovat tuoneet mukanaan automaattisen, kolmiulotteisen navi-
goinnin tarvetta. Vaikka ensimméiset lentokoneet voitiin vield lentdd késin ilman instru-
mentteja, ensimmainen moderni ohjus, saksalainen V2, sisélsi jo gyroskooppipohjaisen
ohjausjérjestelmén. Téssé tapauksessa navigaatio on ohjaus (en. guidance).

V2:n ohjausjirjestelmé oli hyvin alkeellinen. Ohjus laukaistiin pystysuorasti ilmaan, jos-
sa se kiddntyi oikeaan suuntaan gyroskooppialustansa avulla, ja kiihtyi tietyyn nopeuteen
saakka, jolloin ajoainehanat suljettiin (“Brennschluss”). Fysikaalisesti suuntaminen tapah-
tui pienten pyrstoon kytkettyjen “ilmaruorien” (“control vanes”) avulla, jotka muuttivat
moottorista tulevien kuumien kaasujen suuntaa. Ks. http://en.wikipedia.org/wiki/
V2_rocket?.

Nykyisin kaytetddn lentokoneissa ja avaruusaluksissa taydellinen inertianavigaatio. Mo-
net muut modernit tietotekniikkaan perustuvat teknologiat, mm. satelliittipaikannus
(GPS/GNSS), ovat nykyisin kiytossa.

1.3 Kulkuneuvon liikkeet

Kulkoneuvon asentoa voidaan kuvata kolmen akselin suhteen. Akselien nimet suomeksi
ovat: pysty- vaaka- ja pituusakselit ainakin ilmailussa (en. yaw, pitch and roll azes). Pyo-
rahdyslitke matkasuunnan ympéri kutsutaan rullaukseksi (sv. att rulla), vaakakierteeksi,
keinumiseksi tai (sivuttais-)kallistumiseksi, liike pystyakselin ympéri jiiraukseksi (sv. att
gira), luisuksi tai mutkailuksi, ja liike vaaka-akselin (vasen-oika akselin) ympéri jyskin-
néksi (sv. att stampa) tai pituuskallistukseksi®. NAm& termit eiviit ole suomen kielelld
vakiintuneita. Fotogrammetriassa puhutaan EULER-kulmista.

2Ttse asiassa ilmaruorit olivat kaksinkertaisia: moottorin kaasuihin ulottuva osa oli tehty grafiitista
ja paloi nopeasti loppuun. Silloin raketilla oli jo niin paljon nopeutta, ettd ulkopuoliset ruorit alkoivat
toimia.

3Kiitos Jukka VARONEN ja Kimmo PENTTILA!


http://en.wikipedia.org/wiki/V2_rocket
http://en.wikipedia.org/wiki/V2_rocket

1.3. Kulkuneuvon liikkeet

COMBUSTION CHAMBER

4 EXTERNAL CONTROL VANES AND VENTURI

1 CHAIN DRIVE TO EXTERNAL CONTROL VALVE

2 ELECTRIC MOTOR

3 BURNER CUPS

4 ALCHOL SUPPLY FROM PUMP

8 AIR BOTTLES

6 REAR JOINT RING AND STRONG POINT FOR l'mulsmm'
7 SERVOWOPERATED ALCOHOL CUTLET VAL

8 ROCKET SHELL

9 RADIO EQUIPMENT

10 PIPE LEADING FROM ALCOHOL TANK TO WARHEAD

TURBINE AND
PUMP ASSEMBLY

ID_OXYGEN TANK

11 NOSE PROBABLY FITTED WITH NOSE SWITCH, OR
OTHER DEVICE FOR OPERATING WARHEAD F' AR
12 CONDUIT CARRYING IIRES TO NOSE OF WARHEAD

16 NITROGEN BOTTLES

17 FRONT JOINT RING AND STRONG POINT FOR
TRANSPORT

18 PITCH AND AZIMUTH GYROS

19 ALOCHOL FILLING POINT

20 Dggﬁll;t WALLED ALCOHOL DELIVERY PIPE TO

CONTROL COMPARTMENT WARHEAD
ENT (AR

8l OXYGEN FILLING POINT

22 CONCERTINA CONNECTIONS

23 HYDROGEN PEROXIDE TANK

24 TUBULAR FRAME HOLDING TURBINE AND PUMP

ASSEMBLY

25 PERMANGANATE TANK (GAS GENERATOR UNIT BEHIND
THIS TANK)

26 OXYGEN DISTRIBUTOR FROM PUMP

27 ALCOHOL PIPES FOR SUBSIDIARY COOLING

28 ALCOHOL INLET TO DOUBLE WALL

29 ELECTRO-HYDRAULIC SERVO KOTORS

30 AERIAL LEADS

Kuva 1.4: Saksalainen ohjusase V2. Kuva U.S. Air Force

Roll

Yaw

Pitch

Kuva 1.5: Kulkuneuvon asentokulmat
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1.4 Teknologiat

Teknologiat jotka soveltuvat sekd navigaatioon ettd geodeettiseen paikanmédritykseen,
ovat:

1. GPS, Global Positioning System; nykyisin puhutaan GNSS:std, Global Navigation
Satellite Systems, johon kuuluu mys GLONASS (Venéji), Compass/Beidou (Kiina)
ja tuleva Galileo (Eurooppa).

2. Inertianavigaatio
3. Kalman-suodatus

4. Automaattinen ohjaus, erityisesti raketeille, mutta myos lentokoneille ja kokeellisesti
maakulkuneuvoille

1.5 Tosiaikaisuus

Tosiaikaisuuden mééritelma
Taattu vasteaika (latency).

Siis, prosessi jonka vasteaika on 1 kk voi olla tosiaikainen (jos 1 kk on taattu) mutta toinen
prosessi jonka vasteaika on 1 msek ei ole tosiaikainen (jos vasteaika on yleensi alle 1 msek,
mutta se voi joskus olla 2 msek, tai 10 msek, tai enemménkin .. .)

1.6 Peruskasitteet

> Stokastiset prosessit

> Lineaarinen estimaatio

> Kalman-suodatus, dynaaminen malli, havaintomalli, tilastollinen malli
> Inertianavigaatio, mekanisaatio

> Satelliittirata

Seuraavassa késitellddn ndmaé késitteet systemaattisesti.



Stokastiset prosessit

2.1 Stokastiset suureet

Ks. [1997] ss. 515-541.

Ajassa muuttuvien, epdavarmojen suureiden usein kaytetty kuvaustapa on stokastinen pro-
5e8si.

Ensin méaritelladan stokastinen suure seuraavasti (alleviivaus on perinteinen merkintéta-

pa):

Stokastinen suure x on sarja realisaatioita x1,x9,x3,...,%; ..., eli x;, 1 =
1,...,00.

Esimerkiksi nopanheitto. Jokainen heitto on yksi realisaatio. Tassd tapauksessa x; €
{1,2,3,4,5,6}.

Kolikonheitto. z; € {0,1}, 0 = kruunu, 1 = klaava.

Stokastisen suureen arvoavaruus voi olla diskreetti joukko (kuten ylld) tai jatkuva joukko.
Mittaus on stokastinen, yleensd reaaliarvoinen, suure.

Mitattu etdisyys on reaaliarvoinen stokastinen suure s. Realisaatiot s; € R.

Mitattu vaakakulma q, realisaatiot «; € [0, 27).

GPS:n tuottama vektorimittaus pisteestd A pisteeseen B on stokastinen vektorisuure X.
Realisaatiot kuuluvat kolmiulotteiseen vektoriavaruuteen: x; € R3.

2.2 Stokastiset prosessit

Stokastinen prosessi on stokastinen suure jonka arvoavaruus on funktioavaruus, eli jo-
kainen stokastisen suureen realisaatio (“nopanheitto”) on funktio. Yleensi funktion argu-
mentti on aika t.

Esimerkki: Koelaitteen lampétila " (¢) ajan ¢ funktiona. Eri realisaatiot T; (t) saadaan
toistamalla koetta: 1 =1, ..., 0.
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Odotusarvo
Todennékdisyys- E{z}
tiheys o o Keskivirhe

......... >

X

Kuva 2.1: Gaussin kellokayra

Tosielamassé kokeen toistaminen voi olla kiyténnossd hankalaa tai mahdotonta. Esimerk-
kin# Helsingin Kaisaniemen lampétila 7% (¢). Historia ei voida tarkasti toistaa, eli tésta
stokastisesta prosessista meilld on vain yksi realisaatio 77 (¢), Kaisaniemen historialli-
nen aikasarja. Muut realisaatiot TS (¢) i = 2,..., 00 ovat olemassa vain teoreettisena
konstruktiona ilman toivoa niiden havaitsemiseksi.

Sellaisissa tapauksissa usein oletetaan, ettd tulos tulee olemaan sama, jos kdytetdan rea-
lisaatioina sama prosessi siirettynd ajassa. Eli esim.

Tip1 () = T; (t + Al)

missd At on sopivasti valittu aikasiirtymé, joka tietysti tulee olemaan riittdvan suuri.
Tama oletus kutsutaan ergodisuushypoteesiksi.

2.3 Otoskeskiarvosta

Usein tavataan tilanne, missi joku suure z on mitattu useita kertoja ja on kéytettévis-
sé stokastinen mittaussuureen x realisaatiot, jotka tietysti kaikki poikkeavat eri tavalla
“oikeasta” arvosta x — jota ei tunneta. Estimaatio on stokastisen mittaussuureen realisaa-
tioista laskettu “mahdollisimman hyva” arvio suureelle z. “Oikea arvo” z kun ei tiedeté:
jos tiedettdisiin, ei tarvittaisi mitatal

Estimaatio on itse estimaattorin realisaatio: estimaattori on itse stokastinen suure, jonka
erés realisaatio on estimaatio.

Stokastisen suureen arvoavaruudella x on méaéritetty todenndkaisyystiheysfunktio p (x), jo-
ka kuvaa todennakoisyytté, ettd erdédn realisaation arvo sattuisi kohdalle x. Usein (muttei
ainal) voidaan olettaa, ettd p (x) on ns. Gaussin kdyrd eli normaalijakauma eli “kellokéy-

.9y

ré”.
Alla esitetyt tulokset eivét riipu Gaussin jakauman oletuksesta ellei mainittu toisin.
Koska joku arvo taytyy x:1l4 olla, tiedetdén ettéd kokonaistodennékoisyys on 1:

/_+oop(a:)d:r:1.

o0



2.3. Otoskeskiarvosta

Mddritetaan odotusarvo E seuraavaksi:

By = [

o0

Odotusarvo ei ole samaa kuin keskiarvo; yhteys on se, ettd x:n ensimmaéisen n realisaation

keskiarvo,
1 n
z) == : 2.1

on todennékaisesti sitd lahempéad F {z}, mitd suurempi on n. Tdmé kokemusperédinen
laki kutsutaan suurten lukujen (empiiriseksi) laiksi.

Y114 oleva ensimméisen n realisaation joukko kutsutaan otokseksi, ja T otoskeskiarvok-
si.

Nyt kun on tullut méaritetyksi odotusarvo, voidaan seuraavaksi maarittaa varianssi:

Var (z) = E {(z — E{z})} .

Varianssin neliojuuri on juuri standardipoikkeama eli keskivirhe o, ks. ylldoleva kuva:

o = Var (z) .

Valitettavasti varianssi, kuten odotusarvo, ei ole suoraan laskettavissa. Sen sijaan siti
estimotdaan otoksesta x;, ¢ = 1,...,n. Jos otoskeskiarvo T on jo olemassa, ja olettaen,
ettd realisaatiot ; ovat tilastollisesti riippumattomia toisistaan ja niilla on sama keskivirhe

o', seuraa varianssin o2 estimaatio seuraavasti:

n

~ 1 o
2 n_lz(a:i—x) :

i=1

Koska otanta voidaan mielivaltaisesti toistaa, on otoskeskiarvo (™ myos stokastinen suu-

re,
n

— €T.

n ="
=1

1
z(") —

jossa x;, on stokastinen suure jonka perdkkéiset realisaatiot ovat yksinkertaisesti
Tiy Titn, Tivon, - - - (“haarukkasuure”).

On intuitiivisesti selvd — ja oletamme ilman todistusta — ettd

Vi: E{z;} = E{z}.

Suureen ™ odotusarvo on

Az} = LY B} = el

IT4t4 kutsutaan i.i.d.-olettamukseksi, “independent and identically distributed”.
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eli sama kuin x:n odotusarvo; sellaista estimaattoria kutsutaan harhattomaksu.

Sen varianssi estimoidaan seuraavaksi:
— 1 1 1~
Var (7)) = E — 7\ = 52,
ar (g ) nn—1) (x T ) o

- n
=1

Toisin sanoen, néytekeskiarvon keskivirhe pienenee suhteessa /1/n kun otoksen koko n
kasvaa.

Téata kaikkea esitetddn ilman tarkkaa todistusta, ks. tilastotieteen oppikirja.

2.4 Keskiarvon optimaalisuus

Kaikista harhattomista, ndytteeseen x,, ¢ = 1, ..., n perustuvista z:n estimaattoreista

n n
= E a;x;, E a;
i=1 i=1

keskiarvo

|||
IHI
||
I

7112 (2.2)

minimoi Z:n. Varianssi lasketaan seuraavasti:

Var (Z E a?Var (z;) = o az,

1
olettaen, ettd x, eivit korreloi keskenaan, ja ettd Var(z;) =

Nyt ilmaisun
n
>
i=1

n

Zaizl

=1

minimointi, lisdehtoa

kéyttéden, antaa

a; =

S

Josta viite seuraa.

2.5 Otoskeskiarvon laskeminen askel kerrallaan

Otoskeskiarvon (2.2) suoran laskemisen sijasta se voidaan myos laskea askel kerrallaan,
seuraavasti:

n
o) = T g

2 2
Var (Z(n+1)) = (nj—l) Var (Z(")) + (n—li—l) o2
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T&amé on hyvin yksinkertainen esimerkki sekventiaalisesta lineaarisesta suodattimesta eli
Kalman-suodattimesta (luku 3). Huomaa, etté télli menetelmilld voidaan laskea Z(™:m
arvo “lennossa”; kun havaintoja on vield tulossa sisdédn, ennen kuin kaikki havainto-arvot
ovat tiedossa. Tamé on juuri Kalman-suodattimen etuna.

2.6 Kovarianssi, korrelaatio

Kun on kaksi stokastista suuretta z ja y, voidaan laskea niiden vélinen kovarianss:

Cov (z,y) = E{(z — E{z}) (y— E{y})} -

Kovarianssi kuvaa miten stokastisten suureiden z ja y satunnaiset vaihtelut kiyttéaytyvét
samalla tavalla.

Kovarianssin lisdksi méaaritetaan korrelaatio:
Cov (g, g)
\/Var (x) Var (g)

Corr (@ , g) =

Korrelaatio ei voi koskaan olla suurempi kuin 1.0 (tai pienempi kuin -1.0)%. Usein ilmais-
taan korrelaatio prosentteina, 100% on sama kuin arvo 1.0.

Kun on kyse kahdesta stokastisesta suureesta, piirretdén usein wvirhe-ellipsi (kuva 2.2).
Vertaa téatd kuvaa aikaisemman kellokdyréapiirroksen kanssa. Siind on merkattu odotusarvo
E{z} (keskelld) ja keskivirhe +0. Virhe-ellipsikuvassa ellipsin keskipiste edustaa z m ja y

2Eric WEISSTEIN antaa seuraava todistus (http://mathworld.wolfram.com/
StatisticalCorrelation.html).
Maédarittele normalisoidut suureet:

x Y
= e 1T Var (3)
Silloin linearisuuden ansiosta:
Cov (61) = Y _ e (z,y).
Var (z) Var (y)
Seuraavat varianssit ovat positiivisia:
0 < Var (§é4+n) = Var(€) + Var () +2Cov (£,1) ,

§n
0 < Var(¢n) = Var(¢) + Var (n) — 2Cov (£n) ;

kun lisdksi v
Var (§) — L@) =1

(Vv @)

—1 < Cov ({,n) = Corr (g,g) <1

ja samoin Var (ﬂ) =1, seuraa, ettd


http://mathworld.wolfram.com/StatisticalCorrelation.html
http://mathworld.wolfram.com/StatisticalCorrelation.html
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Kuva 2.2: Virhe-ellipsi

:n odotusarvot; ellipsi itse vastaa keskivirhearvoihin +¢. Voidaan sanoa, ettd mittausarvo
todennékaisesti tulee olemaan ellipsin sisill (siksi nimi virhe-ellipsi). Jos ellipsid leikataan
suoralla z, saadaan suureiden z ja y lineaariyhdistelmé:

z=wzcost +ysinb,

jonka pistepari ellipsin tangentilla edustaa juuri suureen z keskivirhettd®:
Var(z) = E{lz—-E{z}]"}

- E{[COSQ(Q— E{z}) +sinf (Q— E{Q})}Q} -
= cos” §Var (z) + 2sinf cos #Cov (z,y) + sin” Var (y) ,

ja téstd o, = y/Var (z). Keskivirheelld o, on kaksi dériarvoa, o, ja opax, Ks. kuva.

JOS Opmin = Omax, tai jos ellipsi on orientoitunut ddriarvojen o, ja omax akseleiden mu-
kaan, korrelaatio z:n ja y:n vililla havida. Siind tapauksessa ne ovat todella toisistaan
riippumattomia ja toisen todellisen arvon tietdminen ei auta toisen estimoinnissa.

3Matriisinotaatiolla voimme kirjoittaa
z:[cos& sin 6 ] [f;]

ja

Var [

< |8
—
I
[ —
5
=
| —
(S
| ~
Q
Q
<
=~
I8
S
~—
[

tasta seuraa

Var(z) = [ cosf sinf ] { Var(z) Cov g,)@ ] [ cosf ]

Cov(z,y) Var(y sin @

eli sama tulos. Taméi on esimerkki varianssien kasautumislaista.
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Jos korrelaatio ei havidé, tieto x:n todellisesta arvosta — tai hyvd estimaatio — auttaa
estimoimaan y paremmin. Tatd kutsutaan regressioksi.

2.7 Stokastisen prosessin auto- ja ristikovarianssi

Jos meilld on stokastisen suureen sijasta stokastinen prosessi z (t), voidaan laskea johdan-
naisfunktio nimelté autokovarianssi seuraavasti:

Am<t1, tg) = COV (@ (tl) ,@(tz)) .

Usein, jos on kyse ns. stationaarisesta prosessista (ts. prosessin ominaisuudet eivét riipu
absoluuttisesta ajassa vaan pysyvit vakioina), voidaan kirjoittaa

A, (ti,te) = Ay (b1, 60 — t1) = A, (1, At) = AL (At) = Cov (z (t), z (t + At))

riippumatta ¢:n arvosta.

Jos meilld on kaksi stokastista prosessia x (t) ja y (t), voidaan méérittad johdannaisfunktio
nimeltd ristikovarianssi.

ny<tla t2> = Cov (% (tl) 7%“2)) )

ja stationaaristen prosessien tapauksessa taas
Cay(At) = Cov (z (1), y (t+ Al)) .
Usein ristikovarianssiksi kutsutaan yksinkertaisesti

Couy = Cyry (0).

Néin mééritettyjen kovarianssien perusteella voidaan tuttuun tapaan myos méaarittaa
auto- ja ristikorrelaatiofunktiot.

2.8 “Valkoinen kohina” ja “random walk”

Kohina on stokastinen prosessi jonka odotusarvo on 0:
E{n(t)} =o.

Valkoinen kohina on kohina joka koostuu kaikista mahdollisista taajuuksista. Matemaat-
tinen kuvaustapa on sanoa, ettd autokovarianssi

A, (At) =0, At #£0.
Toisin sanoen, prosessin arvojen n (t1) ja n (t2) valilld ei ole yhtddn korrelaatiota, vaikka
to — t1 olisi kuinka ldhella nollaa.

Kuitenkin olisi
A, (0) = oo.
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Kuva 2.3: Diracin delta-funktio blokkifunktioiden limiittina

Ja lisdksi pétee

/W A, (1) dr = Q.

[e.o]

Tassa oletetaan koko aikaa stationaarisuutta.

Yl1l4 olevat kaavat kannattaa katsella viihiksi aikaa. Téssd meillda on funktio A, (1) joka
on “melkein kaikkialla” nolla (eli, jos 7 # 0) mutta ainoassa pisteessé jossa se ei ole nolla
(eli, jos 7 = 0) se on &déreton! Ja vield lisdksi, integraali funktion 7-domeenin yli tuottaa
adrellisen arvon Q!

Sellainen funktio ei ole olemassakaan. Se on matemaattinen apuvéline nimelté distribuutio.
Se on kvanttifyysikon Paul DIRACIN mukaan nimetty delta-funktio:

A, (1) =Q0d (7). (2.3)

Voidaan intuitiivisesti kuvitella, miten sellainen “funktio” rakennetaan.
Méaritetddn ensin seuraava blokkifunktio:
5(7) = { (1) jo§7 > gbtaiT < b—%
p  JOS —3STS;
[lmiselvasti tdmén funktion integraali

/+OO O (T)dr =1 (2.4)

o
ja 0y (1) = 0 jos |7| riittdvan suuri.

Anna nyt limiitissd b — 0. Silloin 0, (0) — o0, ja jokaiselle T-arvolla 7 # 0 16ytyy aina
vastaava raja-arvo b:lle, jonka alapuolella ¢, (7) = 0.
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Distribuutioiden kasittelysdanto on yksinkertaisesti, ettéd ensin integroidaan, ja sitten saa-
dussa tuloksessa annetaan b — 0.

“Random walk” syntyy, jos valkoista kohinaa integroidaan ajassa. Olkoon kohinan n au-
tokovarianssi

A, (At) = Q6 (At) .
Integroidaan tadmaé funktio:
r)= [ nrar
to
Huomaa, ettéa

mgm:[Emmwnw

Autokovarianssifunktio saadaan seuraavasti:

Ap (b, t2) = E{(z(t2) — E{z(t2)}) (z (1) — E{z(t1)})} =
= E{z(ty)z(t)} =
n (7

= {ft (T2 dTthO n )dﬁ} =
= S [S B () n ()} dn| dr.

Tassa

/t1 E{n(m)n(r)}tdn =

to

t1
= / An (7'2 —Tl)d’i'l =

to

11 .
:Q/ §(r—m)dm = {%2 Jos >y
to

jos t1 < Ty

Tésté taas seuraa, etta

A, (t,ta) = Q/ [/ (T2 —T1>d7'1:| dry =

tl—t0)+0 (tg—tl) —
= Qt —t). (2.5)

Téssé johtamisessa on oletettu, ettd kohinafunktion n autokovarianssi on stationaarinen,
ts., ettd () on vakio. Tata voidaan helposti yleista tapaukselle, ettd @ (f) on ajan funktio,
seuraavasti:

Ag (t,t2) = /t1 Q () dt. (2.6)

Kummassakin yhtdlossd (2.5, 2.6) oletetaan t; < to.
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2.9 Power Spectral Density

MaAaaritelmia

Joskus haluamme tutkia ndmé stokastiset prosessit spektraalisesti, eli mitka eri taajuudet
prosessi sisaltdd. Tamé voidaan tehdda Fourier-muunnoksen avulla.

Stationaariselle prosessille autokovarianssifunktion Fourier-muunnos kutsutaan power
spectral density (PSD) -funktioksi. Seuraavaksi *:

L=Finm=[ AL (1) exp (<2mift) dt, 2.7

olettaen, ettéd se on olemassa. Téssd f on taajuus, yksikkénd Hz (Heinrich R. Hertzin mu-
kaan), siis kierroksia/viriihtelyjd sekunnissa eli s~!. Aivan analogisesti voidaan ma#rittiad
myos kahden funktion risti-PSD:

“+00

Coy (F) = F{Coy )} = | Cuy () exp (—2mift) dt.

—0o0

Kaéénteinen operaatio kayttamalla Fourier-kddnteismuunnos antaa

ro=r Ty = [ Anevenmng

—00

Siksi, jos f = 0 saadaan

siis prosessin x varianssi on sama kuin sen PSD-kéyrén kokonaispinta-ala.

Koska autokovarianssifunktio on symmetrinen, siis
Ay (At) = Ap (tg — 1) = Ay (Lo, t1) = Ay (t1, 1) = Ay (81 — ta) = A (AD),
seuraa, ettd PSD on reaaliarvoinen; tdmén lisdksi se on aina ei-negatiivinen,
A (f)=0 Vf.
Risti-PSD:lle tdma ei pade: meilld on

Ca:y (t27 tl) - ny (th t2) ?é Czy (tla t2) s

kun toisaalta

Ay (b2, th) = E{(z (t2) — E{z (t2)}) (z (t1) — E{=
=E{(z(ty)— E{z

4Note that we write here ¢ for the time argument, which however represents a time difference. Earlier
we used At.
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Valkoinen kohina

Valkoisen kohinan PSD voidaan laskea ilmaisulla (2.3):
A (t) = Qo (1),

josta
— +oo

An (f) = Q0 (t) exp (=2mitf) dt = Qexp (0) = Q V[,

—0o0
kiyttden o-funktion integrointiominaisuus (2.4). Téssd ndhdddn miksi prosessi jolla on

Dirac-tyyppinen autokovarianssifunktio kutsutaan wvalkoiseks: kohinaksi: PSD on vakio
koko spektrin léapi, kaikille taajuuksille f, aivan kuten valkoisen valon tapauksessa.






Kalman -suodatin

Ks. [ ] ss. 543-583.
Linkkilista: http://www.cs.unc.edu/ welch/kalman/.

Hyvéa diasarja: http://www.cs.unc.edu/ " tracker/media/pdf/SIGGRAPH2001_Slides_
08.pdf.

Kalman-suodatin on lineaarinen, prediktiivinen suodatin. Kuten kahvisuodatin suodat-
taa kahvia porosta, Kalman-suodatin suodattaa signaalia (ns. state vector, tilavektori)
havaintoprosessin kohinasta.

Kalman-suodattimen keksijét olivat Rudolf KALMAN ja Richard Bucy vuosina 1960-1961
( [1960]; [1961]). Keksinto kdytettiin laajasti avaruusohjelmassa
seké ohjusten ohjausjarjestelmien yhteydessid. Kuitenkin Kalman-suodatin on yleispéteva
ja on kéytetty paitsi navigaatiossa myos taloustieteessa, sdétieteessd mm.

Kalman-suodatin koostuu kahdesta osasta:

1. Dynaaminen malli; se kuvaa liikeprosessia, jonka mukaan tilavektor: kehittyy ajassa.

2. Havaintomalli; se kuvaa prosessi milld saadaan havaintosuureet jotka kertovat jotain
havaintohetken tilavektorista.

Kummatkin mallit sisiltavit tilastollisia elementtejéd: dynaaminen malli sisdltéda tilastol-
lisen kuvauksen satunnaisista vaikutuksista jirjestelmén kehitykseen ajassa, esim. satun-
naisia satelliittiradan héirioitd, kun havaintomalli taas siséltdd havaintoepdvarmuuden
kuvauksen.

Kalman-suodattimelle erikoinen on se, etta tilavektori propagoituu ajassa askel kerrallaan;
myos havainnot kdytetddn tilavektorin korjaamiseksi vain havaintohetkelld. Tésta syys-
td Kalman-suodatin ei vaadi suurta laskentatehoa eiké késittele suuria matriiseja. Sité
voidaan kéyttdaa kulkuneuvon sisélld ja tosiaikaisesti.

3.1 Tilavektori

Tilavektori (en. state vector) on muodollinen vektori (siis abstraktin vektoriavaruuden
alkio) joka kuvaa dynaamisen jarjestelmén kokonaista tilaa. Esim. vapaasti avaruudes-
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http://www.cs.unc.edu/~welch/kalman/
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Dynaaminen (fl—)t‘ = f(x,t) +n(t) (Q(t))
Malli X(tps1) = Pppr1x(tr) + Ok ks

Xi(tk+1)7 Pi(tkH)

N K X (th), P (trg) ~__ Todellinen tila

ox(tg), P (t) > Suodattu tila

U = g(xp) + my,
0, = Hpxp + my

Ry)

Havaintomalli

\ ’
\ ’
Ny

Kuva 3.1: Kalman-suodatin

sa liikkuvalla hiukkasella on kolme paikkakoordinaattia ja kolme nopeuskomponenttia;
tilavektoriksi muodostuu

[
I
NP ST

jossa paikkavektori on [ r Yy z }T ja nopeusvektori [ r oy Z }Tl. Téassé tapauksessa
tilavektorilla on siis kuusi elementtid eli vapausastetta.

Jos hiukkanen ei ole pisteméiinen vaan kappale, tulee myos sen orientaatiokulmat (Euler-
kulmat) mukaan tilavektoriin. Silloin on jo yhdeksén elementtiid. Usean hiukkasen jér-
jestelméssé jokainen hiukkanen tuo omat elementit, kolme paikkaa ja kolme nopeutta,
tilavektoriin.

Tilavektori voi siséltdd myos elementtejd, jotka mallintavat mekaanisen laitteen, kuten
inertianavigointilaitteen, kdyttaytymisen.

3.2 Dynaaminen malli

Dynaaminen malli kuvaa tilavektorin kdyttaytyminen ajassa. Tilavektori on (vektoriaali-
nen, siis vektoriarvoinen) stokastinen prosessi ajan ¢ funktiona.

Dynaaminen malli on lineaarisessa tapauksessa seuraavan niakoinen:

Vaihtoehtoinen kirjoitustapa: paikkavektori ze; + yes + zes, nopeusvektori Ze; + e + Zes, jossa
{e1, eq, e3} ortonormaalinen kanta R3:ssa.
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d

Sx=%-x+n, (3.2)
missd x = z (¢) on tilavektori, n = n(¢) on dynaaminen kohina (eli, kuinka epétarkasti
ylld olevat liikeyhtélot pitdvit paikkansa) ja @ (myos mahdollisesti aikariippuvainen) on
kerroinmatriisi.

Yleisempi ei-lineaarinen tapaus on seuraava:

d

—x = F(x) +n,

Tx=F(9+n
missé F'(+) on (vektori-)funktio. Tésta saa helposti lineaarinen tapaus valitsemalla likiarvo
x(© tilavektorille. Tést4 likiarvosta (ajan funktio!) vaaditaan yhteensopivuutta dynaamisen

mallin kanssa:

d
%X(O) =F (X(O)) .

Nyt linearisoidaan vihentamélla ja Taylor-kehittamalla:

d

E(g—x(o)) :F(g)—i-g—F(X(O)) ~ - (X—X(O)) + 1,

miké on jo muotoa (3.2) jos kirjoitetaan x — x(© — Ax:

d
EAXICD'AX‘F&

josta voi pudottaa deltat pois.

9
8xj

ovat x:n komponentit: esim. kaavan 3.1 tilavektorissa, zo = y, xg = 2, jne.

Funktion F(-) ylld kdytetyn Jakobin matriisi ®mn alkiot ovat ®;; = F; (x), jossa x;

Dynaamiselle kohinalle on annettava realistiset tilastollisia ominaisuuksia; usein oletetaan,
ettd se on valkoinen kohina (ks. ylld) jonka autokovarianssi on

A (t1,t2) = Q (t1) 6 (t2 — 1) - (3.3)

3.3 Esimerkki: Kepler-rata

Esimerkkiné voidaan kuvata avaruusaluksen liike Maan painovoimakentéssé:

d2 e GM a Ny
= | Y| = | Y|+ |,
dt? (I2 + y2 + 22) 2 5 n.

missé n,, ny, n, ovat esim. ilman kitkan tuntematon vaikutus tai Maan painovoimakentén
epasaannnollisyydet jne.
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Valitettavasti tdmé on toisen kertaluvun differentiaaliyhtélo. Pidennetdén tilavektori li-

saamallé sithen nopeudet:

T T 0
Y Y 0
dlz| _ z n 0
at | © | x Ny
; . GM
Tama yhtéaloryhmé on epélineaarinen. Linearisointi antaa
Azl | 0 0 0 100 TrAz1 T o]
Ay 0 0 0 010 Ay 0
d | Az 0 0 0 0 01 Az 0
di | AF | T GMERTGME - GMEE [0 0 0 | | Ar | T |
Ay GM3 Gy GMIE 10 0 0 || Ay ny
LAz ] | GME GME GMEZ= (0 0 0 LAZ] [0

missd r = y/x? + y2 + 22 on etéisyys maan keskipisteesté.

1. on kilytettivissid sopiva satsi likiarvoja [ z(© y(©
suhteen A-suureet on laskettu, ja ettd

(3.4)
On my®&s oletettu, etté

20| 3@ §O 20 }T, jonka

2. kerroinmatriisin elementit on laskettu ndilld likiarvoilla.

Jokainen tilavektorin alkio on ajan funktio: (¥ (¢) jne.

Ylla olevan kaavan “partitioitu” versio olisi:

i Ax | | 0 [ Ax n 0
dt | Av | | M 0 Av n |’
jossa
- 2—3MSC
_ 9 90 9 _GM -
M = [Bw Oy 8z] _Gr]?;/[z -
| r3
A
_ o oo o | T |GM_
- [aw Oy 82] %’g T -
L 5z
o o &
| E W e
- Oydx  Oy? Oydz r -
2 2 9
0z0x 020y 022
322 —r? 3wy 3xz
GM
= - 3yz  3y*—r?  3yz (3.5)
" 3za 3zy  32%2 —r?
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kutsutaan painovoimagradienttitensoriksi eli Marussi-tensoriksi.

GM
Marussi-tensori on gravitaatiovektorin — X osittaisderivaattamatriisi paikan suhteen.
T

Kun muistetaan, etté gravitaatiovektori itse geopotentiaalin gradientti, seuraa, etté tensori
on myos geopotentiaalin —— kaksoisosittaisderivaattamatriisi paikan suhteen. Kaikki

r

namé kaavat olettavat keskistéd gravitaatiokenttaa.

Painovoimagradienttitensori kuvaa, miten pieni satelliitin paikan hairio [ Axr Ay Az ]T
d

kagntyy kithtyvyyshairioksi 7 [ Azx Ay Az }T = [ Ar Ay AZ }T.

Pédasia likiarvosatsia valitessa on, etté se on fysikaalisesti yhteensopiva, ts. esittiaé tosia-
siassa mahdollista rataliikettéd oletetun gravitaatiokentén sisélla.

Keskisen gravitaatiokentédn tapauksessa sopiva likiarvosatsi on Kepler-rata, tai viela yk-
sinkertaisemmin, tasainen ympyréliike. Y114 olevassa kaavassa voidaan likiarvosatsina vali-
ta juuri vetovoimakeskuksen ympéri tapahtuvan Kepler-rataliikkettd kuvaavat arvot G M
ympaéri.

Jos meilld on gravitaatiokentdn malli joka on keskisen kentdn approksimaatiota tarkem-
paa, on likiarvojen integrointi suoritettava kayttamalla téitd, tarkempaa mallia. Kuitenkin
yo. linearisoitu dynaaminen malli (3.4) kelpaa edelleen erosuureiden Ax, Av integroimi-
seksi, mikili ne vaan ovat numeerisilta arvoiltaan pienid. Témé& on linearisoinnin eris
etu.

3.4 Tilapropagaatio

Tilapropagaatio tapahtuu integroimalla kaava (3.2). Tarkemmin, integroidaan (taas line-

aarisessa tapauksessa)
d

—x(t)=®-x(t).
Sx(t) = @ x (1)
Tilan estimaattorin x~ tapauksessa’ tdméi on yksinkertaista:

x (t) =~ x (to) + PAt-x (to) =
(I + PAL)x™ (to)

jos At = t; — tp on pieni. Téstd ndhdaan heti, ettd x(¢1)m alkiot ovat x(to):n alkioiden
lineaariyhdistelmia. Jos t; — tg = ndt, ot pieni, seuraa, toistuvasti soveltamalla yo. kaava
, etta

x™ (1) = (I + D5t)" " (to)

Matriisia
Oy = (I + ®6t)"
kutsutaan tilansiirtomatriisiksi epookkien ty ja t; valilla; kirjoitetaan
X (t1) = Ppx (to) -

ZKdytetty notaatio: x~ on tila-estomaattori ennen (mydhemmin késiteltdvi) piivitysaskel; x* on tila-
estimaattori péivitysaskeleen jilkeen. Kirjallisuudessa 16ytyy myos notaatiot gt ja X', joissa “hattu” on
estimaattorin merkki.
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Kun kirjoitetaan 6t = At/n, saadaan

o) = (I+¢—At> .

n

Tavallisille numeroille on olemassa klassinen kaava

n 1 vx 1 vqx
e’ =exp(z) = lim <1+£> = lim (1+—) = lim {(1—#—) ] ,
n—o00 n v—00 1% V—00 14

jossa nakyy luvun e méaritelmé:
1 v
e = lim (1 + —) .
V—00 7

Téstd syystéa kirjoitetaan joskus (generalisoimalla exp-funktio nelion muotoisille matrii-
seille):

d; = exp {ln ([ + Q)—N) } = exp {n In (I + (I)—At) } A exp {n—qDAt} = ¢Plti—to),
n n n
(3.6)

Voimme havaita, etté tilansiirtomatriisille on olemassa transitiivinen ominaisuus, eli

ta __ Fl2 t1
o2 = D2 . D

t07

toisin sanoen, tilan siirtamiseksi x (tg):sté z (t9):een, voit siirtyd ensin to:sté ¢;:een ja sitten
t1:sta to:een.

Maaritelma. Madrittelemme tilavektorin varianssiksi sen estimaattorin kvadraatinen
erotus sen otkeasta arvosta — sekin stokastinen prosessi, johon siis emme pédse ké-
siksi!® — eli seuraavasti:

P~ (t)=Var (x (t)) = E { (x () —x() (x () - z(t))T} : (3.7)

saadaan
P () = (@) P () (0) + [ Qo) (38)

missé olemme kdyttaneet hyviksi kaava (2.6), ja olettaneet ettd dynaaminen kohina
n on valkoinen.

Voimme myds johtaa differentiaaliyhtéloitéd jotka kuvaavat tilavarianssimatriisin ja tilan-
siirtomatriisin kehitystéd ajassa. Jos ajat ¢y ja t ovat ldhelld toisiaan, voimme kirjoittaa

<I>,’§0%I+F(t)(t—to),

jossa nyt kerroinmatriisi F' (t) saa olla ajan funktio. Silloin

3T#ami on mielenkiintoinen filosofinen kysymys. Onko metsin puiden suhina olemassa kun ei ole
ketddn kuuntelemassa?
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d, ,\ dF _
%(QDtO) _F(t)+E(t—t0)~F(t).

Tutkitaan seuraavaksi tilannetta, jossa t ja t; ovat ldhelld toisiaan, mutta t; ja ty eivét
ole. Silloin

d d d
- (®},) = - (@}, ®p}) = - (@f,) it ~ F (t) )t =~ F (t) D} . (3.9)
Alkuehdon
Pjp =1

voimme numeerisella integroimalla saada matriisi @ié Voimme myo6s kirjoittaa (ilman
todistusta), tdysin analogisesti kaavan (3.6) kanssa:

t1
Pyl = exp{/ F(t) dt},
to

Tamé on kaavan (3.6) yleisempi tapaus siind tapauksessa, ettd F' on ajasta riippuvainen.
(Notaatio ®;} = ®{ poikkeaa hieman aikaisemmasta.)

myo6s kéteva laskentakaava.

Differentiaaliyhtélon johtamiseksi tilavarianssimatriisille P lahdemme kaavasta (3.8):

P (1) = (®1,) P~ (to) (@1,)" + / Q(r)dr,

johon olemme sijoittaneet ¢ — 7 ja t; — t. Mikali ¢t — ¢y on pieni, on tulos, kdyttamalla
kaava (3.9)

Gr = (o) Pl (@) + (@) P (504, ) +Q0 -
= F(t)®} P (to) (®1,)" + &L, P~ (o) (®f,)" FT (1) +Q (1) =
— F)P () + B () F (1) +Q(1), (3.10)

jossa Py (t):
_ _ T
Py (t) = (®3,) P (to) (24,) "
lasketaan integroimalla differentiaaliyhtdlo

CP ()= F )Py 1)+ Py (1) (1), (3.11)

Kaava (3.10) on sopiva differentiaaliyhtédlé P-matriisin integroimiseksi myds, jos F' on
ajasta riippuvainen.

Téama kaikki kuitenkin edelleen edellyttid, ettd matriisi F' on olemassa, eli funktio F' (x)
voidaan linearisoida.
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3.5 Havaintomalli

Tilavektorin kehitys ajassa ei ole kovin mielenkiintoista, ellei sité voitaisiin havaita jollain
tavalla. Havaintomalli (lineaarinen tapaus) on seuraava:

{=H- -x+m,

missé £ on havaintosuure (vektori), x on tilavektori (“oikea arvo”) ja m on havaintoproses-
sin “kohina”, siis mittauksen epdvarmuus. H on havaintomatriisi*. Kohinan varianssina
on annettu varianssimatriisi B; E {m} = 0 ja £ {m m"} = R (koska E {m} = 0, tdméhén
on kohina).

Olkoon havaintohetki t; tilavektorin estimaattori propagoituna tihdn hetkeen olkoon®
x~ (t) = x~. Téstéd arvosta voidaan nyt laskea havaintosuure seuraavasti:

l = Hx™.

Nyt voidaan konstruoida nollasuure (suure jonka odotusarvo E {-} on nolla) seuraavasti:

ja siis

E{y} = H(E{x}-E{x})-E{m}=
— H-0-0

kiayttdmalld oletus ettd F {x~} = x, eli x~ on x:n harhaton estimaattori.

FEpdlineaarinen tapaus: silloin H ei ole matriisi vain tilavektorin funktio H (z).
{=H(x)+m
ja

Z:H(Xi),

jonka jélkeen R
y:€—£=H- (Xi—X) —m,

ja matriisin H elementit méaritetdén seuraavasti

0
H;; = a—xsz’ (%),
4Tami on kiytinnossi sama kuin pienimmén nelidssumman menetelmiin A-matriisi eli “rakennemat-
riisi”
SMinus- tai plusmerkin kiiyttd yldindeksina on usein kiiytetty tapa merkiti tilaa “ennen” ja “jélkeen” (a
priori, a posteriori) havainnon kdytto paivityksessd. Myos muita merkintédtapoja 16ytyy, mm. alaindeksit
i jai+ 1.
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Funktion H (x) jakobiaani eli osittaisderivaattojen matriisi.

Lasketaan myos

Var(y) = Efyy'}=
= HE{(x -%) (x —x)"}H"+ R =
— HP HT" +R,
olettamalla ettd x~ ja m eivat korreloi keskendén.

Myo0s

Cov(y.x) = E{y(x -x)"}=
= HP™,
olettaen, ettd m ja x~ —ja x — eivét korreloidu (looginen oletus; yleensé havaintoprosessi on

fysikaalisesti téaysin riippumaton rataliikeprosessista, seké eri epookkien havaintoprosessit
toisistaan)

Samoin

Cov (X*,X) =P HT.

3.6 Paivitys

Péivitysaskel on nyt sen tiedon optimaalisesti hyviksi kdyttdminen, ettd erolla estimoi-
dusta tilavektorista x~ lasketun havaintosuureen arvon / ja tosiasiallisesti havaitun ha-
vointosuureen £ vililla on odotusarvo nolla.

Konstruoidaan siis parannettu estimaattori

x' = x +Ky=
= x +K(H((x —x)+m),

eli
xt—x)=({I+KH)(x —x) + Km.

Téasséd matriisi K on nimeltddn Kalmanin “gain matrix”.

Nyt méédritelmén (3.7) mukaan saamme kiyttaa tiatd kaavaa tilavarianssin propagaatio-
kaavan johtamiseksi:

Pt = (I+KH)P (I+KH)" + KRK". (3.12)

“Optimaalinen” ratkaisu saadaan valitsemalla

K=—P H" (HP H" +R)"",
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joka antaa ratkaisuksi tilapropagaatiokaava

x"=x — P HT (HP"H" + R)”' (Hx — ().

Jos kutsutaan )

= (HP H"+R) ,
voimme kirjoittaa uudelleen kaava (3.12):
Pt = (I—P H'UH) P (I—P H™UH)" + P-H'IIRIIHP~ =
= P — P H'NIHP — P H'IIHP™ +
+P H'IHP H'IHP~ + P~ H'TIRIIH P~ =
= P~ —-2P H'IIHP + P H'TIHP™ =
— P —P H'IHP =P — P H" (HP H" +R)" HP".

Vedetty yhteen ehké intuitiivisemmin:

xt = x= —Cov (g_,z) Var™! (y) v, (3.13)

Var (x*) = Var(x7) — Cov (x,y) Var ™! (y) Cov (y,x7), (3.14)

jonkinlainen tilavektorin x regressio “sulkuvirheen” y suhteen.

Néin on l6ytynyt Kalman-suodattimen pdivityskaavat seké tilavektorille ettd sen varians-
simatriisille.

Huomautus. Voimme vield lyhentédé yo. varianssin péivityskaava seuraavaksi:
Pt =P —P H"(HP H"+R)  HP = (I+KH)P",
K:n méaritelmén perusteella.

Kirjallisuudessa 16ytyy monta tapaa laskea ndmé kaavat tehokkaasti ja tarkasti. Kuitenkin
padasia on, ettd “sulkuvirheen” varianssimatriisi

Var (X) — HPHT +R

on vektorin y kokoinen. Ja y:n koko on samanaikaisten havaintojen médrd. Téstd syys-
td Kalman-suodatin kutsutaan myos sekventiaaliseksi suodattimekst, koska se kasittelee
havainnot epookki kerrallaan, ei (kuten esim. perinteinen tasoituslasku) kaikki yht’aikaa.

3.7 Kalman-péaivityksen optimaalisuudesta

Kaavat (3.13, 3.14) ovat optimaalisia pienimmén neliosumman menetelmén merkitykses-
sé. Sen todistaminen kdy seuraavasti, hieman yksinkertaistaen.

Ensin lasketaan

Cov (fr,x) = Cov (X*,X) — Cov (57, X) Var ! (X) Var (X) =0 (3.15)



3.7. Kalman-piivityksen optimaalisuudesta 29

X2

x

Kuva 3.2: Optimaalisen estimaattorin virhe-ellipsi on kokonaan muiden estimaattorien
virhe-ellipsien sisélla

(muista, ettd Cov (Xv X) = Var (Z)) Eli piivitetty tilavektori x™ on ortogonaali “sulkuvir-
hevektorin” y kohtaan.

Oleta nyt, etté olisi vaihtoehtoinen x*, joka olisi vieldkin x*:44 parempi. Kirjoita
x* =x" + Ay.

Silloin, kaavan (3.15) ansiosta, olisi

Var (zx) = Var (fr) + AVar (X) AT,

Eli, koska Var (X) on positiivis-definiitti, on aina,

Var (x*) — Var (x*)
positiivis-semidefiniitti, ja
Var (gx) — Var (fr) =0

tapahtuu, jos A = 0. Toisin sanoin, mielivaltaisella lineaariyhdistelmélld z = . c;z; (siis
2% =cz}, 25 = cz) phtee

Var () — Var (z7) =0

jos A =0, ja muuten
Var (2*) — Var (%) > 0.

Asia voidaan kaksiulotteisesssa erikoistapauksessa esittdéd graafisesti kuten kuvassa 3.2.
Siis optimaalisen estimaattorin x* varianssi-ellipsi (yleisemmin: (hyper-)ellipsoidi) on ai-
na kokonaan vaihtoehtoisen estimaattorin x*varianssi-ellipsin sisdllé (tai pahimmassa ta-

pauksessa koskettamassa sita sisiltd), ja mielivaltaisen komponenttien lineaariyhdistelmén
¢ vastaaville variansseille patee samoin.
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3.8 Laskentaesimerkki

Kysymys:

Oleta, etta tilavektorin dynaaminen malli

== 1]
TR HEM

Téssé, n on valkoinen kohina jonka autokovarianssi on ) = 1. Oleta lisdksi, ettéd
alkutila on annettuna seuraavaksi:

z(0) | |4 12 0
{U(O)}_{O}’P(O)_{O 1000}
(Siis: oikeastaan tiedetddn nopeudesta juuri mitéaéin).
(Kaytd Matlab!)

(ISENIS

1. Laske tdma tila-informaatio eteenpéin hetkelle ¢t = 5, siis laske x (5), P (5).

2. Ajanhetkelld ¢ = 5 suoritetaan liséhavainto, arvo 3:
=2z (5)+m,

jossa m:n varianssiksi on annettu 3. Laske a posteriori tila x™ (5), P (5).

3. Laske vaihtoehtoisesti vastaus kdyttéden standardi pienimmdn nelidsumman ta-
soitus. Meilld on dynaaminen malli

z(t) =2 (0)+v(0)-t,
estimoitavissa olevat tuntemattomat x (0) ja v (0), ja havaintoyht&lot

£1+’U1 = x(O)
€2+U2 == ZE(5)

SHESH]

seké havaintojen vektori

Vastaus:

01

1. z(5) =2 (0) + v (0) - 5 = 4. Koska matriisi F' = {O 0

} , saadaan tilansiirto-

matriisi muotoon

[0 At] ,
1
q)g:eFAtzeo 0 :I+[O At}+§[0 At} L

0 0 0 0
1Al [15
1o 1] T o1
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koska

0 At
0 0

} =0,n>1.
Sitten

P(5) = ®3P(0)(d3)" + QAL =

= Lo HL6 w15 v [0

~ | 25002 5000
N 5000 1005 |-

2. Matriisi H = [ 1 0 ]. Siis HP~H" + R = 25002 + 3 = 25005. K-matriisi on

[ S [250027 1 [ —0.999880023995201
K=-P H' (HP"H'+R) = {5000 } 25005 | —0.199960007998400 |-

Seuraavasti lasketaan

Silloin

x* (5) = x~ (5) + Ky = {4} _{0.99988}_1:{ 3.00012 }

0 0.19996 —0.19996

(Voimme projisoida tamé takaisin hetkelle ¢ = 0: 16ydamme 7 (0) = 3.00012 —
5- (—0.19996) = 3.9999, ja 7 (0) = v (5) = —0.19996.)
Matriisille P* (5) loyddmme

P [+ KH)P (5) =

T(5) = (
_ { 1 — 0.999880023995201 0} {25002 5000}

—0.199960007998400 1 2000 1005

2.99964 0.59988
0.59988 5.19996 |-

3. A-matriisi on
10
-13)
ja Qe-matriisi ja ¢-vektori ovat annettuja. Saadaan:

T, | 083333 1.66667
ATQy A= { 1.66667 8.33333 } ’

- Ly AT e 4.00000
X=(ATQ ) ATy = [ —0.20000 ] ‘
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Melkein sama kayténnossd kuin tulos kohdassa 2. Ratkaisun varianssiksi las-
ketaan

N (AT A—1 41 2 —-04
Var (X) - (A QM A) - |: —0.4 0.2 :| )
mité ei voida verrata suoraan aikaisempaan tulokseen, koska sen ajanhetki on
t = 0. Taman liséksi sisdltda Kalman-ratkaisu dynaamisen kohinan vaikutuksen

@, joka ei standardi pienimmén neliGsumman menetelméssé ole mukana.
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4.1 “Varillinen kohina”, Gaufl-Markov -prosessi

Tutkitaan yksinkertainen dynaaminen yhtalo

d
d—f = —kz +n, (4.1)

missé n on valkoinen kohina, jonka autokovarianssifunktio on Q4 (to — t1), ja k on vakio.
Tamén differentiaaliyhtélon ratkaisu on

t
z(t)=e M {g (to) €M + / n(7) edeT} :
to
Ratkaisu tayttda myos alkuehdon.

Jos oletetaan, ettéa alkuarvo z (t9) on virheeton, ja ettd n:n autokovarianssifunktio on

An (ti,t2) = Q (t1) 6 (11 — ta)

saadaan x:n kovarianssifunktiolle:

A:B (tla t2) =
t1 to
= ekttt p {/ n(m) ek“dﬁ/ Q(TQ)&kTQdTQ} =

to to
t1 to
e [T ] [ () n () e dn
to to
Téassé

/t2 E{n(n)n(m)}edr =

to

to
= / Ay (13 — 1) ™dry =

to

Q/tz 5 (7_2 B 7_1) ekTQde _ { Qekﬁ jOS to > 1
to

0 jOS to < T

33
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1.8
1.6

T
S
ol

14

1.2

10

Kuva 4.1: Gauss-Markov prosessin autokovarianssifunktio

Siis, olettaen, ettd to < ty:

to t1
Ay (ty,t0) = Qe Fhittz) [/ e dry +/ Od7'1:| =

to to

%ek(t1+t2) [€2kt2

o erto} )

Tapauksessa, missé t, > t; tdmé antaa:

t1
Ay (t,t) = Qe_k(t1+t2)/ e dry =

to

— Qe—k(tl—‘rtg) [62kt1 o 62kt0:| .

2k

Molemmissa tapauksissa saamme

Q@ k- k(o
Ay (t,t) = o [e Hlin=ta] _ g=k(hitia=2t0)] (4.2)

Tapauksessa, jossa t1,ts > t, (stationaarinen tila kauan kdynnistdmisen jilkeen) saamme

Ay (ta —t1) = Ap (t1, 12) = %@_km_tl- (4.3)

Téssé (stationaarisessa) tapauksessa puhumme vdarillisestd kohinasta ja yllé oleva prosessi

kutsutaan (ensimméisen asteluvun) Gauss-Markov prosessiksi, myos autoregressiiviseksi
(AR(1)) prosessiksi.

Kirjoitetaan vield
Q = qk*.
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Silloin pinta-ala A, (t2 — ;) -kéyrdn alla on
+oo ]C 00
/ AI(T)dT:q—'Q/ e"dr = q,
—00 2 0
vakio jos ¢ on vakio.
Aéritapaus k — 0o johtaa sithen, ettd autokovarianssifunktio A, (t, — ;) muuttuu diret-
tomén kapeaksi, mutta pinta-ala funktion kédyran alla ei muutu.Toisin sanoen:

Ax (tz — tl) = q5 (tQ — tl) .

Tamé vastaa kaavan (4.1) degeneraatio,missé ei vain k& — oo, vaan myos kohinan n
varianssi () — oo. Eli:

dz dz
—=kr—ky = z=v—-k'=~v,
dt t
e - . . . —92
misséd v = —7:m varianssi on ¢ = Qk™%.

Toinen rajatapaus, missd k& — 0, on taas sama kuin ylld kuvattu tapaus (kappale 2.8).
Eli “random walk” on Gauss-Markov prosessi jonka aikavakio on dédrettomén pitka. Siiné
tapauksessa meidin on kaytettava koko kaava (4.2):

Ax (tl,tQ) = % [€*k|t17t2‘ _ e*k(t1+t272t0):| '

Téssa tapauksessa, jos to ~ t; = t, saadaan
Q k(-
Ag (1) = 2 [1—e 0] »
) = 2]
=~ Q (t - to) 5
kaytdnnossa sama tulos kuin luvussa 2.8.

Vastaava dynaaminen yht#lo saadaan kaavasta (4.1) sijoittamalla k& = 0:

dzx

—=n
dt

eli z on valkoisen kohinan n aikaintegraali, kuten pitdakin.

Y hteenveto k dynaaminen malli autokovarianssi
Random walk 0 Z—f =n Q (t—to)
Gauss-Markov-prosessi € (0, 00) Z—f =—kz+n %e‘ktl_tﬂ
Valkoinen kohina 00 T = % QK725 (t; — to)

Usein kéytetddn malli (4.1) “vérillisen” kohinan — tai prosessin — generoimiseksi siiné ta-
pauksessa, ettd tiedetddn etukéteen, ettd prosessin ominaisuudet ovat sen tyyppisii.Se
onnistuu helposti lisddmaélld yksi tuntematon zx tilavektorille ja yksi yhtdlé Kalman-
suodattimen dynaamiselle mallille.
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3.5 T

2%
I 2 1R?

25

05

Kuva 4.2: Gau-Markov prosessin tehon spektraalitiheys (PSD)

Gauss-Markov prosessin PSD

Meilld on autokovarianssifunktio kaavana (4.3):

A, (t) = %ek”.

Tastd saadaan PSD-funktio integroimalla (2.7):

. +00
A.(f) = / A, (1) exp (—2mift) di =

o0
+o00

=55 exp (—k [t|) exp (—2mift) dt.

Tamén integraalin ratkaisu ei ole aivan helppoa. Se 16ytyy integraalitaulukoista ja on myos
laskettavissa symbolisella kaavankésittelyohjelmistolla, kuten Wolram Researchin on-line
integraattorilla. Tulos on'

Ry p— 24, (0

:47T2f2+k2 42 f2 4+ k2

ks. [2001] Kaava (6.75). Kuvan arvot on laskettu olettamalla ) = 2k — siis me
piddmme z:n varianssi, joka on A, (0) = @ /2k, yhta suuri kuin 1 — eri arvoille k = 0.5, 1, 2.
4.2 Realistisen tilastollisen kiyttiytymisen mallinta

Virillistd kohinaa eli Gauss-Markov prosesseja kiytetdan usein mallintamaan tosielaméan
stokastisia prosesseja. Sanotaan vaikkapa, etté tieddmme, ettd mitattu stokastinen prosessi

ITamén muotoista kaavaa kutsutaan joskus Cauchy-Lorentz jakaumaksi.
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x koostuu suureesta josta olemme kiinnostuneet, s — joka saattaa vaihdella nopeasti nollan
molemmin puolin — , ja systemaattinen “h&irio”, josta haluamme péésta eroon. Tieddmme
myo6s, ettd hiirio vaihtelee hitaasti, aikavakiolla 7,. Kutsutaan tdméa héirio nimelld b.
Silloin voimme kirjoittaa tilavektori muotoon [ s b }T ja dynaamiset yhtalot vaikkapa

muotoon

d|s -1/t 0 s n,

dt | b 0 _1/ Th b Ty,
Téssé 1, foron (pitkd) hitaasti vaihtelevan héirio-prosessin aikavakio; aikavakiolle 7, saam-
me valita paljon lyhyempi arvo®. Sen pitdd kuitenkin valita realistisesti. Jos mittaukset

saadaan aikavalilli At, then we should havesilloin on oltava 7, > At siksi, ettd prosessin
s voitaisiin realistisesti méarittda havainnoista.

Havaintoyhtdlo, eli Kalmanin péaivitysyhtalo, on
l=s+b+m,

jossa m (varianssi R) edustaa havaintoepdvarmuutta. Jos havainnot tehdddn riittdvan
taajasti ajassa, voidaan saada erikseen estimaatioita seké signaaliprosessille s etté hitaas-
ti vaihtelevalle kohinalle b. Jotta tdmé& toimisi, on liitettdva realistisia aitokovariansseja
prosesseille n, ja n,. Kuitenkin on téssd tapauksessa vaatimuksena, ettd E {s} = 0. Ellei

ole, prosessin s systemaattinen osa joutuu suodattimen tuottamaan estimaattiin b osaksi.

This is a case of spectral filtering by Kalman filter. The low frequency part, including zero
frequency, goes to b; the high frequency part goes to s. However, the boundary between
the two spectral areas is not sharp.

Somewhat the opposite situation arises if we have a measured stochastic process consisting
of a rapidly varying noise part, and a slowly varying signal. Assume that the noise is not
white, but rather, “coloured” let’s call it c¢. It has a correlation length 7.. Now if we
are interested only in the signal’s s lower frequency constituents, we may again apply a

Kalman filter: ]
)[4 )2

Here, we choose 7, according to the part of the spectrum of s that we are interested in
(but always 75 > 7.); 7. should be chosen realistically, to capture and remove as much as
possible the real noise in the process. Our observation or update equation is again

|®»

o)
[V,

L=s+c+m.

The earlier described technique (of extracting a rapidly varying signal from a background
of slowly varying bias) was used [ | already in 1975 for extracting
data on underground mass concentrations (mascons) on the Moon from Lunar Orbiter
tracking data. It is called “Dynamic Model Compensation”.

2Voimme my6s valita aivan erityyppistd mallia jos tiedimme, ettd Gauss-Markov ei sovi prosessin s
kuvaamiseksi.
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4.3 GPS-havainnot ja -tuntemattomat
GPS-havainnot kuvataan pseudoetdisyyksiksi seuraavalla kaavalla
p=p+c(At — AT) + dion + dixop, (4.4)

jossa

p= \/(:1: — X+ (y—=Y)* 4 (2 — Z)* on avaruusetiisyys sateliitin [z y 2 }T ja maa-
aseman [ X Y Z | vililla,

At on satelliitin kellovirhe,
AT on vastaanottimen kellovirhe, ja

dion, dirop OVat ionosfadriset ja troposféériset efektit.

This equation can be written in different ways, depending on what we consider to be the
unknowns to be estimated by the Kalman filter. Available unknowns that can be included
in the Kalman filter are

x:[x Yy Z}T,
X=[x v z],
At, AT,

Satelliittiradan méaéritys

Voimme ehdottaa seuraavaa havaintoyhtdldd (m, edustaa havaintoepdvarmuutta):

g:\/(g—X)QJr(g—Y)2+(g—Z)2+c(g—AT)+dm+dm+mp.

This is the observation equation for orbit determination. In it, the ground station (tracking
station) position is given and treated as non-stochastic: [ XY Z ]T. The satellite
position is stochastic and to be estimated by the filter. The same applies for the clocks:
the tracking station clock is assumed known relative to UTC, the deviation being AT.
The satellite clock, however, is being estimated.

Tahén tilanteeseen identifioimme tilavektoriksi

As before, we introduced the velocity vector v, so we can write the Kalman dynamical
equations as a first-order differential equation.
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Next, we have to decide how to model the time behaviour of these various state vector
elements. For the location x this is simple: we have

d

—X =V,

dt
exactly. For the velocity, we use the formula for a central force field, and we linearize.
As approximate values we can use available orbital predictions, e.g., broadcast or precise
ephemeris: call these xq, vy, Aty (these always also contain satellite clock corrections!).

Then we may define linearized (differential) state vector elements

AX = X — Xq,
Av =v — vy,
A (At) = At — Aty.

Now, the linearized equations for x, v ovat

diAx | _[ 0 I]|]Ax L]0
dt|Av | | M 0] | Av n, |’
where M is the earlier derived (for a central force field, Eq. (3.5)) gravity gradient tensor,

I is the 3 x 3 unit matrix, and n, is here introduced as the dynamic noise of satellite
motion.

How do we model the behaviour of the satellite clock At? Typically this is done as a

random walk process. As follows:

d
%M = . (4'5)

Modelling the tropo- and ionosphere is trickier. Note that we are here talking about the
slant delay due to these atmospheric components along the satellite-receiver path, and
most of the change in this delay will be due not to physical atmospheric changes, but
rather, satellite motion causing the path to move to a different place in the atmosphere.

First order GauB-Markov modelling is often used in this case, with a pragmatic choice of
the time parameter 7. This could be a few hours, i.e., a fraction of the time during which
the GPS satellite is above the horizon. A significant improvement is obtained by using
residual ionosphere or troposphere corrections, i.e., differences relative to some suitable
a priori model. The notation becomes then Ad;,,, Ad,,,,. For the ionosphere, this could
be the model included with the satellite broadcast ephemeris (not very good), or the
published IONEX models (not available in real time). For the troposphere, the standard

Hopfield or Saastamoinen models may be considered.

Yhteenvetona:
Ax I Ax 0
Av M Av Na
— | A(AY) | = 0 A(AL) | + T
Adion - Ti(lm Adion Tion
Adtrop - Ttrlop Adtrop Trop
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Maa-aseman paikan mééiritys

L#htien téstéd samasta yhtalosta (4.4) muodostetaan eri havaintoyhtéld, seuraavalla taval-
la:

]32\/(x—i)2+(y—z)2+(z—g)2+c(At—M)+dm+dm+mp.

This is the observation equation for geodetic positioning. Here, the satellite orbital elements

and clock are assumed known, i.e., [ x Yy z }T and At are known or precisely computable
from available ephemeris. Now the state vector is

Iy
I
=~ |>
~

jossa V. = %X. Here, the new problem is to model the behaviour of the X,V of the
ground station.

In case the ground station is fixed, we may choose as the model
X = 07

siis yksinkertaisesti

d

—X=0.

dt—
In case we know that the stations are moving, but slowly and with constant velocity (e.g.,
plate tectonics, postglacial rebound), we may write

dirX|_ (01 X + 0
a|l V]| (00 A\ 01"
The Kalman filter will gradually improve the estimates )A(,{/' over time as more obser-

vations p are being processed. Some existing GPS processing software (GYPSY/OASIS)
uses Kalman filter in this way.

For mowving vehicles (aircraft, e.g.) it gets more complicated. One could use the knowledge
that the acceleration of the vehicle is bounded, and model it as a coloured noise (Gau$-
Markov) process. According to Eq. (4.3), the variance of such a process is Q/2k, when
the process equation is

d

—A =—kA +ny.

dt 4
Olkoon 74 = 1/k be the time constant of the motion (typically something like a second,
the time in which the vehicle can manoeuver), and « the typical scale of the accelerations

occurring. By putting
Q 1

9k~ gWmaTa
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we obtain for the variance of the driving noise n4:

2a
Q==
TA

Niin saadaan taydelliseksi dynaamiseksi yhtaloksi:

g [ X 01 0 X 0
Z|Vi=(00 1 ViIi+| 0 |,
A 00 —1/ra | | A 2n,

where n; stands for “unit variance white noise”, 3-vectorial in this case.

Both a and 74 will depend on the kind of vehicle we are considering. Large a and short
T4 is often referred to as a “high dynamic” environment, which is challenging for designing
GPS receivers.

Kellon mallinnuksesta

Kellot tyypillisesti mallinnetaan random walk -prosesseina, ks. kaava (4.5):

d
=n

_C s
at= ¢

where now c is the time error, i.e., the difference between clock reading and “true” time.
(We changed the notation in this section in order to prevent later mix-ups.)

From Eq. (2.5) we know that the autocovariance of random walk is

Ac(ti,t2) = Q (1 — o)

with @) the variance of the white noise process n., and ¢, some starting time at which we
have an exact value for At. We see that the variance grows linearly with time.

Let us compute the difference between two values dc = ¢ (t2) — c¢(t1). The variance of
this difference is

Var (0c) = Var {c(t2)} + Var {c(t1)} —2Cov {c(t1),c(t2)} =
=Q(t2 —to) + Q (t1 —to) —2Q (t1 —to) =
= Q (tQ - tl) )

as was to be expected®. Obviously also, the expected value of dc vanishes:

E{éc} = 0.

Nyt oleta, ettd on aikasarja joka koostuu arvoista

jossa vakio
5t - ti+1 - tz

3Why?
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Silloin voidaan nayttad, ettd ilmaisulla

n—1
1 2
AV () = —— Zl [c (1) — c(t:)] (4.6)
on odotusarvo, ja ilmaisu siis estimoi harhattomasti, (Q6t. Tamé empiirisesti lasket-
tavissa oleva suure on nimeltdén Allan-varianssi, David W. ALLANIN mukaan (http:
//www.allanstime.com/AllanVariance/)*. For true random walk behaviour, Qdt, and
thus AVj, (¢), should be strictly proportional to dt, and @ follows as the proportionality

constant.

Kokonaislukutuntemattomien ratkaisemisesta

Voimme kirjoittaa kantoaaltovaiheen havaintoyhtdlo seuraavasti (metriset yksikot):
P =p+c(At — AT) + Dion + Dirop + AN. (4.7)

Here, N identifies the ambiguity, an integer value identifying the number of whole wave-
lengths that cannot be determined from carrier phase measurements alone.

The way to handle the ambiguity in a Kalman filter may be to introduce an ambiguity
unknown N to the state vector, but make it a real-valued state initially. As the filter
progresses in time, the state variance attached to N will become smaller and smaller,
until it become possible to identify the real-valued ambiguity with confidence with a
single integer value.

Note, however, that in a practical situation you will not have just one equation (4.7), but
as many as there are useable GPS satellites in the sky, i.e., 4-12. This means that we will
have not one, but several N,, 7 = 1,...,n, with n the number of satellites. This set of
ambiguities will have a variance-covariance matriz of size n x n. Now one should analyse
if the whole set of N, lies close enough to a set of integer values, which forms a grid of
points in the abstract vector space R". “Close enough” should be understood in terms of
this variance-covariance matrix. Generally, this resolution of all ambiguities together will
succeed well before any single one will be resolved successfully. Sophisticated algorithms
have been developed for this — e.g., the LAMBDA technique (http://www.lr.tudelft.
nl/live/pagina.jsp?id=acd3da86-7b14-44e7-9de2-0d04c7cla316&lang=en).

4.4 Esimerkkeja

Kalman-suodatin (2)

Kysymys:

Teollisuuskoneessa pyorii pyoré, jonka sdde on r. Se pyorii kulmanopeudella w (),
missd ¢ on aika. Hetkellinen kulmanopeus vaihtelee satunnaisesti: kulmakiihtyvyy-
delld on "valkoisen kohinan” ominaisuudet.

4Undoubtedly students of spatial information analysis will recognise this as very similar to the semi-
variogram used in connection with the Kriging technique.
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(Left)

(Right)

Vastaus:

Monen kokonaistuntemattoman ratkaiseminen yhdessé toimii paremmin kuin
tehdé se yksitellen. Yksitellen-menetelmé ei osaa ratkaistaa N; arvoksi 3, kun
taas yhdessé-menetelmé ratkaistaa (N, No) arvopariksi (3, 3).

multiple N; variance ellipsoids are often very elongated “cigars” as depicted.
In the LAMDA method, the ambiguities are transformed to integer linear
combinations that change the error ellipse to (almost) a circle. In this picture,
the correct solution is easily seen to be the one nearest to the point (N7, Ny).

. Kirjoita tdmén jarjestelmén tilavektori. Montako alkiota tarvitaan?

. Kirjoita jarjestelmén dynaaminen malli.

Pyorén reunaan on kiinnitetty heijastusprisma mittauksia varten. Pyorahdys-
liikettéd seurataan laseretdisyysmittauksen avulla. Mittauslaite on kaukana ko-
neesta pyoran tasossa.

Kirjoita havaintomalls.

. Linearisoi havaintomalli.

Téamén jarjestelmén tilavektori sisdltdéd paikkakulman « (¢). Kuitenkin on an-
nettuna, ettd kulmakiihtyvyys %w (t) on luonteeltaan valkoinen kohina. Kysy-
myksessd 2 tullaan ndkeméin, ettd siksi on hyvé idea sisdllyttad myos kulma-

nopeus tilavektoriin.

Niin saadaan tilavektoriksi:

. Kalman-suodattimessa, dynaaminen malli on yhtéloryhmé joka on muotoa

d
e (t) = F(x(t)) +n,
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jossa x is the system’s state vector and n is the dynamical noise vector.

Meidén tapauksessamme meilld on ylld annettu tilavektori. Kirjoitetaan

dial_fw]| |0

dt |w | |0 n, |’
jossa ensimmaéinen kaava %g = w ilmaisee kulmanopeuden w mééaritelméa, ja
toinen yhtalo %g = n,, ilmaisee sitd, ettd kulmakiihtyvyydelld on valkoisen
kohinan ominaisuudet.

Havaitsemme, ettd 16ytynyt dynaaminen malli on lineaarinen.

. Jos havaitaan kaukaiselta etdisyyttd pyorédn reunaan kiinnitettyyn prismaan,

voimme Kkirjoittaa havaintoyhtaloa:
{=d+rcosa+m

(jos lasketaan « prisman asemasta, joka on kauimmas havaintolaitteesta). Tés-
sd d on etdisyys laitteen ja pyordn keskipisteen vélilla (Voimme yksinkertai-
suuden vuoksi olettaa, ettd se tunnetaan. Ellei, tulee d:sté tilavektorin alkio
dynaamisella yhtalolla %c_l = 0 — sivuhuomautus.)

. Tama malli on epélineaarinen, koska havaintosuureen riippuvuus tilavektorista

on kosini.

Linearisoidaan seuraavalla tavalla: méarita keskenddn yhteensopivia likiarvoja
joilla
by = d+ rcosayg

ja vihentdd tdmé ylla olevasta, mikd antaa (Taylor-kehitelmé ensimmaéiselle,
lineaariselle termille suureessa Aa):

M—raicosoz -Aa +m,

o a=aq

jossa on kaytetty loogiset méaritelmiat Al = £ — {y ja Aa = a — ayp.

Osittaisderivoinnin suorittaminen antaa
Al = —rsin agAa + m,
miké on lineaarinen standardi Kalman havaintoyhtélo tyyppi
L= Hx+m,

jos kirjoitetaan muodollisesti

= [ad,

T~
|

[ —rsinag 0 ] ,

x = a2 ]
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Kysymys:

1. Kirjoita laskuvarjohyppééjan dynaamiset yhtalot yhdessa ulottuvuudessa (vain
korkeuskoordinaatti z). Painovoimakiihtyvyys g on vakio, kitkan aiheuttama
jarrutuskiihtyvyys on verrannollinen putoamisnopeuteen ja ilmatiheyteen, jon-
ka kaavaksi voi kirjoittaa

z/o

p = po€
(vakio o on ilmakeh#n skaalakorkeus, py merenpinnan ilmatiheys).

2. Hyppédajadn kiinnitetdéan heijastintarra mittauksia varten. Maassa oleva taky-
metri mittaa etdisyyttd tdhédn heijastimeen. Vaakaetdisyys takymetrin ja las-
keutumispaikan vililla on annettu. Hyppéadja tulee suoraan alas, tuulta ei ole.

Kirjoita havaintomalli.
Vastaus:

1. Dynaaminen malli on (k vakio®):

d2

T3z =—g+kiptn=—g+kipe " +n

Maéaritetadn tilavektoriksi [ z Z }T ja saadaan dynaamiseksi malliksi (ensim-
méisen kertaluvun differentiaaliyhtlot):

diz|_ z L]0
dt | 2| | —g+kipoe 27 n |’

T&amé on epalineaarinen; jos kirjoitetaan

B

jossa (tdysin laskettavissa jos alkuehdot annettuna)

d oz | _ 20
dt | 20 | | —9+ kpooe /7 |

saadaan (muista, etté (linearisointi) A (Ze7%/7) & —2e2/7Az 4+ e */7AZ):

[ESTEN

dlaz] _ Az L[o7C
dt | Az | 7| ERze /7 Az + kppe AL n |-

B 0 1 Az], [0
= _@20€—ZO/U kpoe—zoa & n )

(e

dynaamisen mallin linearisoitu versio.

5Negatiivinen vakio, koska Z on my6s negatiivinen jos z kasvaa ylospiin
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2. Olkoon vaaka-etéisyys laskuhyppéajian laskeutumispaikan ja takymetrin valilla
. Silloin mitattu etéisyys on

s = VU124 22

ja havaintoyhtalo
2+ 22+ m.

S

Linearisointi (s = sg + As jossa so = \/£? + z2) antaa

As=2Nz4m=1]=2 O]{%}er.

S0 S0



Inertianavigointi

5.1 Periaate

Inertianavigaatiossa mitataan jatkuvasti seuraavat suureet:

1. Kappaleen (kulkuneuvon) kolmiulotteinen kithtyvyys:

) d22/2(t)
/
d X Q(t) _ dQCZl/tlz(t) ’
dt?

tissd x' = [ 2/ (1) v (t) 2 (D) }T on kappaleen kolmiulotteiset koordinaatit kap-
palekohtaisessa koordinaatistossa.

2. Kulkuneuvon asento:
R= Rg (043) R2 (042) R1 (041) =

cosag sinag 0 cosas 0 —sinas 1 0 0
—sinag cosaz 0 0 1 0 0 cosayp sinag
0 0 1 sinag 0 cosapg 0 —sinay cosag

COS (xg COS (3 COS (1 Sin avg + sin v sin g cos g sin @ Sin g — €oS @vp Sin g CoS g
= | —cosassinag cosq CcoSag — Sin o sinas sin g  sin a;p cos ag + cos 1 sin g sin a3
sin oo — sin o cos a COS (x] COS (/9

i

eli globaalisten ja kappalekohtaisten koordinaattien vélinen muunnosmatriisi:
X/ (to) =R (to) X (to) s

matkan alkuhetkelld ¢y, missé x ja x’ ovat globaaliset (usein inertiaaliset) ja kappalekoh-
taiset koordinaatit. Asentoa kuvaa kolme tuntematonta, c; (t),i = 1,...,3, jotka ovat
ajan funktioina ja muuttuvat kulkuneuvon liikkeiden mukana.

47
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Ennen matkan alkamista matriisi R(ty), eli vastaavasti asentokulmat «; (to), 71 =1,...,3,

Q;

on saatava madaritetyksi riittavélla tarkkuudella. Matkan aikana asennon muutokset

mitataan kolmen gyroskooppin avulla, ks. myéhemmin, ja integroidaan hetkellisen asennon
a(t), ja néin ollen R(t), saamiseksi.

Yhteensd mitataan jatkuvasti kuusi parametrid, kolme lineaarikiihtyvyytta ja kolme kul-
manopeutta.

T
Inertialaitteen tietojenkésittely-yksikko integroi nyt kiihtyvyydet a = ‘51273’ % %

muunnoksen
a=R'a

jalkeen kolmessa ulottuvuudessa, kaks: kertaa. Ensimmaéinen integraatio tuottaa kappa-
leen (kulkuneuvon) nopeusvektorin, toinen kappaleen paikan.

Seuraavasti:

x (1) —x(to)—l—/t [v (t0)+/9a(7) dT] do, (5.1)

to to
missé X (t9) ja v (to) ovat integrointivakioita.

Kuten kaavasta (5.1) ndkyy, huononee paikan x () tarkkuus aikaa myoten, koska kiih-
tyvyysmittaukset a (7) ovat epatarkkoja ja niiden siséltdméi virhe kasautuu integroinnin
kautta. Kasautuminen tapahtuu peréti kaksi kertaa pasllekkéin, koska on kaksi sisakkéisté
integraalia.

Suosittu temppu inertianavigoinnin tarkkuuden siilyttadmiseksi on sddnnollisesti pysdahtyd
(“zero velocity update”). Silloin saadaan v (1) = 0, t; > t, ja sisdinen (nopeus-) integraali
alkaa uudelleen tunnetusta lahtoarvosta.

5.2 Inertialaitteen osat

Inertialaite sisiltidd seuraavia mittaavia osia:

1. Gyroskoopit (en. gyroscopes)

2. Kiihtyvyysmittarit (accelerometers)

Gyroskooppi

Gyroskooppi on nopeasti pyorivé hitauspyoré, joka yrittdd olla muuttumatta pyorahdy-
sakselinsa. Voimme kirjoittaa Eulerin kaavan seuraavasti:

dL dos
= J

N- — -2
dt dt’

(5.2)

missé
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Kehys

Kuva 5.1: Gyroskooppi. Oikealla rengaslaser-gyroskooppi ilmailua varten. Wikipedia

N vadntomomentti (en. torque)
L pyorahdysmomentti (angular momentum)
W pyordahdysnopeus (angular velocity)
Jxa: ny sz
J Inertiatensori: J = | Joy Jyy Jyz
Jzz Jyz Jzz
(3 x 3 -kokoinen matriisi! Tdm& matriisi on symmetrinen ja positiivi
definiitti)

Mitd nopeammin gyroskooppi pyorii, sitd enemmén vadntomomenttia tarvitaan sen pyo-
rahdysakselin kiddntamiseksi.

Hyvan gyroskoopin rakentaminen on vaikea insinooritaide. Gyroskooppi koostuu pyorasta
ja akselista, joka on laakeroitu molemmissa péissd pyordd ympéaroiviassa kehikossa eli
poyddssi.

Ylldoleva kaava (5.2) voidaan muistaa analogian avulla Newtonin Toisen Liikelain kanssa:

jossa F on (lineaarinen) voima ja v is the (linear) velocityon (lineaarinen) nopeus. p =
mv on impulssi eli liitkeméaara. m, massa, vastaa inertiatensoriin J ylld, mutta on téssa
tapauksessa skalaari. Koko aikaa oletetaan, ettd J (ja m) on vakio. Oletus on luonnollinen
hitauspyorédn tapauksessa, muttei esim. koko maapallon tapauksessa, jonka muoto voi
muuttua.
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Kappaleen hitaustensoria J voidaan laskea:

Jozw = ///p (x,y, 2) (y2 + 22) dxdydz,
Jyy = ///p (2,9, 2) (2° + 2%) dadydz,
J., = ///p (x,y, 2) (.7:2 + y2) dzrdydz,
oy = —///p(m,y,z) rydxdydz,
Jur = —///p(x,y,z) zrzdrdydz,
Sy = —///p(m,y,z) yzdrdydz.

[Imeisesti tulos riippuu koordinaattijarjestelmén (z,y, z) valinnasta. Origo vaikuttaa suu-
resti: valitsemalla origo kaukana kappaleen ulkopuolella voidaan kasvattaa J:n elementit
mielivaltaisen suuriksi! Siksi, kun puhutaan hitaustensorista kappaleen ominaisuutena,
valitaan aina origo kappaleen massakeskipisteess:

Xom = [[] pGoxav,

Zeom Z///p(:v,y,z) xdxdydz,
ycom:///p<l’,y,2) ydxdydz,
Zeom Z///p(x,y,z) zdzrdydz,

jonka jalkeen kéytetéddn laskennoissa

eli

/
X =X — Xcom-

Akseleiden orientaatiosta puheenollen, symmetristd matriisia voidaan aina muuntaa koor-
dinaatiston rotaation kautta pddakseleihin. Silloin inertiatensori muuttuu diagonaaliseksi

Ji 0 0
J - O JQ 0
0 0 Js

Alkiot J; kutsutaan hitausmomenteiksi.

Sylinterille, jonka sédde on R, on hitausmomentti sylinterin akselin ympéri

h
J3 = / // P (:c2 + y2) dxdy dz
0 ympyra

= 2mhp - // r?rdr =
ympyra

1 1
= JmphR' = S MR, (5.3)
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Kuva 5.2: Gyroskooppipyoréi ja sen hitausmomentit

jossa M = p-mR?-h on kokonaismassa. Litteille sylinterille (h, ja siis z, on pieni) voimme

myos laskea
+R p+VR?—2?
/ / / y + 22) dydrdz ~
—h/2 VRZ 2

hf2 r+R  p+VRZ—22
/ / pytdydrdz =

_h/2 R2—I2

4R s
:2hp/ (RQ—x2)§dSL’=

3 Jog
+R
= 2—? {x (5R? ) VR? — 22 + - R'arctan = =
e
LY S+ = L wonr?) B2 = Lum (5.4)
1 2 "2l 71 1

Samoin tietenkin Jo = J; = {MR? = 1 J5.

Kiihtyvyysmittari

Alkeellinen kiihtyvyysmittari voidaan helposti rakentaa yhdistdmaélla jousi, skaala ja koe-
massa. Jousen venytys on verrannollinen koemassaan seki kiihtyvyyteen ja voidaan lukea
skaalasta.

Automaattinen lukeminen on mahdollista esim. kapasitiivisesti taipiezo-anturin avulla'.

Kiihtyvyysmittarit kiinnitetddn samaan kehikk6on mihin my6s gyroskoopit on ripustettu.
Mittausakselit tehdaan mahdollisimman samansuuntaisiksi.

Modernit kiihtyvyysmittarit ovat hyvin herkkié, esim. 10 ppm. Jos ne perustuvat aineen
elastisuuteen, ne vaativat huolellista kalibrointia aika ajoin. Ne vanhenevat (ns. kdaynti).

Ttse asiassa mikromekaaniset kiihtyvyysantorit (MEMS) toimivat juuri tilli tavoin.
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S

Kuva 5.3: Kiihtyvyysmittarin periaate

V _Aktuaattori T

Anturi

Kuva 5.4: Heilurikiihtyvyysmittari

Halutut ominaisuudet ovat herkkyyden liséksi linearisuus ja hyva kayttaytyminen kiihty-
vyyden suuren vathtelun tai vibraation olosuhteissa (ohjuksen laukaisu!)

Vaihtoehtoinen kiihtyvyysmittarityyppi on heilurikiihtyvyysmaittari. Se koostuu massas-
ta joka on epékeskisesti kiinnitetty puomiin. Puomin poikkeama mitataan anturin avulla
ja nollataan aktuaattorin avulla. Nollaus takaa lineaarista kdyttaytymistd. Heilurikiihty-
vyysmittareita kdytetddn korkeimman tarkkuuden laitteissa. Niilld ei ole kdyntia.

Inertianavigoinnin strategisen téirkeyden takia (ohjukset) hyvét kiihtyvyysmittarit, ku-
ten hyvét gyroskoopit, olivat kauan vaikeasti saatavilla ja kalliita. Nykyisin tilanne on
parempi.

5.3 Toteutus

On olemassa kaksi hyvin erilaista lahestymistapaa, kun toteutetaan inertiamittausyksikko:

1. Strapdown -ratkaisu

2. Stabilized platform -ratkaisu

Strapdown-ratkaisu

Strapdown-ratkaisussa gyroskooppialusta on kiinteésti kytkettynéa kulkoneuvon runkoon.
Kun kulkoneuvo kaéntyy, gyroskoopin akselin paat painavat kehikkonsé vastaan voimalla,
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[Imaisin (interferometri)

[] T @ Interferenssi-

Puoli-

: kuvio
lapéiseva
peili

-

4>

Peili

Varah-
telykide

Lasertila

Kuva 5.5: SAGNAC-interferometri

joka mitataan tarkasti voima-anturin avulla. Voimasta F saadaan wvddntémomentti N
seuraavan kaavan mukaan:

N=—FA7,

_>
missd ¢ on gyroskoopin akselin pituus vektorina: “véaanto on voima kertaa varsi”. Symboli
A on ulkoinen vektoritulo.

Vaihtoehtoinen ratkaisu kayttda ns. rengaslaser-gyroskooppia, joka perustuu valon inter-
ferenssiin (SAGNAC-ilmi6, 1913). Laitteessa monokromaattinen laservalo kulkee renkaas-
sa kahteen vastakkaiseen suuntaan. Ilman pyordhdysliike valo muodostaa “seisova aal-
to” missd noodit eivét litkku. Kuitenkin pienikin pyorahdysliike aiheuttaa noodien kul-
keminen vastakkaiseen suuntaan renkaan nahden. Yksinkertainen tapa rakentaa ren-
gaslaser kéyttda kiinteitd peilejéd; nykyisin kédytetddn usein pitkd valokuitu jota keri-
tddn tuhansia kertoja renkaan ympéari. Nain effekti monituhatkertaistuu ja herkkyys
kasvaa. Nykyisin saavutettava herkkyys on luokkaa 0.00001 astetta tunnissa. (http:
//www.mathpages.com/rr/s2-07/2-07 .htm).

Stabilized platform -ratkaisu

Téasséd ratkaisussa koko gyroskooppijirjestelmé on ripustettu kolmiakselisen, vapaasti
kddntyvin kardaanisen rengasjirjestelmén sisdlla. Tamén ansiosta, vaikka kulkuneuvon
asento vaihtelisi, kuitenkin gyroskooppinen kehikké (gyroskooppipoyti) séilyttédéd asento-
aan (inertiaalisessa) avaruudessa.

Kaytinndssd kaytetdan usein inertiaalisen vertausjdrjestelmdn sijasta paikallista, kiinte-
aan maahan kytkettyd vertausjdrjestelmdda. Gyroskooppien kolme akselit yritetddan pitdid
samansuuntaisiksi toposentrisen akselikolmikon kanssa:

1. Pohjoissuunta x


http://www.mathpages.com/rr/s2-07/2-07.htm
http://www.mathpages.com/rr/s2-07/2-07.htm
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2. Itdsuunta y

3. Ylos-suunta z

Paamadrdan aikaansaamiseksi laitetaan sopivia vadntoja gyroskooppien kehykseen védn-
toaktuaattoreiden (torquers) avulla. Tarvittavat vadnnot voidaan laskea analogisesti tai
digitaalisesti laitteen paikan ratkaisemisen yhteydessa.

5.4 Inertianavigaatio kiintein Maan jarjestelmissa

Ks. [1987] s. 104-107 (hieman eri késittelytapa)

Maan pyoriahdys

Voimme kirjoittaa inertiaalista paikkavektoria kiintein maapallon mukana pydrivan jér-
jestelmén paikkavektorin funktiona seuraavasti:

jossa € on tdhtiaika. Sen aikaderivaatta w = 0 on maan pyoréhdysliikkeen kulmanopeus.
Matriisi
cosf —sinf 0
R(#)= | sinf® cosf 0O

0 0 1
Differentioimalla saa nopeudelle:
vi = ROV+R(0O)x=
cos —sinf 0 —sinf —cosf 0 a0l
= sinf cosf O |v+ | cos# —sinf 0 o y | =
0 0 1 0 0o oY

= RO)V+R(0) (T Ax),

mikali magritetaan?

0

do
g==—10
dt 1

Jos nyt valitaan sopivasti ¢ = 6 = 0, saadaan

Vi=V+WAX

2. . koska mielivaltaiselle x-vektorille

) —sinf —cosf 0 aole do —xsinf — ycosf
R(0)x = cosf —sinf 0| — |y |=——]| zcosf—ysind

0 o o] 0
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Toistetaan differentioiminen saadaksemme kiihtyvyydet:

a = R)atR()v+ o (RO)(T Ax) =

— R(®)a+R(O) (T AV)+ (R(@) (@ AV + R(0) <5>Ax>) _
= RO){a+2(TAV)+ (T A(TAX)}.

Laittamalla taas 6 = 0 antaa
a=a+2(dAV)+ (T A (T AX)).
Kiihtyvyys

Ongelmana on, ettd pyorivalla Maapallolla yllimainittu kolmiulotteinen koordinaattijér-
jestelma (x,y, 2) ei ole inertiaalinen. Voimme kirjoittaa:

a,=a+2(dAV)+ (W AW AX)),

missa

a; kiihtyvyys inertiaalisessa jirjestelméssé

a kiihtyvyys Maan pintaan ndhden, “mukana pyorivassa” eli kiintein Maan jar-
jestelméassa

o Maan pyorahdysvektori (vakio)

v nopeus kiintedn Maan jarjestelméssé

X kulkuneuvon geosentrinen paikka

Ylldaolevassa kaavassa oikean puolen toinen termi on ns. Coriolis-voima ja kolmas termi
on keskipakoisvoima.

ja myos
[ cosf —sinf 0 ] 0 x
R(0) (W Ax) = sinff  cos@ 0O 0 [A]y =
| 0 0 1] w z
[ cosf —sinf 0 [ —wy
= sinf cosf 0 wx =
| 0 0 111 0

zcosf — ysinf ,
0

—xsinf —ycosf |
w

eli sama tulos. Néin voimme tehd& johtopddtis:

Rotaatioliikkeen vaikutus vektorin aikaderivaattaan voidaan esittiii rotaatiovektorin o ris-
titulona sen vektorin kanssa.
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Inertianavigaation perusyhtilo

Lineaariset kiihtyvyysmittarit mittaavat kdytdnnossd kulkuneuvon kiihtyvyyden ja pai-
kallisen painovoiman yhteisvaikutus. Toisin sanoen, mitattu kiihtyvyys on

t=a+2(TAV)+ (T A(TAX)) — g (x), (5.5)
missa
t mitattu kithtyvyysvektori (kolme komponenttia)
gi gravitaation (vetovoiman) kithtyvyyspaikan x funktiona.

Usein oletetaan ettd g voidaan laskea suoraan Newtonin gravitaatiokaavasta:

X
—

x|

mutta my6s monimutkaisemmat mallit on kéytetty, mm. pyorahdysellipsoidinen normaali-
kenttd (missé Maapallon litistyneisyyden ja pyoréhdysliikkeen vaikutus on mukana) ja

jopa hyvin yksityiskohtaiset Maan painovoimakentéin mallit, kuten EGM96 (Earth Gravity
Model 1996).

Usein kirjoitetaan viela

gi~—GM

gzgi—<ﬁ/\(ﬁ/\x>),

jossa g on painovoimavektori, gravitaation ja keskipakoisvoiman yhteisvaikutus. Silloin

t=a+2(dAV)—g(x). (5.6)

Kaavan (5.6) avulla voidaan kiihtyvyysmittauksista t ja paikasta x sekd nopeudesta v
laskea (dynaamisesti, siis “on the fly”) kiihtyvyys a kiintedn Maan jarjestelmdssd, ja sen
jalkeen integroimalla ensin v, ja sitten x, molemmat myd6s kiintedn Maan jérjestelméssa.
Kaavat (5.5, 5.6) kutsutaan inertianavigoinnin perusyhtdloksi.

Huomaa, ettd kiintein Maan jirjestelméssid Maan pyorahdysliike aiheuttaa kiithtyvyys-
mittareiden tunteman painovoimavektorin hidasta kdéantymisté itd-lansisuunnassa gyros-
kooppien médramien inertiaalisuuntien suhteen, vaikka kulkuneuvo seisoisi maassa. Téata
ilmiota kaytetdan hyviksi gyroskooppikehikén orientoimiseksi oikein paikalliseen pohjois-
suuntaan néhden (eli vastaavasti, paikallisen pohjoissuunnan ratkaisemiseksi gyroskoop-
pien kehikkojarjestelméssi!) ennen esim. lentokoneen lennon alkua tai raketin laukaisua.
Kiihtyvyysmittarit toisaalta antavat heti paikallisen painovoiman eli vertikaalin suunnan.
Yhdessa kaksi suuntaa riittda koko kehikén orientoimiseksi — paitsi pohjois- tai etelédna-
valla.

5.5 Yhden akselin vakaa poyta

Tarkastetaan ensin vakaa pdytd, ts. gyroskooppi joka on kiinnitetty kehykseen, jota pi-
detdén paikallisen horisontin mukaisesti orientoituna. Vakaan poydéan ratkaisussa kéiyte-
taan palautesilmukka gyroskoopin akselin suunnan ohjaamiseksi siten, ettd sen, ja sen
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Akselin suunta N - Gyropyéri

Vaakasuunta

syottosignaali

Aktuaattori

Kulkuneuvon «_ !
kehys \\‘J

Kuva 5.6: Vakaan poydéan periaate. Syottosignaali aiheuttaa prekessioliikkeen, joka pitéaa
gyron akseli samansuuntaisena vaakatasossa

siséltdvan sisdisen renkaan, suunta seuraa vaakatasoa. Taméa tapahtuu silld tavalla, etta
poydén pyorittaminen vaakatasossa (pystyakselin ympéri) aiheuttaa gyroskoopin prekes-
sio-ilmion. Gyroskoopin pyorahdysakseli kddntyy alas- tai ylospain. Vakaa poyta edellyt-
td& sopivan sensorin olemassaoloa, joka huomaa, ettd gyron akseli poikkeaa vaakatasosta
(kulma 0), ja ldhettdd signaali palautesilmukan kautta pystyakselin moottorille eli aktu-
aattorille (ks. kuva 5.6). Liséé tdstd myohemmin.

Kirjoitetaan kaavana, ettd vaanto pystyakselin ympéri tehddan verrannolliseksi gyroskoo-
pin havaittuun akselin poikkeamaan 0 vaakatasosta. Silloin tdmén poikkeaman ¢ muutos
ajassa on

df
=~ k6
dt !

eli

eli poikkeama menee eksponentiaalisesti nollaan. Virittaméalld palautesilmukan vakio (eli
vastaavasti, kaavan vakio k1) saadaan tdmi tapahtumaan sopivan nopeasti.



58

Inertianavigointi

Akselin suunta 0 © Gyropyori

Vertaussuunta, > 5.

Anturi

Palaute-

Aktuaattori silmukka

Kulkuneuvo

Kuva 5.7: Gyrokompassin periaate. Palautesilmukka tuottaa prekessioliike, joka saa gy-
ron akseli kddntyméadn pohjoiseen

5.6 Gyrokompassi

Gyrokompassin kuvassa néikyvé palautesilmukka taas kiayttaa hyvéiksi maan pyorimisliike.
Koska maa pyorii akselinsa ympéri, kallistuu horisonttitaso koko ajan. Itdinen horizontti
vajoaa, lantinen horisontti nousee. Vapaasti ripustettu, pyoriva gyroskooppi, joka olisi
alunperin vaakatasossa, ei olisi endd jonkun ajan jélkeen.

Jos maan rotaationopeus on w, on kulman # aikaderivaatta tdmén ilmién johdosta

do .
— = WCOS YSsINn &
dt SD )

jossa @ on leveysaste ja o gyroskoopin akselin atsimuti.
Palautesilmukka ottaa nyt sensorista kulman 6 aikaderivaatta ja syottaé se sopivasti vah-

vistettuna aktuaattoriin. Koska tdmé yrittda kdantad gyroskoopin akseli pystysuuntaan,
on lopputulos prekessio pystyakselin ympéri: a muuttuu. Kirjoitetaan kaava

do de

— = —ky— = —kowcos psina.

dt g T REERE

Jos « on riittdvan pieni, on sin « &~ « ja ratkaisu on

a(t) = a(ty) e~ kawcosp(t=to)



5.6. Gyrokompassi 59

Eli o menee eksponentiaalisesti nollaan ja gyroskoopin akseli pohjoiseen. Nain olemme
keksineet gyrokompassin. Tama tietysti edellyttéad, ettd poyta pysyy vaakatasossa, ja etté
koko laite pysyy samassa paikassa (tai kdytdnnossé liikkuu hitaasti, esim. laiva.)

Toinen tapa rakentaa toimiva gyrokompassi kayttda itse 6 eikd sen aikaderivaatta; jos
kirjoitetaan

da
— = —ksb
dt 3Y,
saadaan differentioimalla
d? do
d_t(; = —kga = —kswcos psina ~ —kzw cos v - a.

Tama on harmonisen vdrdhtelijin kaava, jonka erdit ratkaisut ovat
a(t) = cos (t k3w cos go) ,
a(t) = sin (t k3 w cos gp) :

Valitettavasti namé ratkaisut ovat periodisia eiviatka konvergoi pohjoissuuntaan (o = 0).
Paras ratkaisu saadaan yhdistamalla 0 ja % seuraavalla tavalla:

d*a da
T —IwicosgoE — kswcosy - a,
jolloin differentiaaliyht&lé on
d*a do
T2 + wcos |:k2% + kga} =0.

Tamé on yleinen toisen kertaluvun tavallinen differentiaaliyhtélé. Riippuen kertoimista
k2 ja kg silla on periodisia, eksponentiaalisesti (yli-)vaimennettuja ja kriittisesti vaimen-
nettuja ratkaisuja’®. Viimemainittu on paras kompassin toimivuuden kannalta.

Jos kirjoitetaan vdrdhtelyajan kdadnteisluvuksi 7 = \/ksw cos @, ja

2
k2 = ’ 9
W COS
saadaan » p
o o
— + 27— 2=-0
pTE + Tdt +T7

ja téssa tapauksessa yleinen ratkaisu on
a () = (a+bt) e,

jossa a ja b ovat mielivaltaisia (alkuehtojen antamia) vakioita.

Usein k3 (harmoninen palautuskerroin) toteutetaan kytkemélld jaykésti gyroskoopin si-
sdiseen renkaaseen puolirengas, joka ulottuu alaspiin ja johon on kiinnitetty paino. Se
yrittaa siis vetdd gyroskopin pyorahdysakseli vaakatasoon. ko (vaimennuskerroin) puoles-
taan totetutetaan perinteisesti kayttamalla tahmea neste sisdisen renkaan laakereissa.

3Ks. https://en.wikipedia.org/wiki/Damping.
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5.7 Schulerin heiluri

Periaate

Schuler*in heiluri on heiluri, jonka pituus on sama kuin Maan side eli R = 6378 km. Jos
sellainen heiluri olisi fysikaalisesti mahdollista, esim. massana pitkdn sauvan pééssi, sen

periodi olisi (yhden g:n kentéssal)
TS =21 E,
g

missé ¢ on painovoima Maan pinnalla.

“Sattumalta” tdmé periodi, T's = 84.4 min, on sama kuin Maan pinnan tuntumalla Maata
kiertdvan satelliitin rataperiodi.

Vaikka néin pitkéd heiluria ei voida rakentaa, on kuitenkin hyvinkin mahdollista rakentaa
heiluri jonka periodi on Tg. Esimerkiksi laaja kappale jonka ripustuspiste on hyvin ldhella
sen massakeskipistetta.

Olkoon yksinkertaisen heilurin (eli koemassa massattoman tangon pééssi) pituus ¢. Jos
se heiluu pois vertikaalista kulman 6 verran, on takaisin vetdva voima

F = —mgsiné,
ja kun sen massa on m, seuraa, ettéd kiihtyvyys on

d*0  mgsinf d*0 9,

— ~

= — -2
dt? m dt? ¢’

varadhtely-yhtalo jonka eréds ratkaisu on

0(t) = sin (t\/%) ,

josta seuraa periodiksi

Heiluri vaunussa

Jos téata heiluria laitetaan vaunuun joka kiihtyy lineaarisesti vaakasuuntaan, kiihtyvyy-
delld a, kokee koemassa vaunun jarjestelméssd samansuuruisen mutta vastakkaisen kiih-
tyvyyden —a. Koska heilurin pituus on ¢, seuraa, ettd kulmakiihtyvyyson
9 a
ez 0
4Max Schuler (1882-1972), saksalainen insinoori, https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Schuler
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Pysyy horizontissa

- Gyropyoré

Kiihtyvyys-
mittari

Palaute-
silmukka

Aktuaattorl

Kuva 5.8: Schuler-palautesilmukka

ja tietyn ajan At jilkeen saavutettu kulmapoikkeama on

la
0 = ——At*
2/

Vaunun kulkema matka saman ajan jélkeen on

1
s = —aAt?
2

ja tdmé matka ilmaistuna kulmaksi maan keskipisteestéa katsottuna on

la
= —— At
“ToR

Vertailemalla kaavoja (5.7) ja (5.8) ndhdéén, ettd jos £ = R, silloin a = 6. Eli,

Vaikka vaunu liikkuu vaakasuuntaan, heiluri osoittaa koko ajan
maan keskipisteeseen.

Tama on ns. SCHULERIN heilurin olennainen ominaisuus.
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Kuva 5.9: Yksiulotteinen vaunu Schuler-heilureineen kaarevan Maan pinnalla

Toteutus inertialaitteessa

Stabilized platform -inertialaitteessa on toteutettu palautesilmukat (Schuler-silmukka) jot-
ka saavat koko gyroskooppikehikko kayttaytyméan Schuler-heilurin tavoin. Aina kun ke-
hikko kédntyy pois vaakatasosta, vaakasuuntien (x,y) kiithtyvyysmittarit mittaavat pai-
novoimana g :n projektio kallistuvaan tasoon ja ldhettavit korjausimpulssit vastaaviin
gyroskooppikehikon aktuaattoreihin. Nain kehikko seuraa aina paikallista vaakatasoa.

Heilurikaavan mukaan on
o (5.9)
a2’ 0 '

misséd a on kithtyvyysmittarin z-suuntaanmittaama kiihtyvyys..

Voimme kirjoittaa geometrisesti poikkeamalle vaakatasosta 6

d@_d<wz>_1i

at - At \w) " mar
Kulmakiihtyvyys on nyt
d? 1dd
— == 1
a2’ Ddtdt (5.10)

gyroskoopin® pyodrahdysnopeusvektorin @ kiintymisen kiihtyvyys z-suuntaan.

Nyt kaavan (5.9) sijoittaminen kaavaan (5.10) ja integrointi antaa

d w

5T4ssé puhutaan nyt gyroskoopin eiké koko maapallon pyorimisests!




5.8. Mekanisaatio

Eulerin kaavan kiytto

Eulerin kaavan (5.2) mukaan

dd
N=J—,
dt
jossa J on inertiatensori; gyropyoridn symmetrian perusteella se on (standardi-
orientaatiossa) diagonaalinen matriisi:

Jez 00
J=10 J, 0 [,
0 0 J.

jossa Jy, = J,., = %Jm littedlle ympyrén muotoiselle pyorélle (ks. kaavat 5.3, 5.4). Silloin
Euler-kaavan kolmas yhtélo on

dw, w
N, = = = Z
= Jus o gy 7 /adt,

missd J,, on gyropyordn hitausmomentti z-akselinsaympéri, ja N, tarvittava vaanto z-
akselin ympéri (ks. kuva 5.8). Nyt

a L
N. = w | =dt ~ = 11
. Jzzw/ gdt R/adt, (5.11)

missd R on Maan sdde, n. 6378 km, ja L= J..w on suure jonka dimensio on pyoriahdys-
momentti, kaava (5.2).

Kaavan (5.11) mukaisesti Schuler-silmukka implementoidaan joko hardware-tasolla (van-

L
hemmat laitteet; kerroin — on laitevakio ja kdytetddn hardware-integraattori), tai inertia-

laitteen softassa. Aina on kaksi Schuler-silmukkaa, yksi z-suuntaa varten ja yksi y-suuntaa
varten.

5.8 Mekanisaatio

Ks. esim. http://www.frc.ri.cmu.edu/ alonzo/pubs/reports/kalman_V2.pdf, http:
//www.frc.ri.cmu.edu/"alonzo/pubs/reports/nav.pdf.

Koska tosieldmén inertialaite on aika lailla monimutkaisempi kuin yksinkertaiset periaat-
teet, on laitteiston kaikkien osien kayttaytymiset mallinnettava huolellisesti. Téta mallia
kutsutaan inertialaitteen mekanisaatioksu.

Yksinkertaisena mekanisaation esimerkkind késitellddn yksiulotteinen gyrostabilisoitu
vaunu pallon muotoisen Maan pinnalla. Ks. kuva 5.9.

Ensin voidaan huomauttaa, ettd maaritelmén mukaisesti nopeus on
dx
i
Kiihtyvyyttd mitataan jatkuvasti kiihtyvyysanturilla; mittausarvo on a (t). Kuitenkin té-
mé mittaussuure (ajan funktio) koostuu kahdesta osasta,

.


http://www.frc.ri.cmu.edu/~alonzo/pubs/reports/kalman_V2.pdf
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1. it tri kiihtyv _21‘ = —U .
. 1Tse geometrinen Kintyvyys a
g A2 It J

2. painovoiman komponentti kiihtyvyysmittarin akseliin projisoituna, fg, missa 6 (t)
on vaunun kallistuskulma paikallisesta vertikaalista.

Lopputulos on

dv
S a—0
dt a 97
eli (muista, ettéd differentiaaliyhtdlo on lausunto funktioiden ominaisuuksista):
dv (t
O — ) -0

dt
missé suure a (t) on jatkuvan mittausprosessin tuloksena.

Viimeiseksi késitelladn Schuler-silmukka. Kallistuskulma 6 kayttaytyy Schuler-heilurin ta-
voin ja yrittdd palautua nollaan seuraavan kaavan mukaisesti:

d*0 g

— = —=4. 5.12

dt? R (5.12)
Madritellaan likiarvot (ajan funktiot) xq (t), vo (), 6o (t) =0, ja Ax = v —x0, Av = v—1
(linearisointi). Silloin

dl’o
- — v
dt 0
dUO
- — a
dt
(jatkuvasti mitattunal) ja
dAzx
22T A
dt !
dAv
= —fg.
dt g
Nyt kaavaan (5.12) voidaan sijoittaa
dAv
0 =——-
g dt )
tuloksena
d?0  1dAv
dt2 R dt

d
Integroimalla (jattaméalla pois yksi 7 molemmalta puolelta) saadaan

ag 1
Z_ _A
it~ R™"
ja kokonaisena Kalman-kaavana saadaan:
d Ax 01 0 Ax 0
EAv:OO—g Av | + | ng |,
0 0 % 0 0 ng
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mihin on lisétty mahdolliset kiihtyvyysanturin ja gyrostabilointimekanismin kohinatermit.

Ratkaisu toimii silld tavalla, ettd lasketaan jatkuvasti integroimalla tosiajassa likiarvot
zo (t) ja vg (t), ja Kalman-suotimen avulla Az, Av ja 6.

Tama on helposti yleistettavissd kahteen ulottuvuuteen. Néin voidaan rakentaa “navigaat-
tori” maan pinnalla. Huomaa, ettd ratkaisussa sekd vaunun kallistuskulma ettd nopeus-
hiirio Av (ja paikkahiirickin Az) “viridhtelevit” harmonisesti Schuler-heilurin tavoin®,
periodina Ts = 84.4 min. Korkeus on saatava muulla tavoin, esim. lentokoneessa ilman-
paineanturin avulla.

5.9 Inertialaitteen initialisointi

Koko edessé esitetty teoria olettaa, ettd maapallo on pallo eikéd pyori. Fysikaalisesti rea-
listisempi teoria on hyvin monimutkainen.

Mielenkiintoista on myd6s, miten inertialaite tasataan ja orientoidaan ennen matkaa. Liik-
kumattomuustilassa inertialaite kayttaytyy joten kuten kuin ylld kuvattu vakaa poytd.
Téssé tapauksessa kiihtyvyysmittarit toimivat kaltevuusmittareina ja palautesilmukkojen
avulla saadaan gyroskoopin akselit kddntyméaan vaakatasoon.

Orientaatio pohjoiseen saavutetaan kayttamélla laite gyrokompassin tavoin, eli havaitse-
malla miten paikallisen painovoiman suunta hitaasti kidédntyy eteld-pohjoisakselin ympéri.

Lentokentilld usein nékyy ldhtoportin ulkopuolella taulu, jolla on kirjoitettu sen tarkka
(£0'.1) maantieteellinen paikka. Itse asiassa nédiden arvojen avulla initialisoidaan koordi-
naatit inertialaitteessa, jota nykymatkustajakoneet kiyttavat. Myos tasaus ja orientointi
tapahtuu koneen seisomisen aikana.

6Jos kulman # amplitudi on vaikkapa Ay = 1" = 4.8 - 10~ % rad, seuraa kaavasta
dAv
e b
dt gv,
ettd

> Avm amplitudi on Aa, = —g4/ %Ae =4cms 1, ja

> Az:n amplitudi on Aa, = \/%AAU = 3km.






Navigaatio ja satelliittiradat

Téamén luvun aiheen laajemmat esitykset 16ytyvat kirjoista [ |, luku 3, ja

[ |, luku 4. Satelliitiradan ominaisuuksien ja sen geometrian
hyva ymmaérrys on tarpeen, jos kiytetddan Kalman-suodin satelliittiradan parantamiseksi
tosiajassa tehtyjen havaintojen avulla.

My6s maanpéillisen GPS-navigoinnin yhteydessd tdmé auttaa ymmaéartadméin, miten saa-
daan lasketuksi rata-alkioista kaytettyjen GPS-satelliittien paikat, ensin avaruudessa ja
sitten havaitsijan taivaalla.

6.1 Kepler-rata

Jos oletetaan, ettéd satelliitti liikkuu keskeisessd voimakentéissi (eli pisteméisen tai pallo-
maisen Maan gravitaatiokentéssd), seuraa, etti satelliitin rata on Kepler-rata. Johannes
KEPLER (1571-1630) keksi se Tycho BRAHEN (1546-1601) Mars-radan havaintomateri-
aalin perusteella (http://www.cvc.org/science/kepler.htm; http://www.glenbrook.
k12.il.us/gbssci/phys/Class/circles/u6l4a.html).

Kuten olemme ndhneet, voidaan satelliitin liike kuvata suorakulmaisissa koordinaateissa
nain:

iX = V.
a7

iv = — GMX
dt 1x]°

Téassd x ja v ovat paikka- ja nopeusvektorit kolmiulotteisessa avaruudessa. Yhdistetty
vektori x = [ X Vv ]T = [ T Yy 2 T Yy z ]T on systeemin tilavektors.
Kepler-rata-alkiot ovat vain vaihtoehtoinen kirjoitustapa tilavektorille. Ks. http://www.

orbitessera.com/html/body_orbital_description.html, jossa on kaikkien Kepler-al-
kioiden hyvéa kuvaus, sekd hyoddylliset linkit.

Q Nousevan solmun rektaskensio eli téhtitieteellinen pituus. Taméan pituuden
nollapiste on se paikka téhtitaivaalla missa eldinratataso ja ekvaattoritaso koh-
taavat, eli “kevittasauspiste”: Auringon paikka kevain alkaessa.
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http://www.cvc.org/science/kepler.htm
http://www.glenbrook.k12.il.us/gbssci/phys/Class/circles/u6l4a.html
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) Inklinaatio eli ratatason kaltevuus ekvaattoriin ndhden. GPS-satelliitteilla ra-
tatason kaltevuus on 55°.

w Perigeikulma eli perigeumin argumentti. Kulmaetéisyys nousevan solmun ja
satelliittiradan perigeumin vélilla.

a Satelliittiradan pitempi akselipuolikas.
e Satelliittiradan eksentrisyys.1 — €2 = Z—z, missé b on lyhyempi akselipuolikas.

v, E. M Satelliitin paikka radassaan ajan funktiona:

v (t) luonnollinen anomalia
E(t) eksentrinen anomalia
M (t) keskianomalia

Niiden viéliset yhteydet:
E(t) =M (t) + esin E(t) (6.1)

tan 2v/(t) _ 1+e
tan 5 E () 1—e

Ks. kuva 6.1. Keskianomalia M on pelkké lineaarinen ajankulun mitta, skaalattuna sa-
telliitin kiertoaikaan P ja referoituna sen perigeumin ldapikulkuhetkeen T:

t—T

E ja v taas ovat puhtaasti geometrisia suureita.

Kuvassa kulma 6 on Greenwichin tdhtiaika, joka kuvaa maapallon asennon téhtitaivaan
nihden. Greenwichin tihtiaika koostuu vuotuisesta ja vuorokautisesta komponentistal,
jotka johtuvat maan pyorahdys- ja rataliikkeisté.

1Greenwichin tahtiaika lasketaan seuraavasti:

1. Ota kuukausiarvo seuraavasta taulukosta:

Tam Hel Maa  Huh Tou Kes Hei Elo Syy Lok Mar Jou
637 840 1030 1232 1431 1633 1831 2033 2236 034 236 434

2. Lis#é téhén 4 (neljd) minuuttia jokaista kuukauden péivéé kohti;

3. Lisédd tdhén kelloaika (UTC eli Greenwichin aika);
Mikéli haluat laskea paikallinen téhtiaika, lisdd tahdn paikallinen ité-pituusaste konvertoituna aika-
yksikkoihin: 15° = 11, 1° = 4™ 15/ = 1™,

Tuloksen tarkkuus on +4™, koska yo. taulukko ei ole tarkasti ottaen vakio: Se vaihtelee karkausvuosi-
syklin mukaan.
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z
(Napa)

A

Apogeum Perigeum

Perigeum

- ea

Nouseva solmu

Q
A 7 Maan
pyorahdysliike

o (Greenwich)

Kevéttasauspiste

Apogeum

Kuva 6.1: Keplerin rata-elementit

Néin on saatu vaihtoehtoinen esitystapa tilavektorille:

|
Il

DE T o8

Keskeisessd voimakentéssa tamén tilavektorin alkiot ovat wvakioita paitsi M (t), ks. ylla.
Mikéli voimakentté ei ole keskeinen, voivat muutkin rata-alkiot muuttua hitaasti ajassa.
Esim. maapallon litistyneisyys aiheuttaa nousevan solmun 2 hidas kdéantyminen. Sellaiset
ajasta riippuvaiset Kepler-alkiot (kuten esim. € (¢)) kutsutaan oskuloiviksi alkioiksi.

6.2 Suorakulmaisten koordinaattien laskeminen
rata-alkioista

Voimme laskea satelliitin hetkellinen sade
1 .2
r=a(l—ecoskE)= M,
1+ ecosv

jossa E voidaan laskea M:Ité iteroimalla kaava 6.1.
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r:n aikaderivaatta on

d
d_:; = aesin EE;
kaavasta (6.1) saadaan
dM dE 27w dE
dE
b :%—FeCOSEE:F—'—@COSE%:
2T
= 4 _
dt P(1—ecosE)’
eli
dr 2maesinE  2ma’esinE
dt  P(l—ecosE) pr

Sen jalkeen ratatasossa

;)= [)

Tamén jalkeen voidaan muuntaa tdmé kaksiulotteinen vektori kolmiulotteiseksi avaruus-
vektoriksi kdyttamaélla kiertokulmat w, 7, 2. Jos kirjoitetaan

T T COS V
Xx= |y | =| rsinv |,
0 0
saadaan )
X
X=1|Y | =Rx,
VA
missé
cos QQcosw —cos sinw sin () sin ¢
—sin2sinwcos? —sin {2 cosw cos i
R= sin €2 cos w —sin () sin w —cos{2sins

+cos)sinwcosi —+ cos ) cosw cosi

sin w sin ¢ CcOS w sin 7 COS 7

Niin saadut geosentriset koordinaatit ovat inertiaalisessa (siis, téhtitieteellisesséd) jarjes-
telméssa. Pituuksien origo on kevéttasauspiste. Mikéli halutaan satelliitin koordinaatit
Maapallon kanssa pyorivissd jérjestelméssé (pituuksien origo Greenwich) lasketaan

0=Q— 6,

missd 6y on Greenwichin tédhtiaika,ja laitetaan ylldolevaan matriisikaavan ¢ €2:n sijasta.

Nopeusvektori saadaan differentioimalla ajan suhteen:
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d —rsinv P CF)S v
EX: 7 COS V WT+E sin v
0 0
—rsinv CcoS V
= | reosy | o4 e iy ||
0 0

derivaatan j—]@ johtaminen jatetddn (vaikeaksi) harjoitukseksi, ja huomaa, ettd ympyréara-

dan tapauksessa M = v eli

dv
v ant = 1L

6.3 Harjoitukset

Kepler-rata

1. Kepler-tilavektorin dynaaminen malli. Olettaen, ettd voimakenttd on keskinen, kir-

joita auki seuraava dynaaminen mallikaava:

d
EQZF‘&
jossa@:[a e M 1 w Q}T.

. Maapallon litistyneisyyden vuoksi nousevan solmun rektaskensio 2 muuttuu hitaasti

seuraavan kaavan mukaan (ympyridn muotoinen rata oletettu, e ~ 0):

. 3 |GM ra.\2 ,
Q——§ F(;) Jy cos i.

a. on Maapallon ekvatoriaaliside, Jo ns. dynaaminen litistyneisyys (dimensioton
luku).

Miten tdamé vaikuttaa ylla olevaan matriisiin F'7

[Monimutkainen.] Miten muunnetaan suorakulmainen tilavektori x Kepler-vektoriin
a ja taaksepain? Eli, halutaan seuraavassa yhtalossé

x = Aa

matriisi A kirjoitetuksi auki. (Linearisointi!). Yksinkertaisuuden vuoksi saat olettaa,
ettd e on pieni.

Vihje: kirjoita ensin x a:n funktiona ja laske osittaisderivaatat.

. Keskisessa voimakentéssé, jos kirjoitetaan

g(h) = CI)(IJX (t0> )

16ydd matriisi @] likimédrin (sarjakehitelméini), jos At = ¢; — to on pieni. (Tutki
kirjallisuutta.)
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. Havaintoasema. Miten kuvataan havaintoaseman kolmiulotteinen rata

[X(@) Y(t) 2@)]"

avaruudessa Maapallon pyorahdysliikkeen johdosta? Jos oletetaan, ettd Maapal-
lon pyorahdysliike on sd&nnéllinen ja aseman paikka vakio, kirjoita havaintoaseman
koordinaattien dynaaminen malli.

. Kirjoita havaintoyhtdlot tapauksessa, ettd mitataan maa-asemalta késin etdisyys

satelliittiin lasertutkan avulla. Eli kirjoita havaintosuure tilavektorin x alkioiden
funktiona, ja linearisoi.

. Kirjoita havaintoyhtélot GPS:n tapauksessa, missd havaintosuure on pseudoetdisyys

(pseudosatunnaiskoodimittaus) satelliitille. Mika uusi ongelma esiintyy?

. Miké& uusi ongelma esiintyy tapauksessa, ettd mittaussuure on kantoaaltovaihe?



Hill-koordinaattijarjestelman kaytto

The Hill co-ordinate frame was invented by George W. HILL (1838-1914) in connection
with the study of the motion of the Moon. The idea is to describe the motion, instead of
in an inertial co-ordinate system (z,y, z) centred on the centre of motion (i.e., the Sun),
in a co-rotating, non-inertial frame (u, v, w), the origin of which is centred on the Earth
and which rotates at the same mean rate as the Earth, i.e., one rotation per year. As the
distance of the Moon from the Earth is only 0.3% of that between Earth and Sun, the
mathematics can be effectively linearized.

Menetelmén eréds variantti mallintaa Maan satelliitin liike mielikuvituksellisen pisteen
suhteen, joka kiertdd Maata ympyrdn muotoisessa radassa jonka periodi on sama kuin
satelliitin. Tama& ldhestymistapa on ollut hyoddyllinen tutkiessa ratahéirivitd ja rendez-
vous -ongelmaa.

Kuva 7.1: Hill co-ordinate frame
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Kirjoita
u= Rx—u
: T T T . : o
Jossau:[u v w} ,x:[x Y z} ,uoz[ro 0 0] ja rotaatiomatriisi
cosf) —sinf 0

R=| sinf@ cosf 0O
0 0 1

X on inertiaalinen systeemi, u on systeemi joka pyorii satelliitin mukaan; u-akseli osoittaa
ulospéin (“ylos”), v-akseli eteenpéin lentosuunnassa, ja w-akseli (eli z-akseli) kohtisuoraan
ulos ratatasosta “paapuuriin”.

Satelliitti lilkkuu vakionopeudella ympyriaradassa: kulmanopeus on Keplerin kolmannen
lain mukaan

do GM

n=-—=,]—.
dt rs

ro on radan side ja samalla (u, v, w) systeemin origon etéisyys (z,y, z) systeemin origosta.
Y1la olevaa kaavaa voidaan myos kirjoittaa
x=R"(u+uy) =R" (u+uy),

koska ortogonaaliselle matriisille RRT =1 < R™'= RT.

7.1 Muunnos inertiaalisen ja Hill-systeemin vélilla

Johda kaavat vektorin x ja matriisin R ensimmdiselle ja toiselle derivaatalle ja sijoita.
Sen jilkeen kerro yhtdlon molemmat puolet vasemmalta matriisilla R.

Differentioimalla saadaan:

x = R"(u+uy)+ R,
RY (u+ug) 4+ 2RTa + R .

Tassd matriisin R derivaatat ovat:

—sinf@ —cosf O
. dR _dRdb o
R:d_fzd_};%: cos@ —sinf 0 | n
0 0 0
ja
P 40\ 2 —cosf sinf 0
R:d_é’}j($> = | —sinf —cosf 0 | nZ
0 0 0

Sijoitus antaa:
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X —cosf —sinf 0 u—+ 7o
1 = sinf —cosf 0 | n® v +
z 0 0 0 w
—sinf  cosf 0 U
+ 2| —cosf@ —sinf O |n| 0 |+
0 0 0 w
cosf@ sinf 0 i
+ —sinf@ cosf@ 0 U
0 0 1 W

Kertomalla vasemmalta R-matriisilla saadaan:

cos) —sinf 0 x -1 0 0 U+ 7o
sinf cosf 0 i = 0 —1 0 |n? v +
0 0 1 Z 0O 0 0 w
0 10 U i
+ 2 -1 00 |n| o |+]| 0 (7.1)
0 00 w w
Joskus kéytetddn muotoa
« cosf —sinf 0 x u—+ 7o
6 | = | sinf cosf O y | = v
v 0 0 1 z w

Tama on koordinaatisto, jolla on sama origo kuin (z,y, z), mutta jonka («, ) -akselit
pyorivit satelliitin mukaan ja pysyvét samansuuntaisina kuin akselit (u, v).

7.2 Keskeisen voimakentin sarjakehitelméi

Keskeisen voimakentéin kaava (x,y, z) -systeemissi on

. GM
(YA
eli
cosf) —sinf O T aM [ cosf® —sinf 0 T
sinf cosf O U = ———= | sinf cosf O y | =
0 0o 1]z ™o 0 1]z
GM _u—l—ro
= —_——_— v s
x|’ w
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jossa

Il = V2 37 T 22 = \ (- r0)? + 2 + w

Taylor-kehitelmé (u, v, w)-systeemin origon ympéri antaa nyt

cosf —sinf 0 x 70 U
GM
sinf cosf 0 | =-3 O [+M-| v |,
0 0 1 F o 10 w

jossa painovoimagradienttimatriisi M koostuu osittaisderivaatoista:

+ 7
GM | 4T
Moo= & ]| | Y =
Il w
u,v,w=0
-2 00
=-<L 10 10
’ 0 01
(ks. kaava (3.5) sovellettuna tilanteeseen = = ro,y = 0,z = 0), ja
GM 9
3 —
7o
Keplerin mukaan.
Yhdistamaélla saadaan
cosf) —sinf 0 x To -2 00 U
sinf cosf 0 i | =-n? O+ 0 10 v (7.2)
0 0 1 Z 0 0 01 w

7.3 Liikeyhtilot Hill-systeemissé

Yhdistamalla yhtalot (7.1) ja (7.2) saadaan tulos (ulkopuolisten voimien puuttuessa)

70 -2 0 0 U
0 = n? Ol+] 0 10 v +
0 0 0 1 W
-1 0 0 U+ 1o
+1 0 =1 0 |n? v -
0 0 0 w
0 1 0 U U
+ 21 =1 0 0fn| o |+]| v
0 0 0 w W

Yksinkertaistamalla
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-3 00 u
0 =n2] 0 00 v | +
0O 01 w
0 10 i i
421 =1 0 0 |n|lo|+]|
0 00 W W

Lopputuloksena, nostamalla erikseen yhtalot u, v ja w -komponenteille:

i = 2n0+ 3n%u
v = —=2nu
W o= —nw

joissa viimeinen on klassinen harmoninen vérahtelija.

7.4 Hill-yhtil6iden ratkaiseminen

T&amé osuus voi ensi lukemalla hypata yli. Monimutkaiset johtamiset

w-yhtalo
Ensin kokeilemme ratkaista helpointa eli kolmatta yhtaloa:
W= —nw.
Kokeillaan yleinen periodinen ratkaisu,
w(t) = Asin (Bt + C).
Sijoitus yhtédloon antaa
A-B?. —sin (Bt +C) = —n?- Asin (Bt + C),

josta paattelemme, etta
B = +4n.

Siis ratkaisu:
w(t) = Asin (£nt + C),

A, C mielivaltaisia vakioita. Kirjoitetaan vield
sin (£nt + C') = sin (£nt) cos C' + cos (£nt) sin C

ja saadaan (ndytd)
w (t) = Ay sinnt + As cosnt,

jossa A} = £AcosC ja Ay = Asin (| taas mielivaltaisia vakioita.
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u, v-yhtalot

i = 2no+3n’u
= —2nu
Ne on ratkaistava yht’aikaa.
Kokeilkaamme taas periodinen ratkaisu:

u(t) = Asinnt + Bcosnt,
v(t) = Csinnt+ D cosnt.

Sijoitus antaa
—n?(Asinnt + Beosnt) = 2n*(Ccosnt — Dsinnt) + 3n® (Asinnt + B cosnt)
—n?(Csinnt + Dcosnt) = —2n-n(Acosnt — Bsinnt)
Tarkastele nyt erikseen sinus- ja kosinustermit ja ilmaistaC' ja D A:han ja B:hin. C, D
A, B.
Loytynyt yleinen ratkaisu

u(t) = Asinnt+ Bcosnt,
v(t) = —2Bsinnt + 2A cosnt.

u(t) | A B sin nt
v(t) | | —2B 2A cosnt |’
Tata ratkaisua kutsutaan libraatiolitkkeeksi, periodinen liike, jonka keskipiste on origo

u = v = 0. Itse asiassa satelliitti on Kepler-radassa joka on elliptinen, vaikka periodi on
sama kuin Hill-systeemin periodi 27 /n.

Matrisin muotoon:

7.5 Toinen ratkaisu

Téamé ei kuitenkaan ole tarinan loppu. Kokeillaan vaihteeksi lineaarinen, ei periodinen
ratkaisu:

u(t) = Et+F,

v(t) = Gt+ H.

Sijoita tdmé& alkuperdisiin differentiaaliyhtéloihin ja laske £ ja G F:n ja H:n funktiona.

Ratkaisuna saadaan

u(t) = F,

3
v(t) = —§Fnt+H,

F' ja H mielivaltaiset vakiot. Tama edustaa ratalitke, jolla on toinen periodi kuin 27“
Radan séde on ro + F', radan kulmanopeus n — %F n (Kepler III!) ja satelliitti on hetkelld
t = 0 radassaan u, v, w systeemin origon edessd H-etdisyyden verran.



7.5.

Toinen ratkaisu

79

2SN Rataliike

54
AN

\

|

Libraatio-

systeemin |

pyorihdys -~

Kuva 7.2: Libraatioliike

. @miliiko
ey

systeemin
pyorahdys

Kuva 7.3: Lineaarinen liike



80

Hill-koordinaattijiarjestelmin kaytto

7.6 Ratkaisujen yhdistiminen

Yhtaloryhmén lineaarisuuden perusteella saamme vapaasti yhdistelld 16ytyneet ratkaisut.

7.7 Tilansiirtomatriisi

Yleinen tapaus

Katsotaan vain (u,v) -tasoa. Silloin yleinen ratkaisu on

u(t) = Asinnt+ Bcosnt+ F,
3
v(t) = —2Bsinnt+ 2Acosnt — §Fnt + H. (7.3)

u(t) = mnAcosnt —nBsinnt,

3
0(t) = —2nAsinnt — 2nB cosnt — §Fn (7.4)

Kirjoitamme alkuepookille ty:

u(ty) = Asinnty+ Bcosnty+ F),

v(ty) = —2Bsinntg+ 2Acosnty — anto + H,
u(ty) = mnAcosnty — nBsinnt,

0(tg) = —2nAsinnty — 2nB cosnty — an

Kirjoitamme epookille ¢, kdyttamalld sinuksen ja kosinuksen summakaavat:

u(ty) = wu(to+ At) =
= Asinn (ty + At) + Beosn (tg + At) + F =
= AsinntycosnAt + AcosntysinnAt + B cosntycosnAt — BsinntgsinnAt + F =
= cosnAt - (Asinnty + Bcosnty) + F + sinnAt - (Acosnty — Bsinnty) =
= u(tg) + (cosnAt — 1) (Asinnty + B cosnty) + sinnAt - (A cosnty — Bsinnty) =

1
= u(ty) + (cosnAt — 1) (Asinnty + B cosnty) + sinnAt - —u () .
n
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Samalla tavalla

v(t) =

3
2Acosn (tg + At) — 2Bsinn (ty + At) — §Fnt1 +H=
2A cos nty cosnAt — 2A sin nty sin n/At — 2B sin nty cosn/At — 2B cos nty sin nAt —
3

cosnAt - (2A cosnty — 2B sinnty) — sinnAt - (2Asinnty + 2B cosnty) — ;Fmﬁl +H =
v (to) + (cosnAt — 1) (2A cosnty — 2B sinnty) — sinnAt - (2Asinnty + 2B cosnty) —
—anAt =

v (to) + (cosnAt — 1) %u (to) — sinnAt - (2Asinnty + 2B cosnty) — ;FnAt.

Sijoittamalla tdhén u (¢)-kaavasta

F =u(ty) — Asinntg — B cosnty

saadaan
2 3
v(t1) = wv(tg)+ (cosnAt — 1) =1 (tg) — sinnAt - (2Asinnty + 2B cos nty) — U (to) nAt
n
3
+§nAt - (Asinnty 4+ B cosnty) =
2 3
= v (tg) + (cosnAt — 1) —u (ty) + (§nAt — 2sin nAt> (Asinnty + B cosnty) —
n
3
——u (tg) nAt.
2
Seuraavaksi:
U (ty) nA (cos ntg cos nAt — sinntg sin nAt) — nB (sin nty cos nAt + cos ntg sin nAt) =
= cosnAt - (nAcosnty — nBsinnty) — sinnAt - (nAsinnty + nB cosnty) =
= cosnAt - (tg) — sinnAt - (nAsinnty + nB cosnt)
ja
0(t1) = —2nA- (sinntycosnAt + cosntysinnAt) — 2nB - (cos nty cos nAt — sin ntg sin nAt) —

3

cosnAt - (—2nAsinnty — 2nB cos nty) + sinnAt - (—2nA cosnty + 2nBsinnty) —

3

0 (tg) — (cosnAt — 1) (2nAsinnty + 2nB cosnty) — 2sin nAt - 4 (to) .

Laske nyt yhdistdmélla u (¢9)- ja © (tg)- kaavat:

3 1
g (to) + v (tg) = —3n (Asinnty + Bcosnty) =

2
= Asinnt,+ Bcosnty = — <3u (to) + =0 (to)) .
n
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Sijoittamalla saadaan
2, : L.
u(ty) = wu(ty) — (cosnAt —1) (3u (to) + v (t0)> + sinnAt - ~u (to),

v(t) = v(t) — (cosnAt— 1) (%u (to)) _ <;nAt _ QSinnAt) - <3u (o) + %o (to)) _

—;u (to) nAt,

U(ty) = cosnAt -1 (ty) + sinnAt - (3nu (to) + 20 (ty)),
0 (t1) = v(to) + (cosnAt — 1) (6ni (to) + 40 (ty)) — 2sin nAt - 4 (to) .

Matriisikaavana:
u 4—3cosnAt 0 sin ot (cosnAt —1) 2
v (1) = 6sinnAt — 6nAt 1 — (cosnAt —1) 2 (4sinnAt — 3nAt) &
U v 3n sin nAt 0 cos nAt 2sin nAt
0 0 0 6(cosnAt —1) — 2sinnAt 4 cosnAt — 3

Tapaus pieni At

Kirjoitetaan differentiaaliyhtéloryhma

i = 2n0+ 3n’u
= =2nu
seuraavaksi:
U 0O O 1 0 U
dfiv|_] 0 0 0 1 v
dt |l ol | 320 0 2n U
v 0O 0 —2n O v
siis pienelle aikaerolle At:
U [ 0O O 1 0 U
v v 0 O 0 1 v
a [ = Ly [l FAL g g g gy | | g | ()=
) | 0 0 0 —2n O )
[ 1 0 At 0 U
B 0 1 0 At ) (t)
~ | 3n2At 0 1 2nAt w | VO
|0 0 —2nAt 1 )

Voit verifioida, elementti elementilté, ettd tdméa on sama tulos kuin ylla, limiitissd At —

0.
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Sanonta on kuuluisa:
“toisen kohina on toisen signaali”.

Inertianavigaatio perustuu siihen, etté oletetaan Maan painovoimakenttéd tunnetuksi. Sil-
loin voidaan alkusijainnista x (¢y) ja alkunopeudesta v (ty) laskea eteenpéin saadakseen
hetkellinen sijainti ja nopeus x (t),v (¢). Kuitenkin, jos on olemassa riippumaton tieto-
lihde joka antaa nykypaikka ja -nopeus riittdvéin tarkasti — kuten GPS — voidaan inertia-
teknologia valjastaa maan painovoimakentén kartoittamiseksi.

Hyvin toimivan GPS-paikannusjérjestelmén avulla on nykyisin mahdollista suorittaa gra-
vimetrisia mittauksia ilmasta késin. Myos satelliittien avulla tapahtuva painovoimakentan
tutkimus perustuu GPS-jirjestelmén kayttoon satelliitin tarkan kolmiulotteisen paikan
jatkuvaan seurantaan.

Olkoon lentokoneen tai satelliitin paikka ajan funktiona x (), ja sen diskreetti mittausai-
kasarja x; = x (t;). Silloin geometrista kiihtyvyyttd voidaan arvioida likimé&érin seuraa-
vasti:

d? X X — 2%

e, INZ ’

missid At on periikkiisten epookkien véli ¢;,1 — t;.

Oletetaan, ettd samalla mitataan lentokoneen tuntema kiihtyvyys (“painovoima”) a , esim.
kithtyvyysantureiden avulla. Téssd vaiheessa, yksinkertaisuuden vuoksi, oletamme viel4,
ettd x ja a ovat annettuina samassa koordinaatistossa, siis kiihtyvyyden mittausakselien
suunnat ovat samansuuntaisia paikkakoordinaattiakseleiden kanssa.

Silloin pétee inertiaalisessa vertausjirjestelméssé.:
d2
= —X+a, 8.1
g = 5X T (8.1)

eli:

gravitaatio g on geometrisen kithtyvyyden ja kulkuneuvon sisdlld tuntuvan
“painovoirman” a summa.
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8.1 Vektori-ilmagravimetria

Jos lentokoneessa on seké inertialaite ettd GPS-vastaanotin, saadaan mitatuksi seké
2

X ettd a (t;), ja voidaan laskea g (t;). Td4mé on menetelmé painovoimakentédn kar-
t;

toittamiseksi ilmasta kisin. Kdytinnossa sekd GPS-laitteen etté inertialaitteen generoima
datavirta syotetdan Kalman-suodattimeen, joka tulostaa koneen tarkka reitti ja sen pai-
novoimaprofiili. Painovoima tulee kolmiulotteisena vektorina; datatahti on tyypillisesti

korkea, useita epookkia sekunnissa. Lentokoneen liikehdinnén seurauksena ajalliset vaih-
2

telut sekd ——x:ssa ettd aissa ovat suuria (tuhansia milligalleja), mutta g:n lopullinen

madritystarkkuus voi olla jopa vain muutama mGal.

Kuitenkin on sanottavaa, ettd tdméa tekniikka, vektori-ilmagravimetria, ei ole tarkkuudel-
taan yhta hyva kuin seuraavasti esitettivé tekniikka, skalaari-ilmagravimetria. Syy on, et-
td inertialaitteen sisédltdmat kiihtyvyysmittarit, tarkkojakin kuin ovat, kérsivit enemméan
systemaattisista ongelmista, kuten kdynnistd, kuin parhaat gravimetrit.

8.2 Skalaari-ilmagravimetria

Tésséd tekniikassa kiytetddn perinteinen gravimetri (painovoiman mittauslaite) joka on
kuitenkin modifioitu tavalla, joka mahdollistaa mittausten tekeminen vahvasti vaihtelevan
painovoimakiihtyvyyden ympéristoissd. Modifikaatio, vaimennus, on samanlainen kuin
se, joka tehd&ddn merimittausten mahdollistamiseksi. Gravimetri kiinnitetaan stabiloidun
poyddan péalle; stabilointi tapahtuu gyroskooppien avulla.

Gravimetri mittaa kulkuneuvon sisdlla “tuntuva” painovoimakiihtyvyys, mutta vain pai-
kallisen luotiviivan suuntaan. Jos paikallisen luotiviivan suunta on n (alaspdin), on mitattu
suure (n - a).

Voidaan kirjoittaa
d2

(n-g)=—5n-x)+mn-a)=|gl=gy (8:2)

koska luotiviiva on painovoiman suuntainen.

Kaytédnnossi yhtélo (8.2) kirjoitetaan kiintedin Maan mukana pyorivissd systeemissé, jol-
loin saadaan:

U2

d? Ve 2
g = (n-ay+ —(n-x)+ +2wcosp | ve + =

dt? Re+h R, +h
2

d n Vo 49 n vy
= ag — —Uy, w CoS Ve ,
LT R+ h 14 R, +h

RRANNA4

missé vy, Ve, Uy ovat nopeuden “up”, “east”, “north” -komponentit, aq on kulkuneuvon sisél-
14 mitattu kiihtyvyys “down”-suunnassa, w on Maan pyorahdysliikkeen kulmanopeus, ja R,
ja R, ovat Maan kaarevuusséteet meridiaanisuunnassa ja ité-lénsisuunnassa. h ja ¢ ovat
korkeus ja latitudi. Yo. kaavan kaksi viimeiset termit kutsutaan EOTVOS-korjaukseksi.
Ks. [1997].
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8.3 Painovoimakentin tutkimus avaruudesta

Kaavassa (8.1) suure a on noin Maan pinnan painovoiman kokoinen (n. 10ms~2), kun
2

geometrinen kiihtyvyys ——x on huomattavasti pienempéé. Ihanteellisesti tdma kiihtyvyys
olisi nolla, mité vastaa mittaukseen kiintein Maan pinnalla. Sekd laiva- ettd ilmagravi-
metriassa geometrinen kiihtyvyys eroaa nollasta ja tekee painovoiman tarkka mittaaminen
hankalaksi. Kulkuneuvon liikkeet ovat mittauksen kannalta héiriotekijoité.

Avaruudessa tapahtuvassa painovoimakentdn mittauksessa tilanne on juuri pdinvastoin.
Satelliitissa toimiva paikallinen painovoima a on nolla (painottomuustila) tai hyvin lahel-
2

1d nolla. Geometrinen kiihtyvyys ——x on melkein Maan pinnan painovoiman kokoinen,

koska satelliitti “putoaa” vapaasti koko aikaa radassa lentédessa. Geometrista kiithtyvyytta
mitataan jatkuvasti GPS-jarjestelmén avulla — ns. “high-low satellite-to-satellite tracking”
— ja my0s satelliitin oma, ei-inertiaalinen litke a mitataan kiihtyvyysmittareiden avulla.
Sen suurin aiheuttaja on ilmakehén kitka, koska painovoimakenttid tutkivan satelliitin
rataa valitaan mahdollisimman alhaiseksi, radan korkeus on tyyppillisesti 250-400 km.

Talla hetkella on kolme eri painovoimamissiota lennossa tai jo lentdneend: CHAMP,
GRACE ja GOCE.

CHAMP (http://op.gfz-potsdam.de/champ/index_CHAMP.html), pieni saksalainen sa-
telliitti, lensi 2000-2010 ja tuotti suuren médran dataa.

GRACE (http://www.csr.utexas.edu/grace/), pieni amerikkalais-saksalainen satelliit-
tipari, mittaa erikoislaitteensa avulla tarkan perdkanaa lentiavéan satelliittiparin (“Tom” ja
“Jerry”) viélisen etdisyyden, Maan painovoimakentén ajallisten muutosten maarittami-
seksi. Se on ollut jo suuri menestys. Animaatio sen tuloksista 16ytyy tésta:http://en.
wikipedia.org/wiki/File:Global_Gravity_Anomaly_Animation_over_LAND.gif.

GOCE (Gravity Field and Ocean Circulation Explorer) kartoitti Maan painovoimakent-
td v. 2009-2013 hyvin yksityiskohtaisesti ns. painovoimagradiometrin avulla, ks. http:
//www.esa.int/esalP/LPgoce.html. GOCE-satelliitissa oli ns. tonimoottor: ilmakehén
vastuksen kompensoimiseksi ja mahdollisimman matalan radan mahdollistamiseksi. Pai-
novoimagradientin erottaminen ilmakehin ja Maata kiertdvan satelliitin oman rotaation
vaikutuksista oli suuri haaste.

Kaikissa satelliiteissa on GPS-paikannuslaite ja kiihtyvyysmittareita mukana, GOCEssa
jopa kokonainen ns. gradiometria, jossa kuusi ddarimmaéisen herkkié kiihtyvyysmittaria.

8.4 Kalman-suodattimen kiytto ilmagravimetriassa
L#éhdetddn kaavasta (8.1). Voidaan kirjoittaa ( “dynaamisen kohinan” n:n keré):

d2
ﬁX:a—g—l—n,

eli


http://op.gfz-potsdam.de/champ/index_CHAMP.html
http://www.csr.utexas.edu/grace/
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Global_Gravity_Anomaly_Animation_over_LAND.gif
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Global_Gravity_Anomaly_Animation_over_LAND.gif
http://www.esa.int/esaLP/LPgoce.html
http://www.esa.int/esaLP/LPgoce.html

86

Ilmagravimetria ja -gradiometria

Téssd a = a (t) on mitattu suure, mutta g ei ole.
Kirjoita
g="7 +dg,

missé 7 on sopiva vertausarvo (esim. normaalipainovoima) ja g painovoimahé&irio. Mal-
linnetaan dg empiirisesti Gaufi-Markov-prosessina (kaava (4.1)), eli kirjoitetaan

d 0g

—ig=——+n

dt & T 7
missé 7 on sopiva empiirinen aikavakio, jonka valinta riippuu paikallisen painovoimakentén

kiyttdytymisesté(korrelaatiopituus) seké lentonopeudesta ja -korkeudesta. Nyt Kalman-
suodattimen dynaamiset yhtalot ovat:

a1V 00 -1 v a— 7 n,
Z | X | = I 0 0 x | + 0 +1 0
0g 0 0 —%I 0g 0 ng

Tilavektorin pituus on néin ollen 9. Matriisi koostuu 3 x 3 kappaleesta 3 x 3-kokoisista
alimatriiseista, eli kokonaiskoko on 9 x 9.

Hienompi késittelytapa ottaa huomioon, ettd painovoima g on itse asiassa tuntemattoman
paikan x funktio:

g (x) = 7 (x0) + MAX + 6g
eli

7 (%) =7 (x0) + MAX,

jossa xo on paikan [ikiarvo, jota tunnetaan linearisoinnin ansiosta, ks. alla. Téssd ilmaan-
tuu gradienttimatriisi M, kaava 3.5. Silloin on myos x ja v linearisoitavia, ja kdytettiva
linearisoidut tila-alkiot Ax = x — x¢, Av = v — vy tilavektorissa, ja yhtdlot ovat

ale ][] ]

Lopputulos:
d Av 0 —-M -1 Av n,
p Ax [ =T 0 0 Ax |+ | 0
og 0 0 —1ir og n,
Havainto- eli paivitysyhtdlot ovat taas
£
£2 - X(tz) + m,

missd “kohinavektori” m kuvaa GPS-paikannuksen tilastollista epdvarmuutta. Sekd n,:lle
ettd m:lle on 16ydettava sopivat tilastolliset mallit (varianssimatriisit @ ja R) mittaus-
laitteiden ominaisuuksien perusteella.
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Kuva 8.1: Ethiopian airborne gravity survey; measurement points. Values in mGal

8.5 Ilmagravimetrian nykytila

Ensimmaéisid menestyksekkéité ilmagravimetriaprojekteja oli [ | , Gronlannin

painovoimakartoitus.

Moni myohempi mittaus, usein arktisilla tai antarktisilla alueilla, voidaan mainita [
) Y ]'

[lmagravimetria on sopiva tekniikka, jos kartoittava alue on laaja ja ei ole olemassa ennes-
tddn maan pinnalla tehty painovoimakartoitus. [lma- ja avaruusgravimetrian etuihin kuu-
luu sen homogeenisuus: mittauksen laatu on sama suurten alueiden yli ja pitkien etéisyyk-
sien yli ulottuvat systemaattiset virheet pienid. Tamé on téarked etenkin, jos painovoima-
aineisto on tarkoitettu geoidiméaritykselle.

Viime aikana suoritetut ilmagravimetriamittaukset ovat mm. Etiopia ( ),
Mongolia ( ), Indonesia (2010), ja monet muut.






GPS-navigaatio ja tukiasemat

Aiheesta GPS ja Navigaatio, ks. mm. [1997] ss. 495-514.

9.1 Differentiaalipaikannus

Differentiaalinen GPS kéaytetdin laajasti myoOs perinteisessd geodeettisessa GPS-késit-
telyssd. Aina kun kéytetdéan ohjelmisto jossa rakennetaan ns. double-difference havainto-
suureita, kiytetadn differentiaalimenetelmé. Kaksoiserotuksethan lasketaan vahentamélla
toisistaan ei vain kahden satelliitin, vaan my6s kahden maa-aseman, havainnot. Néin pois-
tetaan asemien viélisestd vektoriratkaisusta monet virheldhteet, jotka ovat periaatteessa
huomattavia, mutta vaihtelevat hitaasti paikan mukaan, kuten:

> Ratavirheet, satelliittikellot
> Ilmakeh&- (ionosfédri-, troposfééri-) virheet

> Antennin vaiheviivekuvion aiheuttamat, suunnasta (atsimuti, korkeuskulma) ja sen
kautta paikallisen luotiviivan suunnasta riippuvat virheet.

Tosiaikaisissa differentiaalimenetelmissa kiytetdan radiolinkki alkuperéisten havaintojen
tai “korjausten” siirtdmiseksi toisesta maa-asemasta (jonka sijainti katsotaan tunnetuksi)
toiseen (tuntemattomaan, usein liikkkuvaan) maa-asemaan. Eri menetelmét

> kayttavit joko kantoaallon vaihe tai kantoaallon pédlle moduloidun PRN-koodin
viive, ja

> voivat kayttad yksi vertausasema kokonaisen alueen referenssiksi, tai useita asemia
interpoloinnin mahdollistamiseksi; ja ne

> voivat interpoloida valmiiksi kayttéjélle (tunnetulla paikalla; 1-to-1 menetelmi) tai
antaa kiyttajit itse interpoloida (1-to-many menetelmé).

> Peittavyys voi olla alueellinen (Fokus Suomessa) tai globaalinen (IDGS, Jet Propul-
sion Lab).

> Linkkin& voi toimia ULA-radio, radiopuhelin tai GSM-puhelin.
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9.2 RTCM-standardi

Radio Technical Commission for Maritime Services (RTCM, http://www.rtcm.org/)
SC-104 on maarittanyt GPS-differentiaalikorjausten standardiryhmén. Viestityyppeja on
luetteloitu alla.

Message Type Message Title

1 DGPS corrections
2 Delta DGPS corrections
3 Reference station parameters
4 Carrier surveying information
5 Constellation health
6 Null frame
7 Marine radiobeacon almanacs
8 Pseudolite almanacs
9 High rate DGPS corrections
10 P code DGPS corrections
11 C/A code L1/L2 delta corrections
12 Pseudolite station parameters
13 Ground transmitter parameters
14 Surveying auxiliary message
15 Ionospheric/tropospheric message
16 Special message
17 Ephemeris almanac
18 Uncorrected carrier phase measurements
19 Uncorrected pseudorange measurements
20 RTK Carrier phase corrections
21 RTK pseudorange corrections

22-59 Undefined

60-63 Differential Loran C messages

Markkinoilla on monet laitteistot, jotka ldhettéavit ja osaavat kayttda ylla olevat viesti-
tyypit differentiaalipaikannuksessa, joko kiyttden GPS-signaalin kantoaaltovaiheet (RTK-
tekniikka) tai kantoaalloille moduloidut pseudosatunnaiskoodit (DGPS-tekniikka). Mo-
lemmissa tapauksessa paikannus on reaaliaikainen, saadun paikkaratkaisun “ika” jaa aina
annetun raja-arvon alapuolelle.

9.3 Vaihetuettu koodimittaus

Tésséd menetelméssé otetaan absoluuttinen pseudoetéisyys koodimittauksesta, mutta sen
aallonpituuden murto-osa vaihemittauksesta.

Erityisesti kinemaattisissa GPS-sovelluksessa tdmé on suositeltava toimenpide: koodimit-
taukset eivit sisédlld ambiguiteetteja, mutta taas kantoaaltovaihemittaukset ovat paljon
kohinattomampia.
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Oletetaan, ettd meilla on havaintoina koodihavainnotp, ja p, (metrisia yksikoita) ja kan-
toaallon vaiheet ¢ and ¢o(kulmayksikoité, siis radiaaneja), aikana t.

Ensin konstruoidaan ennustusyhtdlo tamén hetken (a priori) pseudoetiisyydelle kéytté-
méllé edellisté, eli

b (1) = plti) + o (0(6) — 6 (1)), (0.1

Tamé yhtdlo patee molemmille taajuudelle 1 and 2, sekd myoskin “widelane” havainto-
suureisiin, joita méadritetdin seuraavasti:

P _ Jip1 — fap2
YT A

Huomaa, etté yhtélod (9.1) voidaan tulkita Kalman-suotimen dynaamiseksi yhtdloksi: tila
on p (t) ja tilan varianssimatriisia voidaan kutsua P~ (). Vaihekorjaustermi ¢ (t;)—¢ (£;-1)
voidaan katsoa tunnetuksi koska se on koodihavaintojen verrattuna tarkka.

) ¢WL:¢1_¢2-

Seuraavaksi lisdtadn tdhdn Kalman-suotimeen havaintoyhtdls: yksinkertaisesti tdmén het-
ken p (¢;) havainto, jonka tarkuus voidaan kirjoittaa R;. Nyt korjausyhtdilé on

pt(t) =p (L) + KH (p~ (t;) —p(t:)),
jossa H=[1], K = —P~"H" (HP~H" + R)" = =P~/ (P~ + R), ja siis

(t:)

Pf(tz)—i—Rzp v

A SOEY

p (L) +
Siis: a posteriori pseudoetiisyys on painotettu lineaariyhdistelmé toisaalta ennustetun ja
“carrier-smoothed”, toisaalta suoraan havaitun pseudoetéisyyden vélilla.

Varianssien kasautumiseksi 16ydetééan

R;

PT(t)=I+KH)P (t;) = m

P(t).

(Dynaamisen mallin varianssin kasautuminen on yksinkertaisesti: P (¢;) = P (t;-1).)

On mahdollista testata cycle slipejd tdssd menetelméssé: testattava suure on erotus

(p~ (t:) —p (L)),

jonka keskivirhe on tiedossa:

c=vVHP-HT+ R=+P~ +R.

Taméa tulee toimimaan parhaiten wide lane -lineaariyhdistelméé kéyttéiessé, sen suuren
tehollisen aallonpituuden vuoksi, 86 cm.

Téama Kalman-suodin voi pyorid jatkuvana prosessina vastaanottimen sisilld (tai jalki-
kéisittelyohjelmiston sisdlld, mutta ilman tosiaikaisuutta). Tulos p* (¢) on huomattavasti
siledimpéad kuin alkuperéinen p (t).
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9.4 Tukiasema ja korjaukset

RTCM-viestit ldhettdéd tukiasema, jonka paikka on tarkasti mitattu staattista geodeet-
tista paikannusta kayttden. Koska paikka on tiedossa, voidaan laskea satelliittiratojen
avulla, paljonko pseudoetéisyydet jokaiseen satelliitiin tulisi olla. Vihentamalld tata mi-
tatuista arvoista saadaan korjaus, joka koodataan viestiin (viestityypit 1, 2, 20 ja 21)."
Léhetetyt korjaukset ovat voimassa tukiaseman kohdalla ja pienelld alueella sen ympéri.
Alueen koko riippuu halutusta tarkkuudesta. Metritarkkuus saadaan jopa satojen kilo-
metrien pédssd tukiasemalta, mutta cm-tarkkuus (vain RTK-menetelmé) onnistuu vain
n. parinkymmeneen kilometriin saakka.

Korjausviestien ldhettdmiselle tarjoutuu monet tekniikat: radio, matkapuhelin, Internet,
... Tarvittava datansiirtokapasiteetti on tyypillisesti luokkaa 9600 bps (bits per second).
Datavirran komprimointi on tavallista. Maksullisen Fokus-palvelun (Digita Oy, Indagon
Oy) datavirta on myos salattu ja avattavissa vain asiakkaan vuokraaman “mustan laa-
tikon” avulla. Vuoden 2012 alussa palvelua korvataan @QFocus-palvelulla joka perustuu
NTRIP-Internetprotokollaan.

9.5 RTK-mittaukset

RTK = Real Time Kinematic.

Kinemaattinen mittausmenetelmé keksi amerikkalainen Benjamin REMONDI. Se perustuu
sithen, ettéd vastaanotin “lukitaan” GPS-kantoaallon vaiheeseen, ja niin kauan kuin lukitus
jad voimaan (ei tapahdu “cycle slip”), kantoaaltovaiheen kokonaisarvo on tiedossa. Ks.
kuva.

'RTK:n tapauksessa usein lihetetiin mieluummin alkuperiiset vaihehavainnot, tyypit 18 ja 19, mutta
késitteellisesti asia on sama.
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Tunnettu piste

Mitataan kantoaaltovaihe ensin kun molemmat vastaanottimet ovat tunnetulla pisteella:

gpzl = — %—fA51+N1,
P = —f2 = AR+ N,

missé
AS; = 6, — 670,
Ad, = 6p, —6°®

ovat vastaanottimen (R; vertausvastaanotin, Ry liikkkuva vastaanotin) kellon poikkeaman
ja saman hetken satelliitin kellon poikkeaman §°® vilinen erotus. Indeksi (1) viittaa
alkutilanteeseen jossa molemmat vastaanottimat ovat tunnetulla pisteella.

Suure N; on tuntematon kokonaisluku, ambiguiteetti, valittu niin, ettd p-arvot ovat aina
vélilla [0, 1).

Sen jélkeen siirretdén liikkuva vastaanotin tuntemattomalle pisteelle Rz ja saadaan
P3
<P}933 = —f?—fA53+N37
jossa (nyt (2) viittaa uuteen tilanteeseen tuntemattomalla pisteelld):

AS; = b, — 65

Seuraavat oletukset:
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1. Ei ole tapahtunut “cycle slip”, eli N3 = Ns.

2. Kulunut aika on niin lyhyt, ettd sekd 050 = §5@ ettd dg, = dp, + Ady2, missd Ady,
on vakioero (kahden vastaanottimen kellojen vélinen kellovirhe-ero);

e11A52 = A51 + A(Slg ja A53 = A52 = A(Sl + A(Slg;

3. Tunnetulla pisteelld vertaus- ja liikkuva vastaanotin ovat samassa paikassa” eli p; =

P2-
Silloin
Aok gy = Py — ©hy = (N2 — Ni) + fAG, (9.2)
ja
Agpth:s = 90%3 - (10%1 =
= —f@ + (N2 — Ny) + fAdyo . (9.3)

Kaavassa (9.2) vasen puoli on mitattu. Saadaan suoraan (No — Np)+ fAdq sijoitettavaksi
kaavaan (9.3), ja havaintoyhtéloksi saadaan:

A, — (Na = Np) = JAdy = -2,

misséd vasen puoli on “havaittu” suure, ja oikealla puolella p3 on tuntemattoman pisteen
koordinaattien (eli tasoitusongelman tuntemattomien) funktio. Linearisointi tuottaa ha-
vaintoyhtélo sijoitettavaksi joko pienimmén nelibsumman tasoitusrutiiniin tai Kalman-
suodattimeen.

Huomaa, etti suure No — N7 + fAd15 on reaaliluku, mutta Ny — Ny on kokonaisluku.
Jos on kiytettdvissd yht’aikaa ei vain yksi satelliitti vaan useita, satelliiti Sk, saadaan
tunnetulla pisteelld lasketuksi useita suureita,

v = NJ¥ — N2 4 fAG, (9.4)

missé kuitenkin on yksi ja sama Adys. Valitaan kokonaisluku Ni* — NP niin, ettd fAd,
minimalisoituu (esimerkiksi!). Sen jalkeen voidaan laskea

Nyt — NP k=23,...

ja niiden pitédéd olla my6s kokonaislukuja. Ellei, meilla on tasoituksen ehto jonka avulla
voimme hieman parantaa arvo Adjy, esim. voidaan minimoida (NéC — le):n neliollisten
poikkeamien summa (k = 1,2,...) ldhimmistd kokonaisluvuista. Témén jélkeen voidaan
pyoristdd arvot Ny — NF 1ihimpéin kokonaislukuun.

Koko tdmén operaation lopputuloksena saadaan hieman tarkemmat havaintosuureet, siis
myos tarkemmat tuntemattomien estimaattorit. Mutta valitettavasti se toimii vain, jos
matka on suhteellisen lyhyt, korkeintaan 10-20 km. Muuten ilmakehén ja satelliittira-
tojen epdvarmuuden vaikutuksesta arvot N§¥ — NF eivit tule olemaan riittéiviin lihelld
kokonaislukuja.

2...yleisemmin, niiden vilinen paikkaero on tarkasti tiedossa
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Muut virheldhteet

Yleisemmiissé tapauksessa suureisiin ¥ sisiltyy kellovirheiden lisiksi myds ionosfisrin

ja neutraalin ilmakehén (“troposfdérin”) aiheuttamat viiveet. Siind tapauksessa voidaan
kirjoittaa

by | by
A A

Tosiaikaisissa sovelluksissa mallinnetaan usein sekéd vastaanottimen kellovirhe dp, ettd
ionosfaarin ja troposfairin viiveet Gaufl-Markov tai random walk-prosesseina sopivilla
parametreilla. Silloin kaikki parametrit, myos liikkuvan vastaanottimen koordinaatit, es-
timoidaan tosiajassa Kalman-suodattimen avulla ja ne ovat heti kidytettavissa.

VSk:Néc_le—i_f(aRQ_(SRJ_'_

Kaksoiserotusten kiytto

Y114 olevassa geometriassa on houkuttelevaa kayttaéd kaksioiserotuksia, ts. havaintosuurei-
ta joita saadaan ottamalla erotus kahden satelliitin vililla. Silloin saadaan tukiasemalla

VAapp® = (o5 — o) — (05 —vn) =
(N7 = N7) — (Ny — N{) + fA6",

missé

AS? = AG, — Ady =

= 0,
ja samalla tavalla
VAGRT, = (¥R —¢R) — (vh —¥R) =
_ _f(pi—p?)—(pé—p%) N
+ (N7 — DY) —C(N§ — N{) + fAGY, (9.5)

missi taas Ad'? = 0.

Tésséd tapauksessa “v-suure”, joka ratkaistaan laittamalla vertausvastaanotin ja liikkuva
vastaanotin vierekkéin:

V5% = (N3 = N7) — (Ny — MNy)

kahdelle satelliitille S; ja Sy. Tdmd on kokonaisluku. Havaitaan suure VAgpo kaikille
satelliittipareille (k =1,...n, m=k+1,...,n), missid n on satelliittien méara, ja pyo-
ristetddn ldhempéédn kokonaislukuarvoon. Sen jélkeen 16ytyneet arvot voidaan kayttaa

suureiden (pgk - ,015 ’“) — (pg’" — pls’") laskemiseksi havainnoista VAgozﬁ}g{;“‘.
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Nopea ambiguiteettiratkaisu

Edelld kuvattu mittausmenetelmé edellyttad, ettd ennen kenttdmittausta (eli liikkuvan
vastannottimen litkkuminen kentélld ja sen kiiyminen mitattavilla pisteilld) ja tarkistuksen
vuoksi my0s sen jilkeen, liikkuva vastaanotin kiy vertausvastaanottimen viereen (ns. ko-
lokaatio).

Usein tamé& on jokseenkin hankala; vertausvastaanotin voi olla varsinaisen mittausalueen
ulkopuolella ja “palveluntarjoajan” pyorittamé. Tatd varten on keksitty nopea ambigui-
teettiratkaisu. Se toimii parhaten, jos liikkkuvan ja vertausvastaanottimen vélinen etéisyys
on niin pieni, ettd niiden véliset differentiaaliset ilmakehé- ja ratavirheet voidaan jéattaa
huomioimatta. Téssd tapauksessa kaava (9.5) on

VAQRG, = (R —¢R) — (¥R, — ¥R) =
_ _f(pfof? —o) = (o =) | (
C

NY? — N{?) — (NJ* = N1 .

Tasséa suureet
kiks _ [ k k k k
VApRl1}%3 — (p32 - p12) - (1031 - pll)

ovat puhtaasti geometrisia. Jos kirjoitetaan

= V(05 = X )+ (V5 = Vi, P+ (25 = Z)%, 1= 1,2
nékyy, ettd ainoat tuntemattomat téssi ovat liilkkuvan vastaanottimen paikka
T
[ Xry Yr, Zg, ] :

Liikkuvan vastaanottimen paikkaa tunnetaan kuitenkin aina muutaman metrin tarkkuu-
della GPS-koodimittauksen avulla, jolla ei ole tdma ambiguiteettiongelma. Siksi rittaa,
jos etsitddn mahdollisten vastaanottimen paikkojen joukosta (etsintdavaruus, joka kuuluu
joukkoon R?) vain ne paikat joille kaikki arvot

VAN = (NJ? — Nf?) — (NJ* = NfY)

ovat kokonaislukuja.

Ks. kuva 9.1. Kééntéden, jos on n satelliittia, on n — 1 eri ambiguiteettiarvoa VAN.
Ambiguiteettiyhdistelmét ovat siis n — 1-ulotteisen avaruuden alkioita. Mikéli jokaisella
ambiguiteetilla on, sanotaan, 10 eri mahdollista arvoa jotka ovat yhteensopivia koodimit-
tauksesta saadun likisijainnin kanssa, antaa tidmé jo 10"~! eri ambiguiteettiyhdistelmés.
Jos on 8 satelliittia, on tdmaé luku 10 miljoona. Liian monta vaihtoehtoa tutkittavaksi
tosiajassa laitteessa, jolla on rajallinen laskentakapasiteetti.

Kuitenkin voidaan huomauttaa, ettd niistd ambiguiteettivaihtoehdoista vain hyvin pie-
ni murto-osa on konsistentt: liikkkuvan vastaanottimen tietyn sijainnin kanssa: konsisten-
tit ambiguiteettiyhdistelmét kuuluvat ambiguiteettiavaruuden kolmiulotteiseen aliavaruu-
teen, jonka eréds parametrisointi on koordinaatit [ Xpry, YR, Zg, }T, kuten ylla jo huo-
mautettiin.
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Kuva 9.1: Ambiguiteettiratkaisu

Viime vuosina on kehitetty ovelia ja tehokkaita menetelmid ambiguiteettien ratkaisemisek-
si tdssd konsistentissa aliavaruudessa, kuten LAMBDA-menetelmd (LAMBDA = Least-
squares Ambiguity Decorrelation Adjustment, [ 1.

Kuvatunlainen ambiguiteettiratkaisumenetelmé onnistuu ilmeisesti vain, jos vertaus- ja
liikkkuvan vastaanottimen vélinen matka on riittdvan lyhyt, kdytannosséa alle 10-20 km.
Siiné tapauksessa voidaan myos kayttda hyviksi se seikka, ettd GPS-satelliitit ldhettavit
signaaliaan kahdella eri taajuudella, Ly (1575.42 MHz) ja Lo (1227.60 MHz). Ambigui-
teettiratkaisua saadaan joko heti, tai muutaman epookin jélkeen.

Ambiguiteettiratkaisu on myts mahdollinen pitemmille vektoreille, mutta on paljon han-
kalampi, tyoladmpi ja aikavievdmpi, koska ilmakeh&n aiheuttamat virheet jne. on otettava
huomioon.

9.6 Verkko-RTK

Kokeilu on kdynnissé, ja jo tehty, verkkomaisen RTK-ratkaisun toteuttamiseksi: tassa kéy-
tetddn useita tukiasemia, ja jollain tavalla korjaukset interpoloidaan kayttédjan paikalle.

Kaksi perusmenetelmaé:

1. Broadcast-menetelmé: korjaukset ldhetetddn monelle kayttajalle yht’aikaa. Voi kéyt-
tad esim. radioldhetyksen ULA-sivukaista (RDS, Radio Data System).
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2. One-to-one (“singlecast”) -menetelmé: korjaukset lasketaan yhta kdyttajasa varten,
ja ldhetetddn hénelle esim. matkapuhelimitse tai Internetin vilitykselld. Jokaisen
kayttajan korjausviestin sisdlté voi olla erilainen.

Erés one-to-one menetelmén variantti on virtuaalitukiasema-menetelmé, missé lasketaan
interpoloimalla tukiasemien korjaukset “virtuaalitukiaseman” korjauksiksi havaitsijan 14-
hella.

Erilaiset interpolointitekniikat:

1. Raaka voima; téssé oletetaan, ettd korjaus on jatkuva paikan funktio maan pinnalla.
Jos oletetaan téatda funktiota lineaariseksi, riittdd kolme tukiasemaa mittausalueen
ympaéri

2. ilmakehé&n jne. mallinnus. Periaatteessa voisi parantaa interpolointituloksia, jos malli
on hyvé.

Monessa paikassa, mm. Saksassa, on kdytossd Spectra Precision Terrasat GPS-Network
softa (http://www.terrasat.de/applications/refvirtual.htm), joka perustuu virtu-
aalitukiasema-konseptiin. My6s Suomessa tdmé jéarjestelmé toimii Geotrimin GNSSnet-
verkossa.

9.7 Globaalinen DGPS

Téaméa on Jet Propulsion Laboratoryn keksimé ja toteuttama jirjestelmé. Internetin vali-
tykselld lahetetyt korjaukset ovat globaalisti valideja.

IGDG, Internet-based Global Differential GPS. http://gipsy. jpl.nasa.gov/igdg/.
Systeemi toimii seuraavasti:

Jokainen sekunti lahetetdédn 560-bittinen viesti kayttéjélle, joka siséltdd kolmiulotteiset sa-
telliittipaikkakorjaukset (XY Z) sekd metritason satelliittikellokorjaukset neljalle (4) sa-
telliitille, ja cm-tason jadnndskorjaukset 32 satelliitille.

Tamén ansiosta on mahdollista korkeintaan 8 sekunnin jélkeen rekonstruoida kaikki rata-
ja kellokorjausten ldhtoarvot 32 satelliiteille. Sen jéilkeen ne pidetdén ajan tasalla.

Kellokorjausten resoluutio on 1.5625 cm, ratakorjausten resoluutio 6.25 cm.

Korjaukset ldhetetdén Internetin kautta kayttéjalle TCP-protokollaa kayttéen.

9.8 RTCM Internetin yli (NTRIP -protokolla)

“Networked Transport of RTCM via Internet Protocol”.

Ks. http://igs.bkg.bund.de/pdf/NtripPaper.pdf. Td4mi on lupaava menetelmé joka
on myo6s Suomessa jo kokeiltu. Vuodesta 2012 ldhtien Suomessa tarjotaan @QFocus-palvelu
(Indagon Oy) joka kayttdd NTRIP-protokollaa.


http://www.terrasat.de/applications/refvirtual.htm
http://gipsy.jpl.nasa.gov/igdg/
http://igs.bkg.bund.de/pdf/NtripPaper.pdf
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Tosiaikaiset jarjestelmat ja verkot

Teknologinen navigointi on usein riippuvainen ulkoisen datan saannista tosiajassa tieto-
litkenneverkosta, ja lisdksi sisddnrakennetusta laskentakapasiteetista ja ohjelmistosta joka
riittad tosiaikaiskayttoon. Naitd vaatimuksia késitelladn seuraavasti.

10.1 Tietoliitkenneverkot

Lahetysverkot

.Lahetysverkot eli yksi-moni -tyyppiset viestintdverkot, ovat ldhes yhtd vanhoja kuin ra-
dioaaltojen keksiminen. Radioaallot (kantoaallot) voidaan kéyttéé digitaalistenkin signaa-
lien vélittamiseksi, esim. kdyttdmélla Morse-koodia (radiosihkotys), tai analogiset sig-
naalit, mm. &4ni (radiopuhelinviestintd), kuvat (televisio), tai analogiset tai digitaaliset
mittaustiedot (telemetria).

Informaatio kuljetetaan radioaaltojen avulla moduloimalla ne. Modullatiotekniikat ovat
mm. amplituudimodulaatio, taajuusmodulaatio ja vaihemodulaatio.

Esimerkki: amplitudimodulaatio

Kuvassa 10.1 we see how amplitude modulation places a signal (the dashed curve, e.g.,
a sound wave) on top of the carrier wave. To the right we see what the spectrum of the
modulated wave looks like.

Jos kutsutaan kantoaallon taajuus F:ksi ja moduloivan signaalin (d44nen) taajuus f:ksi,
voidaan kirjoittaa moduloitua signaalia tdhdn muotoon:

A(t) = cos(2nF)-cos(2nf) =
= & lcos (2x [F + £)) + cos (2x [F — )],

josta nikyy, ettd uutta aaltoa voidaan esittda kahden taajuuden, F'+ f ja F'— f, summana.

Now, if the modulating wave contains a large number of different frequencies, 0 < f <
fmaz, the resulting spectrum will contain signal in the full range (F — fiaz, F' + finaz)-
We say that the band width consumption is 2 f,,4z-

99
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Kuva 10.1: Amplitude modulation and bandwidth.

For broadcasting networks, bandwidth is a scarce and valuable resource, to be carefully
allocated.

Nyqvistin lause

One can show that in order to represent a function of time by sample points, the distance
At between the sample points should never be more than than one-half the shortest period
present in the function. This is called the Nyqvist Theorem. For a function satisfying
Nyqvist’s condition, it is possible to transform it back and forth from the time domain A ()
representation to the frequency domain A (f) representation using the discrete Fourier
transform. Numerically, typically the Fast Fourier Transform (FFT) is used.

Now, if we have a modulating function a (), that has as its highest contained frequency
fmaz, then its shortest contained period is 1/ fy,4.-The number of samples transmitted
using amplitude modulation will then be max 2 f,,,4., i.e., precisely the effective bandwidth
occupied by the modulated signal.

Switched connection networks
Historia

The first, still existing and wildly successful switched, or many-to-many, connection
network is the telephone network.

The invention of the telephone is usually credited to Alexander Graham Bell. In reality,
like with the steam engine, the telescope and many other inventions, the time was ripe
for it and many people, like Elisha Gray (who filed his patent a mere two hours after
Bell!), Antonio Meucci and Thomas Edison, contributed valuable ideas before a working
implementation became the basis of the first telephone network.

For many years, American Telephone and Telegraph held a monopoly on telephone tech-
nology. Off and on, there were anti-trust proceedings against the company, which is also
credited with laying the first trans-atlantic phone cable, launching the first communica-
tions satellite (Telstar), and inventing Unix. ..
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Kuva 10.2: FSK-modulation.

Telephone is based on transmitting sound in electric form over a copper cable. This is still
the way it happens for the few metres nearest to the consumer, although all in-between
equipment is nowadays fully digital. Making a connections between two telephone custo-
mers was originally done by hand; already before 1900, the first, mechanical automatic
switches were built. A number was dialled using a round disc, sending as many pulses as
the number being encoded. This is called “pulse dialling”. Today, faster tone dialling has
completely replaced it.

The number system for telephones is a three-layer, hierarchical system that is not control-
led from a single point: a remarkable invention. It has aged well in spite of being extraor-
dinarily user-hostile: Looking up telephone numbers is done manually using thick paper
books. The world is divided into national domains having country codes. The United
States has code 1, most larger countries have two-digit codes (e.g., Germany 49), while
smaller, poorer countries like Finland have settled for three-digit codes (358). Under the
national domains are trunk codes, typically (but not necessarily) for cities, within which
individual subscribers have their numbers.

Attempts to make phone numbers “mnemonic”, so they can be easier remembered, have
pretty much failed; new telephone concepts such as Internet telephony, may soon change
this.

The digitization of the telephone network has also made possible to offer customers
“always-on” data connections, even over last-few-metres copper, which use frequencies
above those used for audible sound. Using a low-pass filter in-between, it is even possible
to use voice and data on the same line (Digital Subscriber Line, DSL).

Modems

Given that the phone network is designed for the transport of sound, it is necessary, in
order to transport data on it, to convert this to and from the form of (analogue) sound
waves. This is done with a device called a modem (modulator-demodulator).

The picture 10.2 shows one technique (Frequency Shift Keying) often used for modulation:
a logical 1 is encoded as a short (high frequency) wave, a logical 0 as a long (low frequency
wave. This is a simple, somewhat wasteful, but effective and robust modulation technique.
Additionally, checksums are transmitted as well, in order to verify that the data received
equals the data sent (Parity check, Cyclic Redundancy Check) even over noisy lines.
Compression is used if possible and speeds up especially the transfer of textual material.

There are a number of standards for modems, mostly created by the International Te-
lecommunications Union. Over a good quality analogue line, 56k bits/second is the best
achievable.
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Kuva 10.3: Protokollapinon esimerkki

Using a modem to transfer data over a network designed for sound only is an example of
a protocol stack: the lowest layer is sound transfer, upon which digital data transfer, in
the form of a bit stream, is layered. Other layers can still be placed on top of this: the
Internet Protocol and TCP to be discussed later, advanced protocols such as the Web
service HT'TP, and so on. Establishing such a connection requires bringing up every layer
of the stack in succession, from the ground up.

In a protocol stack, typically the higher layers are implemented in software, whereas the
lowest layers are hardwired. E.g., telephone sound is transmitted traditionally as voltage
fluctuations in a copper wire. As digital technology develops, however, the software comes
down in the stack: for all but the last few metres, nowadays telephone sound moves as
digital bit patterns, often in optic fibre cables.

This creeping down of software is leading to devices that previously were very different,
to become almost the same on the hardware level. E.g., a telephone and a television
set are becoming mostly just general purpose computers, differently programmed. This
phenomenon is known as convergence.

Mobile phones

Mobile phones based on GSM (Global System for Mobile Communications) can also be
used for data transfer; data rates achievable are 9600-14400 bits/second. As GSM is a
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natively digital telephony system, it wouldn’t be correct to talk about “GSM modems”,
as is often done.

However, there is a development towards more advanced protocols such as GPRS (General
Packet Radio Services) which allow an always-on digital connection with much higher data
rates. This brings us to the following subject: packet switching networks.

Packet forwarding networks

With this we mean the Internet. Also this is a many-to-many communication network;
but there the similarity with the telephone network ends. The internet is based on the
transfer of packets made up of data bytes and accompanying information. There is no way
of telling how a particular packet will reach its destination (or, indeed, whether it will at
all, and, if so, how quickly).

The functioning of the Internet, IP addresses, and domain name services is explained in
many places (e.g., http://www.cisco.com/univercd/cc/td/doc/cisintwk/ito_doc/
ip.htm) and we will not repeat it here. There are a number of protocols built upon
the Internet Protocol, the most important of which are

> ICMP (Internet Control Message Protocol), e.g., the well-known “ping” command
for checking network connectivity.

> UDP (User Datagram Protocol) is a connectionless protocol. Essentially, a trans-
mitter sends out packets, and a receiver receives them — most of the time. There is
no check on successful reception, and not even if packets purported to come from
the same source actually do. But UDP’s overhead is low, which is why it is some-
times used. E.g., the Network Time Protocol uses UDP. A time server just sprays
packets around for clients to pick up and synchronize their clocks to.

> TCP (Transmission Control Protocol) is a connection based protocol. It establishes
a connection between two hosts on the Internet, and then exchanges packets in both
directions, until the connection is closed. It is thus a bidirectional protocol, but is
always initiated from one side, typically the client side.

The packets may travel from one host to the other over many different paths; the
receiver places them in the proper order based on a sequence number contained in

every packet. If a packet is missing and has timed out, a request to re-send is issued.
Thus, TCP is reliable.

The security of the connection is safeguarded by each host randomly choosing the
starting value of its packet counter for this connection. Such a connection could be
hijacked in principle — a so-called “man-in-the-middle attack” — but it is not easy.

Every packet contains two data fields called source port and destination port. These are
numbers between 1 and 65535 which are used to distinguish various service types from
each other. E.g., HT'TP uses port 80 — usually'. It is important to understand that these
ports are purely software things; it is the networking software layer in the operating system

IThere is a list of all services in the file /etc/services.


http://www.cisco.com/univercd/cc/td/doc/cisintwk/ito_doc/ip.htm
http://www.cisco.com/univercd/cc/td/doc/cisintwk/ito_doc/ip.htm
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that distinguishes these port numbers from each other and directs packets to appropriate
server/client processes. Nothing like a (hardware) serial or parallel or USB port!

Note that one thing that none of these Internet protocols is, is real time. They are so-
metimes used in a real time fashion, assuming that the latency on a transmission will
never become very large, but that is a gamble; a fairly harmless one, e.g., for music strea-
ming. But already modest congestion — locally or upstream — will make transmission times
totally unpredictable.

10.2 Real time systems

Hardware

In real time systems used for navigation, digital hardware included will typically have a
rather low processing capacity. Think, e.g., of mobile phones: the dictate of low power
consumption and small form factor limits what kinds of circuitry one can use, and how
much of it.

Another limitation may be, that no full-blown keyboard may be used, and instead of a
mouse, a stylus and touch screen — of limited size — is indicated. Also ruggedness may be
required depending on the navigation environment.

Operating systems

The hardware limitations mentioned obviously also limit what operating system software
can be used. Typically found are “embedded” operating systems, like in mobile phones
Symbian, in PDAs (Personal Digital Assistants) PalmOS, and more and more Windows
CE, e.g., in the iPaq and friends, which however consume significantly more power.

In high-reliability operations, e.g., on spacecraft, also systems like the QNX and Wind
River Systems? real time embedded operating systems are being used. In “hard” real time
applications, the operating system should preferably not crash®.

Linux/Unix variants are also being used and have become recently quite popular, e.g.,
Android and the iPhone’s OS X.

It will be clear that, for interfacing with various devices such as GPS and other sensors,
the availability — or easy development — of device drivers is critical.

As hardware capability grows while size and power consumption drops, more and more
“general” consumer grade operating systems, slightly adapted, are finding their way also
into these constrained mobile platforms.

Interrupts, masking, latency

A typical operating system functions in the following way: upon start-up, after operating
system, file system and device driver functions have been enabled, the initial process goes

2The Mars rovers Spirit and Opportunity use the Wind River Systems software.
3. .. which however the Spirit’s system did, due to running out of file handles. But it came beautifully
back up again.
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into multi-user mode and spawns all the background service processes (deamons) that are
supposed to run on this system. Then it loads a login process, presenting it to the user on
one or more consoles connected to the system. When a user logs in, he is presented with
a shell or command interpreter, allowing him to start his own user processes.

On consumer grade OSes, a windowing GUI or Graphical User Interface is started up as
well at this stage, making possible operation by lightly trained personnel. This is however
quite demanding in resources. Also from the GUI, user processes can be started in addition
to the system processes underlying OS and GUI operation.

The defining property of an operating system is, that it manages the system’s various
resources in a way that is transparent to the user. Device drivers are one example of this.
And, e.g., CPU resources are managed through the scheduler.

If we look at a single process®, we can say that the path of execution is linear. This means
that execution either proceeds to the next statement, or to a statement pointed to by a
branching (if, switch, ...) statement. This makes it easy to keep track of the current
state of the process: it can only be changed by statements that we have executed.

Looking at a procedure or subroutine or method, it is only executed because another
procedure, and ultimately the main program, called it in the course of its linear execution.
The way a procedure is executed is as follows: when it is called, it places a return address
— the current Program Counter in the calling procedure — on the stack. Next, any locally
defined variables are also located on the top of the stack, which thus grows. When the
flow of control meets the end of the procedure, first the local variables are deallocated,
and then the top of the stack is moved back into the Program Counter of the CPU again,
and we have returned to the calling procedure.

Interrupts change this whole picture. Computer hardware provides for a number of diffe-
rent interrupts, and they can happen at any time. When they happen, it is their respon-
sibility not to change anything that could interfere with the processes that are currently
executing. Interrupts are used, e.g., to service input/output devices that cannot wait.
Every interrupt is connected to an interrupt service routine, which is executed when it is
triggered.

Take the clock interrupt routine, for example. It is triggered 50 times a second, and its
main function is to increment the software time register kept by the operating system
software. But it is typically also responsible for task switching, allowing the running of
multiple tasks apparently simultaneously. At every task switch, the context of the currently
running process — the set of data, including CPU registers, that it will need to continue
running — is saved, and another process, with its context data, is allowed to run during
the next “time slice” of 0.02 s.

The decision which process to schedule next, is a subject on which thick books have been
written. It should be a process that is “runnable” — and not, e.g., waiting for user input
—, and should have a high priority.

Every process — but especially kernel or system level processes — have pieces in their code
where it would be wrong or disastrous to be interrupted. We humans know this all too
well: there are certain tasks that we simply cannot do if we are not left in peace to do

4...and ignoring threading!
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them, and if we are interrupted, we may just have to start from the beginning again, if not
worse. Computers are no different. This is why it is possible for interrupts to be masked.
Critical kernel routines will mask the clock interrupt, and unmask it again when finished.

Now, the requirements for real time use are:

1. We should know in advance which processes will be running on our system. An
environment like a multi-user server into which people can log in and start user
processes at will, is not acceptable

2. We should know in advance what are the longest pieces of code, execution time wise,
that the various runnable processes contain during which they can not be interrupted.
These durations should all be acceptably short

3. The real-time critical processes should receive the highest priority, all others a lower
priority

4. The time interval for task switching should be suitably short; 0.02 s may be too long

5. The total processing capacity of the system should be sufficient

a) on average for all processes, and

b) at every point in time for all the real-time processes taken together.
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Navigointi ja paikkatietojarjestelmat

Nykyisin jo laajasti kdytetty datankeruumenetelmé kartoitustyoté ja paikkatietojirjestel-
mid varten on RTK-paikannus. Jos tarkkuusvaatimukset ovat 1 — 2m:n tasolla, kelpaa
jopa koodipohjainen DGPS, etenkin nyt kun GPS-jirjestelmén salaus on kytketty pois
paAltA.

Néin “navigointiratkaisua” voidaan kayttad kartoitustarkoituksessa. Tarkkuus ei ole sa-
malla tasolla kuin staattisissa mittauksessa, mutta usein tdmé on taysin hyviksyttavissa.
Etuna on, ettd jalkityotd (toimistotyotd) ei synny, eli se on tyoekstensiivinen. Keratty
data — joka voi olla volyymiltdan varsin laaja, miljoonia pisteitd — menee suoraan paikka-
tietojarjestelméadn minimaalisen késityomadran (mm. tyyppikoodauksen) jélkeen.

11.1 Geosentriset koordinaattijarjestelméit

Tarkassa paikanméiérityksessi on oltava tarkka koordinaattijérjestelmén (datumin) kans-
sa. Sellaisenaan GPS antaa koordinaatit WGS84-jarjestelméssé, joka on GPS-jéarjestelmén
itse kiyttamé jarjestelmé. Tarkemmat geosentriset jarjestelmét ovat IERS:n (Internatio-
nal Earth Rotation Service) laatimat ITRF-xx ja ETRF-xx -jérjestelmét (IRTF = Inter-
national Terrestrial Reference Frame; ETRF = European Terrestrial Reference Frame).
Nykyisin noin desimetrin tarkkuudella ndmé jérjestelmét yhtyvat WGS84:4én.

ETRF-jérjestelmilld on kdytdnnon hyoddyllisena ominaisuutena, ettd Euraasian manner-
laatalla koordinaatit eivat muutu, eli jarjestelmé liikkuu laatan mukana. Monessa Euroo-
pan maissa, ja tieteellisissé piireissd, on kidytossda ETRF-89, myos kutsuttu EUREF-89.
Sen médrityshetki (epookki) on vuoden 1989 alku.

Geosentrinen jarjestelmé on jérjestelmé, jonka:

> origo on Maan massakeskipisteessé (tai hyvin l&helld sitd);
> z-akseli osoittaa Maan pyordhdysakselin suuntaan;

> z-akseli osoittaa joko kevitpisteeseen taivaalla (téhtitieteellinen koordinaattijarjes-
telma, inertiaalinen) tai on Greenwichin meridiaanin tason sisillé (terrestrinen koor-
dinaattijarjestelma, kiinnitetty kiinteaan maahan ja “mukana pyoriva”)
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11.2 Ei-geosentriset jarjestelmit

Kun halutaan operoida paikallisessa tai valtakunnallisessa, ei-geosentrisessa jarjestelmés-
sa, kuten kkj (Kartastokoordinaattijarjestelmé) asiat mutkistuvat aika lailla, jos halutaan
sdilyttaa GPS-mittausten tarjoamaa tarkkuutta. Jotkut RTK-GPS-laitteistot mahdollis-
tavat seuraava mittaustapa:

> Mitataan muutama kkj:ssé tunnettu piste mittausalueen reunalla, ja syStetdédn nii-
den kkj-koordinaatit;

> Mitataan mitattavat pisteet alueella;

> Palataan tunnettuun pisteeseen tarkastaakseen, onko mittauksen aikana tapahtunut
kantoaaltovaiheen kokonaislukuhyppéys (“cycle slip”).

> Laite laskee itse muunnoskaava (HELMERT-muunnos avaruudessa) tunnettujen pis-
teiden avulla, ja muuntaa kaikki tavalliset mittauspisteet kkj.hin sen avulla.

Menetelméan haittapuolena on, ettd mittausaineiston alkuperdinen tarkkuus putoaa pe-
ruuttamattomasti kkj:n melkein aina heikompaan paikalliseen tarkkuuteen. Jos tdmé on
hyvaksyttavissi, on se hyva kaytdnnollinen ratkaisu paikallisessa kartoitustyodssa.

11.3 Korkeusjirjestelmét

Kun kiytetddn GPS — tai mitddn muu jdrjestelmé joka ei suoraan riipu Maan paino-
voimakentasti, kuten myos inertianavigointi (INS) tai GPS-INS integrointi — korkeuden-
méadrityksessé, tulee vastaan se ongelma, ettd korkeudetkin ovat geosentrisia, ts.ne ovat
korkeuksia geosentrisen, matemaattisesti méaéritettyn vertausellipsoidin ylapuolella. Pe-
rinteiset korkeudet sen sijaan ovat “keskimerenpinnan”, tarkemmin, geoidin ylapuolella.
Ks. kuva 11.1.
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Ortometrinen korkeus
Korkeus ellipsoidista Luotiviiva 1

(esim. GPS:1la mitattu) Luotiviiva

Luotiviiva

. Vertaus-
ellipsoidi

Geoidi, korkeus [ h=H-+ N}
ellipsoidista NV

Kuva 11.1: Korkeusjérjestelmét
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