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Esipuhe

Kansikuva: Navigointi ei ole ihmisen keksinto. Lapintiira
(Sterna paradisaea) lentdd joka vuosi arktiselta alueelta
Eteldiselle jadmerelle ja takaisin.

Egevang ym. (2010)

Olen opettanut tdatd kurssia vuosina 2001—2010 Teknillisessd korkea-
koulussa ja 2010-2015 Aalto-yliopistossa. Kurssi oli osa paikannuksen
ja navigoinnin, geomatiikan sekd geoinformatiikan koulutusohjelmia.
Kurssin ajatuksena oli antaa geospatiaalisten tieteiden opiskelijoille
perustiedot tosiaikaisen paikannuksen taustalla olevista teknologioista
ja menetelmistd sekd niiden kdytostd navigoinnissa maalla ja merelld,

ilmassa ja avaruudessa.

Kurssin pddaiheita ovat navigoinnin perusteet, stokastiset proses-
sit, Kalmanin suodin, inertianavigoinnin teknologiat ja menetelmadt,
GNSS-signaalien rakenne, kantoaallon vaihemittaukset ja kokonaislu-
kutuntemattomat, tosiaikainen GNSS-paikannus ja navigointi, differen-
tiaalikorjausten viestintdratkaisut ja standardit, GNSS-tukiasemat ja
-verkot, satelliittipohjaiset parannusjirjestelmat, ilmagravimetria sekd
anturifuusio ja sattuman anturit.

Helsingissa 4. joulukuuta 2020

Martin Vermeer
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Navigoinnin perusteet

1.1 Johdanto

“Navigointi” tulee latinalaisesta sanasta navis eli laiva. Navigointi on
siis merenkulkua. Laajemmassa merkityksessd navigoinnilla tarkoite-
taan sopivan reitin 16ytamistd ja sitd pitkin kulkemista, tarvittaessa
rekursiivisesti. Tdhdn sisdltyy oman sijainnin méaarittiminen matkan ai-
kana. Nykynavigointi, ainakin jokapdivédisen elinpiirimme ulkopuolella,
toteutetaan aina teknologisesti.

Navigointi liittyy geodesiaan, koska myos geodesiassa kiinnostuksen
kohteena on sijainti. Geodesiassa Maan pinnalla olevien kohteiden
sijainnit kasitelladan kuitenkin yleensd vakioina tai hyvin hitaasti muuttu-

vina.

Navigoinnin ja perinteisen geodeettisen paikanmaéérityksen véliset

erot ovat siis seuraavat:

o Navigoinnissa sijaintitiedot tarvitaan heti tai korkeintaan tietyn
enimmadisviiveen jdlkeen. Tatd kutsutaan tosiaikaisuuden vaatimuk-
seksi.

o Navigoinnissa sijaintitiedot ovat muuttuvia eli ajasta riippuvaisia.

Nykynavigointi ei rajoitu merenkulkuun. Lentokoneet, ohjukset ja ava-
ruusalukset sekd kuivalla maalla liikkuvat kulkuneuvot ja jopa jalan-
kulkijat “navigoivat” nykyteknologioiden avulla. Kehitys on péddosin
kahden teknologian ansiota: satelliittipaikannuksen, kuten GPS (Global
Positioning System), ja inertianavigoinnin. My®os tieto- ja viestintédtek-
niikka on kehittynyt: erityisesti rekursiivinen lineaarinen suodatus eli
Kalmanin suodin. Lisdksi anturiteknologian tuottamat pienet ja huokeat
digitaaliset anturit ovat mullistamassa jokapdivédisen navigoinnin.
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Kuva 1.1. Eldmé on navigointia. Votiivilaiva Karlskronan amiraliteetinkirkos-
sa. (Wikimedia Commons, Votiivilaiva, rajattu). Malli on korvetis-
ta Carlskrona, joka laskettiin vesille 1841. Laiva kaatui ja upposi
tuulenpuuskassa Kuuban rannikon edustalla vuonna 1846 vieden
mukanaan 114 miehiston 131 jasenesta.

1.2 Historia

1.2.1  Vanha historia

Ihminen on aina tutkinut maailmaa ympadrillddn ja matkustanut kaukaa
ja kauas. Navigointi on ollut valttaméattomyys aina’.

Ennen teknologisten mittaus- ja ohjausmenetelmien keksimista elet-
tiin maamerkkien ja matka-aikojen perusteella arvioitujen etdisyyksien
varassa. Siksi vanhat kartat, jotka piirrettiin matkustajien kertomusten ja
muistiinpanojen perusteella, ovat usein omituisella tavalla vaaristyneita.

Maamerkkien kdytto vaatii kartoitusta eli maailman kuvausta kartan
muodossa. Matka suunnitellaan ja toteutetaan vertaamalla todellista paik-
kaa koko ajan aiottuun madranpadhdn matkasuunnitelman mukaan.

Navigointia maamerkkien ja huipputeknologian avulla kdyttavat
esimerkiksi risteilyohjukset: ne lentdavat muistissa olevan digitaalisen
maastomallin korkeuskéyrid pitkin.

Jos esimerkiksi merenkulussa maamerkit puuttuvat, voidaan kayt-
tad menetelmdd nimeltd merkintilasku (engl. “dead reckoning”), Wikipe-

1 Navigare necesse est”.
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AUSTRALIA

Kuva 1.2. Polynesian muuttoreitit, Wikimedia Commons, Polynesian muutto-
22 reitit.

dia, Dead reckoning. Menetelméssa arvioidaan matkustussuunnan ja
-nopeuden perusteella, missd merenkavijan pitdisi olla. Virheitd aiheut-
tavat tdssd menetelméassd merivirtaukset — ilmailun tapauksessa tuulet
— ja yleisemmin se, ettd ennuste heikkenee ajan myota.

Alkeellisilla menetelmilld merenkulku on melko turvallista vain 1dhel-
14 rannikkoa. Silti foinikialaisten uskotaan matkustaneen niilld keinolla
Afrikan mantereen ympari, Sinjab (2010). Alkeelliset menetelmat riittivat
my®0s siihen, ettd Tyynenmeren saaristot saivat ihmisasutuksensa. Wiki-
pedia, Polynesian navigation; Kawaharada; Exploratorium, Never Lost.

Katso my6s Diamond (1999).

My®6s linnut ovat hallinneet navigoinnin aina, Lindsay (2006).

‘I 1.2.2 Merenkulku

Merenkulku avomerelld edellyttaa mittausta, koska maamerkkejd ei ole*. ~

*Ei ainakaan itsestddn selvid maamerkkejd. Jotkut ovat ihmetelleet, miten polynesia-
laiset merenkulkijat 16ysivat suhteellisen pikkuruisia saaristoja, kuten Havaiji. Heiltd
jdi oivaltamatta, ettd saarten vaikutus pilviin, merivirtauksiin ja linnustoon ulottuu
aika lailla laajemmin kuin meresté torréttava kiinteisto — jos vain osaa katsella.

=M BUE O
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Kuva 1.3. Valkoposkihanhet syysmuuttomatkalla, Wikimedia Commons, Val-
Q koposkihanhet.

o Suunta on helpoin. Yolla Pohjantdhti ndyttdd, missda on pohjoi-
nen. Pdivalld voidaan kdyttda Aurinkoa, vaikkakin monimutkai-
semmalla tavalla. Pilviselld sddllda Auringon paikan 16ytdmisessa
voidaan hyddyntéa taivaan valon polarisointia.

Magneettinen kompassi teki pohjoisen 16ytdmisestd helpompaa
kaikissa olosuhteissa. Magneettinen pohjoinen ei kuitenkaan ole
maantieteellinen pohjoinen. Niiden vélinen ero eli eranto riippuu

Kuva 1.4. John Harrisonin rakentama kronometri Hg. Wikimedia Commons,

24 Harrisonin kronometri Hs.
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sjjainnista ja muuttuu ajassa.

o Leveysaste on helppo saada: sehdn on taivaannavan korkeuskulma
horisontin yldpuolella. Pédivilld voidaan kédyttdd Aurinkoa: yla-
kulminaatiossa eli tahtitieteelliselld keskipdivélld voidaan havaita
Auringon korkeuskulma n horisontin yldpuolella. Lisdksi tarvi-
taan Auringon deklinaatio eli taivaallinen leveysaste 6 eli Aurin-
gon kulmaetdisyys taivaan ekvaattorista. Kulmaetdisyys saadaan
tahtitieteellisistd taulukoista. Leveysaste ¢ lasketaan yhtalolla

0 =5 p"*‘iiff“ (90° — 7).
Plussamerkki pétee, kun Auringon korkeuskulma havaitaan
eteldisen horisontin yldpuolella, yleensa pohjoisella pallonpuolis-
kolla. Kun Aurinko nékyy suoraan pohjoisessa, yleensa eteldiselld

pallonpuoliskolla, pdtee miinusmerkki.

o Pituusaste on ongelmallinen Maan pyorahdysliikkeen takia. Tama
merkitsee, ettd maapallon asento Aurinkoon ja tdhtiin ndhden
muuttuu nopeasti vuorokauden aikana. Auringon tai tdhtien kayt-
tdminen pituusasteen médrityksessa edellyttdd timédn asennon
tuntemista. Se puolestaan edellyttdd absoluuttisen ajan tuntemista
tarkan aikastandardin eli kronometrin avulla. Katso Sobel (1995).
Myos tdhtitieteellisid menetelmid, kuten Jupiterin kuiden kayttoa
"kellona”, on tutkittu Galileosta ldahtien (Koberlein, 2016). Lisdaksi
1900-luvulla yleistyi aikamerkkien jakelu radioteitse.

1900-luvulla my6s radiotekniset paikannusmenetelmaét tulivat kuvioon
mukaan. Tunnetuin on varmaan Decca, joka perustuu hyperbeliseen
paikannukseen.

Yksi master- eli pddasema ja kaksi tai useampi “slave”- eli apuasemaa
lahettdvat radioaallot, joiden vaihekulmat, jotka toimivat aikamerkkeind,
ovat synkronoituja. Laivalla oleva vastaanotin mittaa pda- ja apuasemal-
ta vastaanotettujen aaltojen vélisen kulkuaikojen eron. Merikartalle on
merkitty varillisend kadyrand, hyperbelina, kaikki pisteet, joilla on sama
kulkuaikojen ero. Jokainen apuasema muodostaa pddaseman kanssa
yhden hyperbelikimpun, jolla on oma vari. Kahden erivérisen hyperbe-
lin leikkauspiste antaa laivan sijainnin. Pddaseman lisédksi tarvitaan siis
ainakin kaksi apuasemaa.

Modernit satelliittipaikannusmenetelmdt, kuten Transit/NNSS (kay-
tostd poistettu), GPS ja muut globaalit navigointisatelliittijarjestelmdt,
perustuvat hyperbelimenetelmén kolmiulotteiseen varianttiin.
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1.2.3 Moderni aikakausi

I[Imailu ja avaruustutkimus ovat tuoneet mukanaan tarpeen automaatti-
selle kolmiulotteiselle navigoinnille. Vaikka ensimmadisid lentokoneita
voitiin vield lentdd kdsin ilman instrumentteja, ensimmaéinen moderni
ohjus, saksalainen V-2, sisdlsi jo gyroskooppipohjaisen ohjausjarjestel-
man. Tassd tapauksessa navigointi on ohjaus (engl. guidance).

V-2:n ohjausjdrjestelma oli alkeellinen. Ohjus laukaistiin pystysuo-
raan ilmaan, jossa se kédédntyi oikeaan suuntaan gyroskooppialustansa
avulla. Ohjus kiihtyi, kunnes se saavutti ennalta méaratyn nopeuden,
ja ajoainehanat suljettiin (“Brennschluss”). Fyysisesti ohjaus tapahtui
pienten “ilma- ja suihkuperdsimien” (”Luft- und Strahlruder”) avulla,
jotka olivat kytkettyjd pyrstoon ja jotka muuttivat moottorista tulevien
kuumien kaasujen suuntaa’.

Nykyéddn lentokoneissa ja avaruusaluksissa kdytetddn tdydellista
inertianavigointia ja muita tietotekniikkaan perustuvia teknologioita,
kuten satelliittipaikannus eli GNSS, global navigation satellite systems.

1.3 Kulkuneuvon liikkeet ja koordinaatistot

Liikkuvan kulkuneuvon yhteydessd on olemassa muutama merkityk-
sellinen koordinaatisto eli vertauskehys, katso kuva 1.6:

1) kappalekohtainen koordinaatisto: x" osoittaa liikesuuntaan, y’
osoittaa sivuun paapuuriin ja z’ osoittaa suunnilleen ylospéin.

2) toposentrinen koordinaatisto, myos pohjoinen-itd-ylos: x"’-akseli
osoittaa pohjoiseen (geodesiassa) tai itddn (fotogrammetriassa),
z"-akseli osoittaa ylospdin paikallista luotiviivaa pitkin ja y” on
kohtisuora molempiin ndhden osoittaen joko pohjoiseen tai itddn.

3) paikallinen tai alueellinen terrestrinen koordinaatisto, jossa x
ja y ovat karttaprojektiokoordinaatit, ja z on paikallisessa kor-
keusjdrjestelméssa madritelty korkeus sovitusta vertauspinnasta
paikallista luotiviivaa pitkin.

3Katso Wikipedia, V-2 rocket. Itse asiassa ilmaruorit olivat kaksinkertaisia: suihku-
perdsimet, jotka ulottuivat moottorin kuumaan kaasuvirtaan, oli tehty grafiitista,
ja siksi ne paloivat nopeasti loppuun. Siihen mennessa raketilla oli jo niin paljon
nopeutta, ettd ulkopuoliset ilmaperédsimet ottivat raketin haltuunsa.

Nykypdivan raketit suuntaavat moottoriaan hydraulisesti, niin ettd tyontdvoima-

vektori hallitaan tarkasti.
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10 PIPE LEADING FROM ALCOHOL TANK TO WARHEAD 18 PITCH AND A&IMUTH GYROS 28 ALCOHOL INLET TO DOUBLE WALL
19 ALOCHOL FILLING POINT 29 ELECTRO-HYDRAULIC SERVO MOTORS
20 DOUBLE WALLED ALCOBOL DELIVERY PIPE TO 30 AERIAL LEADS

€1

Kuva 1.5. Saksalainen ohjusase V-2. Kuva Yhdysvaltojen ilmavoimat.
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Kuva 1.6. Eri koordinaatistot navigoinnissa.

Tama on kvasi-karteesinen vertauskehys, jota kdytetddn usein
ilmakuvakartoituksessa.

4) geosentrinen koordinaatisto (X, Y, Z), katso osio 1.4.

Kappalekohtaisen ja ulkoisen kehyksen vililld on olemassa muunnos,
jota luonnehtii kolme siirto- eli translaatioparametria ja kolme kiertokulmaa
eli Eulerin kulmaa. Liikkuvalla kulkuneuvolla kaikki kuusi ovat jatkuvia
ajan funktioita, kuten myoskin niiden ensimmaiset aikaderivaatat, jotka
tunnetaan nopeuksina ja kiertonopeuksina.

Kulkuneuvon asentoa voidaan kuvata kolmen akselin suhteen. Akse-
lien nimet suomeksi ovat ainakin ilmailussa pysty-, poikki- ja pituusak-
selit (engl. yaw, pitch ja roll axes). Pyorahdysliikettd matkasuunnan eli
pituusakselin ympaéri kutsutaan (etenkin ilmailussa) kallistumiseksi, rul-
laukseksi (ruots. att rulla) tai keinumiseksi, liikettd pystyakselin ympaéri
kidntymiseksi (ilmailu), jiiraukseksi (ruots. att gira) tai mutkailuksi, ja liiket-
td vaaka-akselin (vasen-oikea-akselin) ympari nydkkddmiseksi (ilmailu)
tai jyskinndksi (ruots. att stampa)*. Nama termit eivéit ole suomen kielelld

#Kiitos Jukka Varonen ja Kimmo Penttila!



Geosentriset vertauskehykset 1.4

Jiiraus

N

Jyskinta

Rullaus

Kuva 1.7. Kulkuneuvon asentokulmat.

vakiintuneita. Puhutaan my6s Eulerin kulmista, esimerkiksi fotogram-
metriassa (w, @, k). Niiden méaritelméa on kuitenkin hieman erilainen.

1.4 Geosentriset vertauskehykset

Vertauskehyksen eli koordinaatiston geosentrisyys merkitsee, ettd

o Origo on Maan massakeskipisteessd tai hyvin ldhelld sité.

o Z-akseli osoittaa Maan pyorimisakselin suuntaan.
Tamaén lisdksi Maan mukana pyorivélle vertauskehykselle

o X-akseli on Greenwichin meridiaanin tasossa ja osoittaa pdivanta-

saajan ja Greenwichin meridiaanitason leikkauspisteeseen.

o Y-akseli on kohtisuorassa molempiin muihin ndhden.

Sellaisenaan GPS antaa koordinaatit WGS84-vertauskehyksessd, joka

on GPS-jdrjestelmdn alusta ldhtien kdyttdima geosentrinen kehys. Sita
ylldpitdd Yhdysvaltain puolustuslaitos, ja siitd on ollut useita versioita.

Kansainvélinen geodeettinen tutkimusyhteisé on IAG:n, Kansainvali-
sen geodeettisen assosiaation, kautta laatinut omia geosentrisid kehyk-
sid. IAG:n palvelun nimi on IERS eli International Earth Rotation and
Reference Systems Service. Kehysten nimet ovat ITRFyy: International
Terrestrial Reference Frame. yy on julkaisemisen vuosiluku.

Nykyisin ndmaé kehykset yhtyvit senttimetritasolla WGS84:dén.

Eurooppalaisella alueella IAG:n Euroopan alueellinen vertauskehyk-
sen alakomitea (EUREF) on samalla tavalla toimittanut eurooppalaisia
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geosentrisid vertauskehyksid nimeltd ETRFyy: European Terrestrial Re-
ference Frame. ETRF-kehykset on suunniteltu néin, ettd pisteiden koor-
dinaatit eivdt muutu Euraasian mannerlaatalla eli kehys litkkuu laatan
mukana. Kehykset ovat vertausjarjestelméan ETRS-89 realisaatioita.

Monissa Euroopan maissa ja tiedepiireissd on kdytossa jarjestelman
ETRS-89 realisaatioita, kuten Suomessa EUREF-FIN. ETRS-89:n mdaritys-
hetki eli epookki on vuoden 1989 alku, jolloin se yhtyi ITRS:n kanssa
(International Terrestrial Reference System).

Vertauskehykset WGS84, ITRF ja ETRF ovat kaikki geosentrisid. Ne ovat
my0s terrestrisid eli kiinnitettyjd kiintedan Maahan ja “mukana py®ori-
vid”: ECEF, "Earth centred, Earth fixed”. Taman tyyppisid koordinaatteja
saadaan satelliittipaikannuslaitteista.

Mainitut vertauskehykset eivit ole inertiaalisia: inertialaitteiden kaytto
osoittaa heti, ettd ne kdantyvat maapallon mukaan kerran tdhtivuoro-
kaudessa, 23"56™4¢. Tietysti sama nidkyy myos, kun katsoo taivasta
tahtikirkkaana yona. . ..

Newtonin liikelait patevit vain inertiaalisessa koordinaatistossa. Iner-
tialaitteet on viritettdvad huolellisesti, jos niitd kdytetdan Maan mukana
pyorivédssd koordinaatistossa, kuten todetaan osiossa 5.9.

Inertiaalinen vertauskehys on sovitusti myds geosentrinen: origo
sijaitsee Maan massakeskipisteessd. X-akseli osoittaa Greenwichin me-
ridiaanitason suunnan sijasta kevittasauspisteen suuntaan. Kevétta-
sauspiste on Auringon paikka taivaalla kevdan alussa, kun se siirtyy
eteldiseltd pohjoiselle pallonpuoliskolle.

Geosentristen vertauskehysten aikaskaala on sidottu keskimerenpin-
nan geopotentiaaliin. Silld on merkitystd, jos kdyttda tarkkoja atomikel-
loja sekd maanpinnalla ettd avaruudessa.

1.5 Ei-geosentriset vertauskehykset

GPS on ollut kdytettdvissd geosentristen vertauskehysten luomiseen
1990-luvun alusta ldhtien. Useimmat maailman kansakunnat ovat kan-
sainvilisen geodeettisen yhteison tukemana kdyttaneet tita tilaisuutta
hyvikseen, ja nykyddn ITRS on useimpien virallisten vertauskehysten
pohjana.

Tama ei kuitenkaan merkitse, ettd vanhoista koordinaatistoista on
luovuttu kokonaan. Miljoonat pistekoordinaatit vanhoissa koordinaa-
tistoissa viruvat vanhoissa asiakirjoissa. Tdllaisia ovat esimerkiksi tont-
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tirajat sekd digitaaliset kaavoitus- ja infrastruktuurikartat. Kunnat ovat
panostaneet merkittdvasti saadakseen ndma aineistot muunnettua geo-
sentrisiksi. Vanhoja koordinaatteja ei enda suositella kaytettaviksi.

Tosiaikainen kinemaattinen (RTK) paikannus, ldhinnéd navigointime-
netelmd, on laajassa kdytossa oleva datankeruumenetelma digitaalisessa
kartoitustytsséd. Se on my0s esimerkki siitd, miten “navigointiratkaisua”
voidaan kdyttdd kartoitustarkoituksiin. Etuna on, ettei mittauksen jal-
keen ole toimistotyotd. Kerdtty data—joka voi olla varsin laajajajopa mil-
joonia pisteitd — menee suoraan paikkatietojdrjestelmddn rajallisen kési-
tyon, esimerkiksi tietyn luettelon mukaisen tyyppikoodauksen, jalkeen.

Jos tarkkuusvaatimus on metrin tasoa, tehtdvdadan kelpaa jopa koodi-
pohjainen differentiaali-GNSS.

Kuitenkin, jos haluaa tyoskennelld paikallisessa tai valtakunnalli-
sessa ei-geosentrisessd jdrjestelméassd, kuten KKJ eli Kartastokoordi-
naattijarjestelmad, ja halutaan samalla sdilyttdd GNSS-mittauksista saatu
ylivoimainen tarkkuus, asiat mutkistuvat.

Jotkut RTK-GNSS-laitteistot mahdollistavat seuraavan mittaustavan:

o Mitataan muutama KKJ:ssd tunnettu piste mittausalueen reunoilla
ja syotetddn niiden KKJ-koordinaatit.

o Mitataan alueen uudet mitattavat pisteet.

o Palataan tunnetulle pisteelle ja tarkistetaan, onko mittauksen ai-
kana tapahtunut havaintosuureen eli kantoaallon vaiheen koko-
naislukutuntemattoman muutos (vaihekatko eli “cycle slip”).

o Laite laskee itse muunnoskaavan parametrit tunnettujen pis-
teiden avulla ja muuntaa lennossa kaikki uudet mittauspisteet
KKJ:hin. Kédytetty muunnos on tavallisesti Helmertin muunnos
avaruudessa.

Menetelmén haittapuoli on, ettd mittausaineiston alkuperdinen tark-
kuus putoaa peruuttamattomasti KKJ:n aina heikompaan paikalliseen
tarkkuuteen. Siksi menetelmd on kdytdnnossd vanhentunut, eika si-
ta kdytetd endd: RTK-mittauksissa kdytettyjen tunnettujen pisteiden
koordinaattien on oltava geosentrisid.

1.6 Korkeuden vertaustaso

GNSS-paikanmaddritystd kédytetddn usein korkeuden maédrittdmiseen. Sil-
loin tulee vastaan ongelma, ettd korkeudetkin ovat geosentrisid, toisin
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Ortometrinen korkeus

Luotiviiva

Korkeus ellipsoidista !
(esimerkiksi mitattu
GNss:114)

h

Geoidi, korkeus
. ellipsoidista N

Luotiviiva

------- Topografia

Vertaus-
ellipsoidi

Kuva 1.8. Korkeusjérjestelmit ja vertauspinnat.

sanoen ne ovat korkeuksia geosentrisen, matemaattisesti madritellyn
vertausellipsoidin ylapuolella. Sen sijaan perinteiset korkeudet geodesias-
ta ovat “keskimerenpinnan” eli tarkemmin geoidin ylapuolella. Geoidi
eli Maan matemaattinen muoto on Maan painovoimakentdn tasapoten-
tiaalipinta.

Kuva 1.8 selostaa korkeuden eri vertauspinnat ja niiden véliset yhtey-
det.

1.7 Peruskasitteet ja teknologiat

Seuraavissa luvuissa késitellddn peruskésitteet ja teknologiat syste-
maattisesti. Tulemme ndkemaéén, ettd olemassa on monia teknologioita
ja menetelmid, jotka soveltuvat sekd navigointiin ettd geodeettiseen
paikanmadaritykseen.

Kasiteltavid ideoita, késitteitd ja teknologioita:

o Stokastiset prosessit ja niiden ominaisuudet alkaen stokastisten
muuttujien perusteista, estimoinnista ja keskiarvostamisesta, ko-
varianssista ja korrelaatiosta. Sen jdlkeen kuvataan aikasarjat ja
lineaarinen regressio, mukaan lukien ajallinen korrelaatio. Auto-
ja ristikovarianssi esitetddn samoin kuin tunnetut stokastiset pro-
sessit: valkoinen kohina, satunnaiskulku sekd Gaussin ja Marko-
vin prosessi. Lopuksi kasitellddn tehon spektraalitiheyttd ja sen
yhteyttd autokovarianssifunktioon.
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o Kalmanin suodin esitetdén lineaarisen estimoinnin ja pienimmaén
nelidsumman menetelmén esimerkkina. Lapi kdydaan tilavektori,
dynaaminen malli ja havaintomalli seka niihin liittyvat tilastolliset
mallit. Lisdksindytetdédn, kuinka dynaaminen malli voidaan esittda
joko diskreetissa tai jatkuvassa muodossa ja kuinka tilaestimaattori
ja tilavarianssi etenevét ajassa. Sen jdlkeen ndytetddn, kuinka
havaintoja kdytetdan tilan paivittdmiseen optimaalisesti Kalmanin
paivitysyhtdlon avulla. Lopuksi seuraa muutama laskennan ja
sovelluksen esimerkki.

o Inertianavigointi esitetddn alkaen fysikaalisista periaatteista, kdy-
tetyistd laitteistokomponenteista ja teknisistd ratkaisuista. Seu-
raavaksi kehitetddn navigoinnin matematiikka kiintein Maan
jarjestelmassa ja selitetddn vakautettu alusta, hyrrakompassi ja
Schulerin heiluri, jota kédytetddan navigointiin yhdessa ulottuvuu-
dessa pallomaisen Maan pinnalla. Lopuksi kisitellddn mekani-
sointia ja esitetddn esimerkkind yksinkertaistettu kaksiulotteisen
navigoinnin ratkaisu pyorivin Maan kaarevalla pinnalla.

o Satelliittiradat esitetddn ensin Keplerin ratamekaniikan ja sen jal-
keen pyorivan Hillin koordinaatiston kannalta. Tarkoituksena on
kahden kiertavan kappaleen suhteellisten liikkeiden kuvaami-
nen. Clohessyn ja Wiltshiren formalismia kehitetddn. Sovelluksina
esitetddn navigointia kiertoradalla ja rendezvous-ongelmaa.

o GPS, Global Positioning System, yleisemmin GNSS, global navigation
satellite systems. Taustalla olevat teknologiat esitetddn keskittyen
sahkdmagneettisten aaltojen etenemisen, polarisaation ja modu-
laation fysiikkaan sekd ndenndissatunnaiskoodien matematiik-
kaan. Navigointisatelliittien signaalien tehon spektraalitiheydet
johdetaan. Kuvataan pseudoetdisyyksien mittaustekniikat, jotka
kayttavat joko kantoaallon vaihekulmia tai kantoaaltoon moduloi-
tuja koodeja. Lopuksi esitetddn atomikellojen kdyttdytyminen ja
vaihetuettu koodimittaus.

o GNSS:n kdyttd navigoinnissa. Tosiaikainen kinemaattinen (RTK)
mittaustekniikka esitetddn laajasti. Muodostetaan havaintoyhtdlot
ja tutkitaan mittausgeometriaa, kokonaislukutuntemattomien rat-
kaisemista, ilmakehidn etenemisviiveiden mallintamista, tukiase-
mien verkkojen kédyttod ja tietostandardeja differentiaalikorjausten
levittamiseksi.

o Satellite-based augmentation systems (SBAS) eli satelliittipohjaiset pa-
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rannusjdrjestelmat. Kdydadn ldpi, miten ne toimivat, miksi ne ovat
arvokkaita, miten ne standardisoidaan ja mitkd maat ovat rakenta-
neet timén tyyppisid jarjestelmid omille ilmatiloilleen. Esitetdaan
my0s asiaan liittyvid tai tdydentdvid menetelmid, kuten RAIM, vas-
taanottimen itsendinen eheyden seuranta ja GBAS, maapohjaiset

parannusjdrjestelmat.

o Uudet GPS:n jélkeiset satelliittinavigointijarjestelmadt GLONASS (Ve-
ndjd), Compass/BeiDou (Kiina) ja Galileo (Eurooppa). Kuvataan
yksityiskohtaisesti ndma jarjestelmaét, niiden satelliittikonstellaa-
tiot ja kiertoradat, kdytetyt taajuudet ja modulaatiotekniikat.

o Lyhyt intermezzo aiheesta painovoiman kartoitus ilmasta tai ava-
ruudesta. Tekniikoilla on paljon yhteistd Maan painovoimakentas-
sd navigoinnin kanssa.

o Selitetddn anturifuusio ja sattuman anturit maustettuna muuta-
malla mielenkiintoisella esimerkilld aktiiviselta tutkimuskentalta.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Mitd “tosiajassa” tarkoittaa?

2) Mikéd on merkintédlasku?

3) Mitkd ovat maamerkkinavigoinnin rajoitukset?

4) Miten 16ydit leveysasteesi pdivdsaikaan? Entd yolla?

5) Miksi pituusasteen mddrittiminen vaatii tarkan kronometrin?

6) Mitkd nimet on annettu niille kolmelle akselille, joiden ympari
kulkuneuvo voi kdantya?

7) Miten hyperbelinen paikannusjérjestelma toimii?
8) Mikd on geosentrinen vertauskehys eli koordinaatisto?

9) Miké on ero inertiaalisen ja Maan mukana pyorivin vertauske-
hyksen eli koordinaatiston valilla?

10) Mitd erityyppisid korkeuksia on olemassa? Mikd on geoidin rooli?



Stokastiset prosessit

2.1 Stokastiset muuttujat ja prosessit

Epédvarman, ajassa satunnaisesti muuttuvan suureen yleinen kuvausta-
pa on stokastinen prosessi. Stokastinen prosessi on stokastisen muuttujan
késitteen yleistys funktioihin.

Aiheen taustalukemista tarjoaa Strang ja Borre (1997), sivut 515-541.

2.1.1 Stokastiset muuttujat

Madritelldan stokastinen muuttuja seuraavasti:

Stokastinen muuttuja x on jono suureen x realisaatioita x1, X2, X3,
coelixg, 1=1,2,3,.... Jokaisella realisaatioarvolla on tietty toden-
nakoisyys p(x) toteutua. Kun realisaatioita eli "heittoja” toistetaan
uudestaan ja uudestaan, arvon toteutumisprosentti taipuu kohti titi
todennikdisyyttd.

Stokastisuuden perinteinen merkintdtapa on alleviivaus.

Stokastisen muuttujan arvojoukko voi olla diskreetti tai jatkuva. Y1la
oleva médritelma kuvaa diskreettejd stokastisia muuttujia.

Diskreetin stokastisen muuttujan esimerkkeja ovat

o Nopanheitto. Jokainen heitto on yksi realisaatio. Tassd tapaukses-
sax; € {1,2,3,4,5,6}, diskreetti arvojoukko. Rehelliselle nopalle
pk) = %, k =1, ..., 6. Kuten sana “rehellinen” antaa uskoa,
noppaa voidaan kdyttdd puolueettomana ratkaisuvilineeni esi-
merkiksi lautapelissa.

o Kolikonheitto. x; € {O, 1 }, 0 = kruuna, 1 = klaava. My®s koli-
koita kédytetddn puolueettomaan paatdoksentekoon, esimerkiksi
jalkapallopelin alussa.
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o Tuotteen laatukoe: hyviksytddn tai hyldtdan, x; € {0,1}. Ero
kolikonheittoon on, etta rehelliselle kolikolle p(0) = p(1) = 0,5.
Laatukokeen tapauksessa ei ole vastaavaa ehtoa. Valmistaja haluaa
vain, ettd p(1), hylkdyksen todenndkoisyys, on pieni.

o Pankin ldhettdmaét tunnusluvut, kun asioi kdyttden tunnuslukulai-
tetta. x; € {1,2,...,N }. Erikoista tdssa tapauksessa on, ettd arvo-
joukko on diskreetti, mutta sen koko N on suuri. Satunnaisuuden

tarkoituksena on estdd onnekasta arvailua.

Mittaus on yleensa reaaliarvoinen eli jatkuva stokastinen muuttuja.

Mittauksen esimerkkeja:

o Mitattu etdisyys on reaaliarvoinen eli jatkuva stokastinen muuttuja
s. Realisaatiot eli mittausarvot s;, 1 =1, 2, ... ovat arvojoukossa
{s €R|s >0}, positiiviset reaaliluvut'.

o GNSS:n tuottama vektorimittaus pisteestd A pisteeseen B on stokas-
tinen vektorimuuttuja x. Jokainen realisaatio, joka koostuu kolmes-
ta komponentista, kuuluu kolmiulotteiseen vektoriavaruuteen:
Xi ERS,i: 1,2,....

o Mitattu vaakakulma «, realisaatiot o; € [O, 271), i=1,2,....

Esimerkkind kulmamittaus teodoliitilla, jolloin arvojoukko on
{x € R|0 < a < 21 }, reaalilukujen osajoukko?.

Jatkuvien stokastisten muuttujien tapauksessa puhutaan todennakéi-
syystiheydesti eikd tietyn toteutumisarvon x todenndkoisyydestd, koska
sen tarkan toteutumisen todenndkdisyys on nolla. Todennékdisyys, ettd
realisaatio on tietyn vélin I = (x1,x;) sisdlld, lasketaan integraalina

X2

p(D) = [ “p(x) dx.

X1

Usein kohdataan kumulatiivinen todenndkoisyystiheysjakauma, inte-
graali

P(x) & f_xoop(x’) dx’. (2.1)
Talla maaritelmalla

p(I) = P(x2) — P(x1).

Jos oletetaan, ettd todennédkéisyysjakauma on normaali eli Gaussin®

' Tarkemmin: positiiviset rationaaliluvut, { s € Q|s > 0 }. Ei ole mahdollista mitata
reaaliarvoja ja ddrelliselld desimaalien lukumaéérélla kirjoittaa niitd ylos.

>Tarkemmin: rationaalilukujen osajoukko, { & € Q|0 < a < 27 }.
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Odotusarvo
Todennékoisyystiheys w=E{x}
(x) = 1 exo| 1 (xp.)z _ 9 | o Keskivirhe
pix) = oI P\ —2 . \

X

Kuva 2.1. Gaussin kellokéyré eli normaalijakauma.

kellokdyrdn mukainen, kuva 2.1, on sen yhtilo

] _ 2
Px) = —=exp (—% (%) ) (2:2)

jossa o on jakauman keskivirhe eli keskihajonta ja u sen odotusarvo.

Molemmat suureet méddritelldadn myShemmin.

2.1.2 Stokastiset prosessit ja aikasarjat

Stokastinen prosessi on stokastinen muuttuja, jonka arvojoukko on funk-
tioavaruus: stokastisen muuttujan jokainen realisaatio ("nopanheitto”)

on kokonainen funktio.

Funktion argumentti on tavallisesti aika t, mutta mahdollisesti myd6s
paikka eli leveys- ja pituusaste (¢@,A) Maan pinnalla.

Aikasarja on stokastisesta prosessista saatu diskreetti arvojen sarja.
Sarja saadaan otannan avulla erikoistamalla argumentti t tiettyihin
enemmadn tai vdhemman sddnnollisin vélein valittuihin arvoihin t;,j =1,
2, .... Toisin sanoen aikasarja on stokastinen prosessi saannollisesti
mitattuna.

Stokastista prosessia — tai aikasarjaa — kutsutaan stationaariseksi,
jos sen tilastolliset ominaisuudet eivdt muutu, vaikka argumentti t
korvattaisiin argumentilla t + At.

Stokastisten prosessien esimerkkeja:

o Koelaitteen lampétila T(t) ajan t funktiona. Eri realisaatiot T;(t)
saadaan toistamalla koetta:1 =1, 2, ....

3Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) oli saksalainen matemaatikko ja yleisnero.
" Princeps mathematicorum” .
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o Helsingin Kaisaniemen sddaseman lampotila TXais(¢). Historiaa
ei voida toistaa tarkasti: tdstd stokastisesta prosessista on ole-
massa vain yksi realisaatio TF%$(t), Kaisaniemen historiallinen
aikasarja. Muut realisaatiot T{*S(t), i = 2, 3, ... ovat olemassa

vain teoreettisina konstruktioina.

Historia ei toistu, mutta ergodisille prosesseille se riimii. Usein oletetaan,
ettd tilastollisten ominaisuuksien tutkimisen tulos on sama, jos kdytetdan
eri realisaatioina samaa prosessia siirrettyni ajassa. Esimerkiksi

T (t) = Ti(t + At),

jossa At on aikasiirtymad, jonka valinta riippuu tutkimuksen kohteesta.
Esimerkkind toimii hyvin Kaisaniemen aikasarjat eri vuosina. Tata
oletusta kutsutaan ergodisuushypoteesiksi.

2.2 Otoskeskiarvo

2.2.1 Yleista

Usein kohdataan tilanne, jossa jokin suure x on mitattu useita kerto-
ja, ja siksi kdytettdvissd on tietyn stokastisen mittasuureen x useita
realisaatioita.

Toki kaikki realisaatiot poikkeavat eri tavalla “oikeasta” arvosta x,
jota emme tunne. Jos tuntisimme, ei mittauksia tarvittaisi! Suureen kay-
tettdvissd olevien realisaatioiden eli mittausarvojen perusteella voidaan
kuitenkin laskea suureen x “mahdollisimman hyva” arvio. Naitd las-
kentamenetelmid kutsutaan estimointimenetelmiksi.

Estimaatti on itse estimaattorin realisaatio: estimaattori on itse stokasti-
nen suure, jonka realisaatiot ovat estimaatteja.

Stokastisen suureen arvojoukolla, kaikkien mahdollisten arvojen x
joukolla, on maédritelty todenndkdisyystiheysfunktio p(x). Tama funktio
edustaa todenndkdisyyttd, ettd erddn realisaation arvo sattuisi olemaan
kapean vilin sisdlld x:n ympadri jaettuna vélin leveydelld. Se on my6s yh-
talon 2.1 kumulatiivisen todenndkoisyystiheysfunktion P(x) derivaatta.

Usein oletetaan, ettd p(x) on niin sanotun Gaussin kdyran eli nor-
maalijakauman eli “kellokdyrdan” muotoinen, yhtalo 2.2 ja kuva 2.1. Alla
esitetyt tulokset eivét riipu normaalijakauman oletuksesta ellei toisin
ole mainittu.



Otoskeskiarvo 2.2

Koska muuttujalla x on oltava jokin arvo, seuraa, ettd kokonais-
todenndkdisyys on 1 eli prosenteissa 100 %:

+o00

p(x)dx =1.

Odotusarvon E maaritelma on

E{x} = def f p(x) dx.

Odotusarvo ei ole sama kuin keskiarvo: odotusarvo on teoreettinen
késite, kun puolestaan keskiarvo lasketaan mittauksista. Niiden valilla
on kuitenkin olemassa tdrked yhteys: muuttujan x ensimmadisen n
realisaation keskiarvo,

) def %Z (23)

on todennikdisesti sitd ldhempénd odotusarvoa E{x }, mitd suurempin
on. Tata kokemusperdistd lakia kutsutaan suurten lukujen empiiriseksi
laiksi.

Yhtdlon 2.3 ensimmadisen n realisaation joukkoa kutsutaan otokseksi

ja x'™ otoskeskiarvoksi.

Nyt kun odotusarvo on médritelty, méaritellddan seuraavaksi varianssi:

Var{x} & E{ (x- E{>_<}>2}.

Varianssin nelijuuri on keskihajonta eli keskivirhe o, katso kuva 2.1:
0? = Var{x}.

Varianssi on odotusarvon tapaan teoreettinen suure, jota ei voida tds-
mallisesti tuntea. Se voidaan kuitenkin estimoida otoksesta xi, i =1, ...,
n. Jos otoskeskiarvo x™) on jo laskettu, on varianssin o estimaattori

1 v _
Tt (s

Koska otanta voidaan mielivaltaisesti toistaa, on otoskeskiarvo x™)
myos itse stokastinen suure,

IXI
:|~

o



20

2 STOKASTISET PROSESSIT

jossa x; on stokastinen suure, jonka perdkkdiset realisaatiot ovat yksin-
kertaisesti (xi);,j =1,2,...,jossa j on uusi realisaatiolaskuri.

Jos annettuna on x;, voidaan esimerkiksi muodostaa

n
def
Z (Xi)j = Xi4n(j—1)y

i=1

:a‘l—‘

(”kampasuure") Asian selkeyttdmiseksi oleta, ettd otoksen koko on

~(10)

= 10. Silloin otoskeskiarvo stokastisena suureena on X ja sen

perakkalset realisaatiot ovat
10 20 30
—(10) _ 1 —(10) _ 1 —(10) _ 1
=70 E Xiy X3 =715 E Xiy X3 =75 E Xiy
i=1 i=11 i=21

On intuitiivisesti selvaa, ettd

E{)_ci}:E{g}, ie{],...,n}.

Suureen x X odotusarvo on

Exm) =1 im} ),

suureen x odotusarvo. Tamén tyypistd estimaattoria kutsutaan harhatto-
maksi.

Sen varianssi estimoidaan yhtalolla
Var{zx™l = — 1 i (e —x™) = 152,
= nn—1)&="" = n

Toisin sanoen otoskeskiarvon keskivirhe pienenee suhteessa 1 / v/, kun
otoksen koko n kasvaa.

2.2.2 Keskiarvon optimaalisuus

Kaikista harhattomista suureen x estimaattoreista, jotka perustuvat
otokseen x;, i=1,...,n:

keskiarvo N
~ —(n) def 1
x=xMEN x (2.4)
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minimoi sen varianssin. Kasautumislain mukaan varianssi on

n

Var{x™} = wa Var{x; } = o° wa,
i1

i=1

jossa oletettiin, ettd x; eivit korreloi keskendén ja ettd Var{x; } = o2.

Nyt lausekkeen
i=1

rajoitettu minimointi antaa

iwi =1 }
i=1

1
Wi—ﬂa

josta véite seuraa. Kertoimia w; kutsutaan painoiksi, ja tilannetta, jossa
ne ovat kaikki yhtd suuria, kutsutaan painottamattomaksi keskiarvo-
tukseksi.

2.2.3 Otoskeskiarvon laskeminen askel kerrallaan

Otoskeskiarvo (2.4) on mahdollista laskea my®0s askel kerrallaan seuraa-
valla tavalla:

—(n+1) _ _ T —(n) 1
x n+1% +n+17—(“+“

Var{x"*"1 = (nL_H)Z Var{x™} + <%H>Z 0.

Tama on yksinkertainen perittdisen lineaarisen suotimen eli Kalmanin

(2.5)

suotimen (luku 3) esimerkki. Tallda menetelmalld voidaan laskea suureen
x'™ arvo ”lennossa”, kun havaintoja on viela tulossa. Jokaisen uuden
havainnon jélkeen ei siis jouduta endd késittelemdan havaintojen koko
joukkoa uudelleen. Tama on Kalmanin suotimen kéyton etu.

Yhtélot 2.5 voidaan ymmartdd myds painotettuna keskiarvona tdhdn
asti tehtyjen havaintojen ja uuden havainnon valilla:

X = WE™ fwx,

Var{x™""} = W2 Var{x™} + w?c?,

W= —-7= W:Zw:nw:— W+w=1.
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2.3 Kovarianssi ja korrelaatio

2.3.1 Maaritelmat ja ominaisuudet

Kun annettuna on kaksi stokastista suuretta x ja y, on niiden vilinen
kovarianssi

Cov{xy} = E{ (x—E{}) (y—E{y}) }

Kovarianssi kuvaa, kuinka vahvoja suureiden x ja y yhteiset satunnaiset
vaihtelut ovat.

Kovarianssin lisdksi maaritellaan korrelaatio:
def Cov{x, y }

N \/Var{z} Var{li} .

Korrelaatio ei voi koskaan olla suurempi kuin 1,0 tai pienempi kuin

Corr{x,y} (2.6)

—1,0. Eric Weisstein antaa seuraavan todistuksen (Wolfram MathWorld,
Statistical Correlation). Méérittele normalisoidut suureet & jan:

def X def Yy

&= = ) n= = .
\/ Var{x} \/Var{y}
Varianssien kasautumislain mukaan

Cov{x,y}

\/Var{z} Var{li}

Seuraavat varianssit ovat ei-negatiivisia:

Cov{&mn} = = Corr{x,y}.

0 < Var{&+n} = Var{&} + Var{n} + 2Cov{&n},
0 < Var{§—n} = Var{&} + Var{n} — 2Cov{{n}.

Kun lisédksi
Var{x} _1

\/Var{v_c} Var{g} N

ja samoin Var{n } =1, seuraa, ettd

Var(£} =

—1 < Cov{&n} = Corr{x,y} < 1.

Usein ilmaistaan korrelaatio prosentteina: 100 % on sama kuin arvo 1,0.

Kahden stokastisen suureen tapauksessa voidaan piirtda virhe-ellipsi,
kuva 2.2. Vertaa tdtd kuvaa aikaisempaan kellokdyrdn kuvaan 2.1.
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Kuva 2.2. Virhe-ellipsi ja todennékoéisyystiheysjakaumia. Varjostus kuvailee
todennékoisyystiheytta.

Siihen on merkitty odotusarvo p = E{x} (keskelld) ja keskivirhe +o.
Virhe-ellipsikuvassa 2.2 ellipsin keskipiste edustaa suureiden x ja y
odotusarvoja. Ellipsi itse on kuvan 2.1 keskivirheen +o kaksiulotteinen
vastine.

Mittausarvot sijoittuvat tietyilld todennékdisyyksilla ellipsin sisélle
tai ulkopuolelle: tastd virhe-ellipsi saa nimensd. Naméa todennékdisyy-
det eivit kuitenkaan ole samoja yksiulotteisella valilld [u— o, p+ o],
kaksiulotteisella ellipsilld tai kolmiulotteisella virhe-ellipsoidilla. Katso

TauLukko 2.1. Todenndkéisyydet (%) olla yhden, kahden ja kolmen sigman
rajojen ulkopuolella yhden, kahden ja kolmen ulottuvuuden
tapauksessa.

o 20 30

Yksi ulottuvuus (vdli) 31,7 4,6 0,3
Kaksi ulottuvuutta (ellipsi) 60,6 13,5 1,1
Kolme ulottuvuutta (ellipsoidi) 80,1 26,1 2,9

23
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taulukko 2.1.

2.3.2  Korrelaatio, virhe-ellipsi ja regressio

Jos suora z leikkaa ellipsin, saadaan suureiden x ja y lineaariyhdistelmd,
jossa 6 on suoran suuntakulma:

z=xcos0 +ysinb.

Pisteet Z; ja Z,, joissa suora leikkaa ellipsin projisoivat tangentit, edus-
tavat suureen z keskivirhettd#:

Var{z) = E{ (; - E{é}>2} =
ikt

= cos® O Var{x} + 2sin 0 cos 6 Cov{x,y} + sin® 0 Var{y},

jatdstd o, = 4 /Var{;}. Suuntakulman 6 funktiona keskivirheelld o,(0)

on kaksi ddriarvoa: Opmin ja Omax, kuva 2.2.

JOs Omin = Omax, tai jos koordinaatiston akselit osoittavat ddriarvojen
Omin J& Omax suuntiin, korrelaatio suureiden x ja y vililla haviaa. Siina
tapauksessa ne ovat toisistaan riippumattomia ja toisen todellisen arvon
tunteminen ei auta toisen estimoinnissa.

Jos korrelaatio ei hdvid, suureen x todellisen arvon — tai sen hyvan
estimaatin — tunteminen auttaa estimoimaan suurta y paremmin.
Menetelmaa kutsutaan regressioksi.

+Matriisikirjoitustavalla
z= { cosO sin0 } l

Var { 1
Tastd seuraa

) [ Var x}  Covi{xy 1T coso
Var{z} = [ cosO sind } - Cov{i,y} Var{yl}J} [ sin6 1 ;

sama tulos. Tdma on varianssien kasautumislain esimerkki.

|

} [ Var{x}  Cov{x,y} ] .

i Cov{x,y} Var{y}

e 1=

e Ix




Kovarianssi ja korrelaatio 2.3

2.3.3 Korrelaation huomiotta jattamisen vaikutus

Jos on annettuna kaksi stokastista suuretta x,; ja x,, voidaan laskea
painotettu keskiarvo:

X =wWiX; + WXy,
jossa wy ja w; ovat painot ja w; +w, = 1. Tdmén lineaariyhdistelman
varianssi on

Var{z} = wio? +2wiw,01; +Wios =

= w22 + 2w (1—=wy) o2+ (1 —wy)? 03, (2.7)

jossa 02 & Var{x, }, 03 2o Var{x, } ja 01, 2o Cov{x;,x,}.

Optimaalinen on piste, jossa wy:n derivaatta havida:

d -
d—W]Var{ﬁ} =2wi07+2(1—-2wy) o2 —2(1—wy) o3 =0

— Wiy (0'% — 0'12) — W> (O'% — 0'12) =0.
Optimaaliset painot ovat nyt

2 2
0 — 012 Wo — 07— 012

) 2 — .

0% 4+ 0% — 20712 0% + 03 — 20712

Wi =

. . . def . . .
Erikoistapauksessa’, jossa 07 = 03 = 02, optimaaliset painot ovat

1
3
Jattamalla keskindinen tilastollinen riippuvuus o7, huomioimatta

W1 =Wy =

saadaan optimaalisiksi painoiksi
2
L
24 52°
07 + 03

2
! 0—2 !
Wi =752 W2 =
07+ 035

1

.o . . . 2 . 2 o 2 ! !
Myos tdssd tapauksessa, jos 07 = 035 = 0<, seuraa w; = wj = 5.

Jos jdtetddn o4, huomioimatta, saadaan keskiarvon varianssiksi

Var'{x} = (wj)” of + (w})* 03 =

ar'ix; = (wj) o7+ (w3) 05 =
2 2

2

o o
:W; 5 = ZG%+W£ > ] 20-2:(W4+W£)
07 + 03 07 + 03

2.2 2.2
2 ) 2°
0‘1—|—Gz 0‘1—|—Gz

Tapauksessa 07 = 03 = 0 tim4 antaa

Var'{x} = Jo?.
Tosiasiallinen varianssi on kuitenkin, yhtdlo 2.7:

Var{x} = (w})? 03 + (w})? 03 ) + 2wiwjors =

T T L. def def
5Tama erikoistapaus saadaan normalisoimalla &, = X1/5; ,&, = X2/0,. Huomaa,

etté silloin Cov{¢,&,} = Corr{&,, &, } = Corr{x;,x, }.
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2.2 2 2
0703 03 03
=2 2 2 2 2 2

07+ 03 07+ 0507+ 035

G%Gé 012
= 02+ 02 1+20'2-|—0‘2 -
1 2 1 2

— Var {x} (1 42172 6162 012 ) —

012 =

0% 4 050102

= Var'{x} (1 + ZGS]TG;% Corr{x, ,§2}> :

I

Tapauksessa 07 = 03 = 0 tim4 antaa

Var{x} = Var'{x} (1 + Corr{>_<1,7_<2}) )

Tekija v = Corr{x;,x, } ilmaistaan usein “tehollisena otoskokona”

muodossa

=t

Teh = 5»
jossa n on otoksen tosiasiallinen koko, tdssd tapauksessa n = 2.
Jos korrelaatio on Corr{x;,x,} = 0,8, saadaan v = 1,8, Var{x} =
1,8 Var'{x} ja nen = 2/1,8 =1,111.
Tamad voidaan helposti laajentaa n arvon x;, i = 1, ..., n tapaukseen,
jossa varianssit ovat identtisesti o2. Keskiarvo on (w; = 1 / n,i=1,...,

n _I n
= E WiXi = E X
i=1 i=1

ja keskiarvon varianssi on

Var{x} = Zw202+ Z WiWiOjk = 3 Zcr —|—— Z 2% =

n:

[xI

jk=1 j, k=1
j#k j#k
= % (1 + = Z Corr{x],xk}>
],k 1
4k
= Var'{x} <1 +TlL Z Corr{gj,gk})
j k=1
2k

Mielenkiintoisessa erikoistapauksessa korrelaatiot ovat vakion p € (0, 1)

indeksietdisyyden mukaan alenevat potenssit:
Corr{x;,x, } = p*.

Miritelmalla® m 9 lj — Kl:
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m=1 {=1

Var{x)} = Var'{z} (1 L2y nfyn) _

Silloin limiitissa n — oo:
Var{x} ~ Var'{x} (1 + 2%) _ Var’{z}} —I_—p

Téasta opittu ldksy on, ettd korrelaation ldsnd ollessa stokastiset suureet
sisdltavat vahemman riippumatonta tietoa kuin miltd ndyttdd. Korrelaa-
tion sivuuttaminen aiheuttaa, ettd uskomme tietivimme enemman

kuin tosiasiallisesti tieddmme. Lienee selvdd, miksi tdima on vaarallista.

Esitetty analyysi voidaan yleistdd moniin muihin estimaattoreihin
keskiarvon lisdksi. Lisdd tehollisesta otoskoosta sovellettuna ajassa
korreloiviin aikasarjoihin kerrotaan alaosiossa 2.4.2.

2.4 Aikasarjojen lineaarinen regressio

Tosieldmadssd, kuten mainittiin jo alaosiossa 2.1.2, stokastiset prosessit
ovat aina aikasarjoja, joissa on annettu vain diskreettien ajanhetkien eli
epookkien arvoja. Usein sellaiset prosessit kdyttaytyvat melko lineaa-
risesti ajassa, ja tdtd lineaarista kdytostd kannattaa tutkia regression
avulla. Samalla on muistettava joitakin varoituksia.

2.4.1 Pienimman neliosumman regressio ilman

autokorrelaatiota

Lineaarisen regression ldhtokohta on tunnettu yhtdlo
y = a+ bx,

ja on annettu joukko pisteparia (xi,yi),i =1, ..., n. Halutaan maarittaa
vakiotermin a ja kulmakertoimen eli trendin b. Tdimaé on itse asiassa
havaintoyhtilo

Yy, =a+bxi+ny,

®Varianssimatriisilla on kummallakin puolella n — 1 sivulavistsjad, joiden pituudet
ovatn —m.
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jossa stokastinen prosessi n; kuvaa mittausprosessin kohinaa eli satun-
naista virhetta.

Toinen tapa kirjoittaa havaintoyhtdlo on

jossa v; on havainnon y, residuaali eli jédnndsvirhe ja @ ja b ovat tunte-
mattomien a ja b estimaattorit.

Oletetaan, ettd havaintojen kohinan varianssi on vakio, eli se ei riipu
arvosta i ("homoskedastisuus”), ja ettd kovarianssit haviavéat kaikkialla”
("valkoinen kohina”):

Var{n,;} = o?,

Cov{n;,n;} =0, i#j.

Tata kutsutaan tilastolliseksi malliksi.

Havaintoyhtdl6t voidaan kirjoittaa muotoon

Y, vy T x
Y, vy T x2 a
. + . = . /6 )
Y. Vi | T xn
. def 17 . . .. def
jossa £ = |y, y, -y, on havaintojen vektori ja v =
; ]
Vi oV, cee yn} jaannosvirheiden vektori n-ulotteisessa abstraktis-

T
. .~ def PO .
sa vektoriavaruudessa R™. Vektori X = [ a b ] on tuntemattomien

(parametrien) vektori. Lopuksi

1 X1

def 1 X2
A=

1T xn

on rakennematriisi. Tété esitystapaa kutsutaan funktiomalliksi®:
L+v=AX

Kéyttden oletettua tilastollista mallia voidaan laskea pienemman nelio-
summan ratkaisu normaaliyhtilén avulla®:

7Namad havaintoja koskevat olettamukset kayvét nimelld i.i.d., “independent and iden-
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(ATA)x =ATL.
Normaalimatriisi on

ATA =

n Zx]
Yx Xx* |’

eli Cramerin'® saannon mukaan

1 1 [sz —Zx].
ny x2—(yYx)?|—-Xx n

(ATA)

Tastd seuraa

i:[g — (ATA) TATL= (ATA) ZZXEg]
ja
a:ZXZZE—ZXZXE B:—ZXZQ-i—TlZXE
ny x2—(yx)?® ny x2—(¥x)?

jotka ovat tuntemattomien pienimmén neliGsumman estimaattorit. Nii-
den tarkkuudet — epavarmuudet eli keskivirheet — seuraavat muo-
dollisen virheiden kasautumisen kautta kddnnetyn normaalimatriisin
(ATA)f1 lavistdjdalkioiden nelidjuureista. Nelidjuuret tulee skaalata
kertoimella o, painoyksikon keskivirhe. Tulos on

_ 2 x? _ n
o G\/anL T e e

Useimmiten olemme kiinnostuneita nimenomaan trendisté b, jolloin

tulee verrata saatua arvoa b sen omaan keskivirheeseen oy,. Jos o ei ole

tically distributed” eli riippumaton ja identtisesti jakautunut. Tama siséltda lisdoletta-
muksen, ettd kaikkien havaintojen jakaumat ovat samanmuotoisia.

8Vaihtoehtoinen ja suosittu merkintdtapa on y = BX + ¢ jossa X ovat selittivit eli

riippumattomat muuttujat, y selitettivit eli riippuvat muuttujat eli vaste- tai tulosmuuttujat

ja B malliparametrit. Vastaavuus on y~£,X~Ajap ~x mutta g A—Vv.e=n def

2 v
n, n, - n, on virheiden vektori, kun v on jidnndsvirheiden vektori.
9Vastaavasti
(X™X) B =X"y.

19Gabriel Cramer (1704—-1752) ole sveitsildinen matemaatikko.
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a priori tiedossa, sen tulee arvioida jadnndsvirheisti: jddnnosvirheiden

nelididen summalla

Yv=Y (atbx-y)

on odotusarvo (n — 2) 02, jossa n — 2 on vapausasteiden maéréa eli ylimaa-
ritys, kun 2 on estimoitujen tuntemattomien mééara. Siis

2 _
02 =
n—2

on suureen o2 harhaton estimaattori.

2.4.2 Autokorrelaatio ajassa

Y14 tehty olettamus, ettd havaintovirheet n; eivat korreloi keskendén,
on usein vddri. Pienimman nelidsumman regressio on kuitenkin niin
yksinkertainen menetelma ja saatavissa esimerkiksi suosituissa tau-
lukkolaskentaohjelmissa ja tieteellisen laskennan ohjelmissa, ettd sita
kéytetddn usein silloinkin, kun nollakorrelaatio-olettamus ei pida paik-
kaansa.

Jos kohinaprosessin w; autokorrelaatio ei hdvid, se voidaan usein
mallintaa Gaussin ja Markovin prosessina. Sellaista prosessia kuvataan
diskreettina Markovin ketjuna:

Wi = pw; + 1y, (2.9)

jossa'' p = Corr{wi I ,v_vi} on sopiva vaimennusparametri, 0 < p < 1,
ja n; on oikeasti ei-korreloiva valkoisen kohinan prosessi:

Var{n;} = 0%,

o (2.10)
Cov{n,n;} =0, i#j.
Seuraa yhtilostd 2.9 ja siitd, ettd Cov{w;,n;} =0, ettd
2
0%, = p?0%, + 05 = 0L, = ] _“pz. (2.11)
11 Koska
Cov{wy, 1, w;} = Cov{(pw; +n;),w;} = p Var{w;}
— o= Cov{w; 1, w;} _ Cov{wi g, W, } — Corr{w,,,w;}
Var{w, } \/Var{yi“ } Var{w;, }

stationaarisuuden perusteella: Var{w; } = Var{w; ,;} = 02
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Kirjoita alkuperdinen havaintoyhtalo
y, =a+ bx; +w;
ylos kaksi kertaa, toisella kerralla kerrottuna tekijallda —p:

Y. =a  Fbxip R Wiy,

—pYy, = —pa—pbx;i — pwy,

ja laske yhteen:

ni
Y —PY, = a(l =p) +b(xir —pxi) + (Wi g — pwy).

Tama yhtélé on muotoa
Y, =A+0bX;+n,

ei-korreloidun lineaarisen regression yhtilo, jossa n; = w;,; — pw; on
valkoinen kohina, yhtdlo 2.10, ja

A=a(l—p), Xi=xim1—px, Y=y, ,—0y,. (212

Lahestymistapa tunnetaan Cochranen ja Orcuttin menetelména. (Wiki-
pedia, Cochrane-Orcutt estimation). Laskentaohje on nyt:

1) Laske X ja Y; ylld olevien yhtéltiden 2.12 mukaan.

2) Ratkaise A ja b ei-korreloidun lineaarisen regressiomenetelméan
mukaisesti. Menetelmé kuvattiin alaosiossa 2.4.1.

3) Laske a = /?\/(1 —p)-

4) Ei-korreloitu lineaarinen regressiomenetelmd antaa keskivirheet
estimaattoreille A ja b. Laske 0, = OA /(1—p) -

5) Keskivirhe o, on suurempi kun laskemisessa otetaan huomioon
autokorrelaatio, kuin ilman sitd. Samalla pienempi on tietysti

myo6s suhde B/ oy, testaussuure, joka kertoo, eroaako trendi b
merkitsevasti nollasta.

Syyné on se, ettd havainnot sisiltdvit vihemmin tietoa tuntemat-
tomista kuin luulemme. Jokainen aikasarjan uusi tietopiste ei
sisdlldkdan kaikkea sitd tietoa kuin luulemme, koska se tarjoaa
osittain samaa tietoa kuin aiemmat pisteet.

Koska aikasarja oletetaan tasaviliseksi, seuraa, koska AX = X1 — X;
ja Ax = xi41 — X4, ettd AX = (1 —p) Ax. Jos sen lisdksi kdaytamme
“massakeskipistekoordinaatteja” eli

n

n—1
ZE;XiZZEZLXiZZQ
i=1 i=1
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seuraa myos, etta

Z X~ (1—p) fo (2.13)
i=1
Nyt sovelletaan yhtal6 2.8:
n _ o’
ny =N XX

Huomaa, ettd tdima yhtdlo patee ainoastaan korreloimattomiiin havaintoi-
hin.

Var{b} = 02 = o?

1) Tutkitaan Cochranen ja Orcuttin mukaisesti muunnetut havainnot
ja tehddén sijoitukset o — 0y, x — X, saaden yhtdlon 2.13 avulla

2
1 (O

R 2
Var{b} = ZGT>‘(2 = RS (2.14)

2) Tutkitaan fiktio, ettd alkuperdiset havainnot eivét korreloidu ja
ettd niiden keskivirhe on o,,, ja kirjoitetaan sijoituksella o — o,
ja yhtdlolla 2.11:

ITEN 0%\, 1 0_31
Var'{b} = S T Iy Al (2.15)

Yhdessa yhtdlot 2.14 ja 2.15 antavat
Var{b} = Var’ {b} ) — Var'{B} 1 =L
—P

"Tehollinen otoskoko” n on pienempi kuin todellinen havaintojen
lukumaéra n, kertoimella v (Lettenmaier, 1976):

_1+p

=T
Esimerkiksi jos p = 0,8, tdima nyrkkisddnto sanoo, ettd v = 9! Tilanne
on sama kuin, jos meilld olisi vain yhdeksédsosa tietopisteiden oikeasta
lukumaéérasta.

Téassa tapauksessa kaikki keskivirheet, jotka on laskettu naiivisti kdyt-
tamalla tavallista pienimmaén nelidsumman regressiota ilman autokor-
relaatiota, on kerrottava timén kertoimen v nelidjuurella: ne kolminker-
taistuvat. Tamad pdtee erityisesti trendin estimaattorin b keskivirheelle

Op.

Opittavaa tdstd on:
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o Jos datassa on autokorrelaatio ajassa, yksinkertainen lineaari-
regressio antaa liian optimistisen kuvan trendiparametrin b keski-
virheestd ja siitd, kuinka merkitsevésti se eroaa nollasta. Tassa
tapauksessa voidaan kéyttaa edelld mainittua Cochranen ja Orcut-
tin menetelmdd. Autokorrelaation esiintymisen arviointi voidaan
tehda visuaalisesti tarkastelemalla jadnnosvirheitd. Autokorrelaa-
tion p oikean arvon l16ytdminen on oma haasteensa.

o Jos data on annettu ajan tasavilisend aikasarjana, x; = xo +
(i—1) At, Markovin ketjun parametri p liittyy yksinkertaisella
tavalla sen korrelaatiopituuteen. Yhtdlosta 2.9 seuraa

At/
Wiy = pW; + 1y == Wiy = Wwse /T +n,
jossa T on korrelaatiopituus ilmaistuna aikayksikoissa:

T:—At/lnp.

Ajassa korreloitujen havaintojen yleinen regressio-ongelma on painotetun

pienemman neliosumman menetelman esimerkki.

2.5 Stokastisen prosessin auto- ja ristikovarianssi

2.5.1 Autokovarianssi

Annettuna on stokastinen prosessi x(t). Johdannaisfunktio nimelta
autokovarianssi, jolla on kaksi aika-argumenttia t ja t’, voidaan laskea
seuraavasti:

Ax(t, t) & Cov{x(t),x(t)}.

Stationaariset prosessit ovat prosesseja, joiden tilastolliset ominaisuudet
eivdit muutu ajassa: ominaisuudet eivit riipu absoluuttisesta ajasta,

vaan pysyvit samana ajan myotd. Stationaarisille prosesseille pétee,
madaritelmalla t’ = t + At, ettd

Aty t) = Ayt t + At) = Cov{x(t),x(t + At)} & A (AL), (2.16)

riippumatta ajan t arvosta.

Autokovarianssifunktiota A, (t) def A (t,t) kutsutaan yksinkertaises-
ti prosessin x(t) varianssifunktioksi. Stationaarisille prosesseille se on
vakio A, = A, (0).

Stationaarisen prosessin autokovarianssifunktio on symmetrinen:

Ax(At) = Ai(t,t') = Cov{x(t),x(t")} = Cov{x(t'),x(t)} =
= A, (t/,t) = A (—AL). (2.17)
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2.5.2 Ristikovarianssi

Jos on kaksi eri stokastista prosessia x(t) ja y(t), saadaan johdannais-
funktio nimelté ristikovarianssi:

def
) =

Cyy (t, t/ Cov{x(t) ')}.

Stationaaristen prosessien tapauksessa taas

def

Cyy(At) = Cov{x(t),y(t + At) }. (2.18)

Huomaa, ettd A (At) = A, (—At), mutta (yleensd) C.y(At) =
Cyx(—At) # Cyy(—At) ! Usein termi ristikovarianssi tarkoittaa
yksinkertaisesti

Cry (1) & Coy (1, 1) = Cov{x(t),y(t)}.

Stationaarisille prosesseille timéa on vakio: Cyy(t) = Cyyy (0) = Cyy.

2.5.3 Auto- ja ristikorrelaatio

Néin maéériteltyjen kovarianssien perusteella voidaan tuttuun tapaan
maédritelld myds auto- ja ristikorrelaatiofunktiot. Autokorrelaatio on

def A (t t) def AX(At)
Corry (t,t') = A DAL t’) Corry (At) = AL0) (2.19)
ja ristikorrelaatio
Corryy (t,t') = def ny(t t) Corryy (At) def Gy (AY)

VALY At A (0)A4(0)
joissa yhtdlot oikealla olettavat stationaarisuutta.

Yhtélostd 2.19 nédkyy, ettd jos At = 0, autokorrelaatio on 1. Muussa
tapauksessa se on aina vililld [—1,+1], kuten todistettiin jo yhtilén
2.6 yhteydessd. My®s ristikorrelaatio on aina vélilld [—1,+1], mutta

yleensd Corryy (0) # 1!

2.5.4 Nollakeskeiset stationaariset prosessit

Tutkitaan stationaarisia prosesseja, joiden odotusarvo haviaa:

E{g(t)} = E{E(t)} =0.

Silloin on olemassa seuraava hyodyllinen integraaliyhtilo ristikova-
rianssifunkiolle:

Cay(AL) = E{x(t) y(t + At)} = %E{jTg(t)g(t+At)d’c}. (2.20)

0



Stokastisen prosessin auto- ja ristikovarianssi 2.5

Tama sanoo, ettd voidaan laskea integraalilauseke, ajallinen keskiarvo
T
% fo x(1) y(t + At) dt

prosessien x(t) ja y(t) havainnoista darelliselld aikavalilla [0, T|, ja kayt-
tda sitd harhattomana funktion C, (At) estimaattorina. Kdytannossa
prosessin otanta tapahtuisi diskreetisti, tuloksena aikasarja.

Téassd patee suurten lukujen lain erikoistapaus:

stok

1 T
T—oo = ¢ [ x(t)y(t+At) dt = Cyy (AL,

Huomaa, ettd tdssd laskennassa kédytetddn vain yhtd prosessien x(t) ja
y(t) realisaatiota eiké realisaatioiden joukkoa. Sitd, ettd tdima on sallittu,
kutsutaan ergodisuudeksi.

2.5.5 Ristikovarianssi ja konvoluutio

Ympyrakonvoluutiointegraalin maaritelmd on

x®y—(x®y)( )defgSO x(t—t")y(t) dt’. (2.21)

Maaéritelmdssd oletetaan, ettd x ja y ovat jaksollisia jaksolla T. Siksi
samanarvoinen mddritelma on

x®y gST/Z (t—t')y(t)at'.

Tama ympyrdkonvoluutio ldhestyy tavallista konvoluutiota limiitissa
T — oo:

XDy = f x(t—t)y(t) dt’.
Kéytdnnossa suurilla T:n arvoilla ne voidaan katsoa samanarvoisiksi, ja
jaksollisuuden vaatimus vdistyy.

Integraali yhtdlossé 2.20 on samannékdinen kuin ympyrakonvoluutio-
integraali 2.21. Madrittamalla t &t/ _ t saadaan (ympyrd on ympyré!):

(x ® y) (t) = gSOT x(—t)yt+1)dt' = QSOT x(—1)y(t + 1) dT.

Sijoitat — tjat — At:
.
(x@y) (A = jo x(—t)y(t + At) dt.

Tama on miinusmerkkid vaille sama kuin yhtdlon 2.20 integraali. Seuraa

Cay(B0) = F E{x(-1) Sy(v)}.
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Yleisessd teoriassa, jossa prosessit ovat kompleksiarvoisia, ristikova-
rianssi, yhtalo 2.18, médéritellddn seuraavaksi:

Cry(At) & Cov{x!(1),y(t + At)},

jossa symboli f merkitsee kompleksikonjugaattia eli liittolukua. Silloin
integraalista 2.20 tulee

_ el (T Ll
Coy(At) = 1 E{jo Xt (1) y(t + At) dt} =+ E{x (—t) gy(t)}.
Tietysti samalla tavalla autokovarianssifunktio on silloin

Ax(At) = Cov{xT (), x(t + At)} = % E{x(-) @ ) (22

Ympyrédkonvoluutiolla on se hyddyllinen ominaisuus, ettd se voidaan
laskea tehokkaasti nopean Fourier'n muunnoksen (FFT) avulla.

2.6 Valkoinen kohina ja satunnaiskulku

2.6.1 Valkoinen kohina

Kohina voidaan madritelld stokastiseksi prosessiksi, jonka odotusarvo
on nolla:

E{n(t)} =0.
Valkoinen kohina on kohinaa, joka koostuu tasaisesti kaikista mahdolli-
sista taajuuksista’?. Matemaattinen kuvaustapa on sanoa, ettd autoko-
varianssi

An(At) =0,  At#0.

Toisin sanoen prosessin arvojen n(t) ja n(t’) vililld ei ole yhtddn korre-
laatiota, vaikka At = t — t’ olisi kuinka ldhelld nollaa. Kuitenkin

A (0) = oo.
Lisdksi pdtee
+oo def
fioo An(T)dTt = Qn,
jossa Qy, on ddrellinen reaaliarvo.

Y114 olevia yht&loitd kannattaa pohtia jonkin aikaa. Tama on funktio
A (T), joka on "melkein kaikkialla” nolla. Nimittdin kaikkialla, jossa
T # 0, mutta ainoassa pisteessd, jossa se ei ole nolla — piste T = 0 — se
on ddreton! Ja vield lisdksi funktion integraali maarittelyjoukkonsa R yli

tuottaa darellisen arvon Q4!

"?Nimi perustuu analogiaan valkoisen valon kanssa, jonka tiedetddn Newtonin
ansiosta (Davidson ja Tchourioukanov) koostuvan kaikista nakyvan valon taajuuksista.



Valkoinen kohina ja satunnaiskulku 2.6

Kuva 2.3. Diracin deltafunktio blokkifunktioiden limiittina.

2.6.2 Deltafunktio

Sellaista funktiota ei ole olemassakaan. Sen sijaan on olemassa mate-
maattinen apuviline, kvanttifyysikko Paul Diracin'®> mukaan nimetty
deltafunktio eli -distribuutio d(t):

An(At) = Qn 8(At). (2'23)

Intuitiivisesti voidaan ymmartad, miten sellainen ”funktio” rakennetaan,
kuva 2.3.
Maédritellddn ensin seuraava blokkifunktio, jonka leveys on e:
: 1 . 1
0 josT > 5€ tai T< —3¢,

5e(T) =

1/e jos —%e <Tt< %e.
Selvésti timéan funktion integraali
“+o00
j §c(t)dt=1

ja 8¢ (T) = 0jos |T| on riittdvan suuri.

Annetaan € — 0. Tdssd limiitissd 6. (0) — oo, ja mille tahansa arvolle
T # 0 16ytyy aina raja-arvo €, jolle patee || > %e = d¢(T1) =0.

Deltafunktiolla on sellainen tarkea toisto-ominaisuus, etta mielivaltai-
selle funktiolle f,

f(t) = joo S(t—tHf(t)dt' — f=0®f. (2.24)

—0o0

'3Paul Adrien Marie Dirac FRS (1902-1984) oli johtava brittildinen teoreettinen fyysikko
ja kvanttifysiikan kehittaja.
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Siis konvoluutio deltafunktion kanssa on funktioavaruuden neutraali
operaattori. Hieman samalla tavalla kertominen yksikkomatriisin eli
Kroneckerin deltatensorin kanssa — sama symboli! — on vektori-
avaruuden neutraali operaattori.

Distribuutioiden késittelysdadntd on yksinkertaisesti, ettd ensin in-
tegroidaan ja vasta sen jdlkeen saadulle tulokselle annetaan € — 0.

2.6.3 Satunnaiskulku

”Random walk” eli satunnaiskulku syntyy, kun valkoista kohinaa integroi-

daan ajassa:
d

Sow(t) = n(t), (2:25)
jossa w(t) on satunnaiskulku ja n(t) on valkoista kohinaa.

Olkoon kohinan n autokovarianssifunktio
An(At) = Qn 6(At)) (2'23)

jossa Qy, on ylld médritelty kohinan n varianssi.

Integroidaan tdma funktio, jolloin saadaan satunnaiskulun eli Wiene-
rin*4 prosessi'>:
t
wo(t) = [ n(t)dr.
0
Integroinnin alkuaika t, on lisédtty alaindeksiksi 0, koska w riippuu
siita.

Huomaa, ettd
Efwo(t)} = [ E{n(x)} dr=0.

Autokovarianssifunktio saadaan seuraavasti:

Avolt,t) = E{ (wol®) = Efwo(0)}) (wolt") — Efwo(t")}) } =

=E{wo(t) wy(t")} = 1

A\

= E{ ' n(t)dt ft/ n(t)) dT’} = Lto Lto, E{n(t)n(1)} dt’ d.

to to

Téssé integraali'®

"4“Norbert Wiener (1894-1964) oli amerikanjuutalainen matemaatikko ja filosofi seka
kybernetiikan perustaja.

'5Tarkkaan ottaen Wienerin prosessi on erikoistapaus, joka on normaalisti jakautunut
jajossa Qn =1T.
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(= ["E{n(e) a0} v = [ Anlr— ) ar =

Qn jost’' >,

I
fo)
3

—

o

A
|

H\
o
'4\
I
I_A

fo)

S

jost’ =,

jost’ < T.

Seuraa, ettd

Aot t') = Qn f: (ftt/ 5(t—1') dr’) drt =
=Qn-(t'—to)+0-(t—t)=Qn-(t'—to). (226)

Tassa on oletettu, ettd kohinafunktion n autokovarianssi on stationaari-
nen, toisin sanoen, ettd Q,, on vakio. Tama voidaan yleistdd tapaukselle,
jossa Qn(t) on ajan funktio:

Avo(t,t)) f Qn(T)drT. (2.27)

Kummassakin yhtélossd, 2.26 ja 2.27, oletetaan t’ < t.

On tdrkedd huomauttaa, ettd satunnaiskulkuprosessi on epistationaa-
rinen: varianssi

Var{wy (1)} = Aw,o(t,t) = Qn - (t — to)

kasvaa ilman rajaa ajassa t.

2.7 Vairillinen kohina

Seuraavaksi tutkitaan yksinkertaista differentiaaliyhtdldd ajassa

{0 = —kx(®) + n(v), (228)
dt

jossa n(t) on valkoinen kohina, jonka autokovarianssifunktio on
Qn 8(At). Qn ja k ovat vakioita.

Ndin kuvattua prosessia kutsutaan stationaariseksi Gaussin ja Mar-
kovin'7 prosessiksi. Satunnaiskulun yhtaléon 2.25 verrattuna prosessi

16Oletetaan ettéi deltafunktio on maédritelty symmetriseksi, niin ettd jfoo d(t)dt =
[58(t)dTr =3
0

7 Andrei Andrejevité Markov (1856-1922) oli vendldinen matemaatikko, jonka stokas-
tisia prosesseja koskevat tutkimukset olivat merkittavid.
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sisdltdd termin —kx(t), vaikutuksen, joka ajaa prosessin x takaisin
nollaan vastoin kohinan n hajauttavaa vaikutusta.

Tamaén differentiaaliyhtdlon ratkaisu on

' n(t) k" dT> (2.29)

to

x(t) = e (x(to) e +
kuten voidaan todentaa sijoittamalla: differentioimalla 2.29 ja sovelta-
malla Leibnizin tulosddnto saadaan

x(t)

A

%ﬁ(t) =—ke <t {z(t ) eXto 4 n T) ekt d’t}
t
+e * c;.it{ n(t) e " d’t} =
= —kx(t) + e *'n(t) ekt = —kx(t) + n(t).

Ratkaisu tdyttdd myos alkuehdon.

Jos oletetaan, ettd alkuarvo x(to) on virheeton ja ettd kohinan n

autokovarianssifunktio on
A ) Qn t - t

saadaan ratkaisusta 2.29 suureen x kovarianssifunktio:

’ t/ , t
Ay (t,t)) = e ktHT) E{Jt n(t) e dt’ | n(t)e" dT} =
0

to

>|—-1

— e K(t+t)) It, ekT’ft E{n(t)n(1)}e*" drdr’.
0

to

Integraali

[ = Lt E{n(t)n(1)} e dr = f: An(t,T) e dt =

Qnek™  jost> T/,

t
=Qn LO S(t—1') e dr = %Qn e” jost=r1,
0 jost < T,

Siis tapauksessa t’ > t:

t , t’
AL (t,t) = Qe kit (Lo e dt’ + L 0 dT’) =

_Qn —k(t+t") [ ,2kt 2kt
=3k (e —et)

)
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ja tapauksessa t’ < t:
A ( ) Q k(t+t) jt/ eZkT’ dt’ = &efk(twﬂ) (eZkt’ o eZKto)
n to Zk )

Molemmissa tapauksissa saadaan

Ay (t t ) Qn ( —klt—t'| _ e—k(t+t’—2t0))) (2'30)

joka pdtee my0s tapauksessa t=t".
Tapaus,jossat,t’ > t, elistationaarinen tila, johon jdrjestelmé asettuu
kauan kdynnistdmisen jdlkeen ja jossa alkutila x(to ) on unohtunut, antaa

At t) & ALt —t) & Sre kit = Snekiad — g (g)eHia
(2.31)
Tassé tapauksessa puhutaan virillisesti kohinasta'®, ja ndin saatua pro-

sessia kutsutaan stationaariseksi Gaussin ja Markovin prosessiksi.

Puhutaan my6s ensimmadisen kertaluvun autoregressiivisestd pro-
sessista eli AR(1)-prosessista, vaikka tavallisesti se tarkoittaa diskreetti
jonoa eli aikasarjaa. Olkoon ensimmadisen kertaluvun autoregressiivinen
jono x;, jossa jokainen jdsen riippuu vain jonon edellisestd jasenesta:

Xit1 = PXy + 1y, (2.32)

. def . def def . . .
jossax; = x(ti)jaxi,; = x(tiy1).Jos At = ti11 — t; on pieni, vertailu

yhtdlon 2.28 kanssa antaa p = e 4t &~ 1 — k At.

Yhtélo 2.32 on Markovin ketjun esimerkki, jossa jokainen jonon eli
ketjun jasen x; , ; voidaan laskea kdyttamalld vain edellistd jasentd x;.
Samalla jokainen ketjun jasen voidaan ennustaa optimaalisesti kayt-
tamaélla vain edellistd jasentd. Vanhempia jdsenid x;, j < i eivét ole
mukana. Markovin ketju on siis muistiton. Tata kutsutaan Markovin

ominaisuudeksi.

Maaritellaan
def 1

Pinta-ala A,-kdyrdn alla on
+o00 0 O 0
A (t)dt = Q;k -f_oo e Mgt = ink -Zfo e ¥Tdr =
e e

josta k on hdvinnyt.

®Nimi perustuu vertauskuvaan virillisen valon epétasaisesta kirkkausjakaumasta
taajuuden mukaan.
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1,0

0,8

0,6

0,4 -

0,21

0,0 ==

Kuva 2.4. Stationaarisen Gaussin ja Markovin prosessin autokovarianssifunk-
tio aikaeron At = t —t’ funktiona. Oletettu on A, (0) = Qn / 2k = 1.

o Rajatapauksessa k — oo muutetaan autokovarianssifunktio A,
yhé kapeammaksi, mutta pidetddn pinta-ala funktion kdyran alla

samana. Silloin

At—t) = Qnd(t—t'). (2.33)

Yhtdlo 2.33 vastaa yhtédlon 2.28 degeneraatiota, jossa ei vain k — oo,
vaan myos kohinan varianssi Q,, — co. Seuraavasti:

n(t)
() = () + () = x(t) =7lt) - L Lx(v).

Limiitissd k — oo tasta tulee

~ . def 1

n(t) = ¢n(t)
on aarellinen varianssi

~ 1

Qn = @Qn)

mikéd on yhteensopiva autokovarianssiyhtdloén 2.33 kanssa.

o Toinen rajatapaus, k — 0, on satunnaiskulku, joka esitettiin jo
alaosiossa 2.6.3. Se on siis Gaussin ja Markovin prosessi, jonka



Tehon spektraalitiheys (PSD)

2.8

TauLukko 2.2. Eri stokastisten prosessien ominaisuuksien yhteenveto.

Nimi k Yhtilo Autokovarianssi
. d
Satunnaiskulku 0 ag =n Qn - (t—to)
G . . . . d _ Q‘n _klt—t/‘
aussin ja Markovin prosessi € (0, o) ax =—kx+n Ke
Valkoinen kohina oo XxX=n Qnd(t—1t")

aikavakio on ddrettomaén pitka. Siind tapauksessa on kaytettava

koko yhtélsa 2.30:

Axolt,t') = (22—]: (e*k“*t'\ _ e*k(tth/tho)) _

(2.30)

Tassa tapauksessa, jos t > t’, saadaan

Acolt) = 2 (1 - e 20)) & Q- (t— o),

sama tulos kuin saatiin alaosiossa 2.6.3.

Differentiaaliyhtdlo saadaan yhtélostd 2.28 sijoittamalla k = 0:

4y
at=

t) =n(t),

siis x on valkoisen kohinan n aikaintegraali, yht&lo 2.25.

Taulukko 2.2 antaa Gaussin ja Markovin prosessin ja sen rajatapausten

pddominaisuuksien yhteenvedon.

Usein yhtdlon 2.28 mallia kdytetddn ”vérillisen” kohinan tuottami-

seksi silloin, kun tiedetddn etukéteen, ettd prosessin ominaisuudet ovat
sen tyyppisid. Tdmd onnistuu, kun lisdtdan yksi tuntematon tuntemat-
tomien vektorille ja yksi yhtdlo yhtdloryhmalle. Osiossa 4.4 ndhdédén,
miten se tehdddn Kalmanin suotimen yhteydessa.

2.8 Tehon spektraalitiheys (PSD)

2.8.1 Maaritelma

Usein haluamme tutkia stokastisia prosesseja spektraalisesti eli mita

eri taajuusosuuksia prosessi sisdltdd. Taméa voidaan tehda Fourier'n"®

muunnoksen avulla.

"9Joseph Fourier (1768-1830) oli ranskalainen matemaatikko ja fyysikko, joka muiste-

taan parhaiten Fourier-sarjojen loytdmisesta.

/‘qu .
' {«Uw\.\ v
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Autokovarianssifunktion Fourier'n muunnosta stationaariselle pro-
sessille kutsutaan nimelld tehon spektraalitiheys eli power spectral density
(PSD). Valitaan t’ = 0 aika-akselin mielivaltaisen origon kiinnittdimiseksi
niin, ettd At =t —t’ = t. Saadaan (Wienerin, Khinchinin* ja Einsteinin

lause): .
A EFAW} = [ T A e 2, (2:34)

jossa Ay (t) = A (At) (yhtdld 2.16) ja olettaen, ettd integraali on olemassa.

. Tassa f on tagjuus, yksikkénd Hz (Heinrich Hertzin*' mukaan), siis

kierroksia tai vérdhtelyja tai jaksoja sekunnissa elis™'.

Analogisesti voidaan méarittdd myos kahden funktion risti-PSD:

Cry (1) 2 FLC,y (1)) = f: Cry (1) €271 gt

K&anteinen operaatio Fourier'n kddnteismuunnoksen avulla antaa
1 e 2mift
A(At) = A1) = T AR} = | A(f) 2™ df

Siksi t = 0 antaa
A0) = | AL(f) af,

—o00
siis prosessin x varianssi on sama kuin kokonaispinta-ala sen PSD-kdyran
alla, siis prosessin kokonaisteho.

Autokovarianssifunktio on symmetrinen, yhtalo 2.17. Seuraa, etta
PSD, yhtalo 2.34, on reaaliarvoinen ja my6s symmetrinen:

+o00

Ax(f) = A (t) (cos(—2mft) + isin(—2nft)) dt =

=2 fo A (t) cos2mtft dt.

Taman lisdksi se on kaikkialla ei-negatiivinen, katso liite A.

Risti-PSD:1le tdma ei pade, koska se ei ole symmetrinen:

ny (t)t/) = ny(t,)t) 7& ny (t/>t)°

20 Aleksandr Yakovlevit$ Khinchin (1894-1959) oli neuvostoliittolainen matemaatikko

ja todennédkoisyysteorian kehittaja.

*'Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894) oli saksalaisfyysikko ja ensimmaéinen, joka tuotti

ja havaitsi radioaaltoja.
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2.8.2 Gaussin ja Markovin prosessi

Gaussin ja Markovin prosessin autokovarianssifunktio on yhtilon 2.31
antama:

A(At) = %Qe—k‘m'

Tastd saadaan PSD-funktio integroimalla yhtdlon 2.34 mukaan, taas
valitsemalla t’ = 0 eli At = t:

+oo
= f Ai(t)e —2mift g¢ — %2 e—km —2mift g4
_ (22_]: *© (e7ke-2mift 4 e—kt+27tift) dt —
_ Qn [; (—k—2mif)t 1 e(k+sz)t]°° _
— 2k |-k —2mif —k + 2mif

0
(—k—27if)t]>®
S 1 | ] [e Jo | _
= K LA —k 4+ 2mif —k — 2mif [e(_k”m”t}zo =

Qa1 . [e ¥ (2cos 2nft)] & |
= 2k K2+ 4n2f2 |k 2nif | [ [e*t(<2isin2nft)] |

_ & 1 . . —2 Qn
= 2k K2 + 42 f2 [ k me} o | T a2

Voidaan myos kirjoittaa

‘Ax(f) — % Ooo efkt (efszt + eZT[fit) dt =

= % JOOO e *tcos 27t dt

ja kokeilla integraalitaulukot (Wolfram Functions, [ e cos cx dx) tai
symbolisen laskennan ohjelmistot, kuten Wolfram Researchin online-
integraattori. Tulos on myos*
Adl) = 2 = A0) 5 (235)
Katso Jekeli (2001) yhtdld (6.75). Kuvan 2.5 arvot on laskettu olettamalla
Qn = 2k, siis pitamalld suureen x varianssi, joka on A, (0) = Qn / 2k,
arvolla 1 riippumatta k:n arvosta. Ndin pinta-ala kdyréan alla on vakio.
Téassd on selitettdvd, miksi taajuudella f on negatiivisia arvoja. Kayte-
tyssd Fourier'n integraalissa kantafunktiot ovat kompleksisia, tyyppi
e?™t. Silti voidaan kirjoittaa

e?™ft = cos 2mtft + isin 27tft,

**Tamé&n muotoista lauseketta kutsutaan joskus Cauchyn ja Lorentzin jakaumaksi.
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2k
42 f2 + k2

I
I
- 1,5 !
I
I

—4 -2 0 2 4
Kuva 2.5. Gaussin ja Markovin prosessin tehon spektraalitiheys (PSD) taajuu-
den funktiona. Oletettu on A, (0) = 1.

ja negatiiviselle taajuudelle —f:

e 2™t — cos 27tft — 1sin 27tft.

Yhteen- ja vahennyslasku antavat nyt

cos2mft = 3 (e 2™t 4 ™) | sin 2mrft = 14 (e 2 — 27T

Molemmat ovat reaaliarvoisia.

Nahdaan siis, ettd jokaiselle (positiiviselle) taajuudelle f on olemassa
kaksi riippumatonta Fourier'n kantafunktiota. Valinta parin cos2mnft ja
sin 27tft ja parin e?™t ja e~ 27t

jae vdlilld on vapaa.

2.8.3 Neliéeksponentiaalinen autokovarianssi

Gaussin ja Markovin prosessin autokovarianssifunktio on yhtalon 2.31
mukaan
A (At) = A«(0) exp(—k |At]).

Usein vastaan tulee samankaltainen autokovarianssifunktio, joka on
muotoa
Ax(At) = A, (0) exp(—Kk*At?).

Sitd kutsutaan nimelld nelideksponentiaalinen tai Gaussin autokova-
rianssifunktio.
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Tehon spektraalitiheys on, asettamalla t’ = 0 ja siten At = t:

“+o00

+oo
Ac(f) = [ AL () exp(—2mift) dt = 2[0 A, (t) cos 27tft dt =

=2A,(0) IOJFOO exp (—k*t?) cos 2t dt = AX(O)ﬁt exp (—

22
. )

K2
(Wolfram Functions, [ exp bx? cos cx dx). Nahdaén, ettd tehon spektraa-
litiheysfunktio on samaa nelideksponentiaalimuotoa kuin autokova-

rianssifunktio, mutta funktion argumenttina on taajuus f.

Gaussin autokovarianssifunktioon pohjautuvat prosessit ovat suo-
sittuja koneoppimisen teoriassa. Konepellin alla teoriapohja ei nédyta
juurikaan eroavan perinteisten menetelmien, kuten pienimman nelio-
summan kollokaation (Heiskanen ja Moritz, 1967, luku 7) eli krigingin,
teoriapohjasta.

2.8.4 Valkoinen kohina

Valkoisen kohinan PSD voidaan laskea lausekkeella 2.23:
An(At) = Qn 8(At) = Qn 8(t —t'),

josta valitsemalla t’ = 0 saadaan

+o0o

An(f) = Qnd(t)e ™t dt = Que’ = Qn,

kayttden deltafunktion toisto-ominaisuutta, yhtdlod 2.24. Tassd ndhdaén,
miksi prosessia, jolla on Diracin deltatyyppinen autokovarianssifunktio,
kutsutaan valkoiseksi kohinaksi: tehon spektraalitiheys on vakio Q
koko spektrin 1dpi ja kaikille taajuuksille f, aivan kuten valkoisen valon
tapauksessa — ainakin sdhkdomagneettisen spektrin optisen ikkunan
sisalla.

On kuitenkin ongelma: téllaisen prosessin kokonaisteho koko spektrin
yli integroituna on

ff; An(f) df = fj; Qn df = 0o = A, (0).

Tama "ultraviolettikatastrofi” osoittaa aidon valkoisen kohinan fysikaa-
lisen mahdottomuuden seké Diracin deltafunktion epdtodellisuuden.
Deltafunktiota pitdd kdyttdd vain turvallisesti paketoituna jonkun inte-
graalin sisalla.
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On parempi tutkia Gaussin ja Markovin prosessin 2.35 limiittid, kun
k — oo. Lasketaan sen kokonaisteho:

jjoooﬂx(f)dfzzfooof[x( df_zj 0)1= 2f2+k2df—
= 2k K . /2mf
oL ha-
—2A,(0) % [arctan 2%6}0 . ZAX(O)J—T%[ — A(0).

N&hdddn taas, ettd kokonaisteho on aina yhtd kuin varianssi, eika teho
riipu arvosta k. Yhtdlon 2.35 perusteella

B 2k
‘AX(f) - AX(O)47T21:2 + kz’
siis jos |27tf| < k:
2
Au(f) = ZAL(0)
ja jos |27f] > k:
A(f) ~ AL (0)-2K_ ~ 0
x 42 f2

N&ahdédan, kuten myos tarkastamalla kuva 2.5, ettd tdlld prosessilla on
suunnilleen tasainen spektri alueella [27tf| < k, ja spektrilaskee pisteiden
2ntf| ~ k tienoilla tasaisesti nollaan alueilla [27tf|] > k. Rajapisteet
k = +27f on merkitty kuvaan: ne ovat kdyrdn puolikorkeuden kohdat.
Lisdksi alue rajapisteiden valilla sisdltdad puolet kokonaistehosta:

¥/2n 1 2t/ 2m
Jour adraf =2A4(0) [arctan 5] T

= AX(O)T% arctan1 = AX(O)EE !

Mitd suurempi k, sitd matalampi ja levedmpi on spektri, mutta koko-
naisteho on aina A, (0).

Olenko ymmartanyt taman?

1) Mikaé on stokastisen prosessin autokovarianssi?

2) Miké on kahden stokastisen prosessin ristikovarianssi?
3) Milloin stokastinen prosessi on stationaarinen?

4) Mika on valkoinen kohina?

5) Mika on satunnaiskulku?



Harjoitus 2—1: Normaalijakauman normalisointi

6) Kuvaile Gaussin ja Markovin prosessi.

7) Naytd, ettd satunnaiskulku ja valkoinen kohina ovat Gaussin ja
Markovin prosessin rajatapauksia.

8) Mikd on Markovin ketju?

9) Miki on tehon spektraalitiheys ja miten se liittyy autokovarianssi-
funktioon?

10) Mikad on homoskedastisuus? Mika on 7.i.d.?

11) Kuinka ajassa korreloitujen havaintojen lineaarinen regressio eroaa

korreloimattomien havaintojen vastaavasta?

Harjoitus 2—1: Normaalijakauman normalisointi

Tarkista, ettd normaalijakauman, yhtélon 2.2 integraali:

e _ (T exp (1 (XmY
o P dx_f_oo Gme’q’( 2 ( o ) ) dx,
tuottaa kokonaistodennékoisyyden 100 %.

Vihje Tutki sen tilalla kaksiulotteista stokastista muuttujaa

1)

jolla on yhteinen todenndkoisyystiheysjakauma p(x,y) =
p(x)p(y), ja integroi napakoordinaateissa. Ald unohda napa-
koordinaattien Jacobin determinanttia. Nyt ymmarrat, mista
tuon yhtdlon 27t on perdisin.

Harjoitus 2—2: Tehollinen otoskoko
Naytd, ettd alaosion 2.4.2 aikasarjalle

Var{a} = Var'{a} 1LS

1 —






Kalmanin suodin

Kalmanin suodin on lineaarinen ja ennustava suodin. Kuten kahvisuo-
din, joka suodattaa kahvia kahvinporoista, Kalmanin suodin suodattaa
signaalia (niin sanottu state vector, tilavektori) havainto-ja liikeprosessien
kohinasta. Kalmanin suodin on optimaalinen estimaattori pienemmaén
nelidsumman merkityksessa.

Kalmanin suotimen keksijit olivat Rudolf Kalman' ja Richard Bucy?
vuosina 1960-1961 (Kalman, 1960; Kalman ja Bucy, 1961). Keksintoa
kéaytettiin laajasti avaruusohjelmassa ja ohjusten ohjausjarjestelmien
yhteydessa.

Erds Kalmanin suotimen tarkeistd sovelluksista oli rendezvous kiertora-
dalla: siind kaksi avaruusalusta tapaa ja vaihtaa miehisto4 tai tavaraa
tilanteessa, jossa alukset joko liikkuvat ldhelld toisiaan pienelld suh-
teellisella nopeudella tai ovat jopa telakoituneina toisiinsa. Ongelma,
joka on nykyisin kdytdnnon rutiinia Kansainvélisen avaruusaseman
huoltolentojen yhteydessd, katsottiin hyvin haastavaksi aikana, jolloin
Apollo-kuuohjelmaa vasta ehdotettiin. Tekniikaksi hyvaksyttiin rendez-
vous Kuun kiertoradalla (LOR, lunar orbit rendezvous), ja se auttoi suuresti
pitdiméan projektin aikataulussa (Dickinson, 2014).

Kalmanin suodin on my®0s yleispéteva estimaatiomenetelmad, joka
on kéytetty paitsi navigoinnissa myds muun muassa taloustieteessa ja
sddtieteessa.

Kalmanin suodin sai alkunsa sadtotekniikasta ja signaalinkdsittelysta.
Silld on kuitenkin monenlaisia yhteyksid geotieteiden pienimman nelio-

summan menetelmiin, kuten tasoitukseen, kollokaatioon ja krigingiin.

'Rudolf Emil Kdlman (1930—-2016) oli unkarilaissyntyinen amerikkalainen sahkoinsi-
noori, matemaatikko ja keksija.

*Richard Snowden Bucy (1935-2019) oli amerikkalainen matemaatikko.
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Kuva 3.1. Rendezvous Kuun kiertoradalla: kaksi astronauttia matkalla kotiin,
kokoelma kivid ja filmirullia mukanaan. Huomaa, ettd sekd emoalus
— Command and Service Module, CSM — ettd laskeutumisalus, tdssa
kuvattuna emoaluksesta kdsin, oli varustettu inertianavigointijarjes-
telmalla. Se oli pelastus, kun huoltomoduuli eli Service Module meni
epakuntoon rdjahdyksen takia Apollo 13 -lennon aikana.
Napsauta ddntdmisohjetta varten (e-kirja).

Sanastolliset erot eivat saa hamartaa tata.

Taustalukemiseksi suositellaan Strang ja Borre (1997), sivut 543-583.
Hyva linkki on Welch ja Bishop ja hyvé diasarja Welch ja Bishop (2001).

Kalmanin suodin koostuu kahdesta osasta:
1) Dynaaminen malli kuvaa, miten tilavektori kehittyy ajassa.

2) Havaintomalli kuvaa, miten tehddan havaintoja, jotka sisdltavat
tietoja havaintohetken tilavektorista.

Molemmat mallit sisdltdvat stokastisuutta. Dynaaminen malli kuvaa
my0s satunnaisia vaikutuksia jarjestelman ajalliseen kehitykseen, esi-
merkiksi satelliittiradan hairioita. Havaintomalli puolestaan kuvaa myos
havaintojen epdvarmuuden vaikutusta.

Kalmanin suodin on erikoinen siind mielessd, etta tilavektori kulkee
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Tilavektori 3.1

eteenpdin ajassa askel kerrallaan. Havaintoja kdytetddn tilavektorin
estimaatin korjaamiseksi silloin, kun on tehty havaintoja. Téstd syysta
Kalmanin suodin ei vaadi suurta laskentatehoa eikéa késittele suuria
matriiseja. Se voidaankin toteuttaa kulkuneuvossa tosiajassa.

3.1 Tilavektori

Tilavektori (engl. state vector) on muodollinen vektori ja abstraktin vekto-
riavaruuden alkio, joka kuvaa dynaamisen jarjestelmdn kokonaista tilaa
joko tietylld ajan hetkelld eli epookilla t tai ajan funktiona eli stokastisena
prosessina.

Esitetddn konkreettinen esimerkki. Vapaasti avaruudessa liikkuvalla
hiukkasella on kolme paikkakoordinaattia ja kolme nopeuskomponent-
tia. Olkoon avaruuden ortonormaali kanta {i, j, k}. Silloin kirjoitetaan
hiukkasen paikkavektori x ja nopeusvektori v seuraavasti:

x & i+ yj + 2k, v &% = xi+yj+ 2k
Avaruuden vektori identifioidaan usein sen sovitulla ortonormaalilla
kannalla def {i, jy k} muodostaman kolmen komponentin muodolli-
sen vektorin kanssa:
def

X
x:xi+yj+zk:[i j k} = xg= |y |,
z

N e R

vaikka x ja x ovat kisitteellisesti eri asioita. Usein {3 jatetddn puolihuo-
limattomasti pois, jos merkitys on selvi eli

Xp ~X.

Nyt hiukkasen tilavektoriksi muodostuu

X

Y

X z
X:[ ]: —Q | (31)

v X

Yy

z

jossa paikka- ja nopeusvektorit ovat

X X
X=Xg=|Yy |, V=vpg=Xg= |y
z z
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X (ter1)y I (ter1) x* (i), 27 ()
Todellinen tila x(t)

X (t), 27 (t) ¢
\\X+(tk+1)>z+(tk+1) Y

N / Suodattu tila

/ .
\\‘/ Havaintoasema

(@)

Kalmanin suodin

Sox(t) = Flx, ) + (1) £ Fit)x(t) + n(t),
%x*(t) — F(x, 1) 2 F() x (1),
%Z*(t) =F)Z7(t) + Z7 (1) FT (t) + Qn(t).
X(tip1) = OFx(t) +wh+, W = ok T a,
X (te) = 08X (1), So5 =F(v) @},
T (ter) = OXTT I (1) (@) 4 @K1, @kt = j:“ OF1Q, (1) (@FT) dt.
(b)

Dynaaminen malli

& = H(x(t)) + my = Hyx(ty) + my, Var{m } =Ry,
X* (i) =X () — Kic - (MO (1)) — ) B x (81 — K (Hiox (b — &),
If () = (I—KxHi) I (1),  Ki=Z () H - (Hie I (ti) HE + Rky1 .
()

Havaintomalli ja pédivitysaskel

Kuva 3.2. Kalmanin suodin, yhtdléiden yhteenveto. Huomaa kaytetty konven-
tio: integrointirajoissa ja tilansiirroissa lyhennetddn ty indeksiksi k,
tx41 indeksiksi k + 1 ja niin edelleen.
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Tassa tapauksessa tilavektori koostuu siis kuudesta alkiosta, eli silld on
kuusi vapausastetta.

Koko tilavektori, jokainen tilavektorin alkio ja molemmat osavektorit
ovat kaikki ajan funktioita:

X:X(t)) X:X(t), V:V(t), X:X(t)) Yy :y(t)) z = z(t).

Jos hiukkanen ei ole pistemédinen vaan laajempi kappale, myds sen
asentokulmat eli Eulerin kulmat sisdllytetdan tilavektoriin. Silloin alkioita
on jo yhdeksédn. Usean hiukkasen jédrjestelméssa jokainen hiukkanen
tuo omat alkionsa, kolme paikan ja kolme nopeuden komponenttia,
tilavektoriin.

Tilavektori voi sisdltdd my0s alkioita, jotka mallintavat mekaanisen
laitteen, kuten inertiamittausyksikon, kdyttdytymista.

3.2 Dynaaminen malli

Dynaaminen malli kuvaa tilavektorin kdyttdytymista ajassa. Tilavektori
on edellisen osion maaritelmédn mukaan vektoriarvoinen stokastinen
prosessi eli ajan t funktio.

Téssa esitetty dynaamisen mallin perusmuoto on tilavektorin taval-
linen differentiaaliyhtil ajassa. Olemassa on myos vaihtoehtoinen muoto,
jossa tilavektorin muutos ajassa kuvataan diskreetilld tavalla siirtona
epookista ty epookkiin ty ;. Tdma diskreetti muoto esitetddn osiossa 3.4.

Ensin esitetddn lineaarinen tapaus. Sen jdlkeen esitetddn epélineaari-
nen tapaus ja suoritetaan linearisointi. Tulos on niin sanottu lagjennettu
Kalmanin suodin.

3.2.1 Lineaarinen tapaus
Lineaarisessa tapauksessa dynaaminen malli on

d

Xt =F(t) x(t) +n(t), (3-2)
jossa x on tilavektori ja n on dynaaminen kohina, joka edustaa todellisen
liikkeen satunnaista vaihtelevuutta. Alleviivaus merkitsee, ettd suure
on stokastinen. Matriisi F — joka voi olla ajan funktio — on mallin
kerroinmatriisi.

Tilavektorilla on niin monta alkiota kuin tarvitaan jarjestelmén het-

kellisen tilan tdydelliseksi kuvaamiseksi. Dynaamisella kohinalla on
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saman verran alkioita. Kerroinmatriisi on nelidmatriisi, jossa on saman

verran sekad rivejd ettd sarakkeita.

Dynaamiselle kohinalle n on méériteltdva realistiset tilastolliset omi-
naisuudet: usein oletetaan, ettd se on valkoinen kohina, jonka autokova-
rianssi on

An(At) = Qn 8(At). (2.23)

Tama aiheuttaa sen, ettd tilavektorin x satunnaisuus kdyttaytyy taval-
la, joka muistuttaa satunnaiskulkua, alaosio 2.6.3. Jos tilavektorilla on
enemmadn kuin yksi alkio, myds A, ja Q. ovat samankokoisia neliomat-

riiseja.

3.2.2 Linearisointi

Yleisempi ei-lineaarinen tapaus, jota kirjallisuudessa kutsutaan nimelld
laajennettu Kalmanin suodin, on

Lx(t) = Flx, 1) + n(v), (3:3)

jossa F(x,t) on vektorifunktio. Lineaarinen tapaus seuraa tastd helposti:
valitse tilavektorille likiarvo eli vertausarvo x(°)(t), ajan funktio. Taltd
likiarvolta vaaditaan yhteensopivuutta dynaamisen mallin kanssa:

LX) = F(x(%v). (3-4)

Nyt linearisoidaan vdhentamalld yhtalo 3.4 yhtélosta 3.3 ja kehittamalla
tulos Taylorin sarjaksi:

L= x) =Flx, 1) +n(t) ~ F(x, 1) = F() (x—x©) +n(t),

mika madritelmalld Ax % x — x(©) on jo muotoa 3.2:

S AX(1) = F(1) Ax(t) + (1),
Téastd voi pudottaa deltat taas pois, ellei ole vddrinkasityksen vaaraa.
Funktion F(-) ylld kdytetyn Jacobin® matriisin F alkiot ovat

X

0 ..
Fij(t):a—XjFi(xh...,xj,...,xmt) , L,j=1,...,mny (3.5)

x=x(0)

3Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) oli juutalaissaksalainen matemaatikko, jo-
ka muistetaan pddasiassa hidnen elliptisten funktioiden teoriastaan. Han menehtyi
isorokkoon vain 46-vuotiaana.
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jossa x; ovat vektorin x komponentit, n kappaletta. Esimerkiksi tilavek-
torissa 3.1 ne ovat

T T
X=[x1 X2 X3‘X4 X5 x6] z[x y z‘k y Z]

Yhtalon 3.5 derivaatat evaluoidaan vektorin
.
x(©) — [X(O) y© 20| 5O {50 ]

antaman liki- eli vertausarvojen kohdalla.
Funktio F(x,t) on vektori, jolla on n komponenttia, Fi(x,t),1=1, ...,
n.

3.2.3 Tilan eteneminen

Tilan eteneminen tapahtuu integroimalla differentiaaliyhtilo, joka on
dynaaminen malli. Yleisessd tapauksessa malli on

%g(t) — F(x,t) + n(t). (3:3)

Tilan kehityksen laskennassa ei integroida todellista tilavektoria x(t),
koska sitd ei tunneta. Sen sijaan voidaan integroida tilan estimaattori
x~ (t). Kohinatermi n jda pois todellisen tiedon puuttuessa: sen paras

estimaattori on nolla.

Siis asetetaan sama dynaaminen laki estimaattorille:

ixf
dt

ja integrointi ldhtee jostakin jarkevasta alkutilasta x~(to). Jos tilan esti-

(t) = F(x7, ),

maattori on sopivan lghelld likitilaa x(%) (t), yhtlo 3.4, voidaan kéyttda
samaa linearisointia kuin todellisen tilan tapauksessa, ja tuloksena on
linearisoitu yhtalo

% (x —x) =F(t) (x —x1©) = %Ax’(t) — F(t) Ax (1),
Téastd deltat voidaan taas pudottaa pois:
%x*(t) — F(t) x (1) (3.6)

Lineaarisessa tapauksessa on todellisen tilan yht&lo

Lox(t) = F() x(t) +n(). (5:2)

Estimaattorin yhtdlo 3.6 on sama yhtélo, mutta ilman kohinaa.

Kéaytetty merkintidtapa on:
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X~ a priori tilan estimaattori eli estimaattori ennen (my6hemmin
késiteltavad) paivitysaskelta. Myos yleisen tilan estimaattorin
symboli.

X"  aposteriori tilan estimaattori, pdivitysaskeleen jdlkeen.

Kirjallisuudesta 16ytyvat myos muut merkintidtavat, kuten X< ja X",

jossa k on pdivityksen numero. “Hattu” on estimaattorin merkki.

3.3 Esimerkki: satelliitin rataliike

Esimerkki on avaruusaluksen liike Maan gravitaatio- eli vetovoimaken-
tassd. Kenttd approksimoidaan pistemassan GMg kentalla:

2|2 oM x n,
S
< =— +|n
dz | ¥ 3 Yy oy, (>
z ()_(2 + 22 + ;2) /2 z n

jossan,, n,, n, kuvaavat héiri6itd, kuten ilmakehén vastuksen satun-
naisesti vaihtelevaa vaikutusta tai Maan vetovoimakentidn epdsdan-
nollisyyksid, joiden takia aluksen rataliikettd on mahdoton ennustaa
tarkasti.

Tama on toisen kertaluvun differentiaaliyhtdloryhma. Tilavektoria
pidennetadn lisaamalla sithen nopeuden komponentit, jolloin saadaan
ensimmadisen kertaluvun yhtaloryhma:

x(t) F(x,t) n(t)
~ ~
X X 0
Yy y 0
d| 2 4 0

— = = +

dt | x x n,
, GMg
Y o 3/, y n
2 (x> +y* +2?) z n,

Tama yhtdloryhmad on epélineaarinen. Linearisointi antaa

Ax(t) (Y Ax(t) n(t)
- 0T T
Ax 0 0 0 100 Ax 0
Ay 0 0 0 010 Ay 0
Az | 0 0 0 001 Az 0
Ax | oM 3x2—12 3xy  3xz 000 Ax n, |’

Ay r5@ 3yx 3y2—12 3yz 000 AY n,
Az i 3zx 3zy 3z22—1r*/|000 ] | Az ]| |[n, |



Esimerkki: satelliitin rataliike 3.3

jossa T & /XZ+y?+22on etdisyys Maan keskipisteesta.
Muut oletukset ovat:

o Olemassa on sopiva likirata eli vertausrata, toisin sanoen joukko liki-
eli vertausarvoja, jotka muodostavat likimddrdisen tilavektorin

XO(1) = [x© )y (1) 2O [ yO 1) 29w

jonka suhteen deltasuureet yhtélossa 3.7 on laskettu:

Ax(t) & x(t) —xO)(t).

Nama ovat kaikki ajan funktioita.
o Kerroinmatriisin F(t) alkiot lasketaan niilld likiarvoilla, yhtdlo 3.5.

Jokainen likimé&éardisen tilavektorin alkio on ajan funktio, kuten on
koko vektori. Vektori on epélineaarisen dynaamisen mallin, yht&lon 3.4,
tarkka ratkaisu.

3.3.1 Gravitaatiogradienttitensori

Yllad olevan dynaamisen yhtdlon 3.7 ositettu versio on

0 I 0
:[M(O) 0 +[E], (3.8)

jossa I on 3x 3 -kokoinen yksikkomatriisi eli Kroneckerin* tensori ja M
on tensori nimeltd gravitaatiogradienttitensori. Tensorin komponentti-
matriisi koordinaatiston (x,y,z) kannalla B = {i,j,k} on

Ax
Av

d
dt

Ax
Av

[0 9 0 GMg B
MB_[&@'O_Z} T Y -
z
e
0x
_ iii] 0 | GMs _
L ox dy Oz oy T
9
0z |

02 02 02
ox2 0x0y 0x0z
02 02 02 GMg
oyox dy? 0dyoz T
02 02 02
| 0z0x 0z0y 0z2

4Leopold Kronecker (1823-1891) oli saksalainen matemaatikko, joka edisti lukuteoriaa
ja algebraa.



60

3 KALMANIN SUODIN

oM 3x?—12  3xy 3xz
== ® 3yx  3y*—1*  3yz . (3.9)
3zx 3zy  3z2—1?

Téassd oletetaan keskinen pallosymmetrinen vetovoimakentta.

Tensorin komponenttimatriisi koostuu gravitaatio- eli vetovoima-
vektorin komponenttien

GM,
2

X
Yy
z
osittaisderivaatoista paikan suhteen. Muista, ettd gravitaatiovektori on

itsekin geopotentiaalin gradientti. Tensori sisdltdd geopotentiaalin

GM,
T

kaikki kaksoisosittaisderivaatat paikan suhteen.
Tensori M kuvaa, miten pieni satelliitin paikan hdirié Ax =

T
Ax Ay Az] kdantyy kiihtyvyyshdirioksi Aa:

A% A% Ax
Aa=| Ay | =dav=2 | Ay | =nax=n| ay
AZ Az Az

3.3.2 Likiarvojen valinta

Tarkeintd liki- eli vertausarvojen valinnassa — sen lisdksi, ettd ne
ovat sopivan ldhelld oikeita arvoja — on, ettd ne ovat fysikaalisesti
yhteensopivia. Toisin sanoen ne esittdvdt aidosti mahdollisen rataliikkeen
oletetun vetovoimakentdn sisdlld. Téastd syystd lienee nimitys vertausarvot
sopivampi.

Jos gravitaatiokenttd on keskeiskenttd, Keplerin rataliike vetovoiman
keskuksen GMg ympdri antaa sopivat likiarvot, katso osio 6.1.

Vieldkin yksinkertaisempi likiarvojen lahde on tasainen ympyriliike.
Tama on sopiva valinta, jos radan eksentrisyys on ldhelld nollaa.

Jos saatavissa on vetovoimakentdn malli, joka on monimutkaisempi
kuin keskeiskenttd, likiarvot tulee integroida ajassa télld tarkemmalla
mallilla. Y114 esitetty linearisoitu dynaaminen malli, yht&l6 3.7, kelpaa
edelleen erosuureiden Ax ja Av integroimiseksi, jos ne vain pysyvat
numeerisesti pienind. Tdma on yksi linearisoinnin eduista.



Diskreetti dynaaminen malli 3.4

3.4 Diskreetti dynaaminen malli
Maéritelma:

Tilavarianssi on tilavektorin estimaattorin odotettu neliéllinen erotus
tilavektorin oikeasta arvosta, seuraavasti:

£-(t) = Var{x (1)} & E{ (x~ () — x(1)) (x () — g(t))T}. (3.10)

Kaytetty symboli on Z.

Tietenkin on huomattava, ettd tilavektori x(t) on stokastinen prosessi,
johon emme piise kisiksi. Voimme vain tuntea sen estimaattorin x~(t)

arvoja.

3.4.1 Tilansiirtomatriisi
Oletetaan, ettd matriisi F on vakio. Pienille aika-askelille At = t;;; — t;
pétee likiméarin

Xi(tpr]) ~ Xi(ti) +FAt- Xi(ti) = (I + FAt) X (ti).

Nakyy, ettd epookin ti,; tilavektorin x~(ti;q) alkiot ovat edellisen
epookin t; tilavektorin x~(t;) alkioiden lineaariyhdistelmid. Jos vieldkin
pienemmalla aika-askelilla 5t patee At = n t, saadaan soveltamalla
ylld olevaa yhtdl6a toistuvasti:

X (tiyr) = (I+Fat)" x~ (ty).

Matriisia @:
O (T Fat)n

kutsutaan tilansiirtomatriisiksi epookkien t; ja ti;; vdlilld, ja kirjoitetaan
X~ (tier) = O X (1), (311)
Sijoittamalla 6t = At/ saadaan
il FAt\"
O = <I T ) .
Tavallisille reaaliluvuille on olemassa klassinen yhtdlo

e* =exp(x) = lim <1 + f)n —

n—00 n

=tim (143) =i ((043))
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jossa ndkyy luvun e mddritelma:

e = lim (1+]—)V.

V—00 v

Siksi kirjoitetaan yleistdimalld funktiot exp ja In nelién muotoisille

matriiseille:
O = lim exp (ln(l + %)n) = lim exp (nln(l—i— %)) =
n—oo n—oo

= exp (n%) =exp(FAt) = e 2% (3.12)

Tama tulkitaan Taylorin sarjakehitelmaéksi:

O = e A =T+ FAL+ %FzAtz + %F3At3 EEp

Havaitaan, ettd tilansiirtomatriisille patee transitiivinen ominaisuus:

2 _ @yit2 | @i+l
Qi =070,

toisin sanoen siirtymiseksi tilasta x(t;) tilaan x(t;;,) voidaan siirtya
ensin tilasta t; tilaan ti1; ja sen jdlkeen tilasta ti; tilaan ti;..

3.4.2 Esimerkki: satelliitin rataliike

Differentiaaliyhtdlod 3.8 voidaan muuntaa, pienille arvoille At, seuraa-
vaan muotoon:

Ax(tir) || Ax(ty) ~ At 0 I Ax(ti) N 0
Av(tiy1) Av(t) | [ My 0| | Av(t) n

N Ax(tiy1) ~ [ [At Ax(t;) n 0 ’
Av(tiyq) MiAt 1 Av(ty) n

maaritelmilld At % ¢, —t; ja M; L MO (1),

Nahdéaan, ettd tilansiirtomatriisi on

I [At

®@+1 —
' M;At 1

Samalla tavalla seuraavan tilansiirron matriisi on

i+2
(Di+1 -

I [At
Mi+1 At I
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Niiden ketjuttaminen eli kertominen antaa

I [At
Mi+‘| At I

I [At
MiAt 1

[+ O(At?) (I+1)At
(M1 + M) At T+ O(At?)

i+2 _ git+2 i1
q)i _(Di+1 '(Di - [

Taman toistaminen useille pienille aika-askelille At antaa uskoa, ettd
seuraava integraaliyhtdlo pétee yleisesti:

DY =
| S M(T) dt I

I I-(t—to)]

3.4.3 Tilan ja tilavarianssin eteneminen

Tarkastellaan suureiden x~(t) ja x(t) etenemista ajassa diskreetin mallin
mukaan.

Diskreetti ajansiirtoyhtal6 tilaestimaattorille on
X (tiy1) = OF T X (4y), (3.11)
jossa ®*! on tilansiirtomatriisi. Ilman kohinaa n(t) pitee myos
X(tig1) = (D%H x(ty)
ja vahennys antaa
(X7 (tip1) = X(tig1)) = O (x7 () — x(t1)),

jonka jdlkeen varianssien kasautumislain soveltaminen antaa (yht&lo

3.10):
L7 (ti) = 0PI (1) (0T

3.4.4 Tilan kehitys kohinan lasna ollessa

Dynaamisen kohinan ldsnd ollessa pédtevit seuraavat diskreetit dynaa-
miset yhtalot:

X (txy1) = (D}ZH X (tw),
X(ty1) = (DEH X(tx) + HEH) (3.13)

_ T
I (tke1) = OF T (1) (OFTY) +OKT.
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Nama yhtdlot esitettiin jo kuvassa 3.2b. Huomautetaan, ettd tdssd symbo-
lit x ™ (ty ) ja Z* (tx) viittaavat tilaan ja tilavarianssin havaintopdivityksen
jalkeen (a posteriori) aikahetkelld ty, katso osio 3.7. Seka ti ettd tiq
viittaavat tdssd havaintopdivityksiin.

Naytetddn alaosioissa 3.5.2 ja 3.5.3 yhtédldiden yhteys jatkuviin vasti-
neisiin eli differentiaaliyhtdl6ihin, jotka nakyvat myos kuvassa 3.2b.

Yhtéalossa 3.13 kuvan 3.2b mukaan:

k+1
wit —wiE = [T ol Tn(t) dt, (314)

ja funktion w autokovarianssi on

k+1 T
OFT =0 = Ay ity tisr) = fk O Qn(t) (OFT!) dt.

Yhtdloiden 3.14 ja 3.15 tulkinta on seuraava. Jokainen dynaamisen ko-
hinan alkio n(t) dt valissa (t, tx1) ja jokainen alkion varianssimatriisi
Qn (t) dt siirretddn eteenpdin ajassa hetkestd t hetkeen ty;; kertomalla
tilansiirtomatriisilla ®**'. Varianssimatriisi kerrotaan seki tilansiirto-
matriisin kanssa vasemmalta ettd sen transpoosin kanssa oikealta, kuten
on tapana tehdéa varianssien kasautumislain perusteella.

Sen jdlkeen suoritetaan integrointi ”eteenpdin siirrettyjen” alkioiden
yli.

Matriisi ©f "' niin ollen edustaa dynaamisen kohinan kumuloitua
varianssia aikavaliltd (ty,tx.1). Alkioiden dt varianssiosuuksien yk-
sinkertainen summaus eli integrointi on sallittuna, koska valkoisen
kohinan alkiot ovat tilastollisesti riippumattomia toisistaan.

Kehitysprosessin kuvio on kuvassa 3.3.
Jos aikavali At =ty — ti on lyhyt ja @-matriisit siis ldhelld yksikko-
matriisia,
Wil & ij n(t) dt, O & ka Q. (1) dt.
K k
Oletus on, ettd dynaaminen kohina n(t) on valkoinen. Tédssa tapauk-

sessa W, (t) on satunnaiskulku eli valkoisen kohinan integraali, johon

tutustuimme jo aiemmin.

3.5 Tilan varianssin differentiaaliyhtalo

3.5.1 Tilansiirtomatriisin differentiaaliyhtilé

Voimme my®ds johtaa differentiaaliyhtélditd, jotka kuvaavat tilavarianssi-
matriisin ja tilansiirtomatriisin etenemistd ajassa. Oletetaan, ettd matriisi
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Tilavektori Kt 1
k ()
o\
Kohina
K41
= wy "
x(ty) ndt DR () X(ti1)
e t— i
T
I (ty) OFFT () (oF ) I (txs1)
k+1
Qn dt Chas

Kohina

]l<+1 0

Tilavarianssi

Kuva 3.3. Tilavektorin ja tilavarianssin eteneminen kohinan ldasna ollessa.

F(t) on ajan funktio.

Differentioi yhtal6 3.11:

e A (da)
X (1) = DY x (to) = X (t)-(dtd)o) X~ (to).
Sijoita yhtdloon 3.6:
d__

X (B =Ft)x(t) = F(t) @5 x" (to),

tuloksena

(S ob) xtte) = F(t) O x-frg] = SOS=FO) @} (3.16)

Alkuehdon @§ = I kanssa voimme integroimalla laskea matriisin .

Olemassa ei ole suljettua ratkaisua, paitsi jos F on vakio tai jos

F(t') F(t) = F(t) F(t") (3-17)

mielivaltaisille t ja t’ (Wikipedia, Magnus expansion). Silloin yhtdlon
3.12 tapaan

Oy = exp <fot F(1) dT), (3.18)
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mika on tulkittava Taylorin sarjakehitelméksi:

o§ =1+ [ Fyar+ 3 ([ o dT)z + 1 ([ Feo dT)3 bl

Tdama on yhtalon 3.12 yleistys, jossa matriisi F(t) vaihtelee ajassa.
Jarjestelmd, jossa eksponenttiyhtdld 3.18 ei toimi, on alaosion 3.4.2
satelliittiesimerkki:

3.5.2 Tilan varianssin differentiaaliyhtalo
Tilan varianssimatriisin X differentiaaliyhtdlon johtamiseksi lahdetddn

yhtélosta 3.13:
(1) = @5 £ (to) (0F)" + O,

Differentioidaan ja kédytetdan yhtdloa 3.16:

d._ d _ _ d T od
Lr(1) = (Eq)g)z (to) (@) + DY T (to) (Eq)g) +40) =

d

= F(t) DI (to) (®§) + DF I (to) () FT(1) + 5

t
Oy
Kun annetaan ty — t, seuraa @5 — Ija

d
dt

I () =FO L () +I (1)F (1) + $6p.

Integraalin 3.15 kanssa saadaan samassa limiitissd to — t, T — t, ja siis
@t — T, tuloksen

Loy=2 [ (@) Quim (@) ar~ & [ Quir dr=Qut),
ja siis
LW =FOZ 0+ OFO+Qu.  (319)

3.5.3 Tilakohinan differentiaaliyhtalot

Lahdetddn liikkeelle yhtdlostd 3.13, jossa kohina on mukana,

x(t) = D x(to) + wg. (3.20)



Tilan varianssin differentiaaliyhtilé 3.5

Jaetaan aikavali [to, t] n osavdliin, joiden koko on &t, eli
ti=to+jdt, j=1,...,n

ja t = tn. Kehitetddn

x(t) =@}, X(tn_1) W, =
CDTL_; X(tn—Z) + WE:;
O 2 x(tn 3) +wh 2

—

=@f s X(th3)+WL  +OL W+ O Wi =
n—1 n .

= Dfx(to) + ) Of Wil =0fix(to) + ) Oiwl .

i=0 j=1

Kéaytd approksimaatiota

ﬂ;:_1 ~ ot - ﬂ(tj)>
siis
n
x(t) = @§x(to) + 5t Y DI n(ty),
j=1
joka tunnistetaan integraalin suorakulmiosddnnon approksimaatioksi.

Limiitissd n — oo saadaan
t
X(t) = Dy x(to) + | ®Ln(7) dr,

siis yhtédlon 3.20 kanssa seuraa

wi = | @tn(t)dr. (3.21)

Samalla tavalla tdiman satunnaiskulun variantin autokovarianssifunktio

on
t
Of = Awolt,t) = fo OLQ,(T) ((DE)T dr. (3.22)
Juju tdsséd on tilansiirtomatriisi integraalin sisalla.

Lopuksi huomaa, ettd edellisissd yhtdloissd voidaan havaita seuraava

transitiivinen ominaisuus:
I
/_/%

wh =0 wi +wi. (3.23)

Tama voidaan todistaa sijoittamalla integraalilauseke 3.21:

I

—— o n
O wy +wl =0 [ on(t)dr+ [ obn(r)dr =
(Dt

t T'_\ t
_ t 5t t _ t
_ fo Lo n(t) dt + L @t n(t) dt = jo @
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3.5.4 Integroinnin yhteenveto

Tilan varianssin differentiaaliyhtdloksi saatiin

d . _

I O =FO I ()+I (F (t) + Qult). (3-19)
Yhtdlo sopii myOs matriisin X (t) integrointiin, jos F(t) on ajan funktio
eikd vakio. Tilaestimaattorin integroimiseksi kédytetddan yhtaloa 3.6:

—X (t) = F(t)x (t). (3.6)

Diskreetissd tapauksessa yhtdlo 3.11 yhdessd yhtdlon 3.16 kanssa on
sopiva tilan x~ (t) integroimiseksi ajassa pdivitystapahtumien vélilla. Jos
matriisi F on vakio, saadaan tilansiirtomatriisi @' suoraan yhtalolla
3.12.

Tama kaikki kuitenkin edellyttad, ettd matriisi F on olemassa eli funktio
F(x, t) voidaan linearisoida.

3.6 Havaintomalli

Tilavektorin kehitys ajassa ei ole kovin mielenkiintoinen, ellei sitd voida
havaita jollain tavalla. Havaintomalli lineaarisessa tapauksessa on

EZHX—FE»

jossa £ on havaintosuure, yleisessd tapauksessa vektori, x on tilavektori
eli “oikea arvo” ja m on havaintoprosessin “kohina” eli mittauksen
satunnainen virhe. H on havaintomatriisi>. Oletus on, ettd odotusarvo

E{ m } = 0. Havaintovektorin varianssimatriisi on
REE{mm'}.

Olkoon havaintohetki eli epookki t. Tilavektorin estimaattori eteen-
péin laskettuna tdhdn hetkeen on x~ = x~(t). Tastd lasketaan havainto-
suureen estimaattori:

I=Hx.
Nyt voidaan muodostaa nollasuure eli “sulkuvirhe” — suure, jonka
odotusarvo E{ } on nolla — seuraavasti:

5Tdamaé on kdytdnnossd sama kuin pienimmén neliosumman tasoituksen matriisi A eli
rakennematriisi.
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ja siis
E{y} =H- (E{x } —E{x}) —E{m} =H-0-0 =0,

olettamuksen E{x~} = E{x} perusteella, ettd x~ on tilan x harhaton

estimaattori.

Epélineaarisessa tapauksessa H ei ole matriisi vain tilavektorin funktio
H(x):

€= H(x) +m, C=H(x),
ja erotus on
x:?—ng(x_)—(H(g)—km) ~H-(x —x)—m.

Matriisin H alkiot maaritelldan seuraavasti:

Hi)':_

H on funktion H(x) Jacobin matriisi eli osittaisderivaattojen matriisi.

(0

Sen laskenta tapahtuu vektorin x'®) siséltdmilld tilavektorin likiarvoilla

havaintoepookille t.

Varianssien ja kovarianssien laskemiseksi oletetaan, ettd sekd x—
ettd x ovat tilastollisesti riippumattomia havaintokohinasta m. Tama
on jarkeva oletus, onhan havaintoprosessi yleensa fysikaalisesti tdysin
riippumaton jdrjestelmdn dynaamisesta prosessista, ja eri epookkien
havaintoprosessit ovat riippumattomia toisistaan.

Lasketaan

Var{y} = E{yy"}=HE{(x —x)(x —x)'}H +R=
— HZI H" +R,
Cov{y,x } =E{y- (x~ —Z)T} =HL", Cov{x,y}=2H"

3.7 Paivitys

Erolla y estimoidusta tilavektorista x™ lasketun havaintosuureen [i ja
todellisen havainnon £ vililld on odotusarvo nolla. Pdivitysaskel kdyttaa
tatd seikkaa optimaalisesti hyvékseen.

Muodostetaan siis parannettu estimaattori®,
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x"=x"—Ky=x —K:(Hx —€)=x" —K-(H-(x" —x)—m)
eli
(x* —x) = (I—KH) (x” —x) + Km.
Matriisin K nimi on Kalmanin vahvistusmatriisi eli gain matrix.

Madritelmdn 3.10 mukaan saamme kayttda tatd yhtaloa tilavarianssin
paivitysyhtdlon johtamiseksi:

St =(I—KH)Z (I—KH)" +KRK". (3.24)

Optimaalinen ratkaisu saadaan valitsemalla

K= H'(HE H"+R)", (3.25)

joka antaa ratkaisuksi

xT=x" —K-(Hx —¢) =
—x" —Z HT(HZ H'+R)" (Hx™ —¢). (3.26)

Jos kutsutaan

def 1

P=(HZI H'+R) = K=IH'P,

voimme kirjoittaa yhtdlon 3.24 auki:

! I

A

$* = (I— L H'PH) £~ (I1— £ HTPH)" + T HTPRPHI ",

jossa

I=(I—X HPH)Z (I—£ H'PH) = m
=3 — L H'PHI™ — £ H'PHI™ + £ H'PHI H'PHI™

ja

NI+ =X HPHZ H'PHXI + X H'PRPHI =
P71

—_——
=X H'P(HZ H'+R)PHI™ = £ H'PHI™,

OPlus-merkin kéytto yldindeksind merkitsee tassa tilavektoria havainnon kéyton eli
péivityksen jilkeen (a posteriori). My6s muita merkintdtapoja 16ytyy, muun muassa
alaindeksit k ja k + 1, jolla viitataan tiloihin ennen ja jalkeen.
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siis

It =5 — L H'PHI —I-HPHI +I-HPHL =

P

A\

=5 — S HT(HZ H"+ R)’?Hz—.

Lyhennetddn tdma varianssin pdivitysyhtdlo vield seuraavasti:

St=I —f H (HEH +R) " HI =(I—-KH)Z", (327)

Kalmanin vahvistusmatriisin K méaéaritelméan perusteella.

Ehki intuitiivisempana yhteenvetona:

Xt =x" — COV{X_> X} Var ™! {X} Y,

B B - B (3.28)
Var{x"*} = Var{x~} —Cov{x~,y} Var '{y} Cov{y,x "},

jonkinlainen tilavektorin estimaattorin x~ regressio “sulkuvirheen” y

suhteen.

Néin ovat 16ytyneet Kalmanin suotimen pidivitysyhtilot seka tilavekto-
rille ettd sen varianssimatriisille.

Kirjallisuudesta 16ytyy monta tapaa laskea ndmaé yhtalot tehokkaasti

ja tarkasti. Pddasia kuitenkin on, ettd “sulkuvirheen” varianssimatriisi
Var{y} = HZH' +R

on vektorin y kokoinen. Ja vektorin y koko on yhtd kuin samanaikaisten
havaintojen lukumaééra. Tastd syystd Kalmanin suodinta kutsutaan myos
perittiiseksi suotimeksi, koska se kasittelee havainnot epookki kerrallaan
eikd, kuten esimerkiksi perinteinen tasoituslasku, kaikki yhta aikaa.

3.8 Paivityksen optimaalisuus

Yhtalot 3.28 ovat optimaalisia pienimmén neliGssumman merkityksessa.
Sen todistaminen onnistuu seuraavasti, vain hieman yksinkertaistaen.

Ensin lasketaan ensimmadisen yhtélon 3.28 avulla:

Cov{x*,y} = Cov{x",y} —Cov{x,y} Var ™! {y} Var{y} =0, (3.29)

muistamalla, ettd maéritelman mukaan Cov{y,y} = Var{y}.

Oleta nyt, ettd 10ytyy vaihtoehtoinen pdivitetty tilavektori x*, harha-
ton estimaattori, joka olisi standardipdivitystd x* parempi. Vaikkapa

xX:x++CX
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Kuva 3.4. Optimaalisen estimaattorin virhe-ellipsi (sininen) on kokonaan mui-
den estimaattorien — myos pdivitystd edeltdvan estimaattorin! —

virhe-ellipsien sisalla.

jollakin kerroinmatriisilla C. Silloin yhtdlén 3.29 ansiosta olisi
Var{x*} = Var{x*} + CVar{y} C".
Koska Var{ y } on positiivisesti definiitti, on lauseke
Var{x* } — Var{x"} = C Var{y} C"
positiivisesti semidefiniitti ja
Var{x*} — Var{x"} =0

vain, jos C = 0.

Toisin sanoen mielivaltaisella lineaariyhdistelmalla
z= E CiXi, 2% = E cix, 2t = E cixy,
i i i

patee
Var{z*} — Var{z"} = ¢C Var{y} C'c'

. def . e e
jossa c = [ cC1 C -+ Cn ]Tama havidéa vain, jos cC = 0, muuten

Var{z*} — Var{z"} > 0.



Olenko ymmiirtinyt timin?

Kaksiulotteinen tapaus esitetddn graafisesti kuvassa 3.4.

Siis optimaalisen estimaattorin x* varianssiellipsi — yleisemmin
(hyper-)ellipsoidi — on aina kokonaan mielivaltaisen vaihtoehtoisen
estimaattorin x* varianssiellipsin sisilld, tai pahimmillaan koskettaa
sitd sisdltd. Komponenttien mielivaltaisen lineaariyhdistelméan z

variansseille pédtee sama asia.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Mika on Kalmanin suotimen tilavektori?

2) Miké on Kalmanin suotimen dynaaminen malli?
3) Miten dynaaminen malli linearisoidaan?

4) Mika on tilansiirtomatriisi?

5) Miké on tilansiirtomatriisin ja lineaarisen dynaamisen mallin
kerroinmatriisin F vdlinen suhde?

6) Mika on Kalmanin suotimen havaintomalli?

7) Mikd on Kalmanin suotimen péivitysaskel?

Harjoitus 3—1: Yksinkertainen kaksiulotteinen

dynaaminen malli

Annettuna on seuraava kaksiulotteinen Gaussin ja Markovin mallin
kaltainen dynaaminen malli:

d | x(t) | | -k 1 x(t) | | 0 (3.30)
@ty || o k]| |yw ]| | aw ] >
Téssd k € (0,1) on pieni vaimennusvakio.
1) Koska matriisi
-k 1
F—

on vakio, seuraa, ettd ehto 3.17 pétee ja tilansiirtomatriisi voidaan
kirjoittaa exponenttikehitelmédnd. Johda ensin yleinen matriisin F
potenssien F™*, n € N, lauseke tdssad eksponenttikehitelméssa.

2) Miki on F°? Mikd on F~1?

3) Johda eksponentiaalifunktio e 4t aika-askelin At Taylorin sarja-
kehitelména. Kirjoita ensimmadiset neljd termid auki.
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4) Naytd, ettd yhtdlossd esiintyvd tilansiirtomatriisi @' on

seuraavan muotoinen:

q)?rl
X(tiv1) | _war| 1 At x(ti)
[g(tm)]_e 0o 1] [y | " 531

Tassd jatettiin kohinatermi pois yksinkertaisuuden vuoksi, ja
At =ty — ti.
Vihje Verifioi, ettd yhtalo 3.16:

d
3t o = F(t) @;

pétee yhtdlon 3.31 antamalle tilansiirtomatriisille.

Yksinkertaista merkintdtapa sijoituksilla t; — Oja tiy; — t.

Harjoitus 3—2: Dynaamisen kohinan varianssin

transitiivinen ominaisuus

Johda transitiivinen ominaisuus samalla tavalla kuin dynaamiselle
kohinalle w§ alaosiossa 3.5.3:

ey = 0L ey (¢! +6L.

Nayta sijoittamalla yht&lo 3.22, ettd tdimd on identtinen yhtalo.



Kalmanin suotimen esimerkkeja
ja sovelluksia

4.1 Esimerkki 1: yksiulotteinen liike

Téassd esimerkissa fysikaaliset yksikot jatetddn tarkastelun ulkopuolelle.
Oletetaan, ettd matkojen tai koordinaattien yksikk6é on metri ja ajan
yksikko on sekunti.

Kysymys Oleta avaruuden yhdessa ulottuvuudessa, ettd tilavektorin

ol

dZ
—5 X =N
dt2 = —
Malli on lineaarinen. Muunnetaan se matriisiyhtéloksi, jossa on

< IR

dynaaminen malli on

vain ensimmadisid derivaattoja ajan suhteen:

>

F

Tédssd n on valkoinen kohina, jonka autokovarianssi on Q,, = 1.

[E3

n

Oleta lisdksi, ettd alkutilasta hetkelld t = 0 on annettu estimaatti
. [ (0 4
xo)= | MO

v(0) 0

>

| Iw(0) 0 2 0
0 = 0 ZW(O)]_[O 1000]’

toisin sanoen ei ole kdyttokelpoista tietoa nopeudesta.
1) Laske tdma tilatieto eteenpéin hetkelle t = 5, siis laske

x~(5),
£(5) =L (5).
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2) Hetkelld t = 5 suoritetaan havainto, joka antaa arvon 3:

¢ =x"(5)4+m=3.

Suure m on havainnon satunnainen virhe eli kohina, jonka

varianssi on R = 3.
(a) Minka ndkoinen on matriisi H? Ja matriisi K?
(b) Laske a posteriori tila x* (5), Z* (5).
3) Laske vaihtoehtoisesti vastaus kadyttden standardi pienim-

mén nelidGsumman tasoitusta. Dynaaminen malli on
x(t) =%(0) +v(0) - t,

estimoitavissa olevat tuntemattomat ovat x(0) ja v(0) eli
T
abstrakti vektori X = [ x(0) v(0) } , ja havaintoyht&lot

ovat

& + vy =X%(0),
£+ v, =X(5).

Havaintojen vektori ja sen varianssimatriisi ovat
£:£1:4)S:ZXX(O)0:20-
[ 3 0 R 03
(4.1)

Vastaus

1) X(5) =x(0) +v(0) - 5 = 4. Koska kerroinmatriisi
0 1
00|’

saadaan tilansiirtomatriisi muodossa

F=

d)g:emt:exp< 8 Aot ):
2
7 0 At 1 0 At _
0 0 210 o0
[1at] 15
o1 o]’




Esimerkki 1: yksiulotteinen liike 4.1

koska

n

0 At

=0, n>1.
0 0

Nyt yhtéloiden 3.13 ja 3.15 avulla

I(5) = %(5) =
%
= 03 5(0) (03) + [ ®F Qult) (0F)" dt =
[rs][2 olf1o .
S lo 1[0 1000 |5 1

501 5—t 00 1 0
dt =
Y | | B

25002 5000 50 (5—1)* 5—t
_ +f (5—1) dt—1
5000 1000 0

1 37 27°
_ [ 25002 5000 | | —3(5-1 =360 | _
~ | 5000 1000 —1(5-1)? t .
1

25002 5000 2
= -+ ~
5000 1000 2 5

| 25043,7 50125
~| 5012,5 1005,0 |

(Esitetyt luvut on pyoristetty laskelmassa kdytetyista tar-
koista arvoista.)

2) Matriisi H — [ 10 ]Siisz

HZ H" + R = 25043,7 4+ 3 = 25046,7.

"Vaihtoehtoisesti kehitys polynomeihin:

5| 5-1)7 5-t 5 25-10t+t> 5t
o| 5—t 1 0 5-t 1
5
| 25t—5t2 4+ 33 5t—Jt2 |
B 5t— 1t? t B
0

| 12512543125 25325 | | 0 O
B 25-1.25 5

I
| —— |
N‘LanEI
SN
| I

*Merkintitapa: Z~ = X(5) on a priori tilan varianssimatriisi, juuri ennen havainnon
tekoa ajan hetkelld t = 5.
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Matriisi K on

K= H (HE H"+R)' =
25043,7 1 [ 0,99988
5012,5 | 25046,7 | 0,20013 |’

Seuraavaksi lasketaan nollasuure eli ”sulkuvirhe”

szX‘(S)—ﬁ’:[1 o} [4]—3:1.

_ |4 099988 | | 3,00012
o 0,20013 | —0,20013 |

Projisoidaan tdma takaisin hetkelle t = 0:

x(0)=x"(5)—=vT(5)-5=
—3,00012 — (—0,20013) -5 = 4,00077,  (4.2)
5(0) =v*(5) = —0,20013.

Pdivitetty tilan varianssimatriisi 2 (5) on
IF(5)=(I—KH)Z (5) =
_ (| 099988 [ - } 25043,7 5012,5 |
B 0,20013 5012,5 1005,0 |
| 2,99964 0,60038 43)
~ | 0,60038 1,86627 |+




Esimerkki 2: pyérivi pyorid 4.2

ja havaintojen vektori £ ja havaintojen varianssimatriisi S on

annettu, yhtalot 4.1. Saadaan ratkaisu

5 10
10 50 |’

Xx=(ATSTTA) TATs g =1 [ 20 ] :

Tg—1 1

—1
Tama on kdytannossd sama tulos kuin kohdassa 2 yhtalot
4.2. Ratkaisun varianssi on

Var{x} = (ATs7'A) ' =1 [ _12 _? ] ,

jota ei voi suoraan verrata aikaisempaan tulokseen 4.3, kos-
ka tdamén tuloksen ajanhetki eli epookki on t = 0. Taméan
lisdksi Kalmanin ratkaisu sisédltdd dynaamisen kohinan vai-
kutuksen Q.,, jota ei perinteisessd pienimmdn neliGsumman
menetelméssé oteta huomioon.

4.2 Esimerkki 2: pyoriva pyora

Kysymys Teollisuuskoneessa pyorii pyord, jonka sdde on r. Pyora pyorii
kulmanopeudella w(t), jossa t on aika. Hetkellinen kulmano-
peus vaihtelee satunnaisesti: kulmakiihtyvyydelld on ”valkoisen

kohinan” ominaisuudet.
1) Kirjoita tdmén jdrjestelmén tilavektori. Montako alkiota
tarvitaan?
2) Kirjoita jdrjestelmdn dynaaminen malli.
3) Py6rdn reunaan kiinnitetddn heijastusprisma mittauksia

varten. Pyorahdysliikettd seurataan laseretdisyysmittauksen
avulla. Mittauslaite on kaukana koneesta pyorédn tasossa.

Kirjoita havaintomalli.
4) Linearisoi havaintomalli.

5) Milld tavalla dynaaminen malli muuttuu linearisoinnin
seurauksena?

Vastaus

1) Tamaén jdrjestelmén tilavektori sisédltdd paikkakulman «(t).

4 w(t) on

Kuitenkin on annettuna, ettd kulmakiihtyvyys -
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luonteeltaan valkoista kohinaa. Tdstd syystd on viisasta
sisdllyttdd myos kulmanopeus tilavektoriin.

Naiin saadaan tilavektoriksi

Kalmanin suotimessa dynaaminen malli on yhtédléryhmad,
joka on muotoa

4y
dt=

jossa x on jdrjestelmén tilavektori ja n on dynaaminen kohi-

(t) = F(x(t),t) +n,

navektori.

Tilavektori on ylld annettu. Kirjoitetaan

d || |w 0
slel-lel+ 2] e
jossa ensimmadinen yhtalo, % o = w, ilmaisee kulmanopeu-
d

den w maédritelmén ja toinen yhtdld, —-w = n,, ilmaisee

r
sen, ettd kulmakiihtyvyydelld on valkoisen kohinan ominai-
suudet.

Havaitsemme, ettd 16ytynyt dynaaminen malli on lineaarinen:

MBI IHEM!

_|_

3) Jos etdisyys pyordn reunaan kiinnitettyyn prismaan havai-

taan kaukaa, havaintoyhtdl6é voidaan kirjoittaa muotoon

s=d+rcosx+ m. (4.5)

Kulma « lasketaan prisman sijainnista, joka on kauimpana
havaintolaitteesta. Oletetaan d, etdisyys laitteen ja pyoran
akselin valilld, tunnetuksi. Ellei se ole, se on lisattava tila-
vektoriin dynaamisella lisdyhtalolla % d=0.

4) Tama malli on epélineaarinen: havaintosuureen riippuvuus

tilavektorista on kosini.
Linearisoidaan seuraavalla tavalla: maarittele keskendan
yhteensopivia likiarvoja, joilla

s =d+rcosal®,



Esimerkki 2: pyérivi pyorid 4.2

5)

ja vahenna tama yhtdlosta 4.5. Tulos on Taylorin sarjakehi-

telma katkaistuna ensimmaisen eli lineaarisen Ao-termin

jalkeen:
Agzricosoc - Ax 4+ m.
o o= (0)
Tissé on sovellettu loogisia maaritelmid As & s — s(©) ja
Ac ™ & — «l0),
Osittaisdifferentiointi antaa
As =—rsina® Aa+m =
—~— X
L H — m
. (0) Ao | 7T
= | —rsinx 0 } + m,
Aw
lineaarinen Kalmanin havaintoyhtald tyyppi
jos kirjoitetaan muodollisesti
ﬂz[A§], H:[—rsinoc(o) O],
x— | A% m [ }
= = m
A AQ ) —_ _—

at| @ | | o |

jonka vihennys dynaamisesta mallista 4.4 antaa
+ =
Ny
101 N 0
100 n, |’

: def - L .
jossa Aw = w — w!®). Tami on linearisoitu dynaaminen

Ax
Aw

Aw
0

d

dt

Ax
Aw

malli, jossa tilavektori nyt koostuu deltasuureista.



82 4

KALMANIN SUOTIMEN ESIMERKKEJA JA SOVELLUKSIA

4.3 Esimerkki 3: laskuvarjohyppaadja

Kysymys

Vastaus

1)

Kirjoita laskuvarjohyppéddjan dynaamiset yhtalot yhdessa
ulottuvuudessa: ainoa koordinaatti on korkeus z. Paino-
voimakiihtyvyys g on vakio. Imanvastuksen aiheuttama
jarrutuskiihtyvyys on verrannollinen putoamisnopeuteen
ja ilman tiheyteen p, jonka yhtdloksi saa kirjoittaa

z

p—wwesr(-5)
Vakio H on ilmakehédn skaalakorkeus ja po on ilman tiheys
merenpinnalla.
Hyppéddjdan kiinnitetddn heijastintarra mittauksia varten.
Maassa oleva takymetri mittaa etdisyyttd tdhdn heijastimeen.
Vaakaetdisyys takymetrin ja laskeutumispaikan vélilld on
annettu. Hyppddja tulee suoraan alas, tuulta ei ole.

Kirjoita havaintomalli.

Dynaaminen malli on, kun k on ilmanvastuksen vakio:
2

d . z)\ .
W;Z—g—kp;+n=—g—kpoeXp(—ﬁ);Jrn-

T
Madritelldan tilavektoriksi [ z z ] , jolloin saadaan dynaa-

miseksi malliksi ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhta-

16

N

+

N

d B z 0 ‘
Tl = —g—kpozexp<—%) 0l (4.6)

Tama yhtalo on epélineaarinen. Kirjoita

z| _ |29 Az
A ESER Y
jossa
;5 (0)
| . = , (0) (4.7)
dt z(o)] —g—kpoz(OJexp<—ZT>

Tama yhtdlo voidaan integroida, jos alkuehdot on annettu,
esimerkiksi z(®) (to) = h, 2(9(ty) = 0,jossa h on lentokoneen
nimelliskorkeus.



Esimerkki 3: laskuvarjohyppddji 4.3

Vahennetdan yhtalo 4.7 yhtélosta 4.6:
d [ z—2z ]
dt | 530 |~
z
g DA
—kpo A <g exp (—%) >

jossa Az =z —z(9), Az = z — (%) ja (linearisointi)

Az
Az

/_/XR /JL
d| Az Az 0]
dt Az —kpoZ (AZ - ?A2> n
42 .
0 1 Az )
= 5(0) ]
kpo=Z —kpoZ Az n

Tdama on linearisoitu dynaaminen malli.

2) Olkoon vaakaetdisyys laskuvarjohyppéadjan laskeutumis-
paikan ja takymetrin vililld r. Silloin mitattu etdisyys on

s=\12+22
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ja havaintoyhtilo

Linearisointi — s = so + As, jossa so = /T2 + z% — antaa
kayttden

ds  0(z%) 0 1

z
0z S

1
NG

linearisoidun havaintoyhtdlon

L H /—/x\ﬂ
Z
Wogaen[3 1]

4.4 Realistisen tilastollisen kayttaytymisen

mallintaminen

Virillistd kohinaa, tarkemmin Gaussin ja Markovin prosesseja, kdytetdan

usein tosieldmin stokastisten prosessien mallinnuksessa.

Saatamme esimerkiksi tietdd, ettd mitattu stokastinen prosessi koostuu
kahdesta osasta. Toinen osa on signaali s, josta olemme kiinnostuneita ja
joka vaihtelee nopeasti aikaskaalalla t5. Tieddimme, ettd timén signaalin
odotusarvo on nolla. Toinen on systemaattinen héirio eli harha b, josta
haluamme pééstd eroon. Tieddmme my0s, ettd tdima héirio vaihtelee
hitaasti aikaskaalalla, jota luonnehtii vakio Ty,.

T
Tilavektori voidaan kirjoittaa muotoon [ s b ] ja dynaaminen malli-
yhtdld muotoon

JHE R R

Téassd T, on hitaasti vaihtelevan héiridprosessin pitka aikavakio. Aikava-
kioksi T, saa valita paljon lyhyemmén arvon. Se on kuitenkin valittava
realistisesti. Jos havainnot saadaan aikavalilld At, on oltava T, g 2 At,

jotta prosessi s olisi realistisesti mddritettdvissd havainnoista.

Havaintoyhtdlo on
t=s+b+m,



Kalmanin suodin perittiisend tasoituksena 4.5

jossa mja sen varianssi R edustavat havainnon kohinaa eli epdvarmuutta.
Jos havainnot tehd&dan riittavan tiheasti, voidaan saada erikseen esti-
maatteja sekd signaaliprosessista s ettd hitaasti muuttuvasta harhasta b.
Jotta tdma toimisi, on prosesseille ng ja n,, liitettdva realistisia autoko-
varianssiarvoja. Lisdksi vaaditaan, ettad E{ s } = 0. Ellei ole, prosessin s

systemaattinen osa joutuu suotimen tuottaman estimaattorin b osaksi.

Tassd tapahtuu spektraalisuodatus Kalmanin suotimen avulla. Matalan
taajuuden osa, nollataajuus mukaan lukien, menee estimaattoriin B,
ja korkean taajuuden osa menee estimaattoriin s. Spektraalialueiden
vélinen raja ei ole terdva.

Jokseenkin pdinvastainen tilanne syntyy, jos mittauksen kohteena on
stokastinen prosessi, joka koostuu nopeasti vaihtelevasta kohinaosasta
ja hitaasti muuttuvasta signaalista. Oleta, ettd kohina ei ole valkoinen
vaan “vdrillinen”. Kutsu sitd nimelld c. Silld on korrelaatiopituus T..

Jos olemme kiinnostuneita vain signaalin s matalampien taajuuksien
osuuksista, voimme kayttdad Kalmanin suodinta:

I HE s

Valitaan T sen mukaan, mistd signaalin s spektrin osasta olemme kiin-

1%}
1%}

+

[e)
[}

nostuneita — mutta aina T, > T.. Aikavakio T. on valittava realistisesti,
niin ettd se vastaanottaa ja poistaa mahdollisimman paljon prosessin
oikeasta kohinasta. Havaintoyhtdld on taas

{=s+c+m.

Aiemmin kuvattua tekniikkaa, jolla erotetaan nopeasti vaihteleva
signaali hitaasti muuttuvasta taustasystematiikasta, kdytettiin Kuun
pinnan alaisten massakeskittymien eli “masconien” signaalien erotta-
miseksi Lunar Orbiter -satelliittien dopplersiirtyméan seurantadatasta
(Tapley ja Schutz, 1975). Tekniikan nimi on dynamic model compensation.

4.5 Kalmanin suodin perattdisena tasoituksena

Kalmanin suotimen pdivitysaskel voidaan kirjoittaa parametrisena
tasoitustehtavana.

“Havainnot” ovat paivityksen todellinen havaintovektori ¢’ ja a priori
estimoitu pdivityshetken t tilavektori x—(t).
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Parametriset havaintoyhtdlot ovat standardimuodossa

¢ v A ~
X

/ / —
o[ ][]

Rakennematriisin nahdaan olevan

<

+

H

A —
I

“Havaintojen” varianssimatriisi on

(1)) [22)

ja a posteriori tilavektorin ratkaisu on

xt = (ATSTTA) T ATS g =
Tp—1 =1\ Tp—1p/ N
- (HR H+ (2) ) <HR ¢ (Z) x>. (4.8)
A posteriori tilavarianssi on

i <HTR*1H + (z)“)_] . (4.9)

Katso Kallio (1998), sivut 63-64.
Nyt kdytetddn liitteessd C johdettua Woodburyn yhtilod,

(A+UCV) ' =AT—ATU(CTT+VATTU) VAT, (Cy)

seuraavalla tavalla:

(HTR” H+ (2)“>_1 =5 — L H' (R+HZ H) "HI . (410

Sijoitus antaa
X+ = (z— — X HT(R+HZ HT)' Hz—) (HTR—T (=) x—> _

=S HR "W +x —Z H (R+HZ H) "H(Z HR ¢ +x)
I

—x +Z HR 'L H (R+HZ H) 'HZ HR ¢ —
—Z H" (R+HEZ HT) " Hx,



Kalmanin suotimen kiytté “kahdesta pidsti” 4.6

jossa

I=—Z H' (R+HEZ H') 'HE HR ¢ =

— % H (R+HI AR+ HI H)R "¢ +

+Z H (R+HZ H)) 'RRTE =

— —Z HR ' +Z H (R+HZ H)'

¢,

antaen

x"=x"+ I H R R+
+ I H (R+HEH) ¢ — 2 HT (R+HZ HT) ' Hx =
=x —Z H (HE H +R) ' (Hx —¢). (4.11)

Taman lisdksi yhtaloistd 4.9 ja 4.10 saadaan
$t=3 — £ H (R+HI H)  HI. (4.12)

Yhtélét 4.11 ja 4.12 ovat Kalmanin suotimen péivitysyhtélot. Verrattuna
yhtdl6ihin 4.8 ja 4.9 kddnnettdvd matriisi on havaintosuureiden vektorin
£’ eiki tilavektorin x kokoinen. Usein matriisin koko on jopal x1eli
se on pelkkd luku®. Nopea kddnteismatriisien laskeminen helpottaa
tosiaikaisia sovelluksia.

Edellisestd ndkyy, ettd perdttdinen tasoitus on sama kuin Kalmanin
suodatus silloin, kun tilavektori on vakio ajassa. Tasoituksessa las-
kentamenetelmd on yleensd parametrinen, ja tasoituksessa kdytetdan
havaintoyhtal6itd. Sen sijaan Kalmanin suotimen tapauksessa kdytetdan
ehtoyhtélotasoitusta.

4.6 Kalmanin suotimen kaytto "kahdesta paasta”

IImagravimetriassa, luku 12, Kalmanin suodinta voidaan kayttdd ha-
vaintojen késittelemiseen “lennossa”, sitd mukaa kun niitd keratdan.
Yleensd halutaan kuitenkin kayttaa jalkikasittelyd, jotta raakahavain-
noista saadaan mahdollisimman hyvid tuloksa irti. Tdtd varten on
tarjolla pienimmaén neliésumman kollokaation tapaisia erdkésittelyn
menetelmid.

3... taise on pelkistettavissa sellaiseksi, jos yhden epookin havainnot ovat tilastollisesti
riippumattomia toisistaan. Silloin ne voidaan kisitelld muodollisesti perdkkéin eli
erikseen.
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Myo6s Kalmanin suodin voidaan valjastaa tdhdn. Havainnot kési-
tellddn sekd eteen- ettd taaksepdin ajassa, ja sen jdlkeen yhdistetddn
optimaalisesti molempien tulokset. Tima voi olla erdkésittelyn esivaihe.
Tatéd ldhestymistapaa kuvataan seuraavaksi.

4.6.1 Havaintoyhtalot ja normaaliyhtalot

Jos kaytettdvissd ovat havainnot {,, k =1, ..., n ja dynaaminen malli
on differentiaaliyhtdloryhma

(1) = F(t)x(t) (413)

— tédssd kirjoitettuna ei-stokastisena eli ilman dynaamista kohinaa n —
voidaan kirjoittaa
x(ti) = @5 x(to),

jossa @f on tilansiirtomatriisi, joka voidaan laskea. N&in havaintoyht&lot
voidaan kirjoittaa standardimuotoon

6 + v = HiX(t) = H@§ X (to),  k=1,...,m,
perinteinen havaintoyhtédloryhma
L+v= A)A(,

jossa rakennematriisi sekd havaintojen, jddnnosvirheiden ja tuntematto-
mien vektorit ovat

—H1(D<]>— 4 vy
A= Hk(D]S y = gk y V= (V| f(:[i(to)}
H,Qy [ Vi

Tastd ndkyy, ettd pienimmén nelidsumman ratkaisu voidaan saada
ratkaisemalla tasoitustehtdva.

Voimme jakaa havainnot kahteen osaan, “ennen” (”<”) tiettya ajan-
hetked ja sen “jdlkeen” (”>"). Silloin havaintojen vektori, sen varianssi-

matriisi ja havaintoyhtédldiden rakennematriisi ovat

S 0

<

0 S
>

S: y A:

|es

I
Vies Ales
VA
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Néain muodostuvat erilliset normaaliyhtalot:

(ATS_]A) X=ATs ¢, (ATS—‘A) X=ATs™! 2

< < </ < << Z

ratkaisuilla

X = (ATS‘A>_1 ATsTE, X= (ATS‘A>_1 ATs g,
<

< < < <

ja ratkaisujen varianssit erikseen
—1 —1
- <ATS’]A) , - (ATS”A) .
< < < < > > > >

Toisaalta kokonaistasoituksen normaaliyhtalo on
ATSTTAX =ATS L.

Oletamme havainnot £ ja £ tilastollisesti riippumattomiksi. Siksi S on
< >
ositettu lavistdjamatriisi ja saamme hajottaa normaaliyhtadlon seuraavas-

ti:

¢
[AT T} EO é)?:[ATAT} EO >
< > 0 S A < > 0 S [4
> > > ~
eli
(ATSTTA+ATSTA) X =ATS L+ ATS e
< < < > > > < < Z >> 3
Madéritetadn painomatriisit
PLATS A, PLATS A, (4.14)
< < < < > > > >

ja normaaliyhtdlosta tulee

<P+P> —ATS g+ ATS T
< > << Z > >

Vles

Ratkaisu on
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Todellinen rata

—= Eteenpdin ajassa

<—— Taaksepdin ajassa /
————— Estimoitu rata /

Kuva 4.1. Kalmanin suodin kdytettyné ajassa eteen- ja taaksepdin.

ja

L= (AT A+ATS A) = (Pap) = (zr )

< > > >
on kokonaistasoituksen ratkaisun varianssimatriisi.

Tama nédyttdd, ettd erillisratkaisut ”“<” ja ”>" voidaan “pinota” eli
yhdistdd kokonaisratkaisuksi:

~

X=(pep) (Px+PX),  I=(PsP) . Ga9)

joka on toisin sanoen osaratkaisujen painotettu keskiarvo.

4.6.2 Kalmanin suodin eteen- ja taaksepdin

7

Tarked tdssd on, ettd osittaiset tehtdvdat — “ennen” (”<”) ja "jdlkeen’
(”>") — voidaan ratkaista myos Kalmanin suotimen avulla! Eli voimme
kaikille ajoille t € [to, t,,] laskea erikseen

1) Kalmanin suotimen ratkaisun alkuhetkestd t, eteenpdin integroi-
malla dynaamista mallia ja pdivittdimalla tilavektoria ja sen va-
rianssimatriisia kdyttden havaintoja £;, ..., &, ..., £,.

2) Kalmanin suotimen ratkaisun loppuhetkesta t,, taaksepdin ajassa
integroimalla dynaamista mallia ja pdivittdmalla tilavektoria ja
varianssimatriisia kdyttden havaintoja {,,, ..., £, ..., {; kddntei-
sessd jdrjestyksessd. Kalmanin suotimen yhtél6 tdhdn on yhtdlon

4.13 perusteella
d
av
jossat' = —t,x'(t') = x(t) ja F'(t') = —F(t).

"t =F(t)x'(t"),

3) Kokonaisratkaisu syntyy yhdistdmalld saadut osaratkaisut ylla
olevien yhtdloiden 4.15 ja 4.14 avulla.
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Néin voidaan hyodyntda Kalmanin menetelman edut myos jalkilasken-
nassa. Ja huomaa, ettd ylld olevassa menetelmén johtamisessa kaytetty
yhtdlo 4.13 ei sisdlld dynaamista kohinaa n. Todellisuudessa téta ra-
joitusta ei ole: Kalmanin suotimen malliin on mahdollista sisallyttda
dynaamista kohinaa. Integroidaan vain eteen- ja taaksepdin, lasketaan
eteen- ja taaksetulosten painotettu keskiarvo koko aikavililld ja saadaan
kokonaisratkaisu. Tdméa on merkittidva etu erdajoon verrattuna.

4.6.3 Esimerkki 4: satunnaiskulku kahteen suuntaan

Satunnaiskulkua kuvaa yhtilo

d _
Sw(t) =nt), (2.25)
ja sen autokovarianssi on
Aw,O(t) t) = Qn ’ (t - tO) . (2'26)

Satunnaiskulkua havaitaan kahdella ajan hetkelld t ja t,. Havaintoarvot

ovat
&G =w(ty), £ =w(tz),

ja molemmat oletetaan virheettomiksi.

Silloin valilla (t4,t,) eteenpdin-ratkaisu on
w(t) = ¢, I(t)=Qn-(t—11), (4.16)
< <

ja taaksepdin-ratkaisu

v

() =0, Z(6) = Qu-(ta—1). (417)

Lasketaan eteen- ja taakse- ratkaisujen painotettu keskiarvo. Ldhdetddn
yhtdlostd 4.15:

~ —1 ~ ~ -1 < —1
X = (P+P) (PX+PX) = (P+P) PX+ (P+P) P
< > << > > < > << < > >

3

Kirjoita kertoimet uudelleen:

1 1

(P + P) P— (z” + Z”) 2=
< > < < > <
1

—(z(z+r) =(ezz) —r(zer)]

—
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ja samalla tavalla

(P+p) Poz(z+z) .

Siis

~ 1. 1
X=r(z+z) X+r(z+z) X
> \> < < < \> < >
Sovellettuna yhden alkion tilavektorillemme:
Z(t) Z(t)
> <

)

Sijoitetaan varianssit 4.16 ja 4.17:

o _ Qn : (tZ - t) -~
[ (e R R e R
Qn . (t - t1 ) ~ .
T o) Q. o =
= o MU G R = o b b

lineaarinen interpolointi havaintoepookkien vililla. Ja varianssi on

1 1 (t—t1) (t2 —t)

—1
= (mp o) = hon

nelidllinen lauseke, joka saavuttaa arvon nolla molemmissa péissé ja

maksimiarvon % (t2 — t1) Qn keskelld. Keskihajonta on taman nelidjuuri,

suurimmillaan o = %\/ (t2 — t1) Qn keskella. Katso kuva 4.2.

4.6.4 Esimerkki 5: vakion estimointi

Olkoon x tuntematon vakio, joka estimoidaan. Se on havaittu hetkelld
1, jolloin havaintoarvo on 7 ja keskivirhe £2, ja hetkelld 2, jolloin
havaintoarvo on 5 ja keskivirhe +1.

Kysymys Muodosta tavallisen tasoitustehtdvan havaintoyhtalot ja ha-

vaintovektorin varianssimatriisi. Laske X.
Vastaus
g +Vv= A;Z,

jossa havaintovektori, sen varianssimatriisi ja rakennematriisi

ovat

(e[ L)
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ts

Kuva 4.2. Satunnaiskulku: ratkaisu ja epdvarmuus. Ylhdailld ratkaisu eteen-
pdin ajassa, alhaalla yhdistynyt ratkaisu kahteen suuntaan. Janoja
alemmassa kuvaajassa kutsutaan “Brownin silloiksi” (Wikipedia,

Brownian bridge).

Ratkaisu:

= (ATSTTA) T ATS T =

7 27
4.1 1
5 [ 1 1 } 5 ] 5 5,4. (4.18)
Ratkaisun varianssimatriisi:
L= (ATS_‘A) - ‘5—‘ =0,8. (4.19)

Kysymys Kirjoita Kalmanin suotimen dynaamiset yhtalét. Muista, etta

x on vakio.

Vastaus Yleinen dynaaminen yhtdlo diskreetissd tapauksessa on

x(tp1) = OF x(ti) + wit!

jossa OF ! = [ 1 },1 x 1 -kokoinen yksikkomatriisi, ja wi ' = 0:

deterministinen liike, dynaamista kohinaa ei ole. Siis
X(te1) = x(tx).

Vaihtoehtoisesti kirjoitetaan differentiaaliyhtélo:

dx
a —FE—FE.

Tassd tapauksessa F = 0 eikd dynaamista kohinaa ole elin = 0:

dx

E_O'
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Kysymys Kirjoita Kalmanin suotimen pdivitysyhtalot niin, ettd yla-
indeksi ”—" merkitsee a priori ja ”+" a posteriori:

Xy =xp — Ky (Hex —4), Y= (I—KyHy) I,
jossa vahvistusmatriisi on
Ki = Z HE (R + HLZ H)
Minké ndkoisid ovat tdssd tapauksessa matriisit H ja K?

Vastaus Koska tdssd tapauksessa havainto £, = xyx +m — tila havaitaan

suoraan — on Hy = [ 1 ], 1 x 1-kokoinen matriisi, jonka ainoa

alkio on 1. -
Kk = —k,
Ry + Xy
Jos alkuperdinen £, on suuri, on K ~ 1.
—
+ o k - ) —
Xk - X‘k Rk + ZE (Xk gk)
Wi Wk
—— —_——
D R o Lt Ry
Re+Z, ™ R+ °F R+,
_ R _
IP=(01-KJZ = k__ 5.
L I

o A posteriori tila x;. on a priori tilan x;_ ja havainnon {, paino-
tettu keskiarvo painoilla Wy ja wy, wy + Wy = 1.

o Mitd huonompi on a priori tilan varianssi £, havainnon va-
rianssiin Ry verrattuna, sitd enemmaén pdivitetty tilavarianssi

X tuo parannusta.

Kysymys Laske manuaalisesti ldpi molemmat havaintotapahtumat ja
anna sen jilkeinen tila-arvio xj ja sen varianssimatriisi £3 . Tilan
alkuarvo x; on 0 ja sen varianssimatriisin — siis varianssin —
alkuarvoksi laitetaan “numeerisesti ddreton”:

S1 = 100.

Vastaus Ensimmainen askel:

Koo I 100 100
"“Ri+z, 4+100  T04°

Siis
100

X{ =% —Ki (x; — ) =0— 132 (0~7) = 6,73 =x3,

(ks — (1 100\ 00 400 e
S =(1—Ky)I; _<1 ]04>1oo_m4_3,85_22.



Olenko ymmiirtinyt timin?

Toinen askel:
_ X _ 38
Ra+%, 1438
x5 =x; — Ky (x5 —€) =6,73—-0,79 (6,73 —5) =
=6,73—0,79-1,73 =5,36.
I =(I1-X) %L, =(1-0,79)-3,85 =0,81.

K, =0,79.

Néama ovat lahelld tasoituksen tuloksia 4.18 ja 4.19.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Lis&d ylla olevassa esimerkisséd 4.1 fysikaaliset yksikot suureille x,
v,n Q% @3¢, H R, Sjak.

2) Montako alkiota on tilavektorilla, kun kuvataan pistemdisen koh-
teen liikettd avaruudessa?

3) Ja montako alkioita on, jos kohde on laajempi, jaykka kappale,
esimerkiksi lentokone?

4) Mitd dynaaminen kohina kuvaa?
5) Mitd havaintokohina kuvaa?

Mika on vakion k dimensio ylld olevassa laskuvarjohyppdéjan
ongelmassa 4.3?
(a) aika™!
massa
(b) pituus® aika
pituus®
(©) massa aika

massa
(d) aika

Harjoitus 4—1: Yksinkertainen Kalmanin suotimen

esimerkki

1) Oleta seuraava dynaaminen malli yhden alkion tilavektorille x:

d _
Fx(t) =0+ n(t),

jossa n(t) on valkoinen kohina, jonka autokovarianssi Q,, = 1m%s.
Alkutilan estimaatti on X(0) = O m ja a priori tilavarianssi Z(0) =

100 m?2. Laske tilaestimaatti epookille t = 3's, siis x~(3) ja Z~(3).
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2) Epookilla t = 3 s havaitaan x: havaintoyhtél6 on
t= X(S) +m,

jossa m on havainnon satunnainen virhe eli kohina, jonka varianssi
R on annettuna*. Havainnon arvo on { = 10 m. Laske

(a) Kalmanin vahvistusmatriisi K

(b) a posteriori tilaestimaatti x*(3) ja sen varianssi Z* (3).

Harjoitus 4—2: Hieman monimutkaisempi Kalmanin
suotimen esimerkki
Oleta nyt, ettd dynaaminen malli on

N FSINEN]

jossa valkoisen kohinan prosessin n autokovarianssi on 50™%s?, toisin

0 0
Qn = [o 50m2/s3]'

Annettuna on alkuhetken tilaestimaatti X(0) = v(0) = 0 ja sen varianssi-

+

< IR
< X

sanoen

matriisi )
0= [ 1o<z)m 100?112/52 ] '

1) Laske tilansiirtomatriisi ®3.

2) Laske tilakohinan varianssi 3.

3) Laske a priori tilan estimaatti
x"(3),v7(3),27(3)

epookilla t = 3s. Huomaa, ettd nyt x~(3) ja v~ (3) ovat korreloitu-

neet.

4) Havaintoyht&l6 on taas
£=x(3) +m.

Jos £ = 10 m, laske

(a) Kalmanin vahvistusmatriisi K

#Varianssiksi voi ottaa syntyméapdivisi paivan numero kuukauden sisilla!



Harjoitus 4—3: Laskuvarjohyppddji uudelleen

(b) a posteriori tilavarianssi X" (3).
Laske mielenkiinnon vuoksi varianssimatriisien £(0), £~ (3) ja
27 (3) determinantit. Tam&dn determinantin nelidjuuri kerrottuna
luvulla 7t on virhe-ellipsin pinta-ala (x, v)-avaruudessa ja samalla
jarkeva tilavektorin epavarmuuden yleinen mitta.
Oleta R samanarvoiseksi kuin edellisessa tehtdvéssa tai pida se
symbolina.

Vihje: analysoi huolellisesti osion 4.1 esimerkki 1.

Harjoitus 4—3: Laskuvarjohyppaaja uudelleen

Oleta esimerkissd 4.3, ettd ilmanvastus on verrannollinen putoamis-
nopeuden neliéon. Johda uudelleen ja linearisoi dynaaminen malli.






Inertianavigointi

5.1 Periaate

Inertianavigointi perustuu Isaac Newtonin' ensimmaiseen liikelakiin,
joka tunnetaan my6s nimelld liikkeen jatkuvuuden eli inertian laki:

Kappale jatkaa tasaista suoraviivaista liikettd vakionopeudella tai pysyy
levossa, jos siihen ei vaikuta ulkoisia voimia.

Tamad johtaa ajatukseen, ettd kulkuneuvon liike olisi mahdollista rekon-
struoida alkutilasta — sijainnista ja nopeudesta — vain mittaamalla
jatkuvasti kaikkia kulkuneuvoon kohdistuvia voimia, ilman ulkopuo-
listen kohteiden tai signaalien kayttdd. Juuri ndin inertianavigointi
toimii.

Hyva oppikirja inertianavigoinnista ja sen kédytostd geodesiassa on
Jekeli (2001).

Esitetddn ensin, miten inertianavigointi tapahtuu inertiaalisessa eli
vapaasti putoavassa koordinaatistossa vapaassa avaruudessa, ihanneti-
lanteessa kaukana paikallisista vetovoiman ldhteistd. Inertianavigointia

Maan painovoimakentdssa kisitellddan myShemmin.

Inertianavigoinnissa mitataan jatkuvasti seuraavia suureita:

1) Kulkuneuvon kolmiulotteinen kiihtyoyys,

def d? _d%x(t) d?y(t), d%z(t)
at) = Wx(t)_ dt2 a2 )T ae

tai abstraktina komponenttien tai koordinaattien vektorina

it K,

g [Exm dy dy !

ap(t) = gaxe at2 at2 at2

'Sir Isaac Newton PRS (1643-1727) oli englantilainen yleisnero, joka matematisoi
liikkeen fysiikan sovellettuna téhtitieteeseen ja geofysiikkaan.
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Tassa

x(t) Ext)i+yt)j+zt)k

on kappaleen kolmiulotteinen sijainti ja

xs (0% [ x(t) y(v) =) |

on sen koordinaattien abstrakti vektori ortonormaalilla kannalla
def (. .
B =i ) k}-

2) Kulkuneuvon asento:

R =Rs(a3) Ra(o2) Ry(o) =
c3 s3 0 c2 0 —s2 1 0 0
=| —s3 ¢35 O 0O 1 0 0 ¢ s | =
0O 0 1 sy 0 ¢ 0 —s1 ¢

C2C3 €183 +8182C3 S183 —C182C3
= | —C2S83 C1C3 —S1S2S83 S1C3+C1S283 |,
S2 —S$1C2 CiC2

jossa ¢ def COS &4, Si def sinx;,i=1,2,3.

Asentoa kuvaa kolme tuntematonta, «;(t), i = 1, 2, 3, eli Eule-
rin kulmaa, jotka ovat ajan funktioita ja muuttuvat kulkuneuvon
liikkeiden mukana.

Ennen matkan alkamista matriisi R(t), tai vastaavasti asentokulmat
ai(to), 1 = 1, 2, 3, on madritettava riittavalla tarkkuudella. Matkan
aikana asennon muutokset eli kulmanopeudet % oy mitataan kolmen
gyroskoopin avullajaintegroidaan ajassa, jotta saadaan hetkellinen asento
i (t) ja siten matriisi R(t).

Yhteensd mitataan jatkuvasti kuutta parametria: kolmea kulmano-
peutta ja kolmea lineaarista kiihtyvyytta.

Kolmella kiihtyvyysmittarilla mitattu kiihtyoyys on kulkuneuvon
akseleilla B’ def {i’ i’ kK } kirjoitettuna:

ap:(t) = R(t) ap(t),

jossa tilde eli aaltoviiva merkitsee mitattua suuretta.

Inertialaitteen laskentayksikko integroi nyt kiithtyvyydet @ muunnok-
sen
ag(t) =R (t) @/ (t) = RT(t) @p/(t)



Inertialaitteen osat 5.2

jalkeen kolmessa ulottuvuudessa, kaksi kertaa perdkkdin. Ensimmdainen

integrointi antaa kulkuneuvon nopeusvektorin, toinen sen paikan.

Seuraavasti, inertiaalisissa koordinaateissa f3:

ve(t) =vp(to) + [ RT(T) @ (1) dr,
n (5.1)
xp(t) = xp(to) + [ va(7)dr,

jossa xg(to) ja vg(to) ovat integrointivakioita. Ne voivat edustaa esi-
merkiksi laukaisupaikan sijaintia ja tietoa, ettd avaruusalus seisoo
liikkumatta laukaisualustalla.

Kuten yhtaloistd 5.1 ndkyy, paikan x(t) tarkkuus huononee ajan
kuluessa, koska seki kiihtyvyyden a mittaus ettd kiertomatriisin R maa-
ritys ovat epdtarkkoja: niiden sisdltdma virhe kasautuu integroitaessa.
Kasautuminen tapahtuu periti kaksi kertaa padallekkdin, koska on kaksi
perdkkdistd integrointia.

Suosittu temppu maanpinnan inertianavigoinnin tarkkuuden sdilyt-
tamiseksi on pysihtyi sdédannollisesti eli suorittaa “nollanopeuspdivitys”.
Silloin v(t;) = 0 jonakin ajan hetkend t; > t( ja ensimmadinen integraali
eli nopeusintegraali alkaa uudelleen tunnetusta ldhtdarvosta.

5.2 Inertialaitteen osat

Inertialaite eli IMU, inertiamittausyksikko, sisdltdd seuraavat mittaavat
osat:

1) gyroskoopit
2) kiihtyvyysmittarit.

5.2.1  Gyroskooppi

Gyroskooppi on nopeasti pydrivd vauhtipyord, jonka inertia tekee sen

pyorimisakselin suunnan muuttamisen vaikeaksi.

Nimen “gyroskooppi” keksi Léon Foucault®. Han rakensi gyroskoo- @
pin onnistuneesti osoittaakseen maapallon pyodrimisen, sen jdlkeen
kun oli onnistuneesti tehnyt saman hdnen nimeédéan kantavalla heilu-
rilla. Nimi tulee kreikan kielestd ja viittaa kirjaimellisesti maapallon
pyordhdysliikkeen ndkemiseen (Sommeria, 2017).

?Jean Bernard Léon Foucault FRS (1819-1868) oli ranskalainen fyysikko, joka tunnetaan
parhaiten Maan pyorahdysliikettd koskevista empiirisistd tutkimuksistaan.
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Akseli

Kardaaniset renkaat Pyora

Kuva 5.1. Vasemmalla gyroskooppi. Wikimedia Commons, Gyroskooppi. Nap-
sauta animaatiota varten. Oikealla ilmailussa kdytetty rengaslaser-

gyroskooppi. Nockson (2011).

Pyorivan kappaleen liikettd kuvaa inertiaalisessa koordinaatistossa
seuraava yhtdlos:

_dL _,dw (d
N= =1+ (@) @ (52)
jossa
N vadantomomentti (engl. torque)

L = Jw pyodrahdysmomentti (angular momentum)

w  pyordahdysnopeus (angular velocity)

] hitaustensori, komponenteittain (x,y, z)-koordinaatiston kannalla
RE
] XX J xy ] Xz
Jo = |Jxy Juy Juz|>
Jxz Jyz Jz=

3 x 3 -kokoinen matriisi.

Kappaleen hitaustensorin ] komponenttimatriisi ]z on symmetrinen ja

3Yhtdlé muistuttaa Newtonin toista liikelakia:
d dv
F= P _ m—,
dt dt
jossa F on (lineaarinen) voima ja v (lineaarinen) nopeus. p = mv on impulssi eli (line-
aarinen) liitkemaéara. m, massa, vastaa hitaustensoriin J, mutta on skalaari. Newtonin
liiketeoriassa se on vakio.
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positiivisesti definiitti. Sen alkiot ovat seuraavat integraalit:

Joo = [[[ o0, y,2) (2 +22) dxdy dz,
Jyy = jfj p(x,Y,2z) (x* +2%) dxdy dz,
J2z = fff p(x,y,2) (x* +y?) dxdy dz,
Jy = — fH P(x,Y,2) xy dx dy dz,
Jxz = — fff p(x,y,z) xz dx dy dz,
Jy= == [[] 006y, 2) yz dx dy dz,

jossa p on ainetiheys. Siis

yr+z2 —xy —xz
Jp = fjf p(x,y,2) | —xy x*+z* —yz |dxdydz.
—xz —yz x*+y?

IImeisesti tulos riippuu koordinaatiston (x,y, z) valinnasta. Origo vai-
kuttaa suuresti: kun valitsee origon kaukana kappaleen ulkopuolelta,
voi tehdd matriisin Jg alkioista mielivaltaisen suuria! Siksi kun puhu-
taan hitaustensorista kappaleen ominaisuutena, valitaan aina origoksi
kappaleen massakeskipiste:

Xmkp = 1m fff p(x)xdV

eli
Xonkp = 1M [[[ 00, y,2) x dx dy dz,
Ymkp = ]m ﬂf p(x,y,z)y dx dy dz,
Zonkp = 1m [[[ ptey,2) zdx dy az,
jossa

M = fff p(x,y,z) dxdy dz

on kappaleen kokonaismassa. Tamaén jdlkeen kédytetddn J:n laskennassa
X =X — Xpkp-

Akseleiden suunnista puheen ollen, koordinaatiston kierron kautta
voidaan aina saada symmetrinen tensori pddakseleille. Silloin hitaus-

tensorista tulee lavistdjamatriisi

J. 0 0

Jor=10 Jy 0 |. (5.3)
0 0 J,
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Alkioita Jy, Jy ja ], kutsutaan pddhitausmomenteiksi. Ne ovat itse asiassa
tensorin | ominaisarvot.

Mitd nopeammin gyroskooppi pyorii, eli mitd suurempi on pydrahdys-
nopeusvektori w ja siten pyordhdysmomentti L, sitd enemmaén vaanto-
momenttia N tarvitaan gyroskoopin pyorimisakselin kddntamiseksi.

Yhtdlo 5.2 pdtee inertiaalisessa koordinaatistossa: Yleisessd ei-

inertiaalisessa koordinaatistossa (3 vektorin aikaderivaatan yhtdlo
antaa

Np = g+ (wlf x LB>

= Irsawﬁ + (%Is) Wwe + <“’[rsm % ]B“’B>° 54

Symboli x on ulkoinen tulo eli vektoritulo. Vektori w!?! on ei-
inertiaalisen koordinaatiston pyoérahdysnopeus, joka voi olla erilainen
kuin itse kappaleen pydrdhdysnopeus w.

Ei-inertiaalisessa koordinaatistossa, jossa ] g on pddakseleilla ja vakio
eikd riipu ajasta*, patee yhtdlon 5.4 perusteella:

=Jx dth +wPw, — wPyw,,
=Jy dtwy + w ]x x LB}]Z(A)Z, (5.5)
d
Nz - Jzawz + wimijy - wbﬁ]]xwx-

Vektori w'P! on koordinaatiston pyérahdysnopeus. Huomaa, ettd | on
jo vakio, jos koordinaatisto on kiinnitetty vain kappaleen muotoon eika
itse kappaleeseen. Esimerkiksi pyordhdyssymmetrisen gyroskoopin
roottorin tapauksessa x- ja y-akselien ei tarvitse pydrid roottorin kanssa,
kunhan z-akseli on samansuuntainen pydrimisakselin kanssa. Silloin

Bl — 0 vaikka w, #£0.

Jos w! = w,, on WP = w ja saadaan Eulerin yhtilsiden klassinen

muoto mukana pyorivissd kappalekoordinaateissa:
deth+(l Iy)wywm
NU = Jy Ewy + (Ix - Iz) Wz Wy, (56)

z = Jz%wz + (Jy - Jx) WxWy.

4Qletus, etti sellainen koordinaatisto on olemassa on luonnollinen vauhtipyoran,
muttei esimerkiksi koko maapallon tapauksessa, koska maapallon muoto muuttuu
jatkuvasti.
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Nama yhtalot patevat vapaasti pyorivélle kappaleelle, esimerkiksi Maal-
le avaruudessa®.

Hyvén gyroskoopin rakentaminen on haastava insinddritaidonnéyte.
Laitteiden mittaustarkkuus on vaikuttava: huippulaatuisen mekaanisen
gyroskoopin pyodrimisakselin vakaus voi olla luokkaa 05000 1 tunnissa.

Gyroskooppi koostuu roottorista ja akselista, joka on laakeroitu mo-
lemmissa péissd pyordd ymparoivdssd kehikossa eli poydéssd. Kehikko
voi koostua useista renkaista ja akseleista, niin sanotusta kardaanisesta
jarjestelmasta.

Olkoon pyorimisakseli z-akseli. Jos pyorimisakselin suunta on vakio
ulkoisessa inertiaalisessa koordinaatistossa,

wﬂs] = wgﬂ =0,

ja voidaan valita wgﬁ] = 0. My0s wy = wy = 0ja siis

d d

awx = awy = O

Jos lisdksi roottorin pydrdhdysnopeus on vakio eli

d , _
awz - O)
seuraa yhtaloistd 5.5, ettd
_d; _dp _d; _
N, = dtLX =0, Ny = dtLy =0, N,= dtLZ =0.

5Jos yhtaloissd 5.6 nollataan vadntomomentti N = 0, ensimmadisestd kahdesta yhtalosta
saadaan, olettaen A] = ], — ]« = ], — ]y py6rdhdyssymmetriselle kappaleelle,
d d
Ixawx =—AJwywz, Jy sy = AJ wzwy,

ja kéytt.’a'en c=4] wz/]X = 4] wz/]y def A] wz/lot
4 4a,
dt dt Y

joka antaa ristisijoituksella toisen kertaluvun yhtalot

wy = —Cuwy, = Cwy,

d? a2
E(.UX = —Czwx, Ewy = —Czwy,
joilla molemmilla on jaksollisia ratkaisuja jaksolla
T= n 2 Jo _Jo2m _Jo tahtivuorokautta.

C TAjw, Aw, A

Téssd oletettiin, ettd |, = |y &f Jo. Ndin olemme 16ytdneet Eulerin maapallon vapaan
nutaation, ympyraliikkeen, joka on napaliikkeen yksi komponentti.
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Tassd tapauksessa gyroskooppiin ei siis kohdistu vaantoja.

Ja koska tdssd koordinaatistossa hitaustensori ] on péddakseleilla,
yhtild 5.3, ja°

w=wk = 0¥ |w|=w,,

seuraa, etta

L=Jw=J.w:k=l.0k = LE|L| =L =L.w. = L.w. (57)
Siis molemmat vektorit, pyorimisnopeusvektori w, suuruus w, ja pyo-
radhdysmomentti L, suuruus L, ovat aina samansuuntaisia gyroskoopin
fysikaalisen pyorimisakselin ja toistensa kanssa. Tama pitda edelleen
likimédarin paikkansa inertiaalisessa koordinaatistossa, jos gyroskoopin
pyorimisakseli kddntyy vain hitaasti’. Se pitdd myos eksaktisti paikkansa
gyroskoopin kappalekoordinaatistossa, koska w, = w, = 0, kun gyros-
kooppi on mekaanisesti pakotettu pyorimaan vain symmetria-akselinsa
ympari.

Tutkitaan gyroskoopin kayttdytymistd pyorahdysmomentin L sdily-
misen periaatetta kdyttden, kun L on linjassa pydrimisakselin kanssa.
Ainoa tapa saada gyroskoopin pyorimisakseli kdantyméaan on kohdistaa
sithen vaantod. Vaantomomentin N, kohdistaminen x-akselin ympari
muuttaa pydrdhdysmomenttia sen akselin ympaéri maaralla

d
ELX - Nx.

Koska kokonaispydrdhdysmomentti on L = J,w ja se osoittaa aina
gyroskooppin pydrimisakselin suuntaan, seuraa ettd pyorimisakselin

suunnan muutoksen 0 on oltava®

d
d whx N,
wf! = oy = dtL ~ T (5.8)
Samalla tavalla

d
—L N

B _ dg _ _acty Ny

et S T A 7T

Siis vaantomomentti N, x-akselin ympari aiheuttaa pyorimisakselin
kdantamisen eli prekession y-akselin ympéri. Vaantomomentti Ny, y-

6Qletettu on, ettd vektori w osoittaa positiivisen z-akselin suuntaan.

7Esimerkkind tyypillinen gyroskoopin pydrimisnopeus on 20 000 kierrosta minuutissa
eli yli 300 Hz. Tdma& on tuhat kertaa nopeampi kuin kulkuneuvojen tavalliset kierto-
liikkeet ja yli miljoona kertaa matalalla kiertoradalla olevan satelliitin kulmanopeus.
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z (pyorimisakseli)

Kuva 5.2. Kuinka vdanto aiheuttaa gyroskoopin pyorimisakselin prekessio-
ta. Huomaa korkkiruuvisdanto: Ny, Ny, %LX, %Ly ja %Sy ovat
negatiivisiaja L ja %OX ovat positiivisia.

akselin ympari aiheuttaa pyorimisakselin kddantamisen x-akselin ympari.
Katso kuva 5.2.

Tavanomaisesti méadritellddn kolme keskenddn kohtisuoraa akselia:
syottoakseli, jonka ympari kohdistuu vaantod, gyroskoopin pyorimisak-
seli ja lahtoakseli, jonka ympaéri tapahtuu prekessiota.

R-sédteisen lierion, kuva 5.3, hitausmomentti sen z-akselin ympari on

J. = f_ihh jjympyralevy p(x*+y?) dxdydz=
= pf;:ihfohf;rz rdrdodz =
-2

8Tama saadaan myos ensimmaisestd yhtalosta 5.5:

d
Ny = Jxawx + wbﬁ}lzwz - w;[:ﬁ]]ywy = wLB]L)

koska kappalekoordinaatistossa mekaanisen pakkoehdon takia
Wy =wy =0
ja siis my0s
Jw, =], w =L

Sama pitee toiselle yhtilolle ja WP

d
Ny =]y awy + w[f]lxwX — w,[f]]zwz = —w,[f]l_.

107
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Massakeskipiste ==~

Kuva 5.3. Gyroskoopin roottori ja sen padhitausmomentit.

h 27 %R4
—N—

——
1 7T
o' ae a0 [ rar =} (om0 R = IMRY,

jossa 2 = x? + y? ja M = p - tR? - h on kokonaismassa. p on lierién
ainetiheys.

Littedlle lieri6lle (h, ja siis z, on pieni) voimme my0s laskea méaritel-

malld Y(x) & VRZ =2
LN AR Y0 -
Jx _j—}hj_]z J—Y(x) p(y +z ) dy dxdz ~
—~ 7h +R ,+Y(x) 5 B
A pf_;h f_R f_y(x) y“dydxdz =
Ih 27t ~R )
B pjzghjo jo (rsin@)’rdrde dz =

1 pd
h - IR
— A A ~

= pf{hh dz]o27I sin’ 0 dE; f: 2 ordr =
-2

1 (p-7mR*-h) R? = TMR2.

Molemmissa vaihdettiin integroinnin koordinaatit (x,y) napakoordi-
naateiksi (0,7): x =rcos6,y =rsin6, dxdy = rdr.

Samalla tavalla tietenkin J, = Jx = ;MR? = JJ..

5.2.2  Kiihtyvyysmittari

Alkeellinen kiihtyvyysmittari voidaan rakentaa yhdistamalld jousi,
koemassa ja asteikko. Jousen venytys on verrannollinen koemassaan ja
kiihtyvyyteen, ja venytys voidaan lukea asteikolta.

Automaattinen lukeminen on mahdollista esimerkiksi kapasitiivi-
sesti tai pietsosdhkoisen anturin avulla. Itse asiassa mikroelektroninen
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a<ft—
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Kuva 5.4. Jousikiihtyvyysmittarin periaate.

kiihtyvyysanturi (erds MEMS-anturi eli mikroelektroninen liikeanturi)
toimii juuri t4lld tavoin.

Kiihtyvyysmittarit kiinnitetddn samaan kehikkoon, mihin myos gy-
roskoopit on kiinnitetty. Mittausakselit asetetaan mahdollisimman
samansuuntaisiksi.

Nykyiset kiihtyvyysmittarit voivat olla hyvin herkkid, esimerkiksi
10ppm ~ 10mGal°. Halutut ominaisuudet ovat herkkyyden lisdksi
lineaarisuus ja hyva kayttaytyminen silloin, kun kiihtyvyys vaihtelee
runsaasti tai syntyy virihtelyi (raketin laukaisu!).

Anturit, jotka mittaavat painovoimaa hyvin tarkasti, ovat erikoista-
pauksia. Ne ovat verrattavissa gravimetreihin: jos ne perustuvat aineen
elastisuuteen, ne vaativat samanlaista sdaannollista kalibrointia. Ne
muuttuvat ajassa, niin sanottu kiynti.

Vaihtoehtoinen mittarityyppi on heilurikiihtyvyysmittari. Laitteessa
massa on kiinnitetty puomin pdiahin. Puomin poikkeama mitataan
anturilla ja nollataan toimilaitteella. Nollaus periaatteessa takaa line-
aarisen kdyttaytymisen. Talld mittarityypilld ei ole myoskadan kayntia.
Mittauksen laatu riippuu kuitenkin laadusta, jolla tunnettu nollaus-
voima voidaan tuottaa, esimerkiksi sdhkovirtana séhkémagneettisen
toimilaitteen lépi.

Gyroskooppipohjaisia heilurikiihtyvyysmittareita on kaytetty pitkdan
ohjuksissa, koska niiden tarkkuus on ylivoimainen. Niissd puomi on
samalla pyorivan gyroskoopin akseli, ja puomin pddssad oleva massa
aiheuttaa vaannon, joka saa gyroskoopin prekessoimaan kiihtyvyyden
suunnan eli z-akselin ympéri. Tama prekessioliike mitataan kiihtyvyys-
mittarin mittasuureena'’. Nollaava palautesignaali y-akselista z-akselin
vdantotoimilaitteeseen (engl. torquer) aiheuttaa oikean méaran prekessio-

9Yksikkodd mGal kédytetddn painovoiman ja kithtyvyyden yhteydessd, ja se on 107° m/s2.
Maanpinnan painovoima on ~ 9,81m/2 = 981 000 mGal.

'9Esimerkiksi saksalainen V-2 kéytti integroivaa gyroskooppipohjaista kiihtyvyysmit-
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Palaute

)

Toimilaite
Anturi
Sarana ?

. |

>~ TLukema

Toimilaite

Palaute

(

Kuva 5.5. Heilurikiihtyvyysmittari.

ta ja kompensoi ndin puomin vaantdad. Ndin varmistetaan, ettd z-akselin
ympdri ei kohdistu vddntomomenttia takaisin gyroskooppiin. Tama
pitdad gyroskoopin pyorimisakselin kohtisuorassa z-akseliin ndhden.
Katso kuva 5.6.

Inertianavigoinnin strategisen tarkeyden takia (ohjukset) hyvét kiihty-
vyysmittarit, kuten hyvéat gyroskoopit, olivat kauan vaikeasti saatavia ja
kalliita. Nykyisin tilanne on parempi. Modernit kiihtyvyysmittarit ovat
usein MEMS-pohjaisia (microelectronic motion sensors eli mikroelektroniset

. Gyroskooppipyora

" Prekessio «

Kuva 5.6. Gyroskooppipohjainen heilurikiihtyvyysmittari. Kulma o« on koko-
naisprekessiokulma, joka on verrannollinen mitatun kiihtyvyyden

aikaintegraaliin.

taria laittamaan ajoainehanat kiinni (”Brennschluss”), kun tavoitenopeus oli saavutettu
(Wikipedia, PIGA accelerometer).
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litkeanturit) ja edullisia. Ne eivdt kuitenkaan ylld gyroskooppipohjaisten
kiihtyvyysmittareiden tarkkuuteen.

5.3 Toteutus

Kansantajuisen inertianavigoinnin ja inertiamittausyksikdiden alkeiden
selityksen antaa King (1998).

Inertiamittausyksikon toteuttamiseen on olemassa kaksi hyvin eri-
laista lahestymistapaa:

1) strapdown-ratkaisu

2) vakautettu alusta -ratkaisu.

5.3.1 Strapdown-ratkaisu

Strapdown-ratkaisussa gyroskooppialusta on kytketty kiintedsti kul-
kuneuvon runkoon. Kun kulkuneuvon asento muuttuu, gyroskoopin
akselin paéat painavat kehikkoa vasten voimalla, joka mitataan tarkasti

voima-antureiden avulla. Voimasta F saadaan vaantomomentti N:
N = <€ X F>,

jossa £ on gyroskoopin akselin pituus vektorina: “vdanto on varsi kertaa
voima”. Symboli x on taas ulkoinen tulo eli vektoritulo. Mitatuista
vaantdmomenteista lasketaan kulkuneuvon kdantymisnopeudet kul-
mamitassa %oci kédyttden yhtdloa 5.2:

Ny (1 dw)
w w dt /-

Suluissa oleva lauseke edustaa gyroskoopin pyorimisvektorin kdanty-
mistd, mikd vastaa kulkuneuvon rungon kdantymistd. On selvéi, etta
jokainen gyroskooppi pystyy antamaan kddntymisnopeudet vain kah-
teen suuntaan, jotka ovat kohtisuorassa sen pyorimisakseliin ndhden.
Kun gyroskooppeja on kolme, kdytetddn jokaista niistd havaitsemaan
kiertymid vain yhden akselin ympari.

Toinen teknologinen ratkaisu on niin sanottu rengaslasergyroskooppi,
joka perustuu valon interferenssiin: Sagnacin'' ilmio, 1913. Laitteessa
monokromaattinen laservalo kulkee renkaassa kahteen vastakkaiseen
suuntaan. [lman pyorahdysliikettd valo muodostaa seisovan aallon, jossa

" Georges Sagnac (1869-1928) oli ranskalainen fyysikko ja fysikaalisen optiikan tutkija.
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[Imaisin (interferometri)

L —

Interferenssi-
Puoli- kuvio
lapéaisevat
Naytonotto peilit - o
Peili
Viradh-
telykide
N |
Peili \I I/ Peili
e
Laser

Kuva 5.7. Sagnacin interferometriin perustuva rengaslasergyroskooppi.

solmut eivit liiku. Kuitenkin renkaan pienikin kiertoliike saa solmut
kulkemaan renkaan sisélld vastakkaiseen suuntaan, jolloin tuloksena
on, ettd ei-pydrivassd koordinaatistossa ne pysyvit paikoillaan.

Yksinkertaisin tapa rakentaa rengaslaser on kayttaa kiinteitd peileja.
Nykyisin kdytetddn usein pitkdd valokuitua, joka on kelattu renkaan
reunan ympdrille tuhansia kertoja. Ndin efekti monituhatkertaistuu ja
herkkyys kasvaa. Saavutettava herkkyys on luokkaa 0,000 01 astetta
tunnissa. MathPages, The Sagnac Effect.

5.3.2 Vakautetun alustan ratkaisu

Vakautetun alustan ratkaisussa koko gyroskooppijdrjestelmd on ripus-
tettu kolmiakselisen, vapaasti kddntyvan kardaanisen rengasjarjestel-
man sisdlle. Tdiméan ansiosta, vaikka kulkuneuvon asento vaihtelisi,
gyroskooppinen kehikko sdilyttdd asentonsa avaruudessa.

Kuvassa 5.8 on esitetty kolmiakselinen laite, jota kaytettiin syvan
avaruuden tehtédvissa. Laitteella on kolme gyroskooppia sen asennon
sdilyttamiseksi inertiaalisen akseliston suhteen. Jokainen gyroskooppi
on oman gyroskooppikokoonpanon sisélld. Kokoonpanon kotelo on
piirretty pikkulieriona.

Jokainen gyroskooppikokoonpano on itsendinen yksikko, joka on
rakennettu reagoimaan vain kiertymiin yhden akselin eli syottdakselin
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Valokuva, Durbin (2004)

ROLL
+X
T RESOLVER
PRELAUNCH
VERTICAL
AL TGNMENT

>
OUTER
P'ff”\ GIMBAL / PENDULUMS
I

"I SERVOTORQUE

77
RESOLVER
MOTOR
< Ny | HERTIAL
' GIMBAL
VEHICLE
FRAME M1DOLE
GIMBAL
RESOLVER ‘ .
+2 ‘/ SERVOTORQUE
YA SERVOED  MOTOR
INTEGRATING PRISM
ACCELEROMETERS FIYED
[ PRISM

SERVOTORQUE
MOTOR

(b)
Kuvio, NASA. IA = input axis, syottoakseli, OA = output axis, lahtdakseli
ja SRA = spin reference axis, pydrimisakselin vertaussuunta

Kuva 5.8. Inertialaite ST-124. Tatd vakautettu alusta -tyyppistd laitetta kaytet-
tiin Saturnus V -kuuraketissa.



114

5 INERTIANAVIGOINTI

ympadri. Sitd kutsutaan myos yhden vapausasteen gyroskoopiksi, katso
Jekeli (2001), kuva 3.1.

Tassd inertialaitteessa gyroskooppikokoonpanoja kédytetddn nollaus-
antureina. Havaittu kiertyma syotetddn takaisin vastaavalle “servotorque-
moottorille” kiertyméan nollaamiseksi, jotta sisdisen alustan, "“inertial
gimbalin”, asento pysyy muuttumattomana inertiaalisessa avaruudessa.
Koko laitteen 1dht6 koostuu kolmesta “resolverien” antamasta kulmasta,
jotka ovat itse asiassa raketin rungon asentokulmat o, i = 1, 2, 3
inertiaalisessa avaruudessa.

Huomaa, ettd jokaisen gyroskoopin pyorimisakseli on kohtisuorassa
gyroskooppikokoonpanon kotelon akseliin ndhden. Kotelon akseli on
myos gyroskoopin ldhtdakseli (OA).

Terrestrisissi sovelluksissa kdytetddn inertiaalisen ei-pyorivan koordi-
naatiston sijasta paikallista kiintedan Maahan kiinnitettyd koordinaatis-
toa. Gyroskooppien akseleita pidetddn samansuuntaisina toposentrisen
koordinaatiston akselien kanssa:

o vaakatason suunnat x ja y
o ylos-suunta z.

Vaakatasossa olevien kahden gyroskoopin akselit eivit valttamatta
osoita pohjoiseen ja itddn, vaan kahteen muuhun suuntaan vaakatasossa.
Néamaé suunnat ovat keskenddn kohtisuoria ja eroavat pohjoisesta ja
idastd atsimuuttikulmalla «, joka muuttuu ajassa. Késitteellisesti voi
kuitenkin olla jarkevé ajatella, ettd kyse on virtuaalisista “pohjoisen” ja
“iddn” gyroskoopeista'>.

Tamaén lisdksi terrestrisissa sovelluksissa, mukaan lukien ilmailu,
kdytetddn vain kahta vaakatasossa olevaa kiihtyvyysmittaria. Korkeu-
desta huolehditaan muilla tavoin, koska inertianavigoinnin tarkkuus ei
pidemmalld aikavaélilla riitd sithen.

Jotta vaakagyroskooppien akselit saadaan pidettyad vaakatasossa, gy-
roskooppikehikkoon kohdistetaan sopivia vddntdja tdhén tarkoitukseen
suunniteltujen vadntdtoimilaitteiden (engl. torquers) avulla. Tarvittavat
vaannot voidaan laskea analogisesti tai digitaalisesti laitteen paikan
ratkaisemisen yhteydessd. Lahestymistapa tunnetaan nimelld Schulerin
viritys.

"?Inertia-alustan suuntaus on itse asiassa mahdollista saada seuraamaan pohjoista,
niin sanottu “north-following”, kun gyroskooppeihin kohdistetaan sopiva vaanto, katso
Jekeli (2001, alaosio 4.2.2) ja osio 5.10.
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5.4 Inertianavigointi kiintean Maan jarjestelmassa

Vaihtoehtoinen ldhde on Cooper (1987), sivut 104-107, jolla on hieman
erilainen késittelytapa.

5.4.1 Maan pyérahdysliike

Kirjoitetaan inertiaalinen paikkavektori x3- Maan mukana pyorivin
koordinaatiston paikkavektorin x5 funktioksi:

xp: = R(0)xp, (5-9)
jossa 0 on Greenwichin tihtiaika, maapallon asentoa avaruudessa kuvaava
kulma. Sen aikaderivaatta wg = <6 on Maan pyorahdysliikkeen
kulmanopeus.

Yhtdlossa 5.9 sekd inertiaalisen ettd Maan mukana pyorivan koor-
dinaatiston z-akselit osoittavat Maan pyorimisakselin suuntaan. Ava-
ruusvektorit esitetddn tavanomaisesti kahtena eri abstraktina vektorina,
jotka koostuvat niiden komponenteista molemmissa koordinaatistoissa:

/

X X
Xg=1|yY |, Xpr= 1Y’
z z

Kiertomatriisi ndiden kahden koordinaatiston vililld on

cos® —sinf® 0
R(O)=| sin®@ cos® O |,
0 0 1

ja matriisin aikaderivaatta on (ketjusdanto):

—sin® —cosH 0

d _ . de
ER(G) = cos® —sin® O T
0 0 0
Differentiointi Leibnizin tulon derivoimissddnnon avulla antaa nopeus-
vektorille
_d d d d —
A\ ax dt R xfg + dtR(G)) Xp =
cos® —sin® 0 —sm9 —cos® 0

= | sin® cos® O |vg+ cose —sme 0 i—? Y

0 0 0 z
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Téassa toinen termi on

a6 —xsin® —ycosO
(—R(G)) Xp = ¢ x cos 0 gy sin ©

Jos médritellddn Maan kulmanopeus- eli pyorahdysvektoriksi

o

We = Wep =Wep = | 0 | =g¢

01, (5.10)
Wg 1

saadaan

cos® —sin® 0 0 X
R(0) (wg xxg) = | sin® cos® O <d9 0 x|y >:

dt
0 0 1 1 z

cos® —sin® 0 —y —xsin® —ycos O

:i—? sin®@ cos® O X :i—? xcos® —ysind |,

0 0 1 0 0

sama tulos. Siis

(aR(9)> xp = R(0) (we x xp).

Seuraa, ettd
vg =R(8) v + R(0) (we x xp). (5.11)

Otetaan tilannekuva, kun inertiaaliset ja mukana pyorivét akselit ovat
samansuuntaisia: 8 =0 — R(0) = I, antaen

Vg =vp +{(Wg X Xp) = V' =v+ (wg xx).
Nain on tullut osoitetuksi tunnettu tulos:

Koordinaatiston kiertoliikkeen vaikutus vektorin aikaderivaattaan voi-
daan esittid kiertovektorin wg, ristitulona sen vektorin kanssa.

Tama patee yleisesti, esimerkiksi

R(8)v =R(8) (wg x V),
R(6) (wg x x) =R(6) <w@ x (g x x>>,
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tulokset, joita kédytetddn seuraavasti. Yhtdlon 5.11 toinen differentiointi
antaa kiihtyvyyden:

g = R(0) ag + R(G)VB + %(R(G) <w@ X Xﬁ>> =
(0) ap + R(6) (we x vg) +

=R
+ <R(6) (we x vp) + R(O) (wg X X[g>> =
= R(0) (aﬁ +2{wg xvg) + <w@ X (g x x[3>>>.
Laittamalla taas © = 0 saadaan

ag = ag +2(wg x vg) + <w@ X (Wg X xﬁ>>. (5.12)

5.4.2 Kiihtyvyys

Pyorivélla maapallolla mééritetty kolmiulotteinen geosentrinen koordi-
naatisto (x,y, z) ei ole inertiaalinen: kiihtyvyydelle patee yhtalo 5.12.
Symbolisesti kirjoitettuna:

a*=a+2{(wg xV)+ <w@ x (Weg X x>>, (5.13)

jossa
a*  kiihtyvyys inertiaalisessa koordinaatistossa

a kiihtyvyys Maan pintaan ndhden, “mukana pytrivéssd” kiintedn
Maan koordinaatistossa

Wwg Maan pyorahdysvektori, vakio aksiaalivektori, joka on suunnattu
pyordhdys- eli z-akselia pitkin
v nopeus samassa Maan mukana pyorivéssa koordinaatistossa

X kulkuneuvon geosentrinen sijainti.

Yhtélossd 5.13 toinen termi oikealla on niin sanottu corioliskiihtyvyys ja
kolmas termi on keskipakoiskiihtyvyys.

5.4.3 Inertianavigoinnin perusyhtalo

Kiihtyvyysmittarit mittaavat kdytannossa paikallisen painovoiman ja
kulkuneuvon geometristen liikkeiden yhteisvaikutusta. Toisin sanoen
kulkuneuvossa mitattu kiihtyvyys on inertiaalisessa koordinaatistossa

a=a"—g"(x), (5.14)
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eli kdyttden yhtdlod 5.13,

keskipakoiskiihtyvyys

corioliskiihtyvyys
—

a=a+2{wg xVv) +<w@x<w@ ><x>§—g*(x),

jossa

a kulkuneuvossa mitattu kiihtyvyysvektori. Taméd on —g, kulku-
neuvossa havaitun ”“painovoiman” vastaluku'?

kiihtyvyys inertiaalisessa koordinaatistossa
kiihtyvyys Maan mukana pyorivédssd koordinaatistossa

g*(x) gravitaation (vetovoiman) kiihtyvyys paikan x funktiona eli va-
paan putoamisen kiihtyvyys inertiaalisessa koordinaatistossa.

Pallosymmetriselle maapallolle g* voidaan laskea suoraan Newtonin

gravitaatiolaista:
X

g°(x) ~ _GMEB—3>
ed
mutta my6s monimutkaisemmat mallit kelpaavat: esimerkiksi pyorih-
dysellipsoidinen normaalikenttd, jossa Maan litistyneisyyden vaikutus
on mukana, ja jopa hyvin yksityiskohtaiset Maan gravitaatiokentdn
mallit, kuten EGM2008 (Earth Gravity Model 2008).

Kirjoitetaan
g=9" - <wea X (We x X>>> (5.15)
jossa g on painovoimavektori, gravitaation ja keskipakoiskiihtyvyyden

yhteisvaikutus eli vapaan putoamisen kiihtyvyys Maan mukana pyori-
véssd koordinaatistossa. Silloin

a=a+2{wg xv)—g(x). (5.16)

Yhtdlojd 5.14 ja 5.16 kutsutaan molempia inertianavigoinnin perusyhtiloksi.
Molemmat mahdollistavat sijainnin x, nopeuden v ja kiihtyvyyden a
yhtaikaisen integroinnin dynaamisesti, siis “lennossa”, edellyttden,
ettd ulkopuolinen kenttd g tai g* on annettuna ja ettd kulkuneuvossa
mitataan kiithtyvyyttd a.

30n tdrkedd ymmartdd tamd. Kiihtyvyys a = —g kiihtyvyysantureiden havaitse-
mana edustaa kulkuneuvon kiihtymistad vapaasti putoavan koordinaatiston suhteen.
Painovoima g = —a painovoima-antureiden havaitsemana edustaa vapaan putoa-
misen kiihtyvyyttd kulkuneuvon sisilli sen kappalekoordinaatiston suhteen. Toisin
sanoen kyseessd on kulkuneuvon sisilld toimiva pseudovoima.
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Maan mukana pyorivdssd koordinaatistossa planeetamme pyorahdys-
liikke aiheuttaa kiithtyvyysmittareiden havaitseman painovoimavektorin
hidasta kdantymista itd-lansisuunnassa gyroskooppien maaraamien
inertiaalisuuntien suhteen, vaikka kulkuneuvo seisoisi maassa.

[Imiotad kaytetddn gyroskooppikehikon suuntaamiseksi oikein paikal-
liseen pohjoissuuntaan ndhden, ennen esimerkiksi lentokoneen nousua
ilmaan tai raketin laukaisua. Vastaavasti ilmi6td voidaan kédyttda paikal-
lisen pohjoissuunnan ratkaisemiseksi gyroskooppien kehikon jarjestel-
massd. Lisdksi kiihtyvyysanturit antavat heti paikallisen painovoiman
eli luotiviivan suunnan. Yhdessa kaksi suuntaa riittavat koko kehikon
suuntaamiseksi — paitsi pohjois- tai eteldnavalla.

5.5 Vakautettu alusta

Tutkitaan ensin vakautettu alusta. Se toteutetaan gyroskoopilla, joka on
kiinnitetty kehikkoon, joka pidetddn paikallisen horisontin suuntaisena.
Vakautettu alusta toimii esimerkiksi meri- tai ilmagravimetrin alustana,
koska kojeen mittausakselin on oltava koko ajan paikallisen luotiviivan

suuntainen muutaman kaariminuutin tarkkuudella.

Vakautetun alustan ratkaisussa kédytetdan palautesilmukkaa nimelta
Schulerin silmukka. Ndin saadaan ohjattua gyroskoopin pyorimisakselin
suuntaa siten, ettd sen, ja sen sisdltdvan sisdisen renkaan, suunta seuraa
vaakatasoa. Tama tapahtuu silld tavalla, ettd gyroskoopin kehyksen
kdantdmisyritys vaakatasossa — kehyksen pystyakselin ympéri — ai-
heuttaa gyroskoopin prekessioilmion: gyroskoopin oma pyorimisakseli
kdantyy alas- tai ylospdin.

Vakautettu alusta edellyttda sopivaa anturia, joka havaitsee, ettd gyros-
koopin akseli poikkeaa vaakatasosta kulman 0 verran. Anturi ldhettda
kulmaan 0 liittyvan signaalin f(0) palautesilmukan kautta pystyakselin
moottorille eli toimilaitteelle, kuva 5.9. Téllaisen silmukan rakentaminen,
joka toimii hyvin kulkuneuvon liikkuessa, on haaste, ja aiheen kisittelya
lykétdan osioon 5.7.

Kun laite seisoo kiintedin Maan pinnalla, asia on helpompi. Oleta, etta
vaanto pystyakselin ympaéri tehdddn yksinkertaisesti verrannolliseksi
gyroskoopin havaittuun akselin poikkeamaan 6 vaakatasosta. Silloin
taman poikkeaman 6 muutos ajassa on

do
E - —k] 9,
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Akselin suunta

Vaaka-
suunta

z . Gyroskooppipyora

Kulkuneuvon
kehys

Kuva 5.9. Vakautetun alustan periaate. Syottosignaali aiheuttaa prekessioliik-
keen, joka pitdd gyroskoopin akselin suunnan vaakatasossa. Tavan-
omaisesti pystysuoraa akselia eli z-akselia, jonka ympari kohdistuu
vaantod, kutsutaan syottdakseliksi ja vaakasuoraa y-akselia, jonka

ympari syntyy prekessiota, ldhtoakseliksi.

ratkaisuna
0(t) = 0(to) e M1t

siis poikkeama menee eksponentiaalisesti nollaan. Virittdimalla palaute-
silmukan vakio k; saadaan tdimé tapahtumaan sopivan nopeasti. Tata
tekniikkaa voidaan kayttdd vakautetun alustan tasaamiseksi ennen

lentoon 1ahtoa.

5.6 Hyrrakompassi

Hyrrakompassin kuvassa 5.10 ndkyvéa palautesilmukka kayttda hy-
viakseen Maan pydrihdyslitketti. Koska Maa pyorii akselinsa ympari,
kallistuu horisonttitaso koko ajan. Itdinen horisontti vajoaa, lantinen
horisontti nousee. Pyoriva ja vapaasti ripustettu gyroskooppi, jonka
pyorimisakseli oli alun perin vaakatasossa, ei ole endéd vaakatasossa
jonkin ajan kuluttua.

Jos Maan pyérahdysliikkeen kulmanopeus on wg, on kulman 6
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- Gyroskooppipyora

Anturi

Toimilaite “
d
0,—0

> dt

Pglaut\e\-‘x\
silmukka .

Akselin suunta

S\ Vertaus-
suunta

Kulkuneuvon

kehys

Kuva 5.10. Hyrrdkompassin periaate. Palautesilmukka tuottaa prekessioliik-
keen, joka saa gyron pyorimisakselin kidntym&an pohjoiseen.

aikaderivaatta taiman ilmion takia

do

qt — Wecos @ sin «,

jossa @ on leveysaste ja « gyroskoopin pyorimisakselin atsimuutti.

Palautesilmukka saa anturilta kulman 6 aikaderivaatan %6 ja syot-
tdd sen sopivasti vahvistettuna aktuaattoriin eli toimilaitteeseen. Kun
toimilaite yrittdd kdantaa gyroskoopin akselin takaisin vaakatasoon,
on lopputulos prekessio pystyakselin ympaéri: « muuttuu. Kirjoitetaan
yhtalo

do do

E = —kZE = —kzw@ COS @ sin « (517)

jossa k; oletetaan positiiviseksi. Jos o on riittdvan pieni, sin x ~ « ja
ratkaisu on
Oé(t) ~ O((to) e—kzw@(t—to)cos ®

Toisin sanoen & menee eksponentiaalisesti ja asymptoottisesti nollaan,
ja gyroskoopin akseli kiintyy pohjoiseen. Ndin toimii hyrrakompassi. Ta-
ma tietysti edellyttdd, ettd laite pysyy samalla paikalla tasattuna tai
kdytannossa litkkuu vain hitaasti, esimerkiksi laivalla.
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Yleisempi tapa rakentaa toimiva hyrrakompassi on kayttas itse kul-
maa 0 sen aikaderivaatan lisdksi. Jos kirjoitetaan

d
Fi
saadaan differentioimalla

d?o do

proie —k3a = —k3wg €Os @ sin & ~ —k3Wwg COS @ - X.

Tama on harmonisen virihtelijin yhtalo, jonka erdat ratkaisut ovat
o(t) = cos <t k3wg cos (p), (t) = sin(t k3wg cos (p).

Valitettavasti ndma ratkaisut ovat jaksollisia, eivdtkd ne suppene poh-
joissuuntaan « = 0. Paras ratkaisu saadaan yhdistamalld © ja %9
seuraavalla tavalla:

d?x K do
W——zw@COS(PE— 3 WgepCOS P - X
eli 5
d do
F—F(U@COS(P (kza—l—kg)a) =0.

Tdama on yleinen toisen kertaluvun tavallinen differentiaaliyhtdld. Riip-
puen kertoimista k; ja k3 silld on aaltomaisia, eksponentiaalisesti vaimen-
nettuja tai kriittisesti vaimennettuja ratkaisuja, katso Wikipedia, Damping
ratio. Viimeksi mainittu vaihtoehto on paras kompassin toimivuuden

kannalta.
Jos vdrdhtelyn sirkulaarinen taajuus on w def VK3 wg cos ¢ ja

2w

k2 = Wq COS @’

saadaan kriittisesti vaimennettu tapaus

d?« doc 2. _
W‘sza—l—w x =0,

jonka yleinen ratkaisu on
a(t) = (a+bt)e @,

jossa a ja b ovat mielivaltaisia, alkuehtojen maarittamia vakioita.

Usein k3, harmoninen palautuskerroin, toteutetaan kiinnittamalla
jaykasti gyroskooppikehikon sisdiseen renkaaseen painava puolirengas,
joka ulottuu alaspdin. Paino yrittdd vetdd gyroskoopin pyorimisakselin
takaisin vaakatasoon. Vaimennuskerroin k, puolestaan toteutetaan
perinteisesti kdyttamalld tahmeaa nestettd sisdisen renkaan laakereissa.
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5.7 Schulerin heiluri

5.7.1 Periaate

Schulerin'# heiluri on heiluri, jonka pituus on sama kuin Maan sédde
R. Jos sellainen heiluri olisi kdytdnnossda mahdollinen, esimerkiksi
massana pitkdn massattoman sauvan pddssd, sen jakso olisi (yhden g:n

R
PSChuler = Zﬂ\/jy

jossa g on painovoima Maan pinnalla.

painovoimakentédssa!)

Tama jakso, Schulerin jakso, Pschuier = 84,4 minuuttia, on sama kuin
Maan pinnan tuntumassa Maata kiertdvan satelliitin rataperiodi — jos
ilmakehaa ei olisi olemassa.

Vaikka nédin pitkéda heiluria ei voida rakentaa, voidaan kuitenkin aja-
tella heiluria, jonka jakso on Pschyler. Tédllainen voisi olla esimerkiksi laaja
kappale, jonka ripustuspiste on hyvin ldhelld sen massakeskipistettd's.

Kaiken yksinkertaisin heiluri on massa massattoman sauvan padssa.
Olkoon sen pituus {. Jos se heiluu pois pystysuunnasta kulman® 0
verran, on palauttava voima

F=mgsin0,

ja kun sen massa on m, voidaan sen kiihtyvyys laskea Newtonin toisen

lain avulla:
2 (__ 2
% =mgsind — 49 —QG, (5.18)

dt? ¢
varadhtely-yhtdlo, jonka erds ratkaisu on

o(t) = sin(t %),

_ L
P_Zn\/;.

'4Maximilian Joseph Johannes Eduard Schuler (1882-1972) oli saksalainen navigointi-

josta seuraa jakso

teknologian pioneeri, Wikipedia, Max Schuler.

"SValitettavasti ei edes tdma toimi. Kuten Schuler jo osoitti, ripustuspisteen ja heilurin
massakeskipisteen vilisen etdisyyden olisi oltava kohtuullisen kokoisen heilurin
tapauksessa alle mikrometri.

®Yhdenmukaisuuden takia muiden kulmien kanssa kulma 6 lasketaan positiiviseksi
negatiiviselle lineaariselle massan siirtymaille.
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Kuva 5.11. Yksiulotteinen vaunu Schulerin heilureineen kulkee kaarevan
Maan pinnalla.

5.7.2 Heiluri vaunulla

Laitetaan tdma heiluri vaunulle, joka liikkuu vaakasuuntaan lineaarisel-
la kiihtyvyydelld a(t). Heilurin massa kokee vaunun koordinaatistossa
samansuuruisen vastakkaisen kiihtyvyyden —a(t). Koska heilurin pi-
tuus on ¢, sen kulmakiihtyvyys on

d?0 _ 1 5
(a9 @-v).
Téssd 0 on heilurin poikkeama lihtdpisteen luotiviivan suunnasta.
Vaunun kulkema matka ajan funktiona on x(t). Tama lineaarinen
etdisyys liittyy kiithtyvyyteen ndin:

2
d di(zt) — aft).

Sama matka ilmaistuna geosentrisend kulmaetdisyytend eli kulmana

Maan keskipisteestd katsottuna on ) (t) = x(t) / R. Tama suure, joka
edustaa my0s paikallisen luotiviivan muutosta matkan varrella, nou-
dattaa differentiaaliyhtaloa

2
ddﬂt) = %a(t). (5.19)

Viahennys antaa

& (3-4) =} (a-s6-1) -

~le
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Pysyy z
horisontissa J

. Gyroskooppipyord

Palaute-
silmukka

Kuva 5.12. Schulerin palautesilmukka x-suunnassa.

Nyt oleta, ettd heilurin pituus £ = R. Silloin, jos 0 defg 1, seuraa

2
ddi(zt) = —%G(t). (5.20)

Tassd 0 on kulma heilurin ja paikallisen luotiviivan vililld. Yhtalo 5.20

on identtinen heiluriyhtélon 5.18 kanssa.

Erés yhtdlon 5.20 ratkaisu on 0 = 0 identtisesti. Siis:

Vaikka vaunu litkkuu ja kithtyy vaakasuuntaan, heiluri osoittaa koko
ajan Maan keskipisteeseen.

Tama on Schulerin heiluria méaarittelevd ominaisuus.

5.7.3 Toteutus inertialaitteessa

Vakautettuun alustaan perustuva inertialaite toteuttaa paria palaute-
silmukkaa eli Schulerin silmukkaa, jotka saavat koko gyroskooppikehikon
kdyttdytymaan Schulerin heilurin tavoin. Aina kun kehikko kdantyy
pois vaakatasosta, vaakasuuntien x ja y kiihtyvyysmittarit mittaavat
painovoiman g projektiota kallistuvaan tasoon ja ldhettdvit korjaus-
impulssit vastaaviin gyroskooppikehikon toimilaitteisiin. Ndin kehikko
seuraa paikallista vaakatasoa.
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Yhtdlon 5.19 mukaan

2
Y _ T, (519)

jossa a(t) on x-suunnan lineaarinen kiihtyvyys ja R maapallon sdde. Kul-
mafunktio Y (t) kuvaa, miten paikallinen luotiviivan suunta muuttuu
matkan varrella.

Gyroskoopin roottorin pydrahdysmomentti on yhtdlon 5.7 mukaan
L=L=]\w, (5.21)

jossa J on roottorin hitausmomentti sen pydrimisakselin ympérija w on
sen pyordhdysnopeus. Tédssd oletetaan, ettd gyroskoopin pyorimisakseli
on horisonttitasossa (x,y), tarkemmin x-akselin suunnassa.

Kuvassa 5.12 piirretyssd geometriassa
L=Li+L,j+Lk~]Jwwi+L,j+ LKk,

jossa {i, jy k} on (x, Yy, z)-koordinaatiston ortonormaali kanta. Oletetaan,
ettd vektorit i ja j ovat ldhtopisteen horisontin tasossa ja k osoittaa
ylospdin.

Gyroskooppiakselin absoluuttisen suunnan muuttumisen kokonais-

madrd laskettuna ldhtopisteestd on 0 = 0 +1. Laske yhteen yhtal6t 5.20
ja5.19:

dZ g a(t)
—0(t) = —20(t) - ——
dt2 ] R — Ci‘_;e(t) = %(a(t) —go(t)). (5.22)

2
Low(t) = galt

Kulmat 8, ja 8 oletetaan pieniksi. Nyt gyroskooppiakselin suunnan
muutoksen 8 toteuttaminen merkitsee yhtélon 5.21 kanssa z-akselin
pyorahdysmomentin muutosta'”

L, = —6L = —6],w.

Kulman 8 toinen derivaatta on

d_2~__Ld_2]_
dt2-  Jywdtz

Yhtdlon 5.22 kanssa:

2. s o d, _ Jw (=~
ol = Jawinf =0T — S =—R2 [a)at

'70letus on, ettd vektori w osoittaa positiivisen x-akselin suuntaan.
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Yhtdlon 5.2 mukaan

N, = %LZ = —]’kw fﬁ(t) dt. (5.23)

Yhtdlossd 5.23 N, on tarvittava vadnto z-akselin ympari, katso kuva

5.12. Ndin Schulerin silmukka toteutetaan.

Yhtdlossd 5.23 mitattu kithtyvyys on a = a — g6, jossa a on geometri-
nen kiihtyvyys ja g0 painovoiman komponentti, joka toimii gyroskoop-
piakselin suuntaan.

Yhtdlon 5.23 mukaisesti Schulerin silmukka toteutetaan joko laitteisto-
tasolla — vanhemmissa laitteissa kerroin — JxW / R on laitevakio ja
kdytetddn analogista laitteistotason integraattoria'® — tai inertialaitteen
ohjelmistossa. Aina on kaksi Schulerin silmukkaa, yksi x-suuntaa ja yksi
y-suuntaa varten.

5.8 Mekanisointi

Koska tosieldmén inertialaite on aika lailla monimutkaisempi kuin
yksinkertaiset periaatteet, on laitteiston kaikkien osien kdyttdytyminen
mallinnettava huolellisesti. Tdtd mallinnusta kutsutaan inertialaitteen
mekanisoinniksi.

Yksinkertaisena mekanisoinnin esimerkkind esitetddn yksiulotteinen
vaunu pallon muotoisen Maan pinnalla, kuva 5.11.

Maidéritelmdn mukaisesti nopeus on

d’(‘i(tt) — (1),

Kiihtyvyyttd mitataan jatkuvasti kiihtyvyysanturilla. Mittausarvo on

a(t). Tama mittasuure, joka on ajan funktio, koostuu kahdesta osasta:

o geometrinen kiihtyvyys,
d*x(t)  dv(t)
ot ="gz = &

o painovoimavektorin projektio kiihtyvyysmittarin akselille, g 0(t),

jossa 6(t) on vaunun kallistuskulma paikallisesta pystysuunnasta

eli luotiviivan suunnasta.
Tulos on avlt)
v ~
=)+ go(t), (5:24)

jossa funktio a(t) on jatkuvan mittausprosessin tuottama.

8Esimerkiksi osiossa 5.2.2 esitetty integroiva gyroskooppipohjainen kiihtyvyysmitta-
ri.
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Kuva 5.13. Virheiden kasautuminen yhtdlon 5.2 yksiulotteisen mekanisoinnin
mukaan. Kédytetyt arvot ovat: n, on £100mGal, ng = 0. Av- ja
0-kédyrit on siirretty selkeyden vuoksi.

Lopuksi késitellddn Schulerin silmukkaa. Kallistuskulma 0 kayttay-
tyy Schulerin heilurin tavoin ja yrittdd palautua nollaan yhtélén 5.20

mukaisesti: a26()
Hv__g
W - Re(t). (5.20)
Seuraavaksi linearisoidaan. Maéritellaan likiarvot, ajan funktiot x(©(t) ja

v(0)(t) sekd erotussuureet Ax(t) % x(t)—x(©)(t) jaAv(t) L ot)—v(O (1),

seuraavasti:

dX(O) (t) 0) d\)(o) (t) ~
=V ) g =alt), (5.25)
jossa a(t) oletetaan jatkuvasti mitatuksi'?, ja
dAx(t) dAv(t)
o AV, —g— =96(b).

'9Lienee sopivaa madritelld tima mitattu a(t) ja kaikki siitd johdetut suureet stokasti-
siksi. Emme tee sitd, mutta katso n, yhtalossa 5.27.
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Nyt yhtdlo6n 5.20 voidaan sijoittaa

go(t) = LMY

tuloksena

d?e(t)  1dAv(t)
dtz2 ~ R dt -~
Integroimalla — siis jattamalld pois yksi % molemmilta puolilta —
saadaan 6
dd—it) = —%Av(t), (5.26)
ja kokonaiseksi Kalmanin suotimen dynaamiseksi malliksi saadaan

/—}H A /—}H /—/DH
Ax 0 1 0] Ax 0

% Av |=10 0 g || A |+ |n,|. (5-27)
0 0 —T/R 0 0 ng

Téahan on lisdtty mahdolliset (stokastiset) kiihtyvyysanturin ja gyros-
koopin kohinatermit n,, n.

Ratkaisu toimii silld tavalla, ettd lasketaan jatkuvasti ja tarkasti in-
tegroimalla tosiajassa liki- eli vertausarvot v(®)(t) ja x(%)(t), yhtalst 5.25,
ja Kalmanin suotimen 5.27 avulla integroidaan Ax(t), Av(t)ja 8(t).

Kuvassa 5.13 ndhddan, miten nama suureet Ax, Ay ja 0 kayttaytyvat
ajassa. Heilahteleva kéyttdytyminen Schulerin aikaskaalalla on ilmeinen:
ratkaisussa sekd vaunun kallistuskulma 0 ettd nopeuspoikkeama Av
— sekd paikkapoikkeama Ax — heilahtelevat harmonisesti Schulerin
heilurin tavoin®°, jaksona Pgchuer = 84,4 minuuttia. Korkeus on saatava
muulla tavoin, esimerkiksi lentokoneessa ilmanpaineanturin avulla.

5.9 Maan pinnalla kahdessa ulottuvuudessa

Sama asia on yleistettdvissd kahteen ulottuvuuteen. Nédin voidaan
rakentaa “navigaattori”, joka toimii Maan pinnalla. Jokainen yhtdlon
5.27 tilavektorin alkio tulee tuplata pohjois- ja itikomponenteiksi.

2%Jos kulman 0 amplitudi on vaikkapa Ag = 1’ = 2,9 - 10~* rad, seuraa yhtalosta

dAv
= — a0
dt g )

ettd
o Av:n amplitudi on Aa, = g4/ R/g Ag =2,3m/s

o Axanamplitudi on Aay =1/ R/g Axy =1855m.
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TAuULU 5.1. Mekanisoinnin simulointi yhdessa ulottuvuudessa, octave-koodi.

s = [1:10000];
x(s) = 0;

v(s) = 0;
th(s) = 0;

g = 9.8; R = 6378137;

for j = 1:5
for 1=1:9999
v(i+l) = v(i) + gxth(i) + 0.001x(rand() - 0.5);
X(i+1) x(1) + v(i);
th(i+l) = th(i) - v(i)/R + 0.00000000*(rand() - 0.5);
endfor
hold on
plot(s, 0.001xx, 'b");
plot(s, v + 0.1, 'c’);
plot(s, 57x60xth - 0.1, 'm’);
endfor

print -dpdf "schuler.pdf"

Koska maantieteelliset koordinaatit ¢ ja A ovat globaalissa kéytossa
kaytannollisempid kuin karttakoordinaatit xpon ja Xie, tehddén seuraavat
sijoitukset. Korvaa Ax,qp leveysasteella Ap = AXpohi / M ja Axiy pituus-
asteella AN = AXiw / N cos ¢ - Saadan linearisoiduiksi derivaatoiksi

drao =t Av . DAy - BVia
ac® =M Gt "N cos @’

ja unohdetaan suureen AA riippuvuutta leveysasteesta ¢ funktion cos ¢
kautta. N(¢@)ja M (@) ovat vertausellipsoidin poikittainen ja meridiaanin
kaarevuussdde. Jos korkeus merenpinnalta eroaa nollasta, N ja M tulisi
korvata arvoilla N 4+ hja M + h, jossa h on korkeus vertausellipsoidin
yldpuolella. Molempien lieva riippuvuus leveysasteesta ¢ sivuutetaan.

Hypataan kevyesti sen tosiseikan yli, ettd riippuen toteutuksesta
todellisten vaakagyroskooppien ja kiihtyvyysmittareiden akselit eivit
valttdamattd osoita pohjoiseen ja itdan.

Pohjois- ja itdsuuntien kdintyminen, kun matkustaa pituussuunnassa
vaatii erityiskasittelyd. Naiivisti nopeuden yhtdlo 5.24 kirjoitettaisiin
muotoon

~ d ~
gt Vpobi = Apohj T 9 Opohjy  grVia = Gita + g Oieay
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mutta se olisi liian yksinkertainen. On olemassa lisdtermeja:
0 d
dtvpoh] apoh] +9g pohj — Vitéa(x,

d d

Vit = Gita + g Oita + Vpohj 7 %
jossa « on suunta eli atsimuuttikulma laskettuna pohjoissuunnasta
myoOtdpdivaan.

Kulmat 0,01 ja 0;¢; ovat kallistuskulmat pohjoiseen ja itddn paikallisen

luotiviivan suhteen, yhtdlo 5.26. Kallistuskulmille 16ytyvit samanlaiset
lisdtermit ja lisdksi Maan pyordahdysliikkeen termi:

d 1 d
at Opohj = M 27 AVponj — Oita a®
d 0. — 1 A 0 d
qrlin = TV T Fpohj gy & — We COS @.
Vastaavat deltayhtalot ovat
d d
thvpoh] =4 Aepoh] Avitéao‘)
C(li AVlta =4 Aelta + AVpoh C({]:t
d 1 d
dt AepOhJ M Avpoh] Aeitéa X
d 1 d
thelta N g AVits + ABpon T + wg sin @ Ag.

Atsimuutin derivaatta %oc = & otetaan vertausarvon «(®) integroin-
nista, yhtdlo 5.29.
Kahdessa ulottuvuudessa mekanisointiyhtédlé on nyt yhtélon 5.28

nakoinen.

Kerroinmatriisi F lasketaan kayttden liki- eli vertausarvot, jotka integroi-
daan tarkasti ajassa yhtaloilla>

a - (0)
a [ e® Vpoh]/M((p(O)) 0
dt | A\ 1ta /N ) cos @© ’
[ ,,(0) ] (0)
i vPOhj — Apohyj epoh]
dt | (0 (t)—[ . (t)+g 8l (t) +
(0)
Vita d
+1 0 ] (t) - E(X(O)(t),
Vpohj
(0) (0)
d | oo —0ita d (o) 0
== o) | (1) = (t) - s (t) — .
dt [ 05 O dt we: cos 0(°)(¢)

#'Mittasuureiden dpop ja ajis muodostus, kun oikeasti mitatut suureet ovat ay ja a,
edellyttdd atsimuutin o tarkkaa tuntemista.
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'F
- ] -
X 0 M 0 0 0|0 X n
- > 1 . . . .
A 0 0| 0 0 00 A 2
AN N cos @ AA 0
d AVpohj 0 o) 0 —x 19 00 AVpon Na, pohj
T Aviy | = 0 0 o‘] Y b g ¢ Avig |+ | Naia |-
Aonhj 0 0]— M 0 —«|0 Aonhj ng pohj
ABits : L At Ng,ita
A wgsing 0| O N &« 0 |0 A
[ Ax ] L A& 1 L Dga
. tan @
0| 0 0 0|0
| e N |

(5.28)

Kuva 5.14. Mekanisointiyhtilo, inertianavigointi Maan pinnalla.

Suunnan eli atsimuutin yht&lé on

d tan tan .
Tx= T(p (Vits + we N cos @) = N(pvita + wg sin @,

joka sisédltdd Maan pyorahdystd kuvaavan termin: vakautettu alusta on
my0s Foucault'n heiluri.

Liki- eli vertausarvolle pétee

d (0 _ tan@® o) )
WY T N(pO Vi T Wesne (5.29)
ja linearisoitu yhtdlo on
d tan @ : .  Via
aAoc = TAvita + & A, & A Wtsaz(p + Wg oS @.

Tama on esimerkki mekanisoinnin monimutkaisuudesta.

Kaytannon sovelluksessa vain liki- eli vertaustila x'%) (t) integroidaan
eksaktisti. Linearisoitua dynaamista mallia 5.28 ja kerroinmatriisia F
kaytetddn tilavarianssin X (t) laskemiseksi eteenpdin yhtdlon 3.19 avulla.
Ja tietenkin matriisia F kdytetddn linearisoidun tilaestimaattorin Ax—(t)
laskemiseksi eteenpédin. Nama deltat on pidettdva aina pienind eli sa-
mankokoisina kuin tilavarianssin antamat epdvarmuudet. Linearisointi
on approksimointia, eikd ylld johdettu matriisi F ole eksakti.

5.10 Inertialaitteen alustus

Kiinnostavaa on, miten inertiamittausyksikko tasataan ja suunnataan
ennen matkaa. Paikallaan oltaessa inertialaitteen kiihtyvyysmittarit



Olenko ymmiirtinyt timin?

toimivat kallistusmittareina ja palautesilmukat voivat saada gyroskoop-
pien akselit kidntymé&an vaakatasoon.

Pohjoissuunta voidaan saada kédyttdmalla laitetta hyrrdkompassin
tavoin eli tuntemalla, miten paikallisen painovoiman suunta kdantyy
hitaasti eteld-pohjoisakselin ympari. Ndin médritetddn alkuatsimuutti
x(to).

Sen jdlkeen kdytetddn yhtdlod 5.29 suunnan «(t) laskennalliseksi seu-
raamiseksi lennon aikana. Tatd kutsutaan vapaan atsimuutin ratkaisuksi.

Vaihtoehtoisesti alkuatsimuutti «(to) voidaan nollata ja soveltaa
lennossa vdantdda gyroskooppeihin niin, ettd ne ja alusta seuraavat
pohjoista ja x(t) pysyy nollana. Tatd kutsutaan “north-followingiksi”.
Tarvittava kompensoiva vaanté on, analogisesti yhtdlon 5.8 kanssa,
esimerkiksi x-gyroskoopille:

ap,

Ny =182 =

L _d N tanp .
Téassd oletetaan, ettd gyroskoopin pyorimisakseli on positiivinen x-akseli
ja ettd akseleiden geometria on kuvan 5.2 mukaan.

Lentokentilld ndkee usein lahtdportin ulkopuolella taulun, johon
on kirjoitettu sen tarkka (£0,1’) maantieteellinen sijainti. Itse asiassa
ndiden arvojen avulla voidaan alustaa koordinaatit inertialaitteessa,
jota liikkennelentokoneet kayttavit. Lahtoporttien koordinaatit 16ytyvit
my0s Jeppesenilti. Inertialaitteen tasaus ja suuntaus pohjoiseen tapahtuu

koneen seisomisen aikana.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Miké on nollanopeuspaéivitys?
2) Mitkéd kahta anturityyppid esiintyy yleisesti inertiamittausyksi-
koissd? Mitd ne mittaavat?

3) Alaviitteessd 5 sivulla 105 johdetaan Maan vapaan nutaation yh-
talot. Jos ratkaisuun sijoittaa arvot ], ja AJ kirjallisuudesta, saa
jaksoksi noin 306 tdhtivuorokautta. Tieddimme kuitenkin havain-
noista, ettd Maan vapaan nutaation eli Chandlerin huojunnan
jakso on noin 433 vuorokautta. Misté ero lienee perdisin?

4) Mitka kaksi inertiamittausyksikon teknistd ratkaisua on olemassa?
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5) Miten hyrrakompassi toimii?

6) Miten vakautettu alusta toimii? Mihin sitd kédytetddn?

7) Mikéa on Schulerin heiluri?

8) Mita tarkoitetaan inertiaalisen navigointilaitteen mekanisoinnilla?

9) Milld tavalla inertiamittausyksikko alustetaan lentokoneessa en-
nen lentoon 1dhto4 tai avaruusaluksessa ennen laukaisua? Mita
kahta vektoria kdytetddn tdhan tarkoitukseen? Missd kahdessa
maapallon pisteessd tdima alustus epdonnistuisi?

10) Miksi “north-following”-tyyppisen inertialaitteen kaytto voi olla
ongelmallista navan ylitse lentdvdssd lentokoneessa?

11) Mika on yhtdlod 5.30 vastaava yhtdlo y-gyroskoopille?

Harjoitus 5—1: Tennismailalause

Todista tennismailalause eli véliakselilause kdyttamaélld Eulerin yhta-
16itd 5.6 vapaasti pyoriville kappaleelle kappaleen mukana pyorivissa
koordinaateissa.

Harjoitus 5—2: Hyrrakompassin yhtalo

Yksinkertaisessa hyrrakompassin yhtdlossd 5.17 oikealla puolella on
miinusmerkki, ja yhtdlon oikea puoli oletetaan siis negatiiviseksi. Miten
hyrriakompassi kayttdytyisi, jos oikea puoli olisi positiivinen? Ala kayta
approksimaatiota sin & ~ o!

Harjoitus 5—3: Schulerin jakso

Naytd, ettd Schulerin jakso pallon muotoiselle taivaankappaleelle, jonka
tiheys on homogeeninen, riippuu ainoastaan tésta tiheysarvosta.



Navigointi ja rataliike

Satelliittiratojen ja niiden geometrian ymmarrys on olennaista Kalmanin
suotimen kaytolle, kun navigoidaan avaruudessa tosiajassa tehtyjen
havaintojen avulla. Yhtd vélttdmétontd se on myds maanpaallisen GNSS-
navigoinnin yhteydessd, kun lasketaan rata-alkioista satelliittien paikat
ensin avaruudessa ja sen jdlkeen navigaattorin paikallisella taivaalla.

Aihetta kisitellddn laajemmin ldhteissd Poutanen (2017), luku 5, ja
Hofmann-Wellenhof ym. (1997), luku 4.

Tarkedd on my6s kahden kiertdvian kappaleen vilisen suhteellisen
dynamiikan ymmartdminen. Mainittava tdssd yhteydessd on Hillin
(1886) ldhestymistapa ja julkaisun Clohessy ja Wiltshire (1960) tuloksia,
joita tullaan esittamaan.

6.1 Keplerin rata

Jos oletetaan, ettd satelliitti liikkuu keskeisvoimakentdssda — esimer-
kiksi massapisteen tai pallon muotoisen Maan pallosymmetrisessa
vetovoimakentdssd — seuraa, ettd satelliitin rata on Keplerin rata. Jo-
hannes Kepler (1571-1630) 16ysi hinen mukaansa nimetyt planeettojen
rataliikkeen lait Tycho Brahen (1546-1601) Mars-planeetan laajan ja en-
nenndkemittdman tarkan havaintoaineiston perusteella ja mestarillisen

analyysin tuloksena, katso Physics Classroom, Kepler’s Three Laws.

Satelliitin liike voidaan kuvata vektoriyhtdloilla ndin:

at™ 7 dt” HXH3

Tassd x = xi +yj + zK ja v = xi + yj + zK ovat satelliitin paikka-
ja nopeusvektorit kolmiulotteisessa avaruudessa, jossa on médaritelty
ortonormaali kanta p & {1,j,k}. Yhdistetty abstrakti vektori
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Napa

Perigeum

A5 Maan

Satelliitti "\ pydrahdysliike

s

------------------- <~ Nouseva solmu

(Greenwich)

Kevittasauspiste

Apogeum
Kuva 6.1. Keplerin rata-alkiot avaruudessa.

d T T
ef S

X = |: Xp Vg } = |: Xy z ‘ Xy z }

sovitulla kannalla 3 on kiertdvén satelliitin muodostaman dynaamisen
jarjestelman tilavektori.

Keplerin rata-alkiot ovat vain tilavektorin eri kirjoitustapa, joka pe-
rustuu tietoon, ettd kiertorata on eksentrinen tasoellipsi, jonka yhdessa
polttopisteessd" vetovoiman ldhteend oleva kappale sijaitsee. Wikipedia,
Orbital elements antaa hyvan kuvauksen.

Katso kuvat 6.1 ja 6.2 ja taulu 6.1. Keskianomalia M on pelkka lineaa-
rinen ajankulun mitta skaalattuna satelliitin kiertoaikaan eli periodiin
P ja laskettuna sen perigeumin ldapikulkuhetkesta tp:

M(t) & 27t _Ptl’. 6.3)

E ja v taas, eksentrinen ja luonnollinen anomalia, ovat puhtaasti geo-

metrisia suureita.

"Ellipsilld on kaksi polttopistettd. Ellipsi voidaan médritelld pisteiden joukoksi, joiden
etdisyyksien summa polttopisteisiin on vakio. Taiméa merkitsee, ettd jos valonldhde
laitetaan yhteen heijastavasta materiaalista tehdyn ellipsin polttopisteeseen, ldhteen
kuva tulee ndkyviin toisessa polttopisteessd. Katso Wikipedia, Dandelin spheres.



Keplerin rata 6.1

TauLU 6.1. Keplerin rata-alkiot.

Q nousevan solmun rektaskensio eli tdhtitieteellinen pituus. Nouseva
solmu on piste, jossa satelliitti lentdd pdivantasaajan yli eteldiseltad
pohjoiselle pallonpuoliskolle.

Pituuksien nollapiste on paikka tdhtitaivaalla, jossa eldinratataso eli
ekliptikatasoja pdivdantasaajan taso kohtaavat (kevattasauspiste): kysees-
sd on Auringon paikka kevddn alkaessa, kun Aurinko siirtyy eteldiseltd
pohjoiselle pallonpuoliskolle.

i inklinaatio eli ratatason kaltevuuskulma pdivdntasaajatasoon ndhden.
GPs-satelliittien ratatason kaltevuus on 55°.

w perigeumin argumentti. Kulmaetéisyys ratatasossa nousevan solmun
ja satelliitin rataellipsin perigeumin vélilld. Perigeum on piste, jossa
satelliitti on radallaan ldhimpand maapalloa.

a satelliittin rataellipsin isoakselin puolikas.

e satelliittin rataellipsin eksentrisyys. 1 — e? = b2 /a? ,jossa b on pikku-
akselin puolikas.

v, E,M kuvaavat satelliitin sijainnin radallaan ajan funktiona:
v(t) luonnollinen anomalia
E(t) eksentrinen anomalia
M(t) keskianomalia.

Niiden véliset yhteydet ovat

E(t) = M(t) + esin E(t), (6.1)

tan%v(t)_ [T+e 62)
tan%E(t) 1—e '

Kuvassa 6.1 kulma 0 on Greenwichin tihtiaika, joka kuvaa maapal-
lon asentoa tdhtitaivaaseen ndhden. Greenwichin tdhtiaika koostuu
vuotuisesta ja vuorokautisesta osasta®, jotka johtuvat Maan rata- ja

2Greenwichin tihtiaika lasketaan muutaman minuutin tarkkuudella seuraavasti:

1) Ota kuukausiarvo seuraavasta taulukosta:

tam hel maa huh tou kes hei elo syy lok mar jou
638 840 1030 1233 1431 1633 1831 2034 2236 034 236 435

2) Lisd4 tdhdn neljd minuuttia jokaista kuukauden péaivaa kohti.

3) Lisaa tdhédn kelloaika (UTC eli Greenwichin aika).
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Apogeum Perigeum

" Nouseva solmu Q
Kuva 6.2. Keplerin rata-alkiot tasossa.

pyorahdysliikkeista.

Néin on saatu tilavektorin vaihtoehtoinen esitystapa:
T
a=|ae M i w Q] .

Keskeisvoimakentédssd tdmaén tilavektorin alkiot ovat vakioita, paitsi kes-
kianomalia M(t), yhtdlo 6.3. Jos voimakentta ei ole tarkasti keskeinen,
voivat muutkin rata-alkiot muuttua hitaasti ajassa. Esimerkiksi maapal-
lon litistyneisyys aiheuttaa nousevan solmun hidasta kdantymistd, joka
tekee Q)(t) riippuvaiseksi ajasta. Sellaisia aikariippuvaisia Keplerin al-
kioita, kuten litistyneen maapallon tapauksessa Q)(t) ja w(t), kutsutaan
oskuloiviksi alkioiksi®.

6.1.1 Sdidevektori

Katso ratatason kuva 6.3. Sddevektorin r ilmaisemiseksi eksentriseen
anomaliaan E tarvitaan ensin havainto, ettd rataellipsin akselien suhde

b s SQ
a— 1—62—m.

on

Paikallisen tahtiajan laskemiseksi lisdd tdhdn paikallinen itdinen pituusaste muunnet-
tuna aikayksikkoihin: 15° = 10, 1° = 4m 15/ = 1m,

Tarkkuus on £4™, koska taulukko ei ole sama vuodesta toiseen: se vaihtelee karkaus-
vuosisyklin mukaan.

3Latinasta osculatio, suudelma.
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Kuva 6.3. Eksentrinen rata.

Silloin

JW—\/ )PQ2+(QC +CG)* =
—\/ 2)a28in? E + (—acosE + ea)? =
= /(1 —e2)a? (1 —cos?E) + a2 cos? E —2ea? cosE + e2a2 =
:a\/17eoséf>ei+ezcoszEj—/eﬁ§zf—ZecosE}ei:
=a (1—ecosE)2:a(1—ecosE). (6.4)

Kun halutaan ilmaista sadevektori r luonnolliseen anomaliaan v, 1dh-
detdén liikkeelle ellipsin yhtédlostd suorakulmaisissa koordinaateissa,
joiden origo on ellipsin keskipiste C:
y?
—i— b2 = = 1.
Koordinaattien X ja y ilmaisemmen luonnolliseen anomaliaan v antaa

(rcosv + ea)? r2sin? v

a? +CL2(1—62):1

eli

(1—e*) (rcosv+ ea)? +2sin?v = a? (1—e?).
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Termien uudelleen jdrjestely antaa
((1—e?) cos? v+ (1—cos?v) ) 12 + (2(1 — e?) eacosv) T+
+((1-e)eta?—a?(1-¢e?)) =0
eli
(1-e?cos?v) 12 + (2 (1—¢?) eacosv) 1+ (—a? (1-¢?)*) =0,
kvadraattinen yhtil, jolla on standardiratkaisu. Diskriminantti A on
A=(2(1~e?) eacos v)z —4(1-e?cos?v) (—a? (1-¢?)’) =
—4a% (1—¢)” ((ecosv)* + (1 — e?cos?v) ) =4a? (1 - e?)”.
Ratkaisu on

—2(1—e?*)eacosv =+ VA B

M2 = 2(1 —e?cos?v)
_ 2a(1—e*)ecosvE2a(l—e?) a(l—e?)(+l—ecosv)
2(1 —e?cos?v) a 1 —e2cos?v )

Nadistd otetaan positiivinen ratkaisu:

_a(l—e?)(1—ecosv) a(l—e?)
o 1 —e2cos?v ~“ 1+ecosv’

Voimme siis laskea satelliitin hetkellisen siteen

1— 2
r(t)=a(l—ecosE(t)) = %.

6.1.2 Keskianomalioiden muuntaminen eksentrisiksi

Kaytdmme tdhdn Keplerin toista lakia eli alueiden lakia. Siind sanotaan,
ettd aikayksikkod kohti satelliitin sdédevektori pyyhkéisee aina saman
pinta-alan yli. Se on pyérdhdysmomentin sdilymisen erikoistapaus.

Katso taas kuva 6.3. Alueiden laki ei pdde vain satelliitin S, vaan
myds vastinpisteen P liikkeelle. Kaikki alueet ovat vain @/p kertaa
suurempia. Tama merkitsee, ettd sektorin PGB pinta-alan, kuvassa I,
on oltava murto-osa M /27 koko ympyrén pinta-alasta. Koko ympyrin
pinta-ala on 7ta®. Siis

[=>-ma? = 3a’M. (6.5)
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Samalla tavalla sektori PCB, joka koostuu alueista I ja II, on pinta-
alaltaan geometrisesti /27 kertaa pienempi kuin ympyra. Siis

_E_ 2 1.2
[+ 1= 77" = 3a E. (6.6)
Lopuksi kolmion PCG pinta-ala on
II1=1CG-PQ=Jae-asinE = la’esinE. 6.7)
Naistd kolmesta tuloksesta 6.5, 6.6 ja 6.7 saadaan Keplerin yhtil 6.1:
E =M+ esink,

josta E voidaan ratkaista iteratiivisesti, jos M on annettuna.

6.1.3 Eksentristen anomalioiden muuntaminen luonnollisiksi

Satelliitin x-koordinaatille patee

X =r1cosv=acoskE—ea = rcosv=a(coskE —e).

Puolikulmasijoitus
cosv =2cos” Jv — 1
antaa
2r cos? %v —r=a(costE —e)
eli yhtdlon 6.4 kanssa
21 cos? %v —a(l—ecosE) =a(cosE —e)
eli

2rcos’ v =a((cosE —e) + (1 —ecosE)) = a(l —e) (cosE+1).
Toisen puolikulmasijoituksen
cosE =2cos” JE— 1
avulla timd antaa
21 cos? %v =2a(1—e)cos? %E. (6.8)

Samalla tavalla yhtéldiden

1

—1_72ain2l
3Vy coskE =1—2sin” JE

cosv =1 — 2sin?
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kdyttd antaa

r— 2rsin? %v: a(coskE —e)
— a (1 —ecosE)— 2rsin? %v =a(cosE —e)

= —2rsin’ ;v =a((cosE—e) — (1 —ecosE)) =

=a(l+e)(cosE—1)=—-2a(l+e)sin® 1E

— 2rsin® %v =2a(1+e)sin? %E. (6.9)

Jaetaan yhtalo 6.9 yhtélolld 6.8 antaen

tanlv
tan2%v21+e Y _ 1+e’
]_e tal’lEE 1_6

tan? %E =

tulos 6.2.

6.1.4 Suorakulmaiset koordinaatit ja aikaderivaatat
Séteen r aikaderivaatta saadaan differentioimalla yhtalo 6.4:

E = aesinEﬁ
dt dt’

Keplerin yhtélosta 6.1 saadaan

dE  dM

dE _ dM dE _ 2n dE
dt ~ dt

+ecosEE = ?JrecosEdt,

siis
dE _ 27
dt  P(1—ecosE)’

jossa P on kiertoaika eli periodi. Ratatasossa

x| |rcosv | | alcosE—e)
y | rsinv | '

bsinkE
Tamaén differentiointi ajan suhteen antaa
d | x| _ —asink dE _ 2t —asink (6.10)
dt | y | | bcosE | dt  P(l—ecosE) | becosE |

6.1.5 Muunnos geosentriseen koordinaatistoon

Loytyneet kaksiulotteiset vektorit ratatasossa voidaan muuntaa kolmi-
ulotteisiksi vektoreiksi avaruudessa kiertokulmien w, ija Q avulla. Jos
kirjoitetaan ratatason kannalla o
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Yy Yy
U” /; N Y
Pdivantasaaja- x/
Rata taso X
R(1) R(Q)
Ratataso
Kuva 6.4. R-matriisin johtaminen.
X T COSV a(coskE —e)
X et y| =1 rsinv | = bsinkE , (6.11)
0 0 0
saadaan geosentriselld kannalla 3:
X
def .
xg = | Y | =R(Q)1, w)xq,
Z
jossa kiertomatriisi
(10 0
R(Q,1i,w) =R(Q)R(1) R(w), Ri)=| 0 cosi —sini |,
i 0 sini cosi
cosQ)Q —sinQ 0 [ cosw —sinw 0
R(Q)=| sinQ cosQ 0|, Rlw)=| sinw cosw 0
0 0 1 | 0 0 1
(6.12)
Yhteenvetona
R(Qa i» CU) -

cosQQcosw —sinQsinwcosi|—cosQsinw —sinQcoswcosi| sin(sini
= |sinQcosw + cos D sinwcosi|—sinQsinw + cos coswcosi|—cosQsini|.

sin w sin i coswsini cosi

(6.13)

Katso kuva 6.4.
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Nadin saadut geosentriset koordinaatit ovat inertiaalisessa eli tdhti-
tieteellisessd koordinaatistossa. Pituuksien origo on kevittasauspiste.
Jos halutaan saada satelliitin koordinaatit maapallon mukana pyorivas-
sd koordinaatistossa, jossa pituuksien origo on Greenwich, lasketaan

nousevan solmun maantieteellinen pituus
(=0Q-80, (6.14)

jossa 6 on Greenwichin tdhtiaika. Laitetaan matriisiyhtdl66n 6.13 nouse-
van solmun rektaskension Q) tilalle nousevan solmun pituus { ja anne-

taan tuloksena olevalle matriisille nimi R’ (¢, i, w).

Nopeusvektori saadaan differentioimalla ajan suhteen, yht&l6 6.10:

—asink
di = 0 —chos @) bcost |, (6.15)
0
josta geosentrinen vastine seuraa:
X
dm | [ rin.

Tamad patee inertiaalisissa koordinaateissa. Maan mukana py0rivassa
koordinaatistossa, jonka kanta on 3/, saadaan

d , d d
a e = RggXet (dtR>x“’

jossa R'(£,1,w) = R'(QQ — 6,1, w) sisdltad tdhtiajan 6, yhtalo 6.14, ja
riippuu siis ajasta:

dop_dtdy, dody, d o/ _
IR T @A T @@k T WegR T e
—sinfcosw — cos{sinwcosi| sin{sinw —cosfcoswcosi |cos{sini
cos{cosw —sindsinwcosi | —cos{sinw —sinfcoswcosti | sin{sini |,
0 0 0

jossa wg on Maan pyordhdysnopeus.

6.2 Hillin koordinaattien kaytto
% % 9¢.¢¢ Hillin koordinaatiston keksi George W. Hill* Kuun rataliikkeen tut-
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Kuva 6.5. Hillin koordinaatisto.

kimuksen yhteydessd. Se korvaa tavallisen tavan kuvata rataliiketta
inertiaalisessa koordinaatistossa (x,y, z), jonka origo on liikkeen keski-
piste eli Aurinko. Sen sijaan kdytetddn ei-inertiaalista, mukana liikkuvaa
ja pyorivaa koordinaatistoa (u, v, w). Sen origo on Maan kohdalla® ja
pyorii tasaisesti Maan keskimdardiselld kulmanopeudella Auringon
ympdri, yhden kierron vuodessa. Koska Kuun ja Maan vilinen etdi-
syys on vain 0,26 % Maan ja Auringon vilisestd etdisyydestd, Auringon
vaikutuksen matematiikka voidaan linearisoida tehokkaasti.

Menetelmén erds variantti mallintaa Maan satelliitin liikettd kuviteel-
lisen pisteen suhteen, joka kiertdd Maata ympyrdan muotoisessa radassa,
jonka periodi on sama kuin satelliitin. Tarked yksinkertaistus verrattuna
alkuperdiseen sovellukseen on, ettd kuvitteellisella pisteelld, toisin kuin
maapallolla, ei ole omaa vetovoimaa. Tama ldhestymistapa on ollut
hyodyllinen ratahdirididen ja rendezvous-ongelman tutkimisessa.

Kirjoitetaan kuvan 6.5 mukaan

X =u-+ Uy. (6.16)

4George William Hill (1838-1914) oli amerikkalainen tdhtitieteilijd, matemaatikko
ja kolmen kappaleen ongelman tutkija. Kuun liike on klassinen kolmen kappaleen
ongelma, jossa Maan ja Auringon vaikutukset ovat samaa suuruusluokkaa.

Hill oli yksinoloa arvostava henkild, joka tyoskenteli mieluiten yksin ja teki uraauur-
tavaa tyotddn sukutilallaan Lansi-Nyackissa, New Yorkin osavaltiossa.

5Tarkemmin: Maan ja Kuun yhteisen massakeskipisteen kohdalla.
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Kehitetdan vektorit komponentteihin:
x =xi+yj+zk=(xcos0+ysind)i' + (ycos0® —xsin0)j’ + zk,
u=ui’"+vj’' +wk,
Uy = Toi/.

Muodostetaan abstraktit komponenttivektorit ortonormaalilla kannalla
def (. .
) = 1), k}:

X

Xﬁ:

e

z

ja ortonormaalilla kannalla B’ & {i,j",k}:

cos® sin® O X To
Xgr = | —sin® cosO O yl, upr=1|v |, up =120
0 0 1 z 0
Yhtalostd 6.16 tulee
RXB =Xpr = Ug/ +Uo,(5'> (617)

jossa matriisi R edustaa koordinaatiston kiertoa z-akselin ympaéri kul-

mamaaralla 0:
cos® sin® 0

R=| —sin® cos® O
0 0 1

Vektori xg koostuu komponenteista inertiaalisessa koordinaatistossa ja
vektori ug, komponenteista koordinaatistossa, joka kiertdd satelliitin
mukana. i’- eli u-akseli osoittaa ulospdin eli “ylos”, j'- eli v-akseli
eteenpdin lentosuunnassa ja k- eli w- eli z-akseli kohtisuoraan ulos
ratatasosta “paapuuriin”. (u,v, w)-koordinaatiston origo liikkuu vakio-
nopeudella ympyraradalla: kulmanopeus on Keplerin kolmannen lain

_do_ |GMg
Tat o\

To on radan sdde ja samalla (u, v, w)-koordinaatiston origon etdisyys

mukaan

(x,Y, z)-koordinaatiston origosta.

Yhtalo 6.17 voidaan kdantaa:

xp =R (up +uop) =R (up +uop),

koska ortogonaaliselle matriisille RRT =1 <= R~' =R
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6.3 Muunnos inertiaalisen ja Hillin koordinaatiston

valilla

Johdetaan yht&lot vektorin x ja matriisin R ensimmadiselle ja toiselle aika-
derivaatalle ja sijoitetaan ne. Sen jdlkeen kerrotaan yhtdlon molemmat
puolet vasemmalta matriisilla R.

Differentioimalla Leibnizin tulosdannolla saadaan

Xp = RT (u[g/ + uO,B/) + RTuB/,

y ST T y
Xp =R (UB/—FU())B/)—FZR ug/+RTuﬁ/.
Kiertomatriisin R derivaatat saadaan ketjusdannon avulla:

—sin® cos® O

5 dR _ dRdO _ )
R—a—de i —cos0® —sin® 0 | m,
0 0 0
2R 7 don2 —cos® —sin® 0
s d?R (dO)? _ . B 5
R_dE)Z(dt) sin 6 cos® 0 | n“.
0 0 0
Sijoitus antaa
]'éT
X —cos® sin® O u—+Tro
j | =n?| —sin®@ —cosB 0 % +
Z 0 0 0 w
RT
—sin® —cosB 0 u
+2n cos® —sinB® O v | +
0 0 0 W
RT
cos® —sin® 0
+ | sin® cos® O V
0 0 1

Kertomalla vasemmalta matriisilla R saadaan

cos® sin® 0 X
—sin® cos® 0 g|l=n*| 0 =1 0 v +
0 0 1 2
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0 -1 0][u
+m|1 0 O | v |+]|v|. (618
00 0w W

6.4 Keskeisvoimakentan sarjakehitelma

Keskeisvoimakentan yhtalo (x,y, z)-koordinaatistossa on

N GM N GM GM
X =— ;ex — RXB = — 36)9 Xp = — ;‘? (uB/ —’—uo)ﬁl))
]l [l [l
komponenteittain:
cos® sinf® 0 X CM u+ro
—sin® cos® 0 y|=— _f? % ,
0 o 1]z I w
jossa

HXH g “u+u0H —= HuB/ —|—uO)B/H — \/(u+r0)2 +V2 +W2.

Taylorin kehitelmé (u, v, w)-koordinaatiston origon ympdri antaa

cos® sin® 0 X aM To
—sin® cos® O y|=— r3@ 0 +M§50,)- v |,
0 0 1 z 0 0

jossa gravitaatiogradienttitensorin matriisi Mg),) koostuu osittaisderivaa-

toista
u—+ 7o
M =[2 2 2 GMs _
B ou ov ow u+ ug
w u,v,w=0
CM -2 00
—=21 0 10},
To
0 01

yhtdlo 3.9 laskettuna pisteessa u,.

Keplerin kolmannen lain mukaan

CMe =n?.

3
To




Liikeyhtilot Hillin koordinaatistossa 6.5

Yhdistamalld saadaan

cos® sin® 0 X
—sin® cosO O g | =
0 0 1 z
To -2 00
= —n? O+ 0 10 v (6.19)
0 0 01 w
6.5 Liikeyhtalot Hillin koordinaatistossa
Yhdistdmalla yhtdlot 6.18 ja 6.19 saadaan
To -2 00
O=n’[] 0 [+] 0 1T O||[v]]+
0 0 01
—1 0 0 u—+ 1o
+n*| 0 -1 0 v oo+
0 0 0 w
0 -1 0
+2n |1 0 O v+ ]|V
0 0 O
Yksinkertaistaminen antaa
-3 00 0 -1 0 u i
O=n*| 0 00| |v|+2n|1 0 O |V |[+]| ¥V
0 0 1 w 0 0 0 w 1%
Lopputulos saadaan poimimalla erikseen yhtdlt komponenteille u, v
S
ja w:
i =2nv 4 3nu, v=-2n1, w=-n’w,

joissa kolmas tunnistetaan klassiseksi harmoniseksi vérdhtelijaksi.

®Tassa nahdaan pyorivin koordinaatiston pseudovoimat, erityisesti coriolisvoiman

termit 2nvja —2n1i, jotka riippuvat nopeudesta. Keskipakoisvoima on hieman piilossa,

2

n?u. Loput 2n’u ja —n?w ovat keskeiskentin gravitaatiogradientteja.
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6.6 Hillin yhtdloiden ratkaiseminen

6.6.1 Koordinaatin w yhtalo

Ensimmadiseksi ratkaistaan helpoin eli kolmas yhtilo,

W= —n’w.

Kokeillaan yleistd jaksollista ratkaisua,
w(t) = Asin(Bt + C).
Differentiointi kahdesti ja sijoitus antaa
—AB?sin(Bt 4+ C) = —n?Asin(Bt + C) = B = +n.
Siis ratkaisu on
w(t) = Asin(dnt + C),
jossa A ja C ovat mielivaltaisia vakioita. Sinin summakaavan
sin(+nt + C) = sin(4nt) cos C + cos(+nt) sin C
avulla saadaan
w(t) = Ay sinnt + A; cosnt,
jossa A1 = A cos Cja A, = Asin C ovat taas mielivaltaisia vakioita.
Nopeus saadaan differentioimalla:
Ww(t) = nA; cosnt — nA, sinnt.

Tilansiirto ajasta ty aikaan t; =ty + At:

w(t;) = Ajsinn(ty + At) + A, cosn(ty + At) =
= A (sinnty cos nAt + cos nty sin nAt) +
+ A, (cosnty cosnAt — sinnty sinnAt) =
= (Agsinnty + A, cosnty) cosnAt +
+ (A7 cosnty — Aj sinnty) sinnAt =
=w(tp) cosnAt + %v’v(to) sin nAt,
Ww(t;) = nA; cosn(ty + At) —nA,sinn(ty + At) =
= nA; (cosnty cos nAt — sinnty sinnAt) —
—nA; (sinmty cos nAt + cosnty sinnAt) =
=n(A;cosnty — A sinnty) cosnAt —
—n (A;sinnty + Ay cosnty) sinnAt =
= W(tp) cosnAt — nw(ty) sin nAt.

Matriisiyhtalona:
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x(t1) ) x(to

A A A

r[ w ] (t)) = [ cos nAt (sinnAt)/n

-

)
-~ [ " ] (to).  (6.20)
w

w —n sin nAt cos nAt

6.6.2 Koordinaattien u ja v yhtalot

it = 2nv + 3n?u, V= —2na. (6.21)
Ne on ratkaistava yhdessd. Kokeilkaamme taas jaksollista ratkaisua:
u(t) = Asinnt+ Bcosnt, v(t) = Csinnt+ D cosnt. (6.22)
Sijoitus antaa

—n? (Asinnt + Bcosnt) =
=2n-n(Ccosnt — Dsinnt) + 3n? (Asinnt + Bcosnt),

—n?(Csinnt+ Dcosnt) = —2n-n (A cosnt — Bsinnt).

Tarkastele erikseen sini- ja kosinitermejd ja ilmaise C ja D kertoimiin A
ja B:

—n?A = —2n’D + 3n?A, —n?B = 2n°C + 3n’B,
—n?C = 2n?B, —n?D = —-2n’A,
eli
—A =—2D + 3A, —B =2C + 3B,
—C=2B = C=-2B, —D =—-2A = D =2A.

Sijoitus yhtdloihin 6.22 antaa yleisen ratkaisun
u(t) = Asinnt + B cosnt, v(t) = —2B sinnt + 2A cos nt.
Matriisiyhtalona:
-
v(t)

Téata ratkaisua kutsutaan libraatiolitkkeeksi, kuva 6.6. Se on jaksollinen

A B

—2B 2A cosnt

sinnt ]

liike, jonka keskipiste on Hillin koordinaatiston origo u =v = 0.

Inertiaalisessa koordinaatistossa satelliitti on elliptiselld Keplerin
kiertoradalla origon x =y = 0 ympari. Hillin ratkaisun periodi on
27/y1, sama kuin Keplerin radan periodi.
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o Keplerin
© Hillin -~ % " rataliike
) jarjestelmdn ... u
2 Kiertolitke Libraatioliike

Kuva 6.6. Libraatioliike.

6.7 Toinen ratkaisu

Tama ei ole kuitenkaan tarinan loppu. Kokeillaan vaihteeksi lineaarista,
ei-jaksollista ratkaisua:

u(t) =Et+F v(t) = Gt + H.

Sijoitetaan tdma alkuperdisiin differentiaaliyhtéloihin 6.21 ja lasketaan
Eja G Finja H:n funktioina:
0=2nG+3n? (Et+F), 0 = —2nE,

josta

Ratkaisu on
u(t) =F v(t) = —3Fnt + H,

joissa F ja H ovat mielivaltaisia vakioita. Tama edustaa rataliikettd, jonka
periodi on eri kuin 27 /. Radan sdde on 1 + F, radan kulmanopeus
n— %Fn (Keplerin kolmas laki!) ja satelliitti on hetkelld t = 0 radallaan
(u, v, w)-koordinaatiston origon edelld etdisyyden H verran. Katso kuva
6.7.

Yhtéléryhmaén lineaarisuuden perusteella saamme vapaasti yhdistelld
16ytyneitd ratkaisuja.

6.8 Clohessyn ja Wiltshiren malli

Johdetaan tilansiirtomatriisi.
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~~ Hillin
,/ jarjestelmén
kiertoliike

Kuva 6.7. Lineaarinen ajelehtiminen, jos satelliitin periodi eroaa Hillin koordi-
naatiston periodista.

6.8.1 Yleinen tapaus

Katsotaan vain (u,v)-tasoa. Yleinen ratkaisu on

u(t) = Asinnt+ Bcosnt + F
v(t) = —2Bsinnt + 2A cosnt — %Fnt + H.

Differentioimalla saadaan my&s nopeuskomponentit:

1(t) = nA cosnt — nBsinnt,

v(t) = —2nAsinnt — 2nB cosnt — %Fn.
Kirjoitetaan alkuepookille t:

u(tg) = Asinnty + Bcosnty + F = 8(to) + F, (6.23)
v(tg) = —2Bsinnty + 2A cosnty — %Fnto +H=
= 2C(to) — 3Fnto + H,

U(tg) = nA cosnty — nBsinnty = nC(ty), (6.24)
v(tg) = —2nAsinnty — 2nB cosnty — %Fn = —-2n8(ty) — %Fn.
(6.25)

Tassd kdytettiin madritelmia

S(t) 4f Asinnt + B cos nt, C(t) %f A cosnt — Bsinnt.
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Kirjoitetaan epookille t; soveltamalla sinin ja kosinin summakaavoja:

u(ty) =ulto + At) =
= Asinn(ty + At) + Bcosn(to + At) + F =
= A sinnty cosnAt + A cos nty sin nAt +
+ B cosnty cosnAt — BsinntysinnAt + F =
= cosnAt8(ty) +sinnAtC(ty) + F =
=u(ty) + (cosnAt — 1) 8(to) + sinnAt C(ty).

Samalla tavalla

v (t;) = 2A cosn(ty + At) — 2Bsinn(ty + At) — %Fn’u +H=
= 2A cos nty cos nAt — 2A sin nty sin nAt —
— 2B sinnty cos nAt — 2B cos nty sin nAt — %Fn’q +H=
= cosnAt (2A cosnty — 2B sinnty) —
—sinnAt (2A sinnty + 2B cosnty) — %Fnﬁ +H =
=v(ty) + 2 (cosnAt — 1) C(ty) — 2sinnAt 8(ty) — %FnAt.

Sijoita yhtdlo 6.23, F = u(to) — 8(to), tdhadn. Tulos on

v(t1) =v(to) + 2 (cosnAt — 1) C(ty) — 2sinnAt 8(ty) —
— %u(to) nAt+ %S(to) nAt =
=v(tg) +2(cosnAt — 1) C(to) +
- (%nAt — 2sinnAt) 8(to) — %u(to) nAt.

Seuraavaksi nopeudet:

1(t7) = nA (cosnty cos nAt — sinnty sinnAt) —
—nB (sinnty cos nAt + cos nty sinnAt) =
= cos nAt (nA cosnty —nBsinnty) —
— sinnAt (nA sinnty + nB cosnty) =
= cosNAtnC(ty) — sinnAtnS(to)
ja
v(t;) = —2nA (sinnty cos nAt + cosnty sinnAt) —
— 2nB (cos nty cos nAt — sin nty sinnAt) — %Fn =
= cosnAt ( — 2nAsinnty — 2nB cosnty) +
+ sinnAt ( — 2nA cosnty + 2nBsinnty) — %Fn =

=v(tg) — (cosnAt — 1) 2n8(ty) — 2sin nAt nC(ty).
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Maéritellddn merkintdtapa

s & sin nAt, ¢ & cosnAt.
Yhteenveto:
u(t1) = ulto) + (¢ — 1) 8(to) + sC(to),
v(t1) =v(to) + 2 (c — 1) €(to) + (3n At — 25) 8(to) — Su(to) nAt,
u(ty) = ncC(to) —nsd(to),
v(ty) =v(to) —2n(c — 1) 8(tg) — 2nsC(ty).

Yhdistd yhtdlot 6.23 ja 6.25:
%nu(to) +v(ty) = —%nS(to).

Téstd ja yhtdlostd 6.24:

S(to) = — (3u(to) + %\"(to)> ; Clto) = ' n

Sijoitus antaa

u(ty) = ulto) — (¢ — 1) (3ulte) + Z¥(to)) + Sito),

vitr) = vlto) + 2 Dy -

-2 nAt—Zs)( u(to) + Zv(to)> u(to) nAt =
2(c—1) .

=v(to) + u(to) — (en At — 6s) u(to) — =————V(to),
u(ty) = cufty) + s (3nu(to) + 2V(t0)),
V(t1) =V(to) + (¢ — 1) (6nu(to) +4v(to)) — 2su(to) =
=o6n(c—1)u(ty) —2su(ty) + (4c — 3) v(to).

Matriisiyhtdlond, jossa tilansiirtomatriisi @ :

x(t1) ®; x(to)
u 4—3¢ 0 S/n —Z(C—])/n u

v 6s—6nAt 1|2(c—1)/n 4s/n —3At v

—| (t1) = —| (to)
u 3ns 0 c 2s u

Y 6n(c—1) 0 —2s 4c—3 v

Tama tilansiirtomatriisi yhdessa yhtédlon 6.20 kanssa w-koordinaatille
tunnetaan nimelld “Clohessyn ja Wiltshiren malli”, Clohessy ja Wiltshire

(1960).

(6.26)
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Yhtlo 6.26 voidaan kirjoittaa osioituna kannalla 3':

ult) = (@1)5ulto) + (@12)y 1(to),
Wt)) = (D2)yulte) + (Pa2)g1(to),

jossa esimerkiksi

4 — 3 cosnAt 0

D)) = .
( H)O 6sinnAt —6nAt 1

6.8.2 Tapaus pieni At
Kirjoitetaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtdléryhma

il = 2nv + 3n?u, Vv =—2nu

ensimmadisen kertaluvun ryhmaéksi:

u 0O 0 1 0 u
da | v _ O 0 © 1 v
dtu| [|3n2 0 0 2n v
v O 0 —-2n O v
Pienelle aikaerolle? At:
u u 0 0 1 0 [ uw
v v O 0 0 1 v
t) ~ ty) + At ty) =
1 (t) U (to) 3n2 0 0 2n 1 (to)
v v 0O 0 —2n O v
1 0 At 0 1T[Tu
B 0 1 0 At v (to)
“m2Aat 0 1 At | |uw | ®
0 0 —2nAt 1 v

Voidaan tarkistaa alkio alkiolta, ettd tdma on sama tulos kuin yht&lo
6.26, sijoituksilla ¢ = cosnAt ~ 1ja s = sinnAt ~ n At.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Mitkd ovat Keplerin kolme planeettojen liikkeen lakia?

7”Pieni” radan kiertoajan suhteen, siis n At < 1.



Harjoitus 6—1: Keplerin rata

2)
3)

4)
5)

6)

Mitka ovat Keplerin kuusi rata-alkiota?

Mitd kolmea vaihtoehtoista rata-alkiota kdytetddn kuvaamaan
satelliitin sijaintia kiertoradalla?

Mitka ovat Hillin koordinaatit?

Kuvaile libraatioliike, joka oli Hillin yhtdloiden erds ratkaisu, ja
sen yhteys Keplerin kiertorataan.

Kirjoita auki kolme muuta Clohessyn ja Wiltshiren mallin 6.26
tilansiirtomatriisia (CDn)é , (D2 )(]) ja ((Dzz)é.

Harjoitus 6—1: Keplerin rata

1)

3)

Johda Keplerin tilavektorin dynaaminen malli. Olettaen ettd voi-
makenttd on keskeiskenttd, kirjoita auki seuraava linearisoitu
dynaaminen malliyhtlo:

d \g—
EAa =TFAa,
T
jossa a & [ aeMiw QO } . Alkuperdinen epélineaarinen
malli tulee linearisoida valitsemalla sopivia liki- eli vertausarvoja
al%(t), jotka saadaan tarkalla integroinnilla alkuarvosta a'®)(to)
ratamekaniikkaa kdyttden. Deltasuureet liittyvit niihin. Tarvitaan

my0s Keplerin kolmatta lakia:
GMgP? = 4n?a?,

jossa P on radan kiertoaika eli periodi.

Maapallon litistyneisyyden takia radan nousevan solmun rekt-
askensio () muuttuu hitaasti (niin sanottu ratatason prekessio)
seuraavan yhtdlon mukaan:

dQ |GMg [ag\? .
ﬁ:_% T@(T@> J2 cosi. (6.27)

Tamad on pitkdaikainen keskiarvo. Oletettu on ympyran muotoinen
rata eli eksentrisyys e ~ 0. ag on maapallon pdivdntasaajasdde ja
J2 niin sanottu dynaaminen litistyneisyys, joka on dimensioton
luku.

Miten tdma vaikuttaa ylld johdettuun dynaamisen mallin kerroin-
matriisiin F?

Onko sallittua kayttaa yhtiloa 6.27 liki- eli vertausarvon Q(©)(t)
ajallisen kehityksen laskentaan?
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4) Johdettiin yhteydet 6.11, 6.12 ja 6.15 ratatason koordinaattien ja
nopeuskomponenttien ja rata-alkioiden valilla:

x — [ x ] | cosw —sinw a(cosk —e)
|y | | sinw cosw bsinE ’
[ X ] 27t cosw —sinw —asinkE
Vv = — . .
v P(1 —ecosE) | sinw cosw bcosE

Ax Aa
A A
Ax=| Y| janra=| ¢
Ax Aw
Ay AE

valilld. Muista b = a/(1 — e?) ja Keplerin kolmas laki.

5) Havaintoasema. Miten mallinnetaan havaintoaseman kolmiulottei-

nen rata T
[X(t) Y(t) Z(t)]

inertiaalisissa koordinaateissa maapallon pyordahdysliikkeen ta-
kia? Olettaen, ettd Maan pyorahdysliike on sidnnéllinen ja aseman
sijainti kiinted®, kirjoita havaintoaseman koordinaattien dynaami-

nen malli.

Harjoitus 6—-2: Rendezvous

Tutkitaan kahden aluksen niin sanottu rendezvous-tilanne. Molemmat
alukset ovat ympyraradalla, mutta saaliin rata on korkeampi. Téassd har-
joituksessa tutkitaan rakettivoiman kayttod pyoredn kiertoradan muut-
tamiseksi ensin elliptiseksi Hohmannin® siirtoradaksi, jonka apogeum
on saaliin kiertoradalla. Puolen periodin jalkeen apogeumissa kdytetddn
rakettivoimaa kiertoradan muuttamiseksi taas ympyraradaksi.

Yksinkertaisuuden vuoksi unohdetaan kolmas koordinaatti w.

1) Erikoista tilansiirtoyhtdlo 6.26 siihen tapaukseen, ettd n At = 7.

8Siis unohda napaliike ja vuorokauden pituuden vaihtelut, kiintean Maan vuorovesi,
laattatektoniikka, jadkauden jdlkeinen isostaattinen palautusliike ja niin edelleen.
Lyhyesti sanottuna: unohda geodynamiikka.

9Walter Hohmann (1880-1945) oli saksalainen insin6ori ja teoreettisen astronautiikan
pioneereja. Hohmann (1925).



Harjoitus 6—2: Rendezvous

) Hillin 7 N\ ... Ympyran
) jarjestelméan - rataliike
’ kiertoliike
b
t

" Hohmannin siirtorata

Kuva 6.8. Rendezvous ja Hohmannin siirtorata.

2) Jos on annettuna alkuepookin t, paikkakoordinaatit

u(to) = [ j ] (to) =0,

yksinkertaista yhtdlo. Mitka sarakkeet voidaan poistaa?

3) Jos lisdksi on annettuna (b = "boost”, rakettivoiman tyonto eli

o]

mikd arvo u(t)jaetdisyysry = ro+u(t;) vetovoiman keskuksesta

nopeuden muutos):

on saavutettavissa tdlla tyonnolla? Yksinkertaista yhtdlo vield lisda.

4) Miké on aluksen nopeus v(t;) hetkelld t; suhteessa lihtiéradan
Hillin koordinaatistoon?

5) Paljonko on ldhtéradan Hillin koordinaatiston lineaarinen nopeus
etdisyydelld r;?

6) Miké on aluksen nopeus hetkelld t; ei-pydrivissi koordinaatistos-
sa?

7) Mitkd ovat ympyrdaradan kulmanopeus n’ ja lineaarinen nopeus

n’r; etdisyydelld r; Keplerin kolmannen lain mukaan? Ilmaise
suureisiin n, vy ja ry.

8) Kuinka suuri on toisen eli apogeumin rakettitydonnon oltava, jotta
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ympyranopeus saavutetaan uudella siteelld r1? Analysoi huolelli-
sesti!

9) Mika on koordinaatti v(t;) ldhtéradan Hillin koordinaatistossa?
Toisin sanoen paljonko takaa-ajaja on "jdljessa”?

10) Aluksella on mukana mittalaite alusten vélisen etdisyyden |[u|| ja
lahestymisnopeuden — ||1t|| méaédrittdmiseksi. Muodosta havainto-
yhtildt, jos tilavektori on

T
x:[uv w‘u\) W}.



Satelliittinavigoinnin teknologiat

7.1 GPS-paikannusjarjestelma

Globaali paikannusjdrjestelmé GPS oli ensimmadinen satelliittijdrjestel-
md, jonka avulla voitiin navigoida tosiajassa. Sen mahdollisti kiertora-
dan geometria, satelliittien mééara ja ennen kaikkea signaalin koodaus,
jonka ansiosta etdisyysmittaussignaaleja voitiin vastaanottaa monilta
satelliiteilta yhtaikaa.

GPS-jdrjestelmd koostuu kolmesta segmentisti eli lohkosta: avaruus-,
valvonta- ja kéyttdjadlohko. Avaruuslohkoon kuuluu vihintdadn 24, kay-
tannossa 27-31 satelliittia, mukaan lukien “active spares”. Ratatasoja on
kuusi 60° vilein. Jokaisessa ratatasossa on neljd satelliittia. Ratatasojen
kaltevuuskulma pdivantasaajan ndhden eli inklinaatio on 55°.

Koko GPS-konstellaation ja yksittédisten satelliittien geometria toistuu
23h56™ eli yhden tihtivuorokauden eli kahden GPs-satelliittien ratape-
riodin vélein. Aina tdmén ajan kuluttua sekéd havaitsijat pyorivin Maan
pinnalla ettd yksittdiset satelliitit ovat inertiaalisessa geosentrisessé koor-
dinaatistossa taas samoissa paikoissa avaruudessa. Havaintogeometria
siis toistuu.

GPs-satelliitit kuuluvat eri teknologiasukupolviin eli blokkeihin. Vanhat
blokkien I, II ja IIA satelliitit eivét ole endd toimimassa. Uusin tyyppi
on Block III, jonka ensimmadinen satelliitti laukaistiin vuonna 2018.
Seuraavan blokin, Block IIIF:n (“III Follow-on”), sopimuksen voitti
Lockheed Martin.

Valittu geometria merkitsee, ettd melkein missd pdin maailmaa ja
melkein koska tahansa horisontin yldpuolella ndkyy ainakin kahdeksan
satelliittia. Tavallisesti niitd ndkyy enemmadn, joskus jopa kaksitoista.

Lisdd aiheesta GPS ja navigointi 16ytyy kirjasta Strang ja Borre (1997),
sivuilla 495-514. Hyvé oppikirja satelliittipaikannuksesta yleisemmin

- 161 —
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Kuva 7.1. GPS-konstellaatio. Perustason konstellaatio, 24 satelliittia.

on Poutanen (2017).

Valvontalohko sisdltdd (Control Segment, tilanne 2020):

o Kuusitoista seuranta-asemaa ympari maapalloa. Toisin kuin taval-
lisilla GPS-havaintoasemilla, seuranta-asemilla kédytetdan tarkkoja

atomikelloja.

o Téahén joukkoon kuuluu neljd “antenniasemaa”, joiden kautta
uudet rata-alkiot ja muu tieto ladataan satelliittien muistiin, taval-
lisesti kahdesti vuorokaudessa. Tehtdvaan voidaan kayttad myos
seitsemédd Air Force Satellite Control Network (AFSCN) -asemaa.

o Laskenta- ja ohjauskeskus (MCS, Master Control Station) sijaitsee
Schrieverin ilmavoimien tukikohdassa Colorado Springsissa ja
sen varakeskus (Alternate MCS) Vandenbergissa Kaliforniassa.

7.2 GPS-satelliitit ja signaalin rakenne

GPs-satelliitin ldhettdmé radiosignaali koostuu kantoaallosta, niin sa-
notuista ndenndissatunnaiskoodeista, jotka on moduloitu kantoaallolla,
ja navigointiviestisti. Sekd kantoaaltoja ettd koodeja voidaan kayttda
paikannuksessa. Kayttoliittyman ohjausasiakirjat (GPS ICD) kertovat
lisaa.
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Erikseen kannattaa mainita navigointiviesti, joka sisdltdd myos alma-
nakan. Jokainen satelliitti lahettdd almanakan, joka sisdltdad konstellaa-
tion kaikkien satelliittien likiméaéardisia ratatietoja. Bittinopeus on vain
50 bittid sekunnissa, ja viestin kokonaispituus on 12,5 minuuttia.

Alhaisen bittinopeuden takia voi kestdd useita minuutteja, ennen
kuin kylmékdynnistetty vastaanotin lukittuu niin moniin satelliitteihin,
ettd ensimmadisen paikannusratkaisun laskenta onnistuu. Sama pétee,
jos vastaanotin on kuljetettu maanosasta toiseen, koska se ei ainoastaan
aluksi etsi véddria satelliitteja paikalliselta taivaalta, vaan my6s olettaa
niille vddrid dopplersiirtymia.

Navigointiviesti moduloidaan sekd L1-taajuudelle C/A-koodin péélle
ettd P(Y)-koodin péélle taajuuksilla L1 ja (valinnaisesti) L2. Viestin
modulaatio koodien péille tapahtuu XOR-operaation avulla. GPS:n
modernisoinnin my6td otetaan kadyttoon uusi navigointiviesti CNAV,
joka ldhetetddn sekd L2C:n osana taajuudella L2 ettd taajuudella Ls.
Lisdksi on uusi sotilaallinen navigointiviesti nimeltd MNAV.

7.2.1 Kantoaalto

Kantoaaltojen aallonpituus on noin 20 cm. Paikannustarkkuus kanto-
aallon vaiheen mittauksilla on noin 1 % siitd eli noin 2 mm. Seka tarkka
paikannus ettd tarkka navigointi perustuu kantoaallon vaiheen mittauk-
seen. Tahdn tarkoitukseen kdytetddn aina kaksitaajuusvastaanottimia,
jotta ionosfddrin etenemisviive voitaisiin poistaa. Katso taulukko 7.1.

Satelliittien rataliike aiheuttaa vastaanotetussa signaalissa dopplersiir-
tymaén, joka on pienimmillddn —5 jaksoa millisekunnissa, kun satelliitti
loittonee vastaanottimesta, ja suurimmillddn +5 jaksoa millisekunnissa,
kun satelliitti ldhestyy. Jos vastaanotin itse liikkkuu, se aiheuttaa oman
dopplersiirtyman.

Vastaanottimen on osattava seurata siirrettyd taajuutta. Siirtyma
voidaan laskea almanakan perusteella.

Dopplersiirtymdd voidaan kdyttdd GPS:n havaintosuureena ndenndis-
satunnaiskoodin ja kantoaallon vaiheen mittausten lisdksi.

Kun kantoaallon vaihetta kédytetddn havaintosuureena, on tunnettu
ongelma, ettd kaikki aallot ovat samannékéisid. Tarvitaan kokonaisluku-
tuntemattomien eli moniselitteisyyksien eli ambiguiteettien ratkaisemista.
Tahan on kehitetty useita vaihtoehtoisia menetelmia.
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TAULUKKO 7.1. GPS-signaalin kantoaallot. GPS-jdrjestelmdn modernisointi lisdd
taajuuden L5, jota kdytetddn ladhinna ilmailussa.

Taajuus  Aallonpituus Perustaajuuden
Kantoaalto (MHz) (cm) 10,23 MHz monikko
L1 1575,42 19,0 154 %
L2 1227,60 24,4 120%
L5 1176,45 25,5 115x%

7.2.2 Koodit

P-koodin “pseudoaallonpituus” on 29,3 m. Tdima on valon nopeus jaet-
tuna P-koodin ”“chip rate” -arvolla eli bittinopeudella eli bittitaajuudella
eli kooditaajuudella, miké tuottaa bittien vélisen etdisyyden lentavalla
radioaallolla. Paikannustarkkuus on parhaimmillaan noin 1% siité eli
noin 30 cm.

C/A-koodin chip rate eli bittinopeus eli bittitaajuus eli kooditaajuus
vastaa “aallonpituutta” 293 m. Katso taulukko 7.2.

Kun vastaanotin aloittaa mittaamisen, se on ensin lukittava C/A-
koodiin. Tamé on helppoa, koska koodi on lyhyt: se on 1023 bitin jono,
joka toistuu millisekunnin vilein. Vastaanotin vertaa jokaisen satellii-
tin saapuvaa signaalia kyseisen satelliitin koodin vastaanottimen itse
generoimaan jéljitelmaan 1023 eri mahdollisella viivearvolla. Kun vas-
taavuus 10ytyy, vastaanotin lukittuu koodiin ja aloittaa navigointiviestin
purkamisen.

C/A-koodi antaa lyhyen toistojaksonsa takia satelliitin pseudoetéisyy-
den vain modulo 300 km, ja vieldkin heikolla tarkkuudella. Navigoin-
tiviesti sisdltdd kuuden sekunnin vélein “kanavanvaihtosanan”, joka
kertoo vastaanottimelle tarkalleen, kuinka pitkélle pidempi P(Y)-koodi
on edennyt, jolloin vastaanotin lukittuu my6s P(Y)-koodiin. P(Y)-koodi
on viikon mittainen viipale paljon pidemmadsta (37 viikkoa!) ndennéissa-
tunnaiskoodista. Eri satelliitit kdyttavét eri viikkoja. Tamd mahdollistaa
pseudoetdisyyden madrittdmisen satelliitille yksiselitteisesti ja tarkasti.

7.2.3 Modulaatiot

Koodit moduloidaan kantoaaltoon kédyttden niin sanottua vaihemodu-
laatiota, kuva 7.2. Vaiheella on kaksi mahdollista tilaa, joiden vélilld on
vaihe-ero 180° = 7. Jos koodin bittiarvo on 0, kantoaallon vaihe pysyy
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Modulaatio = koodi

Vaihe-inversio
(180° vaihesiirto) /r

Kantoaalto. . .

VAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

Kuva 7.2. Vaihemodulaation periaate.

ennallaan eli vaihesiirtymd on nolla. Jos bittiarvo on 1, kantoaallon
vaihetta edistetddn méaarallda 180°, toisin sanoen kantoaalto kerrotaan
arvolla —1. Tekniikan nimi on binaarinen vaiheavainnus (BPSK).

GPS-jdrjestelmassa kdytetddn myos vaihesiirtymid 90° ja 270°. My6s
niilld voi koodata bittiarvojen 1 tai 0 virran. Ndin yksi kantoaalto voi
sisdltdd rinnakkain kaksi bittivirtaa, joiden vililld on vaihesiirtyma
920° = %71 Naita kahta bittivirtaa kutsutaan modulaation ”suoraksi
vaiheeksi” ja “kvadratuuri”-komponentiksi. Koko moduloitu kantoaalto
on ndiden kahden komponentin summa. Esimerkiksi kantoaallolla L1
P(Y)-koodi on (sovitusti) moduloitu suoraan vaiheeseen ja C/A-koodi
kvadratuuriin.

7.2.4 Koodijakokanavointi

GPS-kantoaalloilla moduloidut ndenndissatunnaiset koodit ovat yksilol-
lisid jokaiselle satelliitille, eli ne toimivat kuin satelliitin “sormenjalki”.
Tama on valttamatonti, koska kaikki GPS-satelliitit ldhettdvat samoil-
la kantoaaltotaajuuksilla. Ratkaisu on nimeltdan koodijakokanavointi
(CDMA). Koodit on rakennettu huolellisesti keskenddn ”ortogonaalisik-
si”, jotta eri satelliiteista vastaanottimen antennille tulevien signaalien
erottaminen toisistaan olisi helppoa.

C/A-koodeina kdytetddn Goldin koodeja, jotka esitellddn osiossa
7.4. Niiden pituus on 1023 bittid, eli ne toistuvat millisekunnin vélein.
P-koodille kdytetddn paljon pidempié bittijonoja. Nama koodit ndytta-
vt satunnaisilta, mutta ne generoidaan tunnetulla algoritmilla, jonka
vastaanottimet osaavat toistaa.
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TAULUKKO 7.2. GPS-signaalin eri ndenndissatunnaiskoodit (PRN, pseudo-random
noise code). GPS-jdrjestelman modernisointi on lisdnnyt tdhdn
suurehkon méadran uusia koodeja seka alkuperdisilld kantoaal-
totaajuuksilla L1 ja L2 ettd uudella taajuudella Ls. "I” ja "Q”
merkitsevit suoraa vaihetta ja kvadratuuri-modulaatiota.
Kooditaajuus Modulaatio- Toisto-  Kanto-
Lyhenne Nimi (Mb/s)  tyyppi jakso aalto I/Q
C/A Coarse/Acquisition” 1,023 BPSK Tms L1 Q
P, P(Y)"  Precise/Protected’ 10,23 BPSK 1viikko Li1,L2 1
L1C L1 siviili, tietoa” 1,023 BOC(1,1) 10ms L1 I
pilottisignaali 1,023  TMBOC® 10ms
overlay 100b/s  BPSK 18s
L2C L2 siviili, moderate (CM)" 0,5115 BPSK 20ms L2 Q!
long (CL) 0,5115 BPSK 1,5s
M Sotilaallinen 5,115 BOC(10,5) L1,I2 I
Is Ly tietoa” 10,23 BPSK Tms Ls I
Qs Ls pilottisignaali 10,23 BPSK 1ms Q

7Y- eli P(Y)-koodi saadaan moduloimalla P-koodi XOR-operaattorilla salaisella W-
koodilla. Tarkoituksena on estda “spoofingia” eli GPS-signaalin vddrennoksen generoi-
mista ja ldhettamista.

PKantaa navigointiviesti.
“Pilottisignaali kdyttdd aikamultipleksoitua TMBOC-modulaatiota (1,1)/(6,1).

dQletus. I on valinnainen.

7.2.5 Polarisointi

GPs-jdrjestelmén radioldhetykset ovat ympyrapolarisoituja myotapai-
vddn. Tama merkitsee, ettd etenemispolkua pitkin katsottuna kenttdvek-
tori kiertyy korkkiruuvin tavoin myotapdivdan: yhden tdyden kierron
jokaista aaltojaksoa kohti. Katso kuva 7.4. Sama pitee jarjestelmille
GLONASS, Galileo, BeiDou ja QzSS. Tahédn ratkaisuun on paddytty siksi,
ettd vastaanottimen antennille halutaan tehdd mahdollisimman hel-
poksi hylédtd kerran heijastuneet signaalit, jotka tulevat esimerkiksi
antennin ldhelld olevista heijastavista pinnoista. Ei-toivotut heijastukset
tunnetaan monitieongelmana.

Hylkddminen perustuu siihen, ettd heijastus tdydellisesti heijastavalta
pinnalta, esimerkiksi metallipinnalta, muuttaa myo6tapédivaan ympyra-
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Suora vaihe Suora vaihe
| I

I

I I
I I
: I5 |
I I
I I
I

10,23 | 10,23
! MHz MHz

Kvadratuuri Kvadratuuri
(a) (b)
L1, 1575,42MHz L2, 1227,60 MHz Ls, 1176,45 MHz

Kuva 7.3. Kantoaallon suoran vaiheen ja kvadratuurin vaihekulmien GPS-
koodien tehospektrit. L1 ja L2 annetaan yhdistetyssa kuvassa: C/A
ja L1C moduloidaan taajuudelle L1, kun taas L2C moduloidaan

24 samalla tavalla taajuudelle L2.

1

polarisoidun séteilyn vastapdivdan polarisoiduksi siteilyksi'. Myota-

Kuva 7.4. Ympyrapolarisoidut radioaallot kulkevat ldhettimestd vastaanotti-
meen. Ympyrédpolarisoitu aalto saadaan yhdistamalla kaksi aaltoa,
jotka ovat lineaarisesti polarisoituja keskendan kohtisuorissa suun-

g4 nissa, ja joiden vélilld on vaihesiirtyma 7/2.
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pdivddn polarisoidun séteilyn voidaan katsoa koostuvan kahdesta kom-
ponentista, jotka ovat lineaarisesti polarisoituneita suuntiin, jotka ovat
kohtisuorassa toisiaan vastaan, ja joiden vaihekulmat eroavat toisistaan
madralld 7/2. Tarkat GPS-vastaanottimet kéyttavit ristidipolin tyyppis-
td antennia, jossa kohtisuorat komponentit yhdistetddn viivastyttden
vain toisen komponentin vaihekulmaa maaralld 71/2. Myotapdivaan
polarisoidun sdteilyn tapauksessa tdiméa merkitsee, ettd molempien kom-
ponenttien vaiheet ovat identtisid ja komponentit vahvistavat toisiaan,
kun ne yhdistetddn. Toisaalta vastapdivddn polarisoidun sdteilyn kom-
ponentit ovat vastavaiheessa ja kumoutuvat tdysin tai osittain, kun ne
yhdistetdan.

7.2.6  Suhteellisuusteoria

Vastaanotetun GPS-signaalin taajuus on siirtynyt relativistisesti kahdesta
syystd: vastaanottimet ovat paljon satelliitteja syvemmalld Maan vetovoi-
mapotentiaalikentdssd ja satelliitit liikkkuvat huomattavalla nopeudella.
Vakiokorjausta —4,4647 - 10~'° f taajuudelle f sovelletaan kaikille satel-
liittikelloille niiden valmistusvaiheessa. Tdimaé korjaa suurimman osan
satelliittiradan ja keskimerenpinnan vélisestd relativistisesta vaikutuk-
sesta. Satelliittiradan eksentrisyyteen liittyva pieni vaihteleva korjaus
jdd vastaanottimen tehtavaksi®.

Pyorivilla maapallolla myds samanaikaisuus on ongelmallinen, niin
sanottu Sagnacin ilmid. Suhteellisuusteoriassa ei ole olemassa abso-
luuttista samanaikaisuutta. Jos GPS-laskelmia tehddan Maan mukana
pyorivéssd koordinaatistossa, vastaanottimen on tehtdvd mitattuihin
pseudoetdisyyksiin Sagnacin korjaus, joka riippuu maapallon paikal-
lisesta pyorimisnopeudesta ja satelliitin etdisyydestd havaintopaikan
meridiaanitasosta (Poutanen, 2017, yhtalo 4.19):

1 1
6Sagnacp e <v -X> =T <<w@ X X> 'X>,

jossa V' = (wg x X) on maapallon pydrimisen aiheuttama havainto-

paikan lineaarinen nopeusvektori — joka osoittaa suoraan itddn —ja x

'Ei-metallipintojen, kuten veden tai maaperin, tapauksessa asia on monimutkaisempi.
Kohtisuorasti heijastunut séteily on vastapdivaan ympyrapolarisoitu, mutta muiden
tulokulmien osalta heijastunut séiteily on elliptisesti polarisoitu.

>GPs-jarjestelman alkuaikoina laskentateho ei ollut riittdva tdméan korjauksen tekemi-
seksi satelliitilla (Ashby, 2003)!
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on satelliitin, X vastaanottimen geosentrinen paikkavektori. Huomaa,
ettd korjaus voidaan tulkita inertiaalisessa koordinaatistossa havaitsijan
tekemaksi matkaksi satelliitin suuntaan sen aikana, kun signaali lentaa
satelliitista vastaanottimeen nopeudella c.

Tama on tarked asia, kun vertaillaan eri maanosissa olevia atomikelloja
GPS-jdrjestelmén vilitykselld. Katso Ashby (2003).

7-3 Kantoaallon korkkiruuvi

7.3.1 Antennin suuntauksen vaikutus

Tutkitaan antennin suuntauksen vaikutusta havaittuun kantoaallon vai-
heeseen. Katso kuva 7.5, jossa aalto saapuu antennille alhaalta vasem-
malta. Sininen ellipsi ndyttdaa lyhennyksen, joka johtuu kenttavektorin
projisoimisesta antennin vaakatasoon. Tdssa tasossa saapuva ympyrapo-
larisoitu aalto, jonka lineaarinen taajuus on f ja siis sirkulaarinen taajuus
w = 27tf, voidaan kuvata seuraavasti, kun jatetddn pois mielivaltainen
ajan origo ja amplitudi:
E = cos(wt) i+ sin(wt) cos ¢,

jossa}on yksikkdvektori vaakatasoon projisoidun ndkolinjan suunnassa
ja i siihen kohtisuora yksikkovektori vaakatason sisdlld. ¢ on satelliitin

zeniittikulma. Jos i ja j ovat yksikkovektorit antennin ristidipolien
suunnissa, signaalit nédissa dipoleissa ovat

si = (E-1) = cos(wt) <iv i) + sin(wt) cos ¢ 6 i) =

= cos wt cos d¢ + sin wt cos ¢ sin 6P,
s; = (E-j) = cos(wt) (i-j) +sin(wt)cos ¢ (j-j) =

= sin wt cos (cos 0P — cos wtsin d.

Tassd 0 on atsimuuttiero ndkolinjan ja antennin valilla.

Siirtamalld s;:n vaihe suhteessa s;:hin eteenpdin maaralla 7 / 2 saadaan
$; = cos wtcos {cos d¢ + sin wtsin do,
ja yhteenlasku antaa
si + s = cos(wt) (cos 8¢ + cos Ccos 6¢) +
+ sin(wt) (cos {sin 8¢ + sind¢p) =

= (14 cos ¢) (cos wtcos dd + sin wtsindPp) =
= (14 cos ¢) cos(wt — 0P). (7.1)
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Kuva 7.5. Ympyrépolarisoidun séteilyn vastaanotto.

Huomaa, ettd positiivinen 8¢ saa satelliitin etdisyyden ndyttiméaan
pidemmaltd: sama vaihekulma saavutetaan suuremmalla arvolla t, joka
on vastaanoton aika.

Vihentiminen taas antaa

si — 8] = cos(wt) (cos & — cos (cos o) +
+ sin(wt) (cos (sind¢p —sin d¢p) =
= (1 —cos ) (cos wtcosddp — sin wtsindp) =

= (1 —cos ¢) cos(wt + ).

Tama vastaa kisitteellisesti sitd, mitd yhteenlasku tekee vastapédivaan
polarisoidulle séteilylle.

Vastapdivddn polarisoidun séteilyn hylkdaminen on siis tdydellista
zeniitilta tuleville radioaalloille, cos ¢ = 1. Muiden satelliittien korkeus-
kulmien kohdalla hylkddminen on epétédydellistd, ja horisontissa olevan
satelliitin kohdalla antenni poimii vain vaakasuoraan polarisoidun
komponentin riippumatta siitd, onko se myo6ta- vai vastapdivaan polari-
soidun aallon osa. Ndin ollen heijastuksia ei hyldtd. Tamé on valitettavaa,
koska suurin osa monitieheijastuksista tulee ldheisiltd pinnoilta 1dhelld
vaakatasoa.
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Poikkeamakulma
keskiakselista
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\/\ \

Satelliitin antenni (g, 7\55 .............. %j

Kuva 7.6. Vaihekelaus. Kantoaallon vaiheen havainnon vaihekelauksen ko-
konaiskulma on 8¢ = d¢pr — d¢s: ero vastaanottimen ja satelliitin
antennien suuntauspoikkeamien vililla ndkolinjan atsimuutilta. Ta-
maén laskemiseksi kummankin antennin padakseli kidnnetdan vaa-
kaviivan (pitkét katkoviivat) ympéri ndkoélinjaan, jolloin antennien
tasot ja niiden sisdltdmat ristidipolit kdantyvit tasoiksi, jotka ovat
kohtisuorassa nidkolinjaan. Nyt kelauskulma on kulma ndkélinjan
ympari kahden ristidipoliparin valilla.

Kuva osoittaa tilanteen projisoituna geosentriseen suuntapalloon,
jolloin nédkdlinja projisoituu geodeettiseksi viivaksi.

7.3.2 Kantoaallon vaihekelaus

Kantoaallon vaiheen mittauksissa GPS:n radioaaltojen ympyrépolari-
sointi tuo esiin ikdvén lisdhaasteen: antennin kiertdminen sen padakselin
ympadri muuttaa kantoaallon vaiheen mittausta. Se on kuin kdantéaisi
korkillista pulloa, jonka korkissa on korkkiruuvi, ja pitédisi korkkiruu-
vin kahvasta kiinni: korkkiruuvi liikkuu joko sisdédn tai ulos pullon

kddntésuunnasta riippuen.

Korkkiruuvin kahvakaan ei pysy liitkkumatta: GPs-satelliitit kddntyvét
kiertoradallaan seuraten Aurinkoa sihkévoimansa vuoksi. Tdima ilmio
voidaan kuitenkin mallintaa. Vastaanottimen antennin tapauksessa se
on kayttdjan vastuulla. Ilmio, vaihekelaus, voi vaikuttaa jopa puolen
aallonpituuden verran. Kuva 7.6 antaa selityksen.

Vaihekelauksen vaikutus on sekd vastaanottimen etté satelliitin anten-

nilla sama kuin nédkélinjan ja antennin ristidipolin atsimuuttien vélinen
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Kuva 7.7. Vaihekelauksen vaikutus kaksoiserotushavainnoille. Kuva néyttda
tilanteen projisoituna geosentriseen suuntapalloon, jolloin ndkolinjat
projisoituvat geodeettisiksi viivoiksi.

ero, yhtdlo 7.1. Oletetaan, ettd ndkolinja ei vaikuta asiaan, miké pitda
paikkansa, jos vastaanottimen ja satelliitin luotiviivat ovat samassa
tasossa, toisin sanoen Maa on pallo. Katso Wu ym. (1993).

Kay ilmi, ettd perinteisissd geodeettisissa mittauksissa yksittdisen
vastaanottimen tai satelliitin antennin suuntauksen vaikutus haviaa,
kun lasketaan verkkoa tavan mukaan erotushavainnoista. Paikallisissa
verkoissa my0s geometrian vaikutus poistuu erotushavainnoista.

Laajemmissa verkoissa, jotka ovat kooltaan 1000 km tai yli, tdma ei
endd pade ja geometrian vaikutus on otettava huomioon. Kuvassa 7.7
ndhdéaan, kuinka suurten verkkojen ja kaksoiserotusten tapauksessa
syntyy nollasta eroava vaihekelauksen nettovaikutus.

Jokainen antenni, olipa se vastaanottimen A tai B tai satelliitin S
tai T, osallistuu osuudella, joka on yhté kuin kahden muun antennin
atsimuutin vilinen kulma: «; ja «, kahden satelliitin antennin valilld
katsottuna vastaanottimelta, ja 37 ja 3, kahden vastaanottimen antennin
valilla katsottuna satelliitilta.

Namad osuudet tulee laskea huolellisesti yhteen asianmukaisilla etu-
merkeilld varustettuina. Katso kuva 7.8.

Kuvassa € on geosentrisen suuntapallon kolmion palloylijidmd. Pallo-
ylijgdmad on yhté kuin kolmion pinta-ala yksikkdsuuntapallolla. Symmet-
risesti myds 8¢ = etap — €sap. Pienten kolmioiden eli paikallisten



GPS:n lukuteoria 7.4

~863%% = o — (1) - (;2—(-B2)
0=v1+v2 = (v1 +v2)
—8b3RE = 1+ (B1+v1) +72 — <062+(ﬁz +Y2)+V1)
180° + easT 180° 1 epsy

ST
= ODAp = €EBST — €EAST-

Kuva 7.8. Vaihekelaus ja palloylijadma kaksoiserotushavainnoille.

geodeettisten verkkojen kohdalla tdimé on hdvidvan pieni.

GPS:n késittelymenetelmissd, jotka eivit perustu erotushavaintojen
muodostamiseen, vastaanottimen ja satelliittin antennin suuntaus on
otettava huomioon nimenomaisesti. Tdllainen menetelma on esimerkiksi
tarkka absoluuttinen paikannus (PPP).

Navigoinnissa esimerkiksi lentokoneeseen kiinnitetty antenni kddntyy
koneen kanssa. Antennin kiertdminen sen oman pystyakselin ympaéri
muuttaa kaikilta satelliiteilta vastaanotetun signaalin vaiheen samalla
kulmalla satelliitin zeniittikulmasta riippumatta (Garcia-Fernandez
ym., 2008). Tdstd seuraa, ettd vaiheen muutos imeytyy vastaanottimen
kellotuntemattomaan. Satelliittien véliset erotushavainnot eivit muutu.
Tiukkoja kddannoksid tulisi valttdad ja kdyttdd vain suoralla lennolla
saatuja mittauksia. Tama voi olla merkityksellistd, kun tarkkoja GPs-
mittauksia kdytetddn osana tietotuotetta esimerkiksi ilmagravimetriassa,
luku 12.

7-4 GPS:n lukuteoria

Nykyisin Internetin finanssi- ja muu liiketoiminta on kriittisesti riippu-
vainen lukuteoriasta. Tatd eksoottista matematiikan haaraa harrastettiin
aikanaan itsensd vuoksi eikd kukaan olisi uskonut, ettd sitd vield joskus
kéaytettdisiin johonkin hyddylliseen. Tandan lukuteoria mahdollistaa
vahvan salauksen ja todennuksen, jotta ihmiset uskaltavat kayttaa Inter-
netid raha-asioissaan.

Ei varmaan tule ylldtyksend, ettd lukuteoria on tunkeutunut myos sa-
telliittipaikannukseen: sitd kdytetddn GPS:n kantoaalloille moduloitujen
ndenndissatunnaiskoodien muodostamisessa.
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xdy Y

XOR

— O = O | R
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Kuva 7.9. Lineaarisen palautteen siirtorekisteri. Vasemmalla XOR-operaation

madaritelma.

Lahdetddn liikkeelle lineaarisen palautteen siirtorekisteristd (LFSR),
kuva 7.9. Taméd esimerkki on neljan solun eli kiikun siirtorekisteri.
Jokainen solu sisdltdd bittiarvon 1 tai 0. Kun kellosignaali “liipaisee”
siirtorekisterin, jokaisen solun sisélto siirtyy sen oikealla puolella ole-
vaan soluun. Lisdksi solut 3 ja 4 luovat XOR-portin kautta bittiarvon,
joka menee soluun 1.

Kun n = 4, rekisterilld on 2™ = 16 mahdollista sisdllon tilaa eli
kaikki neljan bitin binaariluvut. Suljemme tésta pois tilan, joka koostuu
pelkéstddn nollista, koska kahden nollan vdlinen XOR-operaatio 00 = 0,
joten rekisteri ei koskaan péaésisi pois kaikkien nollien tilasta.

Tassd geometriassa jokainen liipaisu luo nelibittisen luvun ja voidaan
ndyttad, ettd joukko, joka koostuu kaikista nollasta eroavista nelibittisista
luvuista kuljetaan 1dpi satunnaisen ndkoisessa jarjestyksessa. Lukuja on

yhteensa
2" —1=15.

Katso taulukko 7.3. Sen jdlkeen sarja palaa lahtdarvoon ja sykli toistuu.
Solun 4 bittijono on my®&s se, joka tulee rekisteristd ulos.

o Ykkdsten médara jonossa on 2"~ = 8, ja nollia on yksi vdhemmén
eli 2"~ —1 = 7.Jos kaikki nelibittiset luvut olisivat joukon jésenid,
odotettaisiin yhtd monta loppubittid 1 kuin loppubittid 0. Mutta
luku 0000 ei ole joukon jadsen!

o Jonon aloittaminen eri luvulla kuin 1000 tuottaa saman jonon, vain
syklisesti siirrettynd.

o Voidaan néyttaa (liite B), ettd XOR-operaatio jonon x ja sen syklisesti
siirretyn version x* vililld tuottaa vieldkin eri tavalla syklisesti

siirretyn version xP.

o Jono x ja sama jono x* minka tahansa syklisen siirron « jalkeen
korreloivat minimaalisesti: samanarvoisten bittien lukumé&ara on
21 — 1. Toisin sanoen x & x* = xP sisdltdad 2"~' ykkostd ja
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TauLukko 7.3. Kuvan 7.9 rekisterin arvojen jono. Oikealla syklinen autokorre-

laatiofunktio.

1 2 3 4 3®&4 Ulos 1,0
11 0 0 O 0 0
2 01 0 0 0 0
3 0 0 1 0 1 0
4 1 0 0 1 1 1
5 1.1 0 0 0 0
6 0 1 1 0 1 0
7 1 0 1 1 0 1
8 01 0 1 1 1
9 1. 0 1 0 1 0 in
10 1 1 0 1 1 1 15
1: : 1 1 ? 2) (]) 0’20 2 4 6 8 10 12 14
13 0 1 1 1 0 1
14 0 0 1 1 0 1
15 0 0 0 1 1 1
16 1 0 0 0 0 0

21 _ 1 nollaa.

o Koska yhdestd jonosta x on olemassa 2™ — 1 syklisesti siirrettya
versiota, jotka kaikki korreloivat minimaalisesti keskenddn, tun-
tuu houkuttelevalta kayttdd niitd erottamaan yksittdiset satelliitit
toisistaan. Tama ei kuitenkaan toimi?, koska GPS:n havaintosuu-
re on juuri signaalin siirto ajassa. On loydettdva koodeja, jotka
ovat olennaisesti erilaisia: ei ole mahdollista muuttaa yhta toiseksi
pelkéstaan sykliselld siirrolla.

o Robert Gold nédytti vuonna 1967, ettd jos kaksi samanpituista,
mutta geometrisesti erilaisten siirtorekisterien generoimaa jonoa
x ja y valitaan sopivasti, kaikki jonot x © y*, jotka muodostetaan
XOR-operaation avulla jonoista x ja y eri syklisten siirtymien o
sovellettaessa

— ovat olennaisesti erilaisia
— ristikorreloivat myds minimaalisesti keskenddn

— niiden autokorrelaatiofunktio muistuttaa deltafunktiota: silld

3Itse asiassa GLONASS kdyttdd timén tyyppisid jonoja. Tdstd syystd sen on kdytettava
eri kantoaaltotaajuuksia eri satelliiteille, katso osio 11.2.
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x=1—2x _
0 0lo) %y &—> X, 1 =1+
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1 01 l 0] +1 l 41 =11
1 10 1|1 T S

Kuva 7.10. Kommutoiva kaavio, joka selittdd koodibittien ja sahkomagneettis-
ten signaaliarvojen vélisen suhteen sekd sen, miten XOR-operaattori

kuvautuu kertolaskuun.

on huippu origolla ja pienid arvoja muualla.

Katso liite B.

“"Minimaalisen korrelaation” késite kaipaa selitystd. Jos on kaksi
bittijonoa x ja y, joiden alkiot ovat x;,yi, i =1, ..., 2™ — 1, ndma bitit
esiintyvidt GPS-signaalin modulaatiossa vaihesiirtoina 0° ja 180° eli
kantoaallon kertomisina arvoilla +1 ja —1. Siis bittijonot x, y esitetdan
signaaliarvojen jonoina X, Y, joissa arvo —1 edustaa bittid 1ja arvo +1
bittid 0. [lmaistuna lineaarisina suhteina x = 1 — 2x, y = 1 — 2y. Katso
kaavio 7.10.

Sen jédlkeen korrelaatio — ”syklinen ristikorrelaatio” — on

2n—1 2n—1

COI'I'{?,'U} = 2711—_1 Z fﬂji = 2111—_1 Z Xi @91 =
i=1 i=1

= s (Colx@y) — Ci(x@y)),

mikéd on ldhelld nollaa, jos lausekkeen x @ y bittien 0 = +1 ja bittien
1 = —1 lukumdérat Co(x ®y) ja C;(x ©y) ovat ldhelld toisiaan.

Taulukossa 7.3 on piirretty syklinen autokorrelaatiofunktio

2
Corr{x,x*} = 2111—_] Z Xi Bx¥ =
im

_ 2111__] (Colx Bx™) = Cr1(x ®x%)) (7.2)

syklisen siirron « funktiona. Ndhdddn, ettd funktion arvo on yksi,

jos x = x%, siis siirto on nolla. Kaikille nollasta eroaville siirroille
1

ﬁ.
suurille arvoille n funktio muistuttaa Diracin deltafunktiota, alaosio

arvo on — Tama tulos pétee yleisesti, arvolla — 1 / (2™ —1). Siis

2.6.2. Tamd merkitsee, ettd korrelaattori osaa tunnistaa yksiselitteisesti
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TAauLUKKO 7.4. Rekisteriarvojen jonot vaihtoehtoisen rekisterin geometrian
tapauksessa.

1234 2@®4 Ulos 1234 2@®4 Ulos 1234 2@4 Ulos

1 1000 0 0 1 1001 1 1 1 0110 1 0
2 0100 1 0 2 1100 1 0 =2 1011 1 1
3 1010 0 0 3 1110 1 0 3 1101 0 1
4 0101 0 1 4 1111 0 1 4 0110 1 0
5 0010 0 0 5 0111 0 1
6 0001 1 1 6 0011 1 1
7 1000 0 0 7 1001 1 1

oikean aikasiirron vastaanotetun koodin ja paikallisesti generoidun
jdljitelmdkoodin valilla.

Kuvan 7.9 geometrian valinta ei ole sattumaa, kuten voidaan hel-
posti ndyttdd rakentamalla vaihtoehtoinen siirtorekisteri, jonka XOR
on solujen 2 ja 4 eikd solujen 3 ja 4 valilld, taulukko 7.4. Tarvitsemme
maksimipituuden jonoja eli m-jonoja, jotka toistuvat 2™ — 1 rekisterin
siirron jalkeen. Matematiikan haara, joka tutkii titd ongelmakenttdad on
nimeltdan Galois'n teoria, Evariste Galois*’n mukaan.

GPS-jdrjestelmén C/A-koodi tuotetaan kahdella lineaarisen palautteen
siirtorekisterilld, joilla on eri geometriat. Rekisterit ovat molemmat 10
bittid pitkid, ja niiden tuottamat koodit ovat 1023 bittid pitkid. Ne
yhdistetddn XOR-portin kautta eri syklisten siirtymien jdlkeen, jolloin
ne tuottavat satelliittikohtaiset “Goldin koodit”, jotka moduloidaan
ldhteville kantoaallolle. Katso kuva B.1.

7.5 GPS-signaalin tehospektri

GPS-signaalin alkuperdiset ndenndissatunnaiskoodin modulaatiot koos-
tuvat yksinkertaisista suorakulmaisista blokeista, kuten funktio

1 joste (-33),
B(t) = .
=0 jostg (o). (7:3)

4Evariste Galois (1811-1832) oli ranskalainen matemaatikko ja lukuteoreetikko, jo-
ka keksi darellisten kuntien teorian eli Galois’'n teorian. Hian kuoli 20-vuotiaana
kaksintaistelussa saatuihin vammoihin.
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Ei ole vaikeaa ndyttdd, ettd timan funktion Fourier'n muunnos on

(f #£0):

o0 3 1 .
F{B} — [T B(e 2 nar— [ e2rinar -

1/,
1 Comir) /2 ] —mif  mif)
2mif [ L1/2 - 2mif (e € ) o
T et el gingf
A = 74

1
Tapauksessa f = 0 saadaan F{B} = f; //22 dt = 1. Tatd funktiota

kutsutaan sinc-funktioksi. Sen méaaritelma on

sinx .
. def ) —x JosxF#0,
sincx =

1 josx = 0.

GPS-signaalin modulaatiota C(t), olipa se C/A-koodi tai P(Y)-koodi,
voidaan katsoa stationaariseksi prosessiksi, jonka odotusarvo haviaa:

E{C(t)} =0.
Stationaarisen prosessin autokovarianssifunktio on (yhtdlo 2.16):
Ac(At) = Cov{C(t), Ct + AN} =E{C() Ct + AD}.  (7.5)

On my®os selvéd, ettd funktio C(t) ndenndissatunnaiskohinana koostuu
biteistd, jotka eivat korreloi keskenddn. Taméa merkitsee, ettd

Ac(At) =0 jos |At] > 1,

koska silloin yhtdldssd 7.5 jokaisen bitin arvo kerrotaan vain muista
biteistd tulevien arvojen kanssa, joiden kanssa se ei korreloi.

Ainoat arvot At, joille yhtdlosséd 7.5 oleva kertolasku tuottaa jotain,
minka odotusarvo eroaa nollasta, ovat arvot —1 < At < 1. Naille arvoille
kovarianssiarvo on yhtd kuin blokin B(t) ja At:n verran ajassa siirtyneen
saman blokin B(t + At) paallekkdinen pinta-ala. Ndemme, ettd timd on
kolmiofunktio T(At), jonka médritelma on

At+1 jos At € [-1,0],
T(At) = 41— At josAte [0,1],

0 muuten.

Katso kuva 7.11.
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1 i
B(t)| B(At—1t)
S W
—1 1 At —

Kuva 7.11. GPS-modulaation autokovarianssifunktio.

Tamaé kolmiofunktio on siis ndennéaissatunnaiskoodin C(t) autoko-
varianssifunktio A¢(At). Ja tutkimalla kuvaa ndhddan myos, ettd T on
sama kuin blokkifunktion B konvoluutio itsensa kanssa,

T=B®B < T(At)= [ B(t)B(At—1t)dt.

—00

Fourier'n teorian konvoluutiolauseen mukaan timéa merkitsee, ettd T:n
Fourier'n muunnos on, yhtdlon 7.4 kanssa,

F{T} = F{B)” = (Si?n?f)z.

Néin olemme Ioytdneet GPS:n ndenndissatunnaiskoodin autokovarianssi-
funktion Fourier'n muunnoksen. Se tunnetaan my6s nimelld tehon
spektraalitiheys, yhtalo 2.34:

Ac(f) = F{Ac) = F{T} = (S“T‘n?f>z . (7.6)

Tama funktio C/A- ja P(Y)-koodeille skaalattuna sopivasti niiden eri
bittitaajuuksia varten ja desibelin asteikossa on piirretty kuvaan 7.12.

Tamén yhtdlon johtamisessa oletettiin, ettd koodibitin leveys on yksi.
Jos se on jotain muuta, kuten 1/f,_, jossa f. on “kooditaajuus” yksikossd
bittejd sekunnissa, on f korvattava yhtildssé 7.6 arvolla f/f.. Myds tulos
tulee jakaa arvolla f.°.

5 Ajattele sitd ndin: jos kooditaajuus f. on yhden megahertsin, niin voit valita mikrose-
kunnin uudeksi aikayksikoksi, jolloin jokaisella bitilld on leveys yksi. “Uusi” taajuus,
ilmaistuna megahertsein, on nyt f' = f/f_, ja tehon spektraalitiheys saadaan wattei-
na per megahertsi. Tdma tulee jakaa kertoimella f, jotta saadaan se vakioyksikossa
watteina per hertsi.
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TauULU 7.5. GPS-signaalin tehospektri: laskennan koodi.

f =-20:0.1:20;

psdP = (sin(pi.*f/10.23)./(pi.*f/10.23)).72;
psdCA = (sin(pi.*f/1.023)./(pi.*f/1.023)).72;
hold on

axis([-20 20 -40 0])

plot(f, 10xlog(psdP)/log(10), '-m’)

plot(f, 10xlog(psdCA)/log(1l0), '-b")
xlabel(’'Taajuuspoikkeama (MHz)')
ylabel('Tehon spektraalitiheys (PSD) (dB)’)
print 'GPS-PSD.pdf’, ’-dpdf’

Tamén kanssa yhtélostd 7.6 tulee

At~ 1 (M) . (M)

fc 7T f/fc 7tf

7.6 BOC, binaarinen offset kantoaaltomodulaatio

Alkuperainen GPS-jdrjestelma otti kdyttoon modulaatiotekniikan nimel-
ta BPSK, binary phase-shift keying eli binaarinen vaiheavainnus. Galileo-
jarjestelmd kayttdd uudempaa tekniikkaa nimeltd BOC, binary offset

0

&

%_]O I C/A P(Y) |

5

<

% —20 t+ i

§

& _30

: ﬂ I

<

d Lt [
20 10 0 10 20

Taajuuspoikkeama (MHz)

Kuva 7.12. Alkuperdisen GPS-signaalin tehospektri.
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carrier modulation eli binaarinen offset kantoaaltomodulaatio. Myos
GPS-jdrjestelmédn uusi M-koodi kdyttda tata uutta tekniikkaa.

Alkuperédisessd BPSK-tekniikassa jokaista bittid edustaa yksi blokki,
jonka arvo on joko +1 tai —1 riippuen siitd, onko kyseessa bitti 0 vai
bitti 1. Ndin saatu blokkifunktio kerrotaan kantoaallon kanssa, jolloin
tuloksena on vaiheinversio eli vaihesiirto 180° kun bitti 0 tulee bitin 1
jdlkeen tai toisinpdin.

BOC:n tapauksessa erilaista on, ettd yhden blokin sijasta jokaista
bittid edustaa (esimerkiksi) kolmen blokin rykelmd, katso kuva 7.13.
Liséksi tdassd esimerkkitapauksessa (kun bitin aliblokkien lukumaééra on
pariton) jokaisella bittirajalla on yliméardinen vaiheinversio. Nettotulos
on, ettd vaihe-inversio on ainoastaan bittirajoilla 1 — 1ja 0 — 0, muttei
bittirajoilla 0 — 1tai 1 — O.

On mahdollista suunnitella BOC-modulaatioita, joilla valtaosa sig-
naalin tehosta menee kahteen sivukaistaan kantoaallon molemmin
puolin. Sivukaistojen keskelld ovat ”alikantoaallot”, joiden taajuuden
ero kantoaallosta on (tdssd esimerkissd) 1,5x kooditaajuutta. Kantoaal-
lon ldhisto6n jdd vain vdahdn tehoa. Tama helpottaa signaalin erottamista
signaaleista, jotka ovat jo moduloituina samaan kantoaaltoon BPSK-
tekniikalla, joka laittaa tehostaan valtaosan kantoaallon ldhelle. N&din on
asian laita Galileon E1-signaalille, jonka kantoaallolla on sama taajuus
kuin GPS:n Li-kantoaallolla. Sama pétee GPS-jdrjestelmédn uudelle M-
koodille, joka taajuudella L1 on pééllekkédin jo olemassa olevien C/A-ja
P(Y)-koodien BPSK-modulaatioiden kanssa®.

Tutkitaan esimerkiksi bittifunktiota, joka koostuu kahdesta blokista:

1 joste (—%,O) ,
By(t) =4 -1 joste (0,3),

0 muuten.

Téassa tapauksessa Fourier'n muunos on

(B2} = [ Ba(t) e 2t =

_ jo e 27t gy _ j+]/2 e 27t gy —
,]/2 0

6Sotilaallisesta nakokulmasta etuna on, ettd he voivat valikoivasti hairita C /A-koodia
kieltden sen ja P-koodin kéyton viholliselta, samalla kun he itse jatkavat M-koodin
Kéyttod.
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Modulaatio = koodi

Kantoaalto. . .

QA AT VATV T A VAVATATATAVAVAVATAAVAVAVATAAVAVATAVAVAVAATAVAVAY

. moduloituna

MWMWMW\)(WWWMMWMW

Kuva 7.13. BOC, binaarinen offset kantoaaltomodulaatio. Esimerkki.

_ 1 —2mift]0 1 _2qTift —0—1/2 .
- 2mif [ }71/2 Tt [ ]o =
1 i —mi 1 —7i i 2

= gp (€ m 2 e ) = e (1) =

_21 ertif/z_efﬂif/z 2_.Sil’12(7tf/2)
= nf 2 B O

Identiteetilld sin 7tf = 2sin(7tf/2) cos(7f/2) saadaan

B _sin(7tf) sin(ﬂf/z)
B2} = ()

kirjallisuuden standardimuoto.

Tama Fourier'n muunnos on puhtaasti imaginaarinen, koska B,
on antisymmetrinen. Symmetrisille funktioille autokovarianssifunktio
ja itsekonvoluutio ovat samoja; antisymmetrisille funktiolle ne ovat
toistensa vastafunktiot, yhtdlo 2.22. Siis tehon spektraalitiheys on

Ac(f) =F{Ac} = F{Bi(-t) ® Bo(t)} =

sin(7if) sin(7tf/2) )2

~F{B2(t) @ By(t)} = ( f cos (F/2)

Kuvassa 7.14 ndkyy, miten tehoa siirtyy pois kantoaallon ldhistolta.
Galileo kdyttdd BOCin toteutusta nimeltd AItBOC, Shivaramaiah ja Demps-
ter (2009).
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Kuva 7.14. EsimerkKki siitd, miten BOC siirtda tehoa sivukaistoihin.

Suosittu symbolinen merkintdtapa BOC-modulaatioille on BOC(f, f),
jossa f; on alikantoaallon taajuus, joka samalla on puolet blokkien
madrdstd sekunnissa, ja f. on koodibittien eli tiedon yksikdiden méaara
sekunnissa. Tadllda merkintdtavalla yleinen tehon spektraalitiheyden
yhtdlo on

Aclf) = (sinw f/t,) sin(n /2,) )

nif cos (7 f/2¢,)

katso Ma ym. (2020). Tdma on tavallisin BOCin variantti, joka tunnetaan
myo6s nimelld BOCgi, (fs, fc) eli “sini-BOC”.

7-7 Koodin ja kantoaallon vaiheen mittaus

Koodijakokanavoinnin (CDMA) kdyton takia maanpinnalla olevan GPS-
vastaanottimen antenni vastaanottaa signaaleja kaikista paikallisella
taivaalla olevista GPS-satelliiteista, jotka ldhettdvit samoilla kantoaalto-
taajuuksilla. Koska ldhetysteho on rajallinen ja se on jaettava tasaisesti
maapallon yhden pallonpuoliskon yli, vastaanottimen on oltava todella
herkka. Siksi vastaanotettu signaali esivahvistetaan jo antennissa.

Ennen lisdvahvistusta signaali kerrotaan eli sekoitetaan vastaanottimen
kellon vertaustaajuuden kanssa. Tama tuottaa kaksi johdannaissignaalia
taajuuksilla, jotka ovat signaalin ja vertaustaajuuden summa ja erotus.
Naistd erotustaajuus, jota kutsutaan my®6s vilitaajuudeksi, kulkee kais-
tanpddstosuotimen ldpi, joka auttaa myds vaimentamaan ulkopuolisia
hairioitd. Tatd vilitaajuussignaalia vahvistetaan edelleen ilman vaa-
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Sekoitin Tasaaja P

L=JAc(t—t1) L ~JE

N “Jéljessd” - o

C(t) C(tp) cos?(wt) P— %Ac(t —tp) Vertailu

184
/>_<\ C(t) C(tr) cos?(wt) [
Signaali
C(t) Co/s\(wt) "Ajassa”

(S
Y
g @ C(t) C(tg) cos?(wt) _

/y\ "Edessa” E= %Ac(t —tg)
C(ltL)C(‘lCP) C(ICE) x cos(wt)
!/
Jéljitelmé&generaattori t Kello E-L
Y

t=t , 20 Pseudoetdisyys
tp =t

tg =t/+35

Kuva 7.15. GPS-koodiseuranta.

raa, ettd vahvistettu signaali vuotaisi takaisin antenniin, niin sanottu
ylikuuluminen. Vasta sitten vahvistettu signaali ldhetetddn eteenpédin
vastaanottimen kasiteltavaksi.

Koodimittaus on suhteellisen helppoa korrelaattorilla, joka korreloi
vastaanotettua signaalia vastaanottimessa itse generoitujen signaalien
kanssa. Korrelaattorina toimii yleensa niin sanottu DLL eli delay-locked
loop, viivelukittu silmukka.

Jokaisella GPS-satelliitilla on oma ndenndissatunnaiskoodi, joka eroaa
kaikkien muiden satelliittien koodeista tavalla, joka tekee niiden erotta-
misen mahdollisimman helpoksi. Korrelaattorissa generoidaan kolme
synteettistd signaalia eli “jdljitelmaa” jokaiselle satelliitille: E (early), L
(late) ja P (prompt). Katso kuva 7.15. Aikaero & E:nja L:n vélilld on yhden
koodibitin pituinen, GPS:n C/A-koodin tapauksessa mikrosekunnin.
Jokainen generoitu signaali kerrotaan eli sekoitetaan saapuvan satelliit-
tisignaalin kanssa. Tulos on kahden signaalin korrelaatio: arvo, joka on

positiivinen vain, jos signaalit ovat melkein synkrooneja’.

7Tassé oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd sisdén tulevan signaalin ja jaljitelma-
signaalin kantoaaltojen vaiheet on jo synkronoitu. Jos tdméa koherentin DLL:n olettamus
ei pdde, on kdytettdvd monimutkaisempaa mutta myos robustimpaa epikoherenttia
DLL:&a.
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sin?(wt + ¢’) cos Ad + sin(wt + ¢’) cos(wt + ¢’) sin Ad

Sekoitin v Tasaaja
sin(wt + ¢) />_<\ \/ _ % cos A
NGO -
Rekonstruoitu kantoaalto
’ . sin(wt + ¢') Ohjain
Signaali . , ILA 1gin(2A )
Ohjattu ¢ — ' +AD g Sin(2Ad) /7N Vaihekulman
oskillaattori \>/ erotin
cos(wt + ¢')
Sekoitin Tasaaja
>< , p—
sin(wt + ¢) > /\ % sin Ad

sin(wt + ¢’) cos(wt + ¢’) cos Ad + cos? (wt + ¢’) sin Ad

Kuva 7.16. Costasin diskriminaattorin eli silmukan suorittama kantoaallon
vaiheen seuranta.

Kuva 7.11 nédyttdd ndenndissatunnaiskoodin autokovarianssifunktion
kolmiomuodon. Ristikovarianssifunktio signaalin ja jdljitelméan valilla
on (olettaen koherentti DLL) samanmuotoinen. Siis tapauksessa, jossa
synkronointi on kohdallaan, pétee P = % -100%, E=L = % - 50 %. Ero
E — L valilla [—3, +1] kielii epasynkronisuudesta.

Jos E-sekoitin antaa korkean arvon, on koodigeneraattorin kello jéljes-
sd ja sitd on nopeutettava. Jos pdinvastoin L-sekoitin antaa korkeamman
arvon, koodigeneraattorin kelloa on hidastettava.

Kantoaallon vaiheen mittaus on kuluttajatason laitteessa epétavallista
ja myos hankalampaa. Tarkoitusta palvelee yleensd niin sanottu PLL eli
phase-locked loop, vaihelukittu silmukka.

Usein kéytetty vaiheseurannan ratkaisu on niin sanottu Costasin®
diskriminaattori eli silmukka. Se havaitsee kantoaallon vaiheen poik-
keaman vastaanottimen vertausoskillaattorista ja ohjaa vastaanottimen
vertaustaajuutta niin, ettd ero hdvidad. Tama vertaustaajuus havaitaan ja
integroidaan kantoaaltovaiheen havaintosuureeksi.

Costasin silmukan kasitteellinen kaavio on kuvassa 7.16. Nahdaéan,

miten sisddn tuleva signaali ”sekoitetaan” eli kerrotaan generoitujen

8John Peter Costas (1923-2008) oli amerikkalainen sihkoinsindéri. Hanen kuuluisa
keksintonsd, Costasin silmukka, oli paremman radiovastaanottimen suunnittelun
tulos (Costas, 1956).
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vertauskantoaallon kopioiden kanssa, joiden vilinen vaihe-ero on 90°
eli 71/2. Sekoitustoimien ulostulot tasataan, minka jilkeen vaihekulman
erotin tulkitsee ne eron Ap = ¢ — ¢’ sini- ja kosinikomponentteiksi. Ero
on vertausvaihepoikkeaman ¢ ja etsityn signaalin vaihepoikkeaman ¢
valilla.

Vaihe-erotin antaa ulos sen sy6ttosignaalien % cosAdja % sin A¢ tulon
% sin(2 A¢). Tamaé on vertauskantoaallon generaattorin ohjaussignaali,
jonka taajuutta ohjataan eron nollaamiseksi.

Costasin diskriminaattori ei osaa tehdé eroa kantoaallon ja miinus
kantoaallon, eli méaaralla 180° = 7t vaihesiirretyn kantoaallon, vililla:

d=m+¢ = sin(2Ad) =sin(2Ad).

Tama merkitsee, ettd sen kokonaislukutuntemattomien yksikko on puoli
aallonpituutta, A/2.

Tamd my0s merkitsee, ettd Costasin diskriminaattori on hyvé tapa
”"demoduloida” sisddn tuleva signaali eli poistaa koodit kantoaallolta:
ohjatun oskillaattorin ulostulo on moduloimaton kantoaalto. Toinen
yksinkertainen tapa saavuttaa tdimd olisi “nelididd” signaali kertomalla
se itsensd kanssa. Ndin vaiheinversiot 180° vain havidvit, ja kaikki mo-
dulaatiot, kuten ndenndissatunnaiskoodit ja navigointiviesti, havidvat
kantoaallosta. Ndin tapahtuu navigointiviestid lukuun ottamatta myos
silloin, jos sisddn tuleva signaali kerrotaan synkronoidun jéljitelmésig-
naalin kanssa.

Seké koodi- ettd vaiheseurantapiirissd on komponentteja, joita kutsu-
taan “tasaajiksi”. Niitd voidaan kutsua my0s integraattoreiksi, keskiar-
voistajiksi tai alipddstosuotimiksi. Ne voidaan kuvata késitteellisesti
yhtdlolla

%E(t) = —Q + x(t). (7.7)

Téassd T on tasaajaa luonnehtiva aikaskaala. Lahtoprosessi on x(t), ja
tasattu tulosprosessi on y(t).

Yhtdlo 7.7 muistuttaa Gaussin ja Markovin prosessia, yhtdloa 2.28,
jossa aikaskaalaon T = 1 / k. Kuitenkin x(t) on yleinen prosessi, toisin

kuin n(t), joka on valkoista kohinaa. My®6s yleinen ratkaisu on sama,
yhtidlo 2.29:

y(t) =exp <—%> (Q(to) exp(%’) + Lto x(T) exp(%) dT).
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Tassd nakyy, miten ldhtoprosessin arvot x(T) vaimentuvat aikaa myoten

on(-157),

jossa t — T on arvon x(t) ikd. Tatd kutsutaan my6s “hdipyvan muistin

suhteessa

suotimeksi”. Mitd pidempi on T, sitd suurempi on arvojen x(t) joukko,
jonka yli integraali keskiarvottaa.

Signaalin ja jdljitelmédn vélisten ajallisten vaihe-erojen ja koodivii-
veiden tarkan maddrittdmisen kannalta tasausajan T on oltava pitka.
Tamad aiheuttaa kuitenkin hankaluuksia niin sanotuissa korkean dyna-
miikan sovelluksissa, kuten nopealiikkeisissd taistelukoneissa, joissa
vastaanotetun GPS-signaalin dopplersiirtyma vaihtelee nopeasti ja enna-
koimattomasti. Liian pitkélld tasausajalla seurantasilmukat menettavit
saapuvan signaalin lukituksen. Téstd syystd korkean dynamiikan kéayt-
toon tarkoitettujen vastaanottimien tasausajat ovat lyhyet, mutta samalla
herkkyys on huonompi ja mittausepdavarmuus korkeampi.

Toinen ldhestymistapa korkean dynamiikan késittelyyn on GPS:n in-
tegrointi anturin kanssa, joka pystyy itsendisesti maarittdimaan doppler-
siirtyman muutokset: laite on inertiamittausyksikko (IMU). Tahdn kelpaa
jopa yksinkertainen ja halpa malli.

7.8 Kellon mallinnus

Kellot, kuten GNSS-satelliiteissa olevat atomikellot, mallinnetaan ta-
vallisesti satunnaiskulkuina, yhtdlo 2.25. Olkoon c(t) kellolukeman
poikkeama oikeasta ajasta hetkelld t. Oleta, ettd kello sisdltdd vardhte-
lijan, jonka nimellinen taajuus on fy. Silloin vaihekulma hetkelld t on
radiaaneina

$(t) = 2mfot + Ad(t),

jossa Ad(t) on vaihepoikkeama. Kellopoikkeama on sekunteina

_ Ad(t)
C(t) o 27Tfo )
Taajuuspoikkeama Af(t) on hertseina
1 d d

f(t) =fo+ Af(t) =fo + EaAd)(t) =fo+ foac(t).
Normalisoitu taajuuspoikkeama eli kellon kdynti on dimensioton luku®:

d(t) & A‘;it) = e, (7.8)

9Tulkinta voi olla Hz/H; tai $/s.
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Usein oletetaan, ettd funktio d(t) kdyttaytyy valkoisen kohinan tavoin,
jolloin yhtdloiden 2.25 ja 7.8 perusteella kellopoikkeama c(t) kdyttaytyy
kuin satunnaiskulku. Olkoon kellon kdynnin d(t) autokovarianssifunk-
tio, yhtélo 2.23:

Aalt,t') = Qad(t—t'),

jossa & on Diracin deltafunktio ja Q4 oletettu varianssi. Yhtdlostd 2.26
seuraa, ettd kellopoikkeaman ¢ autokovarianssi on

AC,O(t)t/) = Qd : (t/ - tO) ) (79)

jossa to on sopiva aloitusaika. Ndhd&an, ettd varianssi kasvaa lineaari-
sesti ajassa.

Kéynnin d(t) keskiarvo otosvalilld T =t; —t;_; on
def 1 (U 1
(@)= 7 [, dtydt =z (elt) —clti). (7.10)

Nyt Allanin varianssi méaritellddn seuraavasti'® '*:

i1 % 1e{ (@), - @),) (711

Suure on nimetty David W. Allanin'* mukaan (Allan’s Time).

Se voidaan kirjoittaa myos kellopoikkeaman c funktiona:

03 (1) = 5] (eltinn) — 2e(ty) +c(ti 1))

Empiirinen estimaattori voidaan muodostaa esimerkiksi ndin:

n—1

A0 =53 ((d),,, —(a),)

i=0

2
Allanin varianssin nelidjuurta o, (t) kutsutaan Allanin keskihajonnaksi.
Koska E{d} = 0, myds

E{<Q>i+1 - <(—1>i} =0,

ja yhtdlostd 7.11 tulee

o (1) = %Var{<(_1>i+1 — <Q>i}. (7.12)

'9Kirjallisuudessa kédytetdan symbolia O'i (7).

" Paikkatietoanalyysin tuntijat tunnistavat timédn samanlaiseksi kuin krigingin mene-
telmdn semivariogrammi.

?David Wayne Allan (s. 1934) on amerikkalainen atomikellofyysikko.
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Jos kellopoikkeama c(t) on oikea satunnaiskulku, varianssit ovat
yhtéloiden 7.10 ja 7.9 perusteella

Var{(d); } = %Var{g(ti) —c(ti1)} =
- % (Var{g(ti)} T Var{g(ti_1 )} - 2C0V{Q(ti)>9(ti—1)})
B % (Qa- (ti—to) + Qa- (ti1 —to) —2Qa - (ti-1 —to))

1 1
= FQd (i —ti) = ;Qda

ja siis
1
Var{<c_1>i+1} = Var{<é>i} = 2Qa, (7.13)
ja kovarianssi on ilmeisesti
Cov{(d),, ()., | =0, (7.14)

koska kaikki { d(t) |t € (ti_1,t;) } ovat korreloimattomia kaikkien
{d(t) |t € (ti, ti11) } kanssa.
Kirjoita auki yhtal6 7.12 ja sijoita yhtdlot 7.13 ja 7.14:

0k(1) = IVar{(d),,, —(a),} =
= dar{(@) )+ dvar{ (@)} 2 Seov{ (), a),,, ) -
= 13Qa+17Qa—0=1Qu.

Tamad on valkoisen taajuuskohinan potenssilaki.

Kaksoislogaritmisessa kuvaajassa, jossa on 0% (T) vastaan T, timéd on

kulmalla 45° alaspdin suuntaava suora. Timén kuvaajan piirtaminen on
yleisesti sovittu tapa luonnehtia kellojen kayttaytymistd (Allan, 1966).

Oikeat kellot kayttaytyvat tavallisesti tdllad tavalla, jos otosvéli T on
lyhyt. Pidemmilld otosvileilld taajuuden rydmintd taivuttaa kayraa
ylospéin.

Vaikka Allanin varianssi keksittiin alun perin kellojen luonnehti-
miseksi, sitd kdytetddn my0os gyroskooppien ja kithtyvyysmittareiden
yhteydessa.

7-9 Vaihetuettu koodimittaus

Tassd menetelméssd absoluuttinen pseudoetdisyys tulee koodimittauk-
sesta, mutta sen aallonpituuden jakojadnnos vaihemittauksesta. GPS:n
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kinemaattisissa sovelluksissa on usein hyodyllistd tasata raa’at pseudoe-
tdisyyden koodimittaukset kadyttamalld paljon tasaisempia ja geometri-
sesti tarkempia kantoaallon vaihemittauksia, vaikka ne periaatteessa
sisdltavat kokonaislukutuntemattomia.

Olkoon annettuna koodin pseudoetdisyyshavainnot p; ja p, metreind
ja kantoaallon vaihehavainnot ¢+ ja ¢, kulmayksikéissd, siis radiaaneina
epookeillat,, k=1,2,....

Ensin konstruoidaan ennustusyhtild timan hetken a priori pseudoetdi-
syydelle kéyttden edellistd a posteriori pseudoetdisyytta:

Pt =p* (tier) + o (0t — O(tin)).  (715)

Tassd A on kantoaallon aallonpituus. Tama yhtélo patee molemmille taa-
juuksille L1 (fy) ja L2 (f,) sekd widelane- eli levedkuja-havaintosuureelle,
jonka mééritelma on

f —f
pwe = b1 —2P2 — 2P2 dwrL = d1 — 2.
f1—1,

Yhtdlo 7.15 voidaan ymmartdd Kalmanin suotimen dynaamiseksi malliksi:
tila on pseudoetidisyys p(t). Vaiheen muutostermi ¢ (tix) — d(tk—1)
voidaan katsoa tunnetuksi, koska vaihemittaukset ovat niin tarkkoja
koodimittauksiin verrattuna.

Seuraavaksi lisdtddan Kalmanin suotimeen havaintoyhtild: havainto on
yksinkertaisesti timén hetken pseudoetdisyys

g - E(tk) + m,

jonka tarkkuus annetaan havainnon varianssina R = Var{m} = E{m?}.
Piivitysyhtilé on

ph(t) =p (t) —KH (p~ (t) — £),

jossa
_ _ y—yT YT -1 _ ¥
H=[1], K=Z H (HZ H'+R) ' = o=,
ja siis
wW w
e —
Pl = e P ()
T (t) + R () + R

Siis a posteriori pseudoetdisyys on toisaalta ennustetun ja vaihemittausten
avulla tasatun a priori pseudoetédisyyden, toisaalta suoraan havaitun
pseudoetdisyyden painotettu keskiarvo. Painot W ja w tdyttavit ehdon

W4+w=1,



Olenko ymmiirtinyt timin?

katso alaosio 2.2.3.
Varianssin pdivitys antaa

R

Tr(t) =(I—-KH) I (ty) = T (t) +R

I (ty).

Dynaamisen mallin varianssin kasautuminen epookista seuraavaan on
yksinkertaisesti X~ (ti) = Z* (tx_1).

Tassa menetelmaéssa voi testata, onko tapahtunut vaihekatkoja: testattava
suure on erotus eli nollasuure eli “sulkuvirhe”

y=(p (t) — ¢,

jonka keskivirhe on tiedossa:

oy = VHI-(ti)HT + R = /I () + R.

Tama toimii parhaiten levedkuja-lineaariyhdistelméda kayttden sen suu-
ren tehollisen aallonpituuden (86 cm) ansiosta.

Taméd Kalmanin suodin voi pyorid jatkuvana prosessina vastaan-
ottimessa tai, ilman tosiaikaisuuden etua, jilkikasittelyohjelmistossa.
Suotimen tuottama estimaattori

{p|tefbont)f=p ) =p(t), k=23...

on merkittdvésti tasaisempi kuin raakahavaintojen aikasarja {, =
p(t) +m.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Mitd modulaatiotekniikkaa kédytetddn GPS-jarjestelmédn radioldhe-
tyksissd?

2) Mitkd ovat vastaanotetun GPS-signaalin relativistisen taajuussiir-
tyméan kaksi osaa?

3) Kuvaile kantoaaltovaiheen kelauksen ilmi6ta.

4) Mita ovat Goldin koodit? Mité tarkoittaa, ettd ne ovat keskendan
melkein ortogonaalisia?

5) Kuinka GPS-vastaanotin voi erottaa taivaalla olevien satelliittien
signaalit toisistaan, huolimatta siitd, ettd ne kaikki ldhettavat
samalla kantoaallon taajuudella?

6) Mikai on jdljitelmékoodi, ja miten koodikorrelaattori toimii?
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7) Mikéd on korkean dynaamiikan ymparisto, ja mika se vaatii GPS-
vastaanottimelta?

8) Miksi BOC eli binaarinen offset kantoaaltomodulaatio on hyddylli-

nen?
9) Miten vastaanottimen kello tavallisesti mallinnetaan?
10) Miké on Allanin varianssi?

11) Selita vaihetuettu koodimittaus.

Harjoitus 7—1: Bitin esitys kolmella blokilla

Jokaisen koodibitin esittdminen kolmen blokin sarjalla, kuten on esitetty
kuvassa 7.13, voidaan kirjoittaa seuraavasti:

=1 joste (~3,—35) U (5 3)>
Bs(t) =41 joste (—1,3),
0 muuten.

1) Johda tdmaén esityksen tuottaman modulaation C(t) tehon spek-
traalitiheys

Ac(f) = F{BL(—t) ® Bs(t)} = F{B3}".

Vihje Kirjoita blokkien sarja vain kahden yksinkertaisen blokin
summana.

2) Miten muuttaisit sarjan keskiblokin korkeutta niin, ettd tehon
spektraalitiheys origossa f = 0 havidisi?



Tosiaikaiset GNSS-havainnot

8.1  GNSS:n havaintoyhtalot

Tassd luvussa kiinnostuksen kohteena on tosiaikaisten GNSS-havaintojen
kayttdd navigoinnissa. Tatd varten kehitetddn ensin GNSS-mittauksen
havaintoyhtdloitd. Esitetddn aluksi sekd koodin ettd kantoaallon vaiheen
mittauksen yhtédlot niiden yleisessa ei-stokastisessa, epélineaarisessa
muodossa. Sen jdlkeen yhtélot linearisoidaan. Seuraavaksi yhtélot eri-
koistetaan valitsemalla, mitkd yhtdlon muuttujista ovat tunnettuja ja
mitkd tuntemattomia. Jalkimmaiset sisdllytetddn tuntemattomien vek-
toriin eli tilavektoriin.

Yhtéloiden ilmakehdn parametrit vaativat erityiskdsittelyd. Tasta

esitetddn erillinen analyysi.

Luvun lopussa esitetdadn differentiaaliset GNSS-mittaukset, mukaan
lukien tosiaikainen kinemaattinen (RTK) mittaustekniikka. Lisdksi esite-
tddn menetelmit ja standardit tietoyhteyden muodostamiseksi vertaus-
vastaanottimen ja liikkuvan vastaanottimen vilille.

8.1.1 Koodimittauksen havaintoyhtalé

Tavallisin GNSS:n havaintotyyppi on koodimittauksen pseudoetdisyys, jonka
yhtdlo on

p=p+c (AT - At) + dion + dtrop» (81)

jossa

p =X x| = /(X =%+ (X—y)* +(Z —2)°

on etdisyys avaruudessa satelliitin paikan x = xi + yj + zK ja maa-
aseman eli vastaanottimen paikan X = Xi+ Yj + Zk vililla Pythagoraan
lauseen avulla laskettuna.

At on satelliitin kellopoikkeama.



194

8 ToSIAIKAISET GNSS-HAVAINNOT

AT  on vastaanottimen kellopoikkeama.

dion  On “ionosfadrin” eli ilmakehédn ionisoidun osuuden aiheuttama

viive signaalin etenemisessa.

dyop ON “troposfddrin” eli ilmakehédn neutraalin osuuden aiheuttama
etenemisviive.

Etuliite “pseudo” sanassa pseudoetdisyys viittaa kellopoikkeamien At
ja AT lasnédoloon. Niiden takia suure kéyttdytyy laskennassa eri tavalla
kuin oikeat etdisyydet, jotka havaitaan esimerkiksi laseretdisyysmit-
tauksella.

Yhtdlod 8.1 voidaan kutsua “esihavaintoyhtdloksi”. Se sisdltdd enem-
mén muuttujia kuin voidaan koskaan méarittdd yhdelld laskelmalla.
Tastda yhtdlostd voidaan johtaa varsinaisia havaintoyhtiloitd, joiden
muoto riippuu siitd, mitkd valitsemme tuntemattomiksi eli Kalma-
nin suotimen estimoitaviksi suureiksi. Tuntemattomat, jotka voidaan

sisdllyttdad Kalmanin suotimen tilavektoriin, ovat x, X, At ja AT.

IImakehén etenemisparametrien dep ja dion sisdllyttdminen on on-
gelmallista. Yhtdlon 8.1 muoto néyttdd, ettd jokaisella satelliitilla on
omat parametrit deop ja dion jokaiselle epookille. Nama viiveet riippuvat
satelliitin korkeuskulmasta. Siksi niita ei voida ratkaista havainnoista t&-
man yhtdlon avulla. Korjaukset voivat olla saatavissa jostakin ulkoisesta
lahteestd, esimerkiksi ilmakehdmallista.

Sivuuttamalla toistaiseksi ilmakehédn parametrit saadaan koodimit-
tauksen esihavaintoyhtdloksi

P =p+c (AT —At). (8.2)

8.1.2 Kantoaallon vaiheen havaintoyhtalo

Samanlainen yhtdlo kuin koodimittauksen pseudoetdisyyden yhtélo
8.1 on olemassa myds kantoaallon vaihehavainnoille:

s A (P _
P_P—H\N_)\(?{JrN)_?\(E)—

=P +c (AT — At) + Dion + Dtrop) (83)

jossa

p = X — x| = /(X=x)? + (Y= y)? + (Z—2)°

on satelliitin, paikalla x = xi + yj + zk, ja vastaanottimen, paikalla
X = Xi+Yj + ZK, vilinen geometrinen etdisyys.



Havaintoyhtildiden linearisointi 8.2

¢ on mitattu eli “raaka” vaihe-erokulma radiaaneissa. Signaalin
lukitushetkelld ¢ (ty) € [0, 27t). Huomaa, etta oikeasti tdssa mi-
tataan, paljonko vastaanottimen vertausoskillaattorin vaihe on
vastaanotetun satelliittisignaalin vaiheen edelld. Kun etdisyys
satelliittiin kasvaa, kasvaa myos mitattu vaihekulma.

=3

on vaihe-erokulma mukaan lukien yhtélon 8.3 edellyttamé koko-
naisten aallonpituuksien lukuméaard N. Lukua N € Z' kutsutaan
ambiguiteetiksi, moniselitteisyydeksi eli kokonaislukutuntematto-
maksi ja patee

& = ¢ + 27N,

P=A 6/ 27t on arvoltaan ldhelld koodin pseudoetiisyytta.
P=A®/27 eiole.
At, AT ovat satelliitin ja vastaanottimen kellopoikkeamat.

Dion, Diop Ovat “ionosfddrin” ja ”troposfdédrin” aiheuttamat etenemis-
viiveet — itse asiassa Dion = —dion jJa Dirop = dirop-

A on kantoaallon aallonpituus.

Myos tdssd jatimme ilmakehdn etenemisparametrit huomioimatta,
jolloin esihavaintoyhtédld on

$:A<%+N):p+c(AT—A‘L). (8.4)

8.2 Havaintoyhtaldiden linearisointi

Yl1la olevat yhtdlot 8.2 ja 8.4 tulee linearisoida, jotta saadaan Kalmanin
suotimen pdivitysyhtdlot 3.25, 3.26 ja 3.27:
xt =x" —K(Hx —¢),

K= H (HE H"+R)",
£t = (I—KH) L.

8.2.1 Vastaanottimien paikkojen estimointi

Oletetaan, ettd maaritettavat tuntemattomat ovat tilavektorin

X
AT

X = (8.5)

'Puolikokonaisia lukuja voi esiintyd, eli 2N € Z, esimerkiksi Costasin diskriminaat-
toria kadytettdessd, katso osio 7.7.
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alkiot. Ne ovat vastaanottimen paikkakoordinaatit X, Yja Z sekéd vastaan-
ottimen kellon poikkeama AT. Oletamme siis, ettd satelliitin sijaintia x
ja kellopoikkeamaa At ei ole tarkoitus maarittdd, vaan ne tunnetaan.

Valitaan seuraava likiarvojen eli vertausarvojen joukko:

pl0) = pl0) 1 ¢ (AT() — At), (8.6)

09 = /(X191 (10 —y) 4 (210 2%, AT =o.

Tama merkitsee likimédardisen tilavektorin

X (0)
0

x(©)

(8.7)

T
muodostamista, jossa X(©) = [ X(© y©) 700 } :

Védhennetddn yhtalo 8.6 yhtdlosta 8.2, kehitddn Taylorin sarjaksi ja
tunnistetaan tutulla tavalla méaritellyt deltasuureet

AXE XX, AYE Yy YO Az 770

ja
A défp —p® x
%g—i Ax+g—‘\’( AY+2—E AZ + c AT.
X=X(0) X=X(0) X=X(0)

Tunnistetaan havaintomatriisi ja lasketaan osittaisderivaatat:

[Xox You 2oz C](‘”:[ng CTOJ, (8.8)

Kalmanin suotimen rakenne- eli havaintomatriisi.

Linearisoitu tilavektori saadaan vahentamalld yhtdlo 8.7 yhtdlosta
8.5, ja pudotetaan delta kuten on tapana:

AX
AT

X=Ax= | AX AY AZ AT

def }T _ . (8.9)

Kaikki alkiot ovat ajan funktioita.

Oletetaan, ettd tietylld ajan hetkelld t havaitaan joku tilavektorin
funktio. Linearisoitu havaintoyht&lé on stokastisena yhtalona

(= Ap =Hx(t) + m, (8.10)



Havaintoyhtildiden linearisointi 8.2

jossa H ja x(t) ovat ylld maéériteltyjd ja m on havainnon satunnainen
virhe eli kohina.

Voimme tutkia epookeittain, kuinka tarkasti havainnot kykenevit
madrittdmadn tilavektorin ratkaisun 8.9. Jos on n pseudoetdisyysha-
vaintoa eri satelliitteihin, havaintoyhtdlosta tulee

£ A m
Ap, H; m,
Ap, H, m,

P e B P
Ap H,, m,

Oletus, ettd havainnot ovat tilastollisesti riippumattomia ja ettd kaikkien
keskivirhe on sama*® 0 — matemaatikkokielelld i.i.d.-oletus — antaa
luvan kdyttada tavallista pienimmé&n nelidsumman ratkaisumenetelmaa.
Ratkaisu on
x=(ATA) ' ATE

ja sen varianssimatriisi

Var{x} = o? (ATA)_1 :
Huomion arvoista on, ettd matriisi (ATA) “'on taysin satelliittigeomet-
rian madrittdmd, toisin sanoen se riippuu siitd, missd jokainen satelliitti
on havaitsijan taivaalla. Kaikki muut tekijdt, jotka vaikuttavat ratkaisun
X epavarmuuteen, kuten vastaanottimen laatu ja mittausolosuhteet, si-
sdltyvat tehdyn oletuksen takia lukuun o, jota kutsutaan painoyksikin
keskivirheeksi.

Matriisi (ATA) ! kertoo, kuinka tarkasti tuntemattomat voidaan més-
rittdd: jokaisen tuntemattoman varianssi on yhtd kuin matriisin (ATA) -
vastaava ldvistdjaalkio kerrottuna arvolla 0. GNSS-havaintogeometrian
laadun analysoimiseksi usein kéytetyt niin sanotut DOP-suureet ovat
ndiden lavistdjdalkioiden eri summia.

Osiossa 8.4 esitetddn tilavektorin kehitystd ajassa Kalmanin suotimes-
sa.

8.2.2 Satelliittien paikkojen estimointi

Satelliitin hetkellinen paikka x ja kellopoikkeama At oletetaan tunne-
tuiksi eli laskettaviksi ratatiedoista. Tdma oletus ei pidad paikkaansa tar-

*Tama on fysikaalisesti epérealistista: havaintoepdvarmuus on paljon suurempi, jos sa-
telliitti on ldhelld horisonttia. Tima johtuu signaalin pitemmastd polusta ilmakehéssa.
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kasti. Osiossa 8.5 esitetddn, miten timd oletus lievennetddn kdyttamalla
differentiaalitekniikkaa tukiasemineen.

Kasitteellinen ldhestymistapa tdhdn on katsoa tukiaseman havainnot
havainnoiksi, joilla méaaritetddn satelliitin tuntemattomat x, y, z ja At,
kun tukiaseman koordinaatit X, Y ja Z ovat tiedossa. Tdmén tehtavian
H-matriisi on

ja vastaava tilavektori

x:[Ax AT Atr. (8.11)

Sen jdlkeen tamaén tilavektorin alkioiden Ax ja At estimaatteja kdytetddn
lahetettyjen ratatietojen (broadcast ephemerisin) korjaamiseksi, ennen
niiden kdyttoa liikkkuvan vastaanottimen eli roverin paikan laskennassa.

Yhtdlo 8.11 on myds tilavektorin yleinen muoto, kun estimoidaan
satelliittien kiertoratoja kdyttden pseudoetdisyyshavaintoja tunnetuil-
ta seuranta-asemilta. Tosin jos asemilla on synkronoidut atomikellot,
asemien kellotuntemattomat AT putoavat pois.

8.2.3 Kantoaallon vaihe havaintosuureena

Kantoaallon vaiheen havaintosuureen P & P — AN tapauksessa, yhta-
16 8.4, kokonaislukutuntemattoman (”ambiguiteetin” eli moniselittei-
syysluvun) N pitda sisdllyttdd linearisoituun havaintoyht&lon, jolloin
tuloksena on

H=[ 9 2P 2P P aPy‘”:
0X 0Y 0Z OAT o0

[ X=x Y-y Z-—z ©  rXx—x 1@
_[pppc_x]_[pc}"
Vastaava tilavektori on
AX
.
x:[AX AY AZ AT N] — | AT
N

Kaikissa tapauksissa syntyy yksi linearisoitu havaintoyhtdl6 jokaista
satelliittia ja havainnon kantoaaltotaajuutta (GPS:n tapauksessa L1, L2
tai Ls) kohti.

Kalmanin suotimessa on sallittua késitelld kaikki havainnot erikseen
ja perdkkdin, vaikka ne on tehty samanaikaisesti. Tama edellyttad, ettd
ne ovat tilastollisesti riippumattomia toisistaan.



[Imakehin mallinnus 8.3

8.3 llmakehan mallinnus

IImakehédn etenemisviiveet jaetaan tavallisesti viiveisiin, jotka johtuvat

4

“jonosfddristd”, ilmakehdn ionisoidusta osuudesta, ja “troposfadrista
eli neutraalista ilmakehdstd, joka sisdltdd myos stratosfadrin.

Kyseiset mekanismit ovat hyvin erilaisia.

8.3.1 lonosfiari

Ionosfadrissd etenemiseen vaikuttavat eniten vapaat elektronit. Hyvassa
approksimaatiossa viive on kddntden verrannollinen taajuuden f nelioon.

dion = 40,3 m* HZ? - 1]—2 [Nes, (8.12)

jossa N on vapaiden elektronien tiheys yksikossd elektroneja per
kuutiometri, suure joka integroidaan sddepolkua pitkin. Lauseketta

TEC 2 10~ "¢ TECUmM? - f N, ds (8.13)

kutsutaan elektronien kokonaispitoisuudeksi, yksikdissd TECU eli 10'¢ elek-
tronia per neliémetri. Silloin yhtdlostd 8.12 tulee

1
dion = 40,3 -10'® mHZQ/TECU f—zTEC,
jossa taajuus f on annettava hertseind. Siis metreissa

dion,1 = 0,1624 ™/1ecu - TEC,
dion)z = 0,2674 m/TEcy - TEC,
dion,5 = 0,2912™/1ecu - TEC

GPS-jdrjestelmén taajuuksilla.

Ionosfédri on dispersiivinen: etenemisviive riippuu taajuudesta f ja on
siten erilainen modulaatioille — niin sanottu ryhmaéviive — ja kantoaal-
lolle — vaiheviive. Itse asiassa kantoaallon vaiheella on negatiivinen
viive3:

Dion = —djon.

3Siis kantoaallon aaltorintamat lentdviat nopeammin kuin valo tyhjiossa! Tama ei ole
ongelma, koske ne eivét ole aineellisia esineita eivitkd kanna tietoa. Ne muistuttavat
enemman saksien “leikkaavaa pistettd”, joka voi liikkkua my®s nopeammin kuin itse
terdt (Wikipedia, Superluminal motion).
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Ionosféddrin etenemisviiveen dispersiivisyys mahdollistaa viiveen eli-
minoimisen — tai méaarittdimisen — kaksois- tai monitaajuisten GNSS-
vastaanottimien avulla. Tdima tulee ottaa huomioon havaintoyhtaloita
muodostettaessa: esimerkiksi yhtdlostad 8.1 tulee kaksitaajuisen vastaan-
ottimen tapauksessa

pir=p+c (AT - At) + dion,] + dtrop,

2
p2=p+c (AT - At) + (%) dion,1 + dtropo

Tastd yhteinen tuntematon di,n,1 voidaan joko ratkaista tai poistaa.
Maéaéritelladn ionosfddrivapaa havaintosuure

def fipi —fip,

f% — f% =p+c (AT — At) + dtrop)

josta dion,1 On poistettu.

8.3.2 Troposfaari

Troposfaaéri ei ole dispersiivinen: etenemisviive on riippumaton taajuu-
desta. Se voidaan ilmaista ilman taitekertoimeen:

dieop = Dop = [ (n—1)ds =107 [ N ds. (8.14)
Taitekertoimen n tilalla kdytetddn usein kdtevampdd suuretta N o
106 (n — 1). Taitekerroin riippuu lampétilasta T, paineesta p ja absoluut-
tisesta kosteudesta eli vesihdyryn osapaineesta e (Riieger, 2002):

K/hPa K/hpa
N — 77,624 K/np, n 64,70 K/np (1 n 5748 K> e

T (P—e T T

Jos ndma kolme arvoa on saatavissa polkua pitkin, etenemisviive saa-
daan ylld olevasta polkuintegraalista 8.14. Vakiomallit, kuten Hopfieldin
ja Saastamoisen, ovat yksinkertaistettuja approksimaatioita ja niithin
syotetddn pintamittausarvoja.

Troposfddrin erityispiirre on vesihdyryn suhteeton vaikutus etenemis-
viiveeseen: tietylld vesihdyryn osapaineella on noin 18 kertaa muiden
ilmakehédn “kuivien” kaasujen vaikutus. Tama liittyy vesimolekyylin
poolisuuteen, jonka takia se vuorovaikuttaa vahvemmin mikroaaltojen
kanssa — kuten my6s mikroaaltouunissa.
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8.3.3 Kuvausfunktio

Signaalin polku ilmakehén ldpi on sitd pidempi, mitd ldhempédnéd ho-
risonttia GNSS-satelliitti on paikallisella taivaalla. Télld seikalla ei ole
merkitystd, kun etenemisviivetta mallinnetaan ilmakehin ominaisuutena.
Siksi parametri d, joka edustaa viistosti ilmakehén ldpi kulkevan sidteen
etenemisviivettd, korvataan tuntemattomana eli tilavektorin alkiona
vastaavalla viiveelld samassa paikassa pystysuoraa polkua pitkin:

d=p(c)d".

Téssd d* on zeniitin kokonaisviive ja 1(C) niin sanottu kuvausfunktio.

Littein Maan kuvausfunktio on p(g) = | / cos (, jossa ¢ on satelliitin
zeniittikulma paikallisella taivaalla. Todelliselle kaarevalle maapallolle
on olemassa tarkempia kuvausfunktioita, joissa otetaan huomioon Maan
kaarevuuden vuorovaikutus taiteaineen pystyjakauman kanssa.

Néamaé uudet ilmakehén viiveparametrit d* voidaan lisdtd yhtdloon
8.2, josta tulee

P =0+ ¢ (AT — At) + pion digy + Hirop dirop- (8.15)

Uusien parametrien estimoiminen antaa uudeksi tilavektoriksi x ja
havaintomatriisiksi H, kun estimoidaan vastaanottimen sijainnit, yhtalot
8.9ja 8.8:

def T X —x (0)
X = AX AT dij(;n d’chop] y H :[ 0 C  Hion FLtrop .

8.3.4 Useita satelliitteja

Jos ndkyvissd on useita satelliitteja eri korkeuskulmilla, tdstd tulee

[ X —X1 1 1 1©
p] c uion utrop
X — Xz c IJZ uz
H — pz on trop ,
X —x"
| Tor  © Mion Hirop |

jossa pu® ot (%) satelliitille S, eri arvot eri satelliiteille. T4std Kalmanin
suodin voi periaatteessa ratkaista tuntemattomat d+, jotka ovat yhteisi
kaikille satelliiteille.

Jos antureita on useita, havaintoyhtdlotkin on muodostettava kaikille.
Jos esimerkiksi GNSS-vastaanotin pystyy mittaamaan useilla taajuuksilla,
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voidaan ionosfddrin etenemisviive madrittdd tarkasti ja eliminoida.

Kaksitaajuusvastaanottimelle ja useille satelliiteille tulos on

phe= 0+ (AT — At + o, diop,
pLe= 0% +c (AT — A) + 12, ddy

Pl = o™ + ¢ (AT — At™) + ulop Aoy

ja tilavektori x ja H-matriisi ovat

[ X — X] 1 1
ol € Hiop
2
AX X—x e Hz
x=| AT |, H= p? trop
dtJr_op :
X —x" n
i pn c utrop i

Téssd on jdljelld vain yksi ilmakehdn tuntematon, dtﬁop. Koska (' #
J = I‘J';Lrop 7 Uzrop/ sen pitdisi olla estimoitavissa, jos on riittavasti
satelliitteja eri korkeuskulmilla.

1

irop ON sama kaikille satelliiteil-

Tassa oletetaan, ettd tuntematon d
le ja yhtd kuin zeniittisuuntainen integraali suoraan vastaanottimen
yldpuolella. Taima pétee tdydellisesti kerrostuneen ilmakehéan tapauk-
sessa, muttei ole tietenkddn tarkasti totta todellisessa ilmakehéssé, jossa

taiteaineen mdaara ei ole vakio vaakasuunnassa.

Ratkaisuna tdhén voidaan kehittdd d- Taylorin sarjaan:

dt =dy +tan( cosocdl[fohj +tan ¢ sinocdg + - - -
jossa C on satelliitin zeniittikulma ja o sen atsimuutti. Yhden estimoi-
tavan tuntemattoman sijasta niitd onkin kolme: dy, d. ja dig, ja ne
kaikki voidaan estimoida yhdelld vastaanottimella ja yhdelld epookilla,
jos ndkyvid satelliitteja on riittdvasti. Tilavektorista tulee

di !

trop, itd

— 1 €1
x=| AX AT dtrop,O dtrop,pohj

ja havaintomatriisista

[ X —x! 1 1 1,1 1 1,0 ©)
o C Hgop tan ¢' cosx Hgop  tan ¢'sinx Herop
X —x? 2 tan (2 2,2 tan ¢2 sin a2
H— o2 C Hiop tan(®cosax pi,, tanC”sin oy,
X—x" n n n,n n q; n,n
| T on C Hgop tang™cos o™y, tan (" sino™ g, |
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Tata ldhestymistapaa kdytetddn GNSS:n laskentaohjelmistossa tropostaa-
riviiveen mallintamisessa.

8.3.5 Vertausmallien kaytto

Merkittdvd parannus saadaan aikaan kayttdmallad residuaalisia iono-
sfadrin tai troposfddrin korjauksia suhteessa tiettyyn a priori malliin.
Merkintdtapa on silloin

0 0
Hion Adjtn = dion — di(on) ) Hirop Adéop = dtrop - dt(ro)p)
jossa di(fn) ja dt(]%i) ovat mallien laskemia arvoja.

Ionosfaarin tapauksessa a priori malli voisi olla Klobucharin malli,
joka sisdltyy satelliitin ldhettdm&dn navigointiviestiin ja on hyvin yk-
sinkertainen. Satelliittipohjaiset parannusjérjestelmét (SBAS) lahettavat
ionosfadrimalleja, jotka péatevit peittoalueillaan, luku 10. Niin tekevit
implisiittisesti myos RTK-tukiasemaverkot, jotka kdyttavat MAC /MAX-
protokollia, 0sio 9.4.

Troposfédrille tarjoutuvat ratkaisuksi tunnetut Hopfieldin tai Saas-
tamoisen mallit. Niihin syotetdédn ilmatieteellisten parametrien arvot,
kuten lampétila, ilmanpaine ja kosteus mittauspaikalla. Voidaan kdyttaa
mittauspaikan mitattuja arvoja, jos niitd on, tai vaihtoehtoisesti interpo-
loituja arvoja ldheisiltd sddasemilta. Silloin on otettava asianmukaisesti
huomioon monien parametrien pystysuuntaiset gradientit. Ja viimeise-

nd keinona voidaan kdyttdd mittauspaikan ilmastollisia keskiarvoja.

Silloin yhtdlostd 8.15 tulee
P =P+ (AT = At) + digy) + i, + Hion Ay + Hirop Adiry.  (8.16)

Usein on suositeltavaa jakaa troposfddrin etenemisviive “kuivaan” ja
”"kosteaan” osaan Ady;,, . ja Adi. .., koska niilld on erilaiset kuvausfunk-
tiot Liuiva ja Hiostea- 1amé pétee erityisesti, jos kdytossd on ilmanpai-
neanturi, kuten lentokoneissa. Ilmanpaine antaa tietoja ilmapatsassa
havaintopaikan yldpuolella olevasta taittavan aineen kokonaismaérastd,
mikd auttaa mddrittdmadn kuivat ja kosteat osat erikseen.

8.4 Eri estimointitehtdvien dynaamiset mallit

8.4.1 Satelliittiradan maaritys

Erikoistetaan yht&lo 8.16 seuraavaksi havaintoyhtaloksi:

P =p+c (AT — At) + diy) + diep, + Hion Adjo, + Hurop Adirop + 0,

—10n
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p= \/(X—z)er (Y—y)*+(2—2)"

Tassd m edustaa havainnon kohinaa eli satunnaista virhetta.

Tamd on radanmidirityksen havaintoyhtdlo. Siind maa-aseman eli
seuranta-aseman paikka on annettu ei-stokastisena: X = Xi + Yj + Zk.

Tarkassa radanmaéaérityksessd nditd koordinaatteja ei saa pitdd vakiona.
On selvdd, ettd inertiaalisessa vertauskehyksessd maapallon pyorah-
dysliike on mallinnettava. Mukaan on otettava myds Maan suuntaus-
parametrit (EOP), kuten napaliike ja vuorokauden pituuden vaihtelut.
Aikasarjat saadaan Internetistd. Myos aseman yksittdiset liikkeet on
otettava huomioon, esimerkiksi laattatektoniikan tai jadkauden jalkeisen
isostaattisen sopeutumisen (GIA) takia.

Satelliitin paikka x = xi + yj + zk on stokastinen ja se estimoidaan
suotimen avulla.

Seuranta-aseman kellon oletetaan olevan tiedossa suhteessa GNSS-
jarjestelmdn aikaan, poikkeaman ollessa AT. Satelliitin kellopoikkeama
At estimoidaan.

Tahan tilanteeseen tunnistamme tilavektoriksi

]
x=|x v At Ad AdL].

=ion —trop

Tavan mukaan tilavektoriin lisdttiin nopeusvektori v, jotta Kalmanin suo-
timen dynaamiset yhtalot voidaan kirjoittaa ensimmaisen kertaluvun
differentiaaliyhtdltiksi.

Seuraavaksi padtetddn, milld tavalla jokaisen tilavektorin alkion kayt-
tdytyminen ajassa mallinnetaan. Sijainnin x tapauksessa tima pdatos
on yksinkertainen: méddritelmadn mukaan

ax=Y

tarkasti. Satelliitin likimé&&rdiselle nopeudelle eli vertausnopeudelle
tulee kdyttaa Newtonin teorian tarkat liikeyhtdlot. Likiarvoiksi kelpaa-
vat olemassa olevat rataennusteet. Navigoinnissa ainostaan satelliittien
tosiajassa lahettamat ennusteet (“broadcast ephemeris”) kelpaavat. Vahen-
tdminen ja linearisointi tuottaa deltasuureita. Jos deltasuureet ovat pienid,
keskusvoimakentdn approksimaatio voi olla riittdvan hyva lineaariseksi
malliksi niiden etenemiselle.

Olkoot likiarvot x(®)(t), (%) (t) ja At(®)(t). GNSS-jirjestelmén rataen-
nusteessa ovat aina mukana myds satelliittien kellopoikkeamat. Sen
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jdlkeen linearisoidut eli differentiaaliset tilavektorin alkiot (”deltasuu-

reet”) ovat
Ax=x—x19 Av=v—v® A(AL) = At — At"

Nyt linearisoitu dynaaminen malli suureille x ja v on

X F X n
d Ax | 0 I AX N 0
dt| Av | | M© 0 || Av n, |’

jossa M%) on gravitaatiogradienttitensori, joka johdettiin aiemmin kes-
keisvoimakentille, yhtalo 3.9. I on yksikkomatriisi, jonka koko on 3 x 3,
ja n, on satelliittiliikkeen dynaaminen kohina.

Miten mallinnetaan satelliitin kellon kadyttdytyminen At? Usein vali-
taan satunnaiskulun prosessimalli, yhtdlo 2.25, osio 7.8:

d

S =

Troposfddrin ja ionosfddrin etenemisviiveitd edustavat zeniittiviiveet
Adi;

—10n

ilmakehéssd, joka riippuu GNSS-satelliitin zeniiittikulmasta paikallisella

ja Adtrop, joista on poistettu polun viiston suunnan vaikutus

taivaalla. Zeniittiviiveistd on vidhennetty my0s vertausmallin antamat
arvot.

Téssd tapauksessa kdytetddn usein Gaussin ja Markovin mallia ja
valitaan jarkeva aikaparametri T. Parametri tulisi valita edustamaan
ilmakehdn muutoksen aikaskaalaa: muutamaa tuntia. Suositeltavaa on
jakaa troposfddrin etenemisviive “kuivaan” ja “kosteaan” osaan seka
muodostaa niihin erillisid dynaamisia malleja, koska ne kéyttaytyvat
eri tavalla ajassa.

Yhteenveto Kalmanin suotimen dynaamisen mallin muodossa on

> i

X X n
—= r 0 I 1 - —
AX AX 0
Av M0 Av n,
Slany | = 0 1 ALY |+ | n,
Ads, " Tion Adi, Nion
Adéop ] I " Toop Adéop | Drop |

Huomaa, etti tilavektorin alkioiden Ad;;, tai Adtrop, tai jopa Adi:;.. ja
Adi ..., sisdllyttiminen tilavektoriin ei takaa, ettd prosessit tuottavat



206

8 ToSIAIKAISET GNSS-HAVAINNOT

hyvia estimaatteja! Kaikki riippuu kéytettdvissd olevista havainnoista.
Esimerkiksi kaksitaajuisen GNSS-vastaanottimen kaytto mahdollistaa
suureen Ad;; eliminoinnin. Ja jos saatavilla on suureen A(_itﬁop riip-
pumattomia tosiaikaisia estimaatteja, esimerkiksi alueella toimivasta
GNSS-seurantaverkosta, niitd voidaan kdyttda suureen eli alkion elimi-

noimiseksi tilavektorista.

Jos tilanne ei ole kuvatunlainen, tilavektorin alkion estimaatin epévar-
muus jdd suureksi ja samalla se korreloi vahvasti tilavektorin muiden
samalla tavalla epdvarmojen alkioiden kanssa. Tdmé& on numeerisesti
epamiellyttava tilanne.

8.4.2 Maa-aseman paikan maaritys

Lahtien samasta yhtdlostd 8.16 muodostetaan eri havaintoyhtalo:
p =p+c(AT — At) + dig) + digep, + Hion Adis, + Harop Adir, + M,

p=/(X—2+ (Y= +(Z— 2

Tama on geodeettisen paikannuksen havaintoyhtdlo. Tassa satelliitin rata-
alkiot ja kellopoikkeama oletetaan tunnetuiksi: x = xi +yj + zk ja At
voidaan laskea tarkasti kdytettdvissd olevista ratatiedoista. Nyt tilavektori
on

:
x=|X V AT Ady, Adg, |,

ion =trop

jossa V on aseman liikkeen nopeusvektori. Uutena ongelmana on maa-
aseman vektoreiden X(t) ja V(t) kdyttaytymisen mallinnus.

Mikéli maa-aseman paikka on vakio, voidaan malliksi valita Maan
mukana pyorivéssd koordinaatistossa

_dy_
\_/—th—O-

Jos tiedetdidn, ettd maa-asemat liikkkuvat, mutta hitaasti ja vakionopeu-
della esimerkiksi laattatektoniikan tai jaddkauden jédlkeisen isostaattisen
sopeutumisliikkeen takia, voidaan kirjoittaa

X F X n
da|X| |0 x+o
dt|v| [0oo0]|]|V 01

Kalmanin suodin parantaa hitaasti mutta varmasti suureiden estimaat-
torit X, V ajan edetessd, kun lisdd havaintoja p késitelldan.
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Jotkut olemassa olevat GNSS:n laskentaohjelmistot (GYPSY/OASIS)
kdyttavat Kalmanin suodinta juuri tilld tavalla.

Samoja yhtaloitd voi kayttad myos litkkuovalle kulkuneuvolle, esimerkik-
si lentokoneelle, mutta se on mutkikkaampaa. Hyvéksi voidaan kdyttda
tietoa, ettd kulkuneuvon kiihtyoyys A on rajallinen ja mallintaa se véril-
lisend kohinana, esimerkiksi Gaussin ja Markovin prosessina. Yhtalon
2.31 mukaan téllaisen prosessin varianssi on Qn / 2k, kun prosessiyhtdlo
on

d

HA=-kA+m,.

Olkoon ta = 1/k liikkeen aikavakio. Tyypillisesti on kyse sekunneis-
ta, koska se on kulkuneuvon liikkeiden aikaskaala. Lisdksi olkoon «
tyypillisesti esiintyvien kiihtyvyyksien suuruusluokka. Kirjoittamalla

Qn _ 1

S = 7QnTa = o

saadaan pakotekohinan n, varianssiksi

2 2
Var{llnal} = E{Inall’} = Qu = T

Naéin saadaan tdydelliseksi dynaamiseksi malliksi, johon on lisdtty myos
AT, Ad, ja Ade,:

ion trop*
T n
X % X ~
— = Jo 1 11—
X 0 1 X 0
v : v 0
——1 20
i A _ TA A + Kﬂ1
dt| AT 0 AT |
gL 1 gL B
AQion - Tion Agion Nion
n 1 n
L AQtrop _ I _Ttrop | B AQtrop . L ﬂtrop i
(8.17)

jossa X ja V ei ole linearisoitu. Jos tilavektorin pdivittdimiseen halutaan
kayttda havaintoina pseudoetdisyyksid, epdlineaarinen havaintoyhtdlo
on linearisoitava, mikd tuottaa linearisoidut AX ja AV. Niitd tulee
silloin kédyttdd myds dynaamisessa mallissa 8.17. Jitimme tdmén lukijan
harjoitustehtavaksi.

Kohinavektori n; on “yksikkovarianssin valkoinen kohina”, tassa
tapauksessa kolmiulotteinen vektori.

Sekd x ettd T4 riippuvat kulkuneuvon tyypistd. Ympaéristod, jossa c on
suurija Ta lyhyt kutsutaan usein “high dynamic” eli korkean dynamiikan
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Sodankyla

Kuva 8.1. Differentiaalipaikannus. Kahden maa-aseman, tdssd Helsingin ja
Sodankylédn, védlinen etdisyys on aina pieni satelliittiradan korkeu-
teen, 20 000 km, verrattuna. Siksi differentiaalimittausten ratavirhe
kumoutuu enemmiltd osin. Satelliitin kellovirhe kumoutuu koko-

naan.

ympdristoksi. Ympdristd on haastava GNSS-vastaanottimien suunnitte-
lun kannalta, koska vastaanotetun signaalin taajuuden dopplersiirty-
mien vaihtelut ovat nopeita ja ennakoimattomia.

8.5 Differentiaalipaikannus

Koodimittauksen ja kantoaallon vaiheen mittauksen yhteinen ongel-
ma on satelliittien rataennusteiden epétarkkuus. Tosiajassa satelliittien
lahettdmait rataennusteet eli broadcast ephemeris antavat noin =1 m tark-
kuuden satelliitin kolmiulotteisessa paikassa*.

Ratkaisun tarjoaa differentiaalitekniikka eli tukiaseman tai tukiase-
mien verkon kaytto. Jos etdisyys tukiasemalta on riittdvédn pieni, suurin
osa ratavirheestd kumoutuu lopputuloksesta, katso kuva 8.1.

Klubiaskin kannen arvio differentiaalipaikannuksen tarkkuudesta
tehdddn helposti geometrisen tarkastelun avulla. Katso kuva 8.2. Jos sa-
telliittiradan geometrista tarkkuutta kutsutaan A ja satelliitin etdisyytta

4Kansainvilinen GNSS-palvelu IGS kuitenkin julkaisee “erittdin nopeita” rata-
ennusteita eli ultra-rapid orbits nelja kertaa vuorokaudessa. Ennusteiden arvioitu
tarkkuus on +5 cm. Ennusteet ovat saatavilla tosiajassa (International GNSS Service).
Tarkkuusarvio on sama kuin yksittédisten koordinaattien keskivirheet oy, oy ja 0.
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Kuva 8.2. Differentiaalipaikannuksen tarkkuuden arvioimisen geometria. Ole-
tettu ratavirhe A = 1 m vastaa broadcast ephemeris -rataennusteiden

nykyistd tarkkuutta.

havaitsijasta s — aina yli 20 000 km — saadaan paikannustarkkuudeksi

d
O~ EA,
jossa d on mitattavan vektorin pituus. Taméan kaavan avulla muodoste-
taan taulukko kuvassa 8.2.

Differentiaali-GNSS on laajasti kdytossad geodeettisessa GNSS-lasken-
nassa. Aina kun kéytetdaan ohjelmistoa, jossa rakennetaan niin sanottu-
ja kaksoiserotushavaintosuureita, kdytetaan differentiaalimenetelmaa.
Kaksoiserotuksethan lasketaan vdhentdmadlla toisistaan kahden maa-
aseman havainnot — ei vain kahden satelliitin. Ndin asemien vélisesta
vektoriratkaisusta poistetaan monet virheldhteet, jotka ovat periaattees-
sa huomattavia, mutta jotka muuttuvat vain hitaasti paikan mukaan,
kuten

o ratavirheet, satelliittien kellovirheet

o ilmakehdn eli ionosfédarin ja troposfddrin aiheuttamat signaalin
etenemisviiveet

o antennin vaiheviivekuvion aiheuttamat satelliitin suunnasta (at-
simuutti, korkeuskulma) ja sen kautta paikallisen luotiviivan
suunnasta riippuvat virheet.

8.6 Tosiaikainen kinemaattinen paikannus

Kéaytdamme lyhennettd RTK merkitsemdan tosiaikaista kinemaattista
GNSS-paikannusta (real-time kinematic).
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Kinemaattisen mittausmenetelmén keksi amerikkalainen Benjamin
Remondi. Menetelma kdyttdd havaintosuureena GNSS-satelliitin ldhet-
taméan radiosignaalin kantoaallon vaihekulmaa. Tdima havaintosuure
kérsii ambiguiteettien eli moniselitteisyyksien eli kokonaislukutunte-
mattomien ongelmasta: vaihekulma on jaksollinen jaksolla 27t. Mitatun
vaihekulman oletetaan olevan mittauksen alussa yhden tdyden kierrok-
sen, [O, 27t), sisdlld. Sen jalkeen kun etdisyys muuttuu, mitattu vaihekul-
ma seuraa nditd muutoksia kokonaisine kierroksineen. Todellinen etdi-
syys kuitenkin eroaa vaihekulmasta péateltdvissd olevasta etdisyydesta
kokonaislukumdéran verran tdysid vaihekierroksia eli aallonpituuksia.
Kokonaislukua ei voida méaérittdd ainoastaan vaihemittauksen avulla.

RTK-mittauksen aikana vastaanotin pysyy “lukittuna” GNSS-
kantoaallon vaiheeseen. Niin kauan kuin lukitus séilyy eikd tapahdu
vaihekatkoa (“cycle slip”), kantoaallon vaihemittaukseen kuuluva
tuntematon kokonaisluku ei muutu.

Oleta nyt, ettd ndimd kokonaisluvut saadaan jollain tavalla mééaritettyd,
esimerkiksi kdymalla sijainniltaan tunnetulla pisteelld, jonka etdisyys
satelliiteista voidaan laskea. Ratkaisemisen jdlkeen vastaanottimen
jatkuvasti seuraamat vaihekulma-arvot edustavat nyt oikeita etdisyyksia
satelliiteista.

Sen jdlkeen voidaan siirtdd vastaanotin — téstd tulee sana “kinemaat-
tinen” — toisille pisteille, joiden tuntemattomat sijainnit ratkaistaan
tosiajassa, vaikkakin vain tunnetun ldhtopisteen suhteen.

Katso kuva 8.3.

Tassd esitetty menettely ei vield sisdllda kuvan 8.3 liikkumatonta
vertausvastaanotinta. Vertausvastaanotinta ei tarvittaisi, jos virheldhteet,
jotka vaikuttavat satelliitin etdisyyden mittaukseen tunnetusta pisteestd,
voitaisiin olettaa ajassa muuttumattomiksi. Todellisuudessa ne tietenkin
muuttuvat.

Ensisijainen virheldhde on vastaanottimen kellon poikkeama ja eten-
kin sen kdynti. Siksi havaintosuuretta kutsutaan “pseudoetdisyydeksi”
eikd etdisyydeksi. Tulevassa alaosiossa 9.1.2 ndhdddn, miten tdma vir-
heldhde voidaan poistaa muodostamalla erotushavaintosuureita.

Taman lisdksi on olemassa satelliittien kellopoikkeamia ja etenemis-
viiveitd signaalin muuttuvaa polkua pitkin ilmakehéssa. Vertausvas-
taanotin yrittdd seurata ndiden satelliittien ja ilmakehén aiheuttamien
virheiden ajallisia muutoksia, jotta liikkuva vastaanotin voi ottaa ne kor-
jauksina huomioon. Tietenkin tdma toimii vain vertausvastaanottimen
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> Liikkuva
vastaanotin

Liikkuva
vastaanotin

Vertaus-
vastaanotin

Tuntematon piste

Tunnettu piste

Kuva 8.3. Tosiaikaisen kinemaattisen GNSS-paikannuksen idea. Ko-lokaation
avulla voidaan méaarittdd kokonaislukutuntematon N, mikad mahdol-
listaa satelliitin todellisen etdisyyden maarittimisen tuntemattomal-
la paikalla C. Oletettu on tédssd, epdrealistisesti, ettd kaikki mitatun
kantoaallon vaiheen ¢ muutokset ovat satelliitin ja vastaanottimen

vilisen geometrisen etdisyyden p muutosten aiheuttamia.

ldhelld, jossa se “ndkee” saman satelliittien ja ilmakehdn geometrian
kuin liikkuva vastaanotin.

Tosiaikaisiin mittauksiin tarvitaan tietoyhteys vertausvastaanottimelta
liikkuvalle vastaanottimelle.

8.7 Tietoyhteys

Tosiaikaisissa differentiaalimenetelmissa radioyhteytti kaytetadn joko
alkuperdisten havaintojen tai differentiaalikorjausten vélittamiseksi
“tukiasemalta”, jonka sijainti tunnetaan, toiselle usein liikkuvalle vas-
taanottimelle tuntemattomassa paikassa. Eri menetelmaét

o valittavit joko kantoaallon vaihetta tai kantoaaltoon moduloitua
PRN- eli ndenndissatunnaiskoodin saapumisajan poikkeamaa

o voivat kdyttdd yhtd vertausasemaa kokonaiselle alueelle tai useita

asemia interpoloinnin avulla

211
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o voivat interpoloida erikseen jokaiselle kdyttdjille, joiden on siten
ilmoitettava sijaintinsa, jolloin puhutaan tismiilihetyksesti. Toinen
vaihtoehto on antaa kédyttdjien interpoloida itse, jolloin kyseessd on
yleislihetys. Valimuoto on ryhmiilihetys, jossa eri viestit ldhetetdadn
eri kdyttdjaryhmille.

Tietolinkkind voi toimia radioldhetysverkko, pari radiomodeemia, mat-
kapuhelinverkko tai jopa geostationaarinen satelliitti. Peittdvyys voi
olla paikallinen (radiomodeemit), kansallinen (Suomessa kaupalliset
palvelut Trimnet VRS™S5 ja HXGN SmartNet™?®), mannerlaajuinen (satel-
liittipohjaiset parannusjarjestelmét) tai globaali (GDGPS, Jet Propulsion
Laboratory).

8.8 RTCM-standardi

Radio Technical Commission for Maritime Services (RTCM, http://ww
w.rtcm.org/) on vuonna 1947 perustettu riippumaton jirjesto. Jasenjér-
jestdjd on yli sata, ja joukossa on radionavigointilaitteiden valmistajia,
valtiollisia elimid, joilla on vastuu radiopaikannuksesta, laivanvarustajia,
paikannuspalveluiden tarjoajia ja akateemisia laitoksia.

RTCM Special Commission 104 on laatinut GPs-differentiaalitieto-
palvelun standardin, joka kantaa nime&d RTCM SC-104 eli RTCM-104 eli
"RTCM”. Laajassa kdytossd oleva versio on RTCM 10402.3 eli 2.3.

Viestityyppejd on lueteltu taulussa 8.1. Jokainen viesti on 30 bitin
jono.

Uusin versio on RTCM 10403.2 eli 3.2, joka ei kuitenkaan ole yhteen-
sopiva aikaisempien versioiden 2.x kanssa. Se kdyttda tehokkaampaa
datansiirtomekanismia kuin 2.x-protokolla. Kuten versiot 2.x, sekin
soveltuu tosiaikaiseen kinemaattiseen mittaukseen.

Standardin tdrked uusi kehitys on MSM, Multiple Signal Message,
joka mahdollistaa kaikkiin GNSS- ja SBAS-jérjestelmiin liittyvien tietojen
esittdmisen ja levittdmisen tosiaikaisesti yhtendisessd muodossa. Se
hyodyntéda parhaiten useiden jdrjestelmien rinnakkaisoloa.

Saksalainen tutkimuslaitos BKG on laatinut 3-version viesteistd hyvan

yhteenvedon, mukaan lukien MSM: BKG, Ntrip and RTCM version 3.

Markkinoilla on monia laitteistoja, jotka ldhettdvit ja osaavat kayttaa

5VRS on Trimble Inc:n tavaramerkki.

®HxGN SmartNet on Leica Geosystems AG:n tavaramerkki.


http://www.rtcm.org/
http://www.rtcm.org/

RTCM-standardi

8.8

TAuLU 8.1. RTCM SC-104-formaatin viestityypit. Protokollaversio 2.3, kevyesti

muokattu. Tahti merkitsee: poistunut kaytosta tai kdytto vahaista.

Message Message
type Message title type Message title
1 DGPS corrections 20 RITK carrier-phase corrections
2 Delta DGPS corrections* 21 RTK pseudorange corrections
3 GNSS Reference station 22 Extended reference station
parameters parameters*
4 Carrier surveying information 23 Antenna type definition record
5 GPS constellation health 24 Antenna reference point (ARP)
6 GPSnull frame 2526 Undefined
7 DGPS radiobeacon almanac* 27 Extended radiobeacon almanac
8 DPseudolite almanac* 31 Differential GLONASS corrections
9 High-rate DGPS corrections 32  GLONASS reference station
parameters
10 P-code DGPS corrections* 33 GLONASS constellation health
11 C/A code L1/L2 delta 34 GLONASS differential corrections
corrections®
12 Pseudolite station parameters* 35 GLONASS radiobeacon almanac
13 Ground transmitter parameters* 36 GLONASS special message
14 Surveying auxiliary message 37 GNSS system time offset
15 Jonospheric/tropospheric 38—40 Undefined
message
16  GPS special message 41-43 Experimental (generic GNSS)
17  GPS ephemeris almanac 44-58 Undefined
18 Uncorrected carrier phases 59 Proprietary message
19 Uncorrected pseudoranges 60-63 Differential Loran C messages

mainittuja viestityyppeja differentiaalipaikannuksessa kayttden joko

GPS-signaalin kantoaallon vaihemittauksia (RTK-tekniikka) tai kantoaal-

loille moduloituja ndenndissatunnaiskoodeja (DGPS-tekniikka). Molem-

missa tapauksissa paikannus on tosiaikainen: saadun paikkaratkaisun

”ikd” jad aina annettua raja-arvoa lyhyemmaksi.

RTCM-viestit ldhetetddn tukiaseman puolesta. Tukiaseman sijainti on

geodeettisen tarkasti madaritetty staattisella GNSS-paikannuksella. Koska

paikka on tiedossa, voidaan satelliittien ldhettdmien ratatietojen avulla

laskea, mikd pseudoetdisyyden pitiisi olla jokaiseen satelliittiin”. Tamén
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arvon vdhennys mitatusta pseudoetdisyydestd antaa korjauksen, joka
koodataan viestiin (viestityypit 1, 20 ja 21)%.

Lahetetyt korjaukset patevat tukiaseman kohdalla ja pienelld alueella
sen ympdrilld. Alueen koko riippuu halutusta tarkkuudesta. Tarkkuus
on metrin luokkaa jopa satojen kilometrien padssa tukiasemalta, mutta

senttimetrin luokkaa vain noin kymmeneen kilometriin saakka.

8.9 NTRIP-protokolla

NTRIP merkitsee “Networked Transport of RTCM via Internet Protocol”.
Se perustuu oivallukseen, ettd vaikka RTCM-protokollan mukaiset diffe-
rentiaalikorjaukset voidaan siirtdd kahden radiomodeemin avulla, In-
ternet tarjoaa houkuttelevamman vaihtoehdon. Mobiilia tukiasemaverk-
koa voidaan kayttdd korjausten lahettdmiseen kentélld toimiville GNSS-
kojeille Internetin valitykselld. 3G-, 4G- ja 5G-teknologiasukupolvien
datansiirtonopeudet ovat tdhédn tarkoitukseen enemmaén kuin riittavia.

Kaytetty protokolla on luonteeltaan suoratoisto ("streaming”), joka
perustuu hypertekstin siirtoprotokollaan HTTP (“Hypertext Transfer
Protocol”). Se on jo massiivisessa kadytossa verkkosivujen vilittamisessa
Internetin kautta. Protokolla muokattiin sopivaksi GNSS-tietovirtojen
siirtdmiseen, ja se pystyy tarjoamaan useita tietovirtoja useille kdyt-
tdjille. Eri tietovirrat eli tietoldhteet erotetaan toisistaan nimetyilla lii-
tyntdkohdilla (“mount points”). NTRIP-protokolla kehitetdan aktiivisesti
Saksan liittovaltion tutkimuslaitoksessa BKG, joka ylldpitdd avoimen
lahdekoodin mallitoteutusta. Katso BKG, NTRIP v. 1.0.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Mikd on havaintoyhtild koodin pseudoetdisyysmittauksille?
2) Miké on havaintoyhtél6 kantoaallon vaiheen mittauksille?
3) Mika on zeniitin etenemisviive? Mikd on kuvausfunktio?

4) Kun madritetdadn maa-asemien koordinaatit GNSS:n avulla, mitka

maa-asemien liikkeet on mallinnettava?

7Tamai logiikka ei ota huomioon vastaanottimen kellopoikkeamaa. Silld ei ole kui-
tenkaan merkitystd, jos tosiaikaiseen paikannukseen kdytetddn tavan mukaisesti
kaksoiserotuksia, koska silloin kellopoikkeama kumoutuu.

8RTK-mittauksissa lihetetdan usein mieluummin alkuperaiset vaihehavainnot, tyypit
18 ja 19, mutta késitteellisesti kyse on samasta asiasta.
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5) Kuinka mallinnettaisiin maa-ajoneuvon tai lentokoneen liikkeité

Kalmanin suotimessa?

6) Mitd merkitsee, kun sanotaan ettd ionosfddri on dispersii-
vinen? Kuinka ionosfddrin etenemisviive di,, poistetaan
GNSs-pseudoetdisyyden havainnoista?

7) Miksi ilmakehdn etenemisviiveen tuntemattoman d korvaaminen

zeniittiviivetuntemattomalla d* on hyva idea?

8) Milld vertausmalleilla voidaan laskea GNSS-signaalin ionosfadrin

etenemisviive?

9) Milléd vertausmalleilla voidaan laskea troposfdédrin etenemisviive?
Miten mallit sovelletaan?

10) Milld tavalla differentiaalinen paikannus parantaa paikannustark-
kuutta?

11) Miksi tosiaikainen differentiaalipaikannus vaatii datayhteyden?
12) Miké on vaihekatko?

13) Kuvaile RTCM-standardia. Millaisia havaintoja se kasittda?

14) Mikéd on NTRIP-protokollan tarjoama lisdarvo?

15) Mitkd ovat edut ja haitat, kun havaintosuureena kaytetadn GNSS:n
kantoaallon vaihetta eikéd koodin pseudoetdisyyttad?

Harjoitus 8 —1: Dynaamisen mallin 8.17 linearisointi

Minkd ndkoinen olisi vastaava linearisoitu malli? Ja mitkd ovat dynaa-
miset yhtalot likiarvoille X(©) ja V(0?2






RTK-navigointi

9.1 RTK ja kokonaislukutuntemattomat

9.1.1  Yksinkertaisin tapaus

Tutkitaan tosiaikaista kinemaattista mittausta kahdella vastaanottimella
jattden ensin ilmakehdn vaikutukset huomiotta. Se on sallittua, jos vas-
taanotinten vilinen etdisyys on lyhyt. Olkoon A vertausvastaanotin tu-
kiasemalla ja B liikkuva vastaanotin eli rover. Kantoaallon vaihe mitataan
molemmilla vastaanottimilla. Vertausvastaanottimen mittaustulokset
siirretddn tietoyhteyden kautta roveriin, jossa lasketaan vaihemittausten
erotus.

Ensin mitataan kantoaallon vaihe, kun molemmat vastaanottimet ovat
tunnetulla pisteelli eli tukiasemalla, katso kuva 8.3. Yhtdlosta 8.4:

1 f 1 f
Ed)fm +NX = Pa + fTa 1, Ed)SB—i_NSB = cPp + g 1,
jossa
Ta = ATa — At Th1 = ATg — At}

ovat vastaanotinten kellojen poikkeamien ATx ja ATg sekd saman ajan-
hetken satelliitin kellon poikkeaman At viliset erotukset. Alaindeksi 1
viittaa alkutilanteeseen, jossa molemmat vastaanottimet ovat tunnetulla
pisteelld. f = @ / 2n=°¢C / A on lineaarinen taajuus, ja ¢ on valon nopeus.

Suureet N3, N3 € Z ovat tuntemattomia kokonaislukuja eli kokonais-
lukutuntemattomia eli ambiguiteetteja. Niitad tarvitaan, koska arvot ¢
voidaan mitata vain modulo 27t

Vahennys antaa vastaanotinten viliset vaihemittausten erotukset

hetkelld 1, kun pg = p3X:
1 def 1
E‘bis = ((bSB - ¢,§\,1) =fATap — (NSB - Ni\) ) (9.1)



218

9 RTK-NAVIGOINTI

jOSSﬁ ATAB = ATB — ATA

Sen jdlkeen liikkuva vastaanotin siirretddn tuntemattomalle pisteelle
C, jolloin saadaan

1 f 1 f
E¢SC+NS = gpéJFfTSc,z» E¢§\,2+NS = 50?\4‘1%?\,2,

jossa 2 viittaa uuteen tilanteeseen tuntemattomalla pisteelld ja
T, = ATc — At3, Tho = ATa — A5,
Vahentdmailld saadaan

1 def 1
Ed)?\c = 3 (62 — das) =

= g (P2 — pa) + FATac — (NE —N3) =
— o —p3) +FATAs — (NS —N3) . (92)
Tassa

ATAC = TSC,Z — Ti)z = ATC — ATA ~ ATB — ATA = ATAB.

Tehtiin seuraavat oletukset:
1) Ei ole tapahtunut “vaihekatkoa”, siis N& = N§.

2) Kulunut aika on niin lyhyt, ettd ATc ~ ATg = ATA + ATx, jossa
ATag on kahden vastaanottimen kellojen vilinen kellopoikkea-
mien ero, oletettu vakioksi. Siis

S S S S
TB,1 = TA,] + ATAB, TC,Z = TA,Z + ATAB'

3) Tunnetulla pisteelld vertaus- ja liilkkuva vastaanotin ovat samassa
paikassa’' eli p5 = p3.
Yhtdloissd 9.1 ja 9.2 vasemmat puolet mitataan. Niiden viahennys antaa
havaintoyhtaloksi

1 .s T .s frs_ s
Ed)AC - E‘bAB = (pc - PA) )
jossa vasen puoli on "havaittu” suure eli vaihemittausten erotusten
erotus, ja oikealla puolella p2 on roverin koordinaattien Xc eli timin
tasoitusongelman tuntemattomien funktio. Linearisointi tuottaa havain-
toyhtdlon, jota voidaan kédyttdaa esimerkiksi Kalmanin suotimessa.

'Kéytannollisemmin ilmaistuna niiden sijaintien vélinen (pieni) ero on tarkasti tiedos-
sa.



RTK ja kokonaislukutuntemattomat 0.1

Huomaa, ettd seka suure AT g eli vastaanottimien vakioksi oletettu
kelloero ettd kokonaislukutuntemattomien ero N§ — N3 on poistunut.
Tama patee kaikille satelliiteille S =1, ..., n.

Tassd ldhestymistavassa etenkin olettamus 2 on ongelmallinen. To-
dellisuudessa vastaanotinten kellopoikkeamat AT muuttuvat nopeasti
ajassa, ellei vastaanottimia ole varustettu atomikelloilla. Kenttdtason
vastaanottimia ei ole koskaan varustettu atomikelloilla.

9.1.2 Kaksoiserotusten kaytto

Tassd geometriassa on houkuttelevaa kayttdd kaksoiserotuksia, toisin
sanoen havaintosuureita, jotka saadaan laskemalla erotus kahden eri sa-
telliitin avulla saatujen havaintojen vililld. Silloin saadaan tukiasemalla

eli vertausvastaanottimella

1 ef 1 1
5635 = 5 (O — 0R) — 5= (95 — b} =

= = (NE=NR) = (N§ =N3)) + 173, (99
jossa
TAB = ThAp — TAB =
= ((aTs = At]) = (ATa; - AL]) ) -
—((ATs = At)) = (ATas — A1) ) =0,
ja samalla tavalla roverilla eli liikkuvalla vastaanottimella

1 ef 1 1
o f\Tcdsz(d)E—d)/Tx)—E(d)%—d)f\):

= £((eE—0R) — (b2 —0})) -
— ((NE=ND) = (N§ =N2)) + 5%, (94)
jossa taas
Thc = TAc — Tac =
= (AT~ at]) — (ATa 2 — A)) -
— ((ATc = At5) — (ATx o — L) ) =o0.

Kaikki kellotuntemattomat ovat havinneet, ilman mitdan vastaanotinten
kelloja koskevia oletuksia, kuten AT¢ ~ ATg tai ATa » z ATa 1. Tama
on kaksoiserotusten kédyton suuri etu.



220

9 RTK-NAVIGOINTI

Tassd tapauksessa suure, joka ratkaistaan laittamalla vertausvastaan-
otin ja liikkuva vastaanotin vierekkdin, on kahdelle satelliitille S ja
T:

NST % (NG - NT) — (N~ NS).

Tiimd on kokonaisluku. "Havaitaan” kaksoiserotussuureet, yhtdlo 9.3:

1

L s, = N3, ©95)
kaikille satelliittipareille S =1, ..., n, T=S41, ..., n, jossa n on
satelliittien lukumdard, ja pyoristetddn saadut arvot ldhimpaan kokonais-
lukuarvoon.

Loytyneita arvoja voidaan kdyttda suureiden

pSe = (ol —ph) — (% —p%)

laskemiseksi havainnoista ¢3%-. Yhtilo 9.4 antaa
Ld)ST LNST = fost (9.6)
InPAC AB = ¢Pac: 9.

Tassd p2 ja pl- ovat taas roverin koordinaattien X ¢ funktioita. Nama koor-
dinaatit on linearisoinnin jilkeen ratkaistava pienimmaén neliGsumman
menetelman, esimerkiksi Kalmanin suotimen, avulla.

Helpointa on float-ratkaisu. Se saadaan yksinkertaisesti laskemalla
kokonaislukutuntemattomat reaalilukuina yhtdlon 9.5 avulla ja sen
jdlkeen laskemalla ratkaisu kayttamalla yhtdlod 9.6 havaintoyhtdlona.

Tarkkuuden kannalta on kuitenkin edullista kiinnittdd ensin koko-
naislukutuntemattomat N3% niiden oikeisiin kokonaislukuarvoihin
kdyttamalld yhtdlod 9.5 — olettaen, ettd se voidaan tehdd varmasti
ja yksiselitteisesti. Vasta sen jdlkeen ratkaistaan Xc eli roverin sijainti
yhtdlon 9.6 avulla. Tdaméa on tarkempi fix-ratkaisu.

9.2 Nopea kokonaislukutuntemattomien ratkaisu

Edelld kuvattu mittausmenetelma edellyttdd, ettd lilkkkuva vastaanotin
seisoo ennen kenttdmittausta, ja tarkistuksen vuoksi myos kenttamit-
tauksen jdlkeen, vertausvastaanottimen vieressd, eli kyseessd on niin
sanottu ko-lokaatio. Kenttamittauksessa mitataan useilla tuntemattomilla
pisteilld.

Usein ko-lokaatio on hankalaa: vertausvastaanotin voi olla mittaus-
alueen ulkopuolella ja ulkoisen palveluntarjoajan operoima. Taiméa on
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erds syy sithen, miksi on keksitty nopea kokonaislukutuntemattomien
ratkaisu. Se ei vaadi mitddn ko-lokaatiota vertausvastaanottimen kanssa
tai edes kdyntid tunnetussa pisteessa — vaikkakin se on aina hyodyllinen
tarkistusmielessa.

Menetelma toimii parhaiten, jos liikkuvan vastaanottimen ja vertaus-
vastaanottimen vélinen etdisyys on niin lyhyt, luokkaa 10-20 km, etta
vastaanotinten viliset differentiaaliset ilmakehé- ja ratavirheet voidaan
jattdd huomioimatta. Tassd tapauksessa yhtdlo 9.6 on

1 f
Lost o nst = fost,

jossa
Nac = (Ne =Na) = (Ne =NR), pac = (pc —pa) — (pe —Pa)-

Tassé etdisyyden kaksoiserotukset p3 - ovat puhtaasti geometrisia.
Jos kirjoitetaan auki satelliiteille S =1,...,n, T=S+1,..., n:

o8 =/ (Xc = x5)2 + (Yo —y8)* + (Zc — 25)7,

oL =/ (Xe = X7V + (Yo —y™) + (Ze —27)?,

ndkyy, ettd ainoat tuntemattomat ovat liikkkuvan vastaanottimen paikka-
koordinaatit ;
Xc = [ Xc Yo Zc
Liikkuvan vastaanottimen paikka tunnetaan muutaman metrin tark-
kuudella GNSS-koodimittauksen ansiosta, jolla ei ole kokonaislukutun-
temattomien ongelmaa. Siksi riittdd, ettd mahdollisten vastaanottimen
paikkojen joukosta eli etsintdavaruudesta, joka kuuluu joukkoon R3, etsi-
tadn ainoastaan ne paikat X, joille kaikki arvot, kaikille satelliittipareille

S, T,

f 1
NST = o3t — Lost

ovat kokonaislukuja, katso kuva 9.1.

K&éntden, jos on n satelliittia, on n — 1 riippumatonta kokonaisluku-
tuntematonta N3 .. Naméa kokonaislukutuntemattomien yhdistelmét
eli kaksoiserotukset ovat siis n — 1 -ulotteisen avaruuden alkioita. Jos
jokaisella kokonaislukutuntemattomalla on esimerkiksi kymmenen
mahdollista arvoa, jotka ovat yhteensopivia koodimittauksesta saadun
likisijainnin kanssa, antaa tdimé jo 10" eri kokonaislukutuntematto-
mien kaksoiserotusta. Jos on kahdeksan satelliittia, luku on kymmenen
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Paikka
. koodimittausten
" perusteella

Kuva 9.1. Kokonaislukutuntemattomien ratkaisu. Tassad kuvassa viivakimput
(punaiset, vihreét ja siniset) edustavat liikkuvan vastaanottimen
mahdollisia paikkoja, jotka ovat yhteensopivia havaittujen vaiheen
kaksoiserotusten kanssa. Kokonaislukutuntemattomien ratkaisun
on oltava yhteensopiva kaikkien havaittujen kaksoiserotusten kans-
sa (punainen ympyrd), mutta myos kontrastin toiseksi parhaiten
sopivan ratkaisun (sinisen ympyran) kanssa on oltava selkea.

miljoonaa, mika lienee liikaa vaihtoehtoja tutkittavaksi tosiajassa lait-
teessa, jolla on rajallinen laskentateho.

Kuitenkin havaitaan, ettd kokonaislukutuntemattomien vaihtoehdois-
ta vain hyvin pieni osa on yhteensopiva liikkuvan vastaanottimen tietyn
sijainnin kanssa: keskenddn yhteensopivat kokonaislukutuntematto-
mien yhdistelmét kuuluvat kokonaislukutuntemattomien muodosta-

man avaruuden kolmiulotteiseen aliavaruuteen, jonka erds parametrisointi
T
on roverin koordinaatit | X¢c Yc Zc | , kuten yllé jo ndhtiin.

Vuosien saatossa on kehitetty ovelia ja tehokkaita menetelmid koko-
naislukutuntemattomien ratkaisemiseksi tdssa sisdisesti yhteensopivas-
sa aliavaruudessa, kuten LAMBDA-menetelma (Least-squares AMBiguity
Decorrelation Adjustment, Teunissen ym. 1997).

Kuvatunlainen kokonaislukutuntemattomien ratkaisumenetelma on-
nistuu ilmeisesti vain, jos vertaus- ja liikkuvan vastaanottimen vélinen
matka on riittdvan lyhyt, kdytdnnossa alle 10-20 km. Siind tapauksessa
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voidaan kayttdd hyvaksi sitd seikkaa, ettd satelliitit ldhettdvat signaali-
aan kahdella tai jopa kolmella eri kantoaaltotaajuudella. Voimme siis
muodostaa leveikuja-havaintosuureita. Kokonaislukutuntemattomien
ratkaisua saadaan joko heti tai muutaman epookin jéalkeen.

Kokonaislukutuntemattomien ratkaisu on mahdollinen my6s pitem-
mille vektoreille, mutta se on hankalampi, koska ilmakehén vaikutus
on otettava huomioon.

Kalmanin suotimessa kokonaislukutuntematon lisdtdan tilavektoriin
tuntemattomana N3, mutta aluksi reaaliarvoisena alkiona. Oletetaan,
ettd lilkkkuvan vastaanottimen C lisdksi alueella on kiinted vertausvas-
taanotin tai vastaanotinten verkko A. Suotimen havaintosuureet ovat
kantoaaltovaiheen kaksoiserotuksia, tyyppi ¢p3 .

Kun suodin etenee ajassa, arvoon N3 sidottu tilavarianssi piene-
nee ja pienenee, kunnes tulee mahdolliseksi samaistaa reaaliarvoinen
tuntematon yksiselitteisesti erddseen kokonaislukuun.

Kéaytdnnossa jokaiselle epookille — kaksoiserotusyhtdlod 9.6 — ei
ole vain yhta havaintoyhtél6d, vaan monta. Jos kayttokelpoisten satel-
liittien lukumd&éra taivaalla on n, tavallisesti 5-12, riippumattomien
kokonaislukutuntemattomien N3 - mddrd on n — 1. T4lld kokonaislu-
kutuntemattomien joukolla eli vektorilla on tilavarianssimatriisi, jonka
kokoon (n —1) x (n —1). Tyypillisesti timadn matriisin virhe-ellipsoidi
on hyvin pitkdnomainen “hyper-sikari”, jonka pddakseleista kolme on
pitkid ja muut lyhyita.

On analysoitava, sijaitseeko koko arvojen N3 % joukko eli vektori kai-
kille satelliittipareille S, T riittdvén ldhelld jonkun kokonaislukuarvojen
joukkoa, joka edustaa yhtd pistettd pisteiden muodostamassa hilassa
abstraktissa vektoriavaruudessa R™'.

"Riittdvan ldhelld” pitdd ymmartdd tdman tilavarianssimatriisin suh-

teen. Olkoon
v &f 1,2 41,3 n T ST _ NST. _ NST
= | VAc VAc " VAc | » Vac =Nac AC)
riippumattomien erojen vektori reaaliarvoisten estimaattoreiden

T
N def | G120 NT1L,3 1,m n—1
NS Rk2 Nk - N | er

ja kokonaislukuehdokkaiden

:
def —
NE NG NRE o Nye | ez
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.

N1—> 2 3

(@)
Kokonaislukutuntemattomien ratkaisu yksitellen ei
pysty ratkaisemaan Ny arvoon 3

2

N

|

o
— N, W —
(b)
Useiden kokonaislukutuntemattomien tilavarianssiellipsoidit ovat
usein hyvin pitkdnomaisia “sikareita”. LAMBDA-menetelma ratkaisee
(N1, N3) arvopariksi (3, 3)

Kuva 9.2. Kokonaislukutuntemattomien fiksu ratkaiseminen. LAMBDA-me-
netelmédssd kokonaislukutuntemattomat muunnetaan kokonais-
arvoisiksi lineaariyhdistelmiksi tavalla, joka muuttaa virhe-ellipsin
muodon (melkein) ympyréksi. Alemmassa kuvassa oikea ratkaisu
on mitd ilmeisimmin hilapiste, joka on ldhimpé&né reaaliarvoista

ratkaisua (rasti).

valilla. Silloin “etdisyyden” nelion roolissa oleva suure on

E=V' (Var{y}>_1g.

Tama suure on jakautunut khii-toiseen-jakauman mukaan niin, etta
vapausasteiden lukuméaira on n — 1, eli jakauma on x2_ ;.
Tilavarianssimatriisi toimii siis metrisend tensorina mitattaessa koko-

naislukutuntemattomien ratkaisun tarkkuutta.
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Sen sijaan, ettd kdytettdisiin satelliittia 1 vertaussatelliittina, voidaan
kayttdd myos muita n — 1 riippumatonta kaksinkertaista erotusta tai
niiden lineaarisia yhdistelmia. Silloin v ja Var{y } muuttuvat, mutta E
on invariantti.

Ratkaisun tulee olla riittdvan hyva, mutta sen lisdksi myos riittdvan
yksiselitteinen: tarvitaan selked kontrasti toiseksi parhaaseen ratkaisuun.
Erds menetelmd timén testaamiseksi on Fisherin F-testi.

Yleensd tdimad kaikkien kokonaislukutuntemattomien yhteisratkaisu
onnistuu jo paljon ennen kuin yksittdiset kokonaislukutuntemattomat
saadaan ratkaistuksi erikseen. Tdhdn on kehitetty hienoja algoritmeja,
joista LAMBDA-menetelmd (TU Delft, LAMBDA) on hyva esimerkki.

9.3 RTK-mittauksen geometrinen analyysi

Tosiaikaista kinemaattista menetelméaé voidaan kdyttda kahdella eri
tavalla eli geometrialla:

1) kdyttdmalld yhtd tukiasemaa
2) kdyttdmalla tukiasemien verkkoa.

Seuraavassa merkintitapa {i,j, k} merkitsee ortogonaalista yksikko-
vektorikolmikkoa eli kolmiulotteisen avaruuden ortonormaalia kantaa.
Jokainen vektori avaruudessa voidaan kirjoittaa ndiden kantavektorien
lineaariyhdistelméana.

Ensin katsotaan, miten GNSS-satelliittien ratavirheet ja kellopoikkea-
mat kulkeutuvat paikannusratkaisuun yhden tukiaseman tapauksessa,
ja sen jdlkeen esitetddn kolmen tukiaseman tapaus.

9.3.1  Yksi tukiasema

Yhden tukiaseman tapauksessa kirjoitetaan havaintosuure seuraavasti
niin, ettd unohdetaan hetkeksi kokonaislukutuntemattomat, ilmakeha
ja muut mutkistavat tekijat:

P= /(X=X + (Y =y + (Z—2) +c (AT — At).

Tassd x = xi + yj + zk on satelliitin, X = Xi + Yj + Zk vastaanottimen
paikkavektori, kun {i,j, k} on ortonormaali kanta, oletettu geosentri-
seksi. Suure

o=/ (X=x)? 4 (Y= y)? + (Z—2)

on geometrinen etdisyys satelliitin ja vastaanottimen valilla.



226

9 RTK-NAVIGOINTI

Satelliitti

Kuva 9.3. Satelliitin ndkélinjaan sidottu ortonormaali kanta {I, j, k}.

Nyt valitaan vaihtoehtoinen “ndkoélinjan” ortonormaali kanta, jossa i
osoittaa satelliitilta tukiasemalle ja j ja k ovat keskenddn seka i:ta kohti
kohtisuoria. Kantavektorit voidaan muodostaa seuraavasti:

s — ' i X ng T 5

jossa X, on tukiaseman geosentrinen sijainti: vektori, joka osoittaa
aseman zeniitin suuntaan. Huomaa, ettd koordinaattien X, Y ja Z origo
on edelleen Maan keskipiste:

Xo = Xoi + Yoj + Zok = Xoi + Yoj + Zok,
ja
IXoll = /X3 + Y2+ 2% = /X3 + Y3 +Z} =R,
Maan sade.

Olkoon ratavirheiden vaikutus satelliitin hetkelliseen sijaintiin ava-
ruudessa Ax = Ax1i+ Ayj + Az k ja satelliitin kellopoikkeama At, jo
oletetusti pieni. Niiden vaikutus pseudoetdisyyteen on

P pe P, 0P
AP = azAXJF agAy + a,ZVAz cAt. (9.7)
Olkoon

po = [IXo = x| = \/(Xo —x)? + (Yo —y)? + (Zo—2)* =

= /(Ko =% + (Yo — ) + (Zo —2)°
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satelliitin

x=xi+yj+zk=xi+yj+zk
ja tukiaseman X, vilinen etdisyys. Olkoon lisdksi lilkkkuvan vastaanotti-
men eli “roverin” paikka

X=Xi+Yj+Zk= (>~<O+E)T+ (\70 +n)}+ (Zo +x> k.

Tassd &, n ja x ovat nyt roverin koordinaatit tukiaseman suhteen ylla
sovitussa koordinaatistossa. Tukiaseman ja roverin vilinen etdisyys on

s= sl =vE+n2+x3 s=_&i+nj+xk.
Kirjoitetaan yhtalo 9.7 auki erikseen tukiasemalle ja roverille:

APy = pX%s+fJ YOAy+ Z°
5 X=X o~ ~—V~ z—Z~
AP = o Ax 0 Ay + 0 Az — c At,

AZ — c At,

jossa

p=I[X—x|= \/(X—x)2+(Y—y)2+(Z_Z)2 _
—\/ X%+ (Y=-9)"+(Z2-2)"

Ero niiden vililld on roverin paikannuksen virhe, joka johtuu sen etdi-

syydestd tukiasemalta:

AP — AP, = (X;X—X;OXO)A§+
fg—?_ij_?o ~ Z—Z Z—Zo
+( 0 00 )Ay+( 0 00 Az.

Téasta on havinnyt satelliitin kellopoikkeama.

X=X X—Xo
p Po

lahemmin. Jos méaritelldan funktio

Tutkitaan kerrointa

=\ def x—X
0(%,X,1,Y,%2)’
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tdma kerroin on

i < of S 5.\, 1 0f S T2
f(X) —f(Xo) = —= X—Xo)+3 —= X—=Xo) +--=
R =1~ 32| X=X +3 o] (X=Xo)
2
L i R N S
OX X=X, 0X? X=X,

Taylorin kehitelmad. Jos otetaan tdstd vain ensimmaéinen termi, saadaan

Leibnizin tulosaannon avulla

of

of 1 (i—f(o)z
oX

=55 T (9.8)
x-x, PO SR

ja samalla tavalla funktioille f(Y Y) j jaf(Z Z). Saadaan

~ S N\2
AP b= [BX) 1) v
pg Po

(1] - ?o)z 1 ~ (Z— Zo)2 1

0

Kun koordinaattiakselit on médritelty ylla kuvatulla tavalla, on
X=Xo=—po, §—Yo=0, z2-Z,=0 (9:9)

ja saamme

- 1 - -
AP — APy = ~Bo MAyY +xAz). (9.10)

Nékyy, ettd virhe on lineaarisesti verrannollinen etdisyyteen tukiasemal-
ta ja vaikutusta on wvain etdisyydelli sivusuunnassa satelliitin nikélinjasta.

Pannaan merkille, ettd yhtalon ]ohtamlstapa on symmetrinen vektorei-
den Xja X, suhteen kannan 11, j, k maédrittelyssd: olisimme voineet

suunnata vektori i myos satelliitin ndkolinjaa pitkin roverin sijaintiin.

Todellisuudessa pseudoetdisyyden korjaus ei ole tarkasti lineaarinen:
tutkitaan kvadraattista yhtadloa

1 03f

£(X) — £(Xo) = aa_i

_ 24 ...
Xlxex, 2 0X2lx_x,

Johdettiin jo yhtédlén 9.8 yhteydessa
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Kuva 9.4. Barysentriset koordinaatit. Suureet w ovat kolmioiden pinta-alat, ja
ne voidaan laskea determinantteina, yhtilo 9.12.

Differentioidaan vield kerran:

- - - 3\3
2 X — X — x—X
0 _(EEX R 3X+3( 5) _
0X? X=X, P P P KXo
~ = \3 ~
_3<(X_X0) z—Xo)
- 5 - 3 )
Po Po
ja samalla tavalla funktioille f (\N() jaf (Z). Taas
X—Xo=—po, J—Yo=0, Z—Zo=0 (9:9)
ja
2 2 2
ofl o, OF o O o
0X? X=X, Y2 ly=v, 0Z217=7,

Taméd on hieman ylldttavd, mutta mielyttdva tulos. Sen takana on
havaintoyhtdlon 9.7 linearisointi eli oletus, ettd satelliitin ratavirhe Ax
on pieni. Se onkin nykyisin vain metrien suuruusluokkaa, kun roverin
etdisyys s tukiasemalta voi olla monta kilometrid.

9.3.2 Kolmen tukiaseman tapaus

Koska tukiasemien verkon tapaus voidaan yleensd redukoida kolmen
tukiaseman tapaukseen, tutkimme vain tita tapausta.

220
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Lahdetddn ylld johdetuista yhtdloistd. Yhtdlo 9.10 on lineaarinen para-
metreissa 1 ja X, jotka voimme tulkita tason koordinaateiksi kahdessa
eri suunnassa, jotka ovat keskenddn kohtisuorassa. Ay on satelliitin
paikkavirhe “vasen-oikea”-suunnassa ja Az "ylospdin” taivaan kannella
zeniitin suuntaan myos kohtisuorassa satelliitin ndkolinjaan ndhden.

Koska yhtdl6 9.10 on bilineaarinen koordinaateissa n ja x, voidaan
korjaus interpoloida lineaarisesti, kun se on méaritetty kolmella tuki-
asemalla. Jos annettuna on tukiasemat A, B ja C sekd mitatut korjaukset
AP, APg ja AP, mielivaltaisen pisteen korjaus voidaan laskea seuraa-
vasti:

AP =p*APA + pPAPg +p©APc. (9.11)
Tassd yhtdlossd p”, p® jap© ovatlaskentapisteen barysentriset koordinaatit

kolmion sisélld, katso kuva 9.4:

1T 1 1 T 1 1 1T 1 1

N NMc M Nc NMaA M NaA M M
XB Xc X Xc XA X XA XB X
pA _ ’ pB _ ) pC _
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Na MB Mc Na M8 TMc Na MB Mc
XA XB XcC XA XB XcC XA XB XcC
(9.12)

Tassd kdytettiin koordinaatteja 1 ja x. Barysentrisille koordinaateille
pitee* p* + p® 4+ p© = 1, ja ne ovat kaikki kolme lineaarisia sek n- ettd
X-koordinaatissa. Yksinkertaisesti sijoittamalla voidaan varmistaa, ettd
kolmion kirjissd, esimerkiksi pisteessd A, p* = 1ja p® = p© =0 —
toisto-ominaisuus.

Yhtélossd 9.10 esiintyy vain 1 ja X ja vain lineaarisesti. Yhtadlo on
voimassa kolmiulotteisessa avaruudessa, jossa paikkaerovektori tuki-
aseman ja roverin vélilld on s = Ei+ n]7+ XINC.

Interpoloinnissa kolmen tukiaseman vililld tulisi ottaa huomioon
Maan pinnan kaarevuus: kaikkien neljdn pisteen on oltava samassa
tasossa. Tasoyhtdlot, kuten 9.11, sovellettuina karttatasossa ovat peri-
aatteessa vadrid. Tehty virhe on kuitenkin hdvidvan pieni silloinkin,
kun kolmio on kymmenien kilometrien kokoinen. Teoreettisesti oikea
laskentatapa on projisoida roverin paikka tasoon, joka menee kolmen
tukiaseman ldpi, kuten on esitetty kuvassa 9.5.

*Barysentriset koordinaatit ovat painoja, ja yhtdlo 9.11 antaa kédrkien arvojen painotetun

keskiarvon.
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Kuva 9.5. Differentiaali-GNSS:n geometria. Satelliitin séteittdinen ratavirhe r ei

9.4

vaikuta vahvasti eri maa-asemien vilisiin erotushavaintoihin, mutta
sivuttainen ratavirhe s sen sijaan vaikuttaa suhteessa asemien véli-
seen etdisyyteen.

Kuvattu on my6s differentiaalikorjauksen laskentatapa: roverin paik-
ka avaruudessa P on projisoitava satelliitin ndkoélinjaa pitkin tuki-
asemien kautta menevaan tasoon ABC, miké tuottaa projektiopisteen
P’. Sen jélkeen korjaus on interpoloitava bilineaarisesti.

Tukiasemaverkot

Verkkomaisen RTK-ratkaisun toteuttamiseksi kédytetddn useita tukiase-

mia ja asemien antamat korjaukset interpoloidaan jollain tavalla niiden

valilld kdyttdjan sijaintiin.

Voidaan kayttda kahta eri tietoliikenteen perusmenetelmaéa:

1)

Yleisldahetys (”broadcast”): korjaukset ldhetetdadn monelle kaytta-
jalle yhta aikaa. Lahetys voi kédyttdd esimerkiksi radioldhetyksen
ULA-sivukaistaa (RDS, Radio Data System). Menetelma skaalautuu
hyvin suurelle kdyttdjgjoukolle. Yleisldhetyksen haasteena on, etté
viestid ei voida rdatdloida niin, ettd kdyttdjan sijainti otettaisiin
huomioon. Ehkai tastd syystd se on ollut suosittu kaytettavaksi va-
hemmain tarkan koodipohjaisen GNSs-differentiaalipaikannuksen
kanssa.

Tasmaladhetys (”singlecast”): korjaukset lasketaan yhta kayttajaa
varten ja ldhetetddn hanelle esimerkiksi mobiilin Internetin véli-
tykselld. Jokaisen kdyttdjan korjausviestin sisdlto voi olla erilainen.
Erds tasmaéldhetysmenetelmédn variantti on virtuaalitukiasema-
menetelmd (VRS, virtual reference station), jossa tukiasemien
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korjaukset interpoloidaan ”virtuaalitukiaseman” korjauksiksi
havaitsijan vélittoméassa ldheisyydessa. Taman ldhestymistavan
etuna on, ettd vastaanotin ei tiedd, ettd korjaukset eivit tule
todelliselta, fyysiseltd RTCM-tukiasemalta, jota kaikki tunnetut
vastaanotinmerkit osaavat kasitell.

IImeisin interpolointitekniikka on raa’an voiman interpolointi. Olete-
taan, ettd korjaus on jatkuva ja hitaasti muuttuva paikan funktio Maan
pinnalla. Bilineaariselle funktiolle riittdd kolme tukiasemaa mittausalu-
een ymparilla.

Eras tdhdn ldhestymistapaan perustuva tekniikka on nimeltdan FKP,
Flichenkorrekturparameter eli aluekorjausparametrit (Janssen, 2009). Se
perustuu bilineaarimallien estimointiin tukiasemien ymparilld erikseen
troposfddrin ja ionosfddrin etenemisviiveille. Korjausparametrit ldhe-
tetddn kaikille alueen vastaanottimille: tima on yleislihetysmenetelmi.
Liikkuva vastaanotin suorittaa interpolointilaskelman omalle sijain-
nilleen. Korjausten ldahettdmiseksi on kdytetty RTCM 2.x -standardin
viestityyppid 59, “proprietary message”, taulu 8.1.

Muita samanlaisia interpolointimenetelmid ovat MAC (Master-
Auxiliary Concept) ja MAX (Master-Auxiliary Corrections), Leica
Geosystems (2005). Ndissd menetelmissa lahetetdan “mahdollisimman
raakoja” kantoaallon vaihemittausten korjauksia useilta tukiasemilta
kentélld oleville kayttdjille (Janssen, 2009). Verkon yhdestd asemasta
tehddan padasema eli “master”, ja vain sen differentiaalikorjaukset
ldhetetddn sellaisinaan, ionosfddrin (”dispersiivinen”) osa ja jdljelle
jadva osa (troposfddri, kiertoradat) erikseen. My0s pddaseman raa’at
kantoaallon vaihemittaukset ldhetetddn. Muilta verkon asemilta
lahetetdadn vain differentiaalikorjausten erot pddasemaan ndhden. Nama
erot ovat numeerisesti pienempid ja muuttuvat ajassa hitaammin.

Téassa lahestymistavassa rover suorittaa tdydellisen interpolointityon
kaikkien tukiasemien vililld. Roverin laskentatyon rajoittamiseksi ver-
kon palvelimen on ensin ratkaistava tukiasemaverkon kokonaislukutun-
temattomat niin, ettd roverin vastaanottamat eri tukiasemien korjaukset
ovat ainakin keskenddn “kokonaislukuyhteensopivia”. Tatd kokonaislu-
kutuntemattomien ratkaisemista helpottaa se seikka, ettd asemat ovat
tunnetuissa kiinteissd paikoissa.

Sen jdlkeen roverin tarvitsee ratkaista vain omat kokonaislukutunte-
mattomat masterin kanssa, ja saadut arvot pateviat minka tahansa verkon
muun tukiaseman kanssa. Lisdksi kun kédyttdd vain kolmea ldhinta tu-
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kiasemaa, viereiseen kolmioon siirtyva rover voi vaihtaa saumattomasti

tukiasemia.

RTCM-standardi 3.x mahdollistaa MAXin monitukiasemaviestien kom-
paktin muodon ldhettdmisen.

Interpolointi on toimiva ratkaisu ainakin satelliittien ratavirheiden
ja kellopoikkeamien vaikutusten korjaamiseksi, koska vaikutus on
luonteeltaan deterministinen: se voidaan laskea tarkasti liikkkuvan vastaan-
ottimen paikkaan, jos annettuna on kolmen tukiaseman havaintoja eli
pseudoetdisyyden korjauksia ja tukiasemat ovat kauniissa kolmiossa
mittauspaikan ymparilla.

IImakehédn etenemisviiveille raaka interpolointi jattdd kuitenkin pa-
rantamisen varaa, elleivdt asemien viliset etdisyydet ole alle noin 80 km:
silloin tarvitaan myds ilmakehdn mallinnusta. Monimutkaisempi ilma-

kehdn mallinnus tehdddn mieluummin palvelinpuolella.

9.5 Illmakehan mallinnus

IImakehédn vaikutus ei ole deterministinen vaan stokastinen. Siksi tarkka
interpolointi roverin paikkaan ei onnistu: epatarkkuus kasvaa, kun etéi-
syys tukiasemilta kasvaa. Kasvutapa riippuu ilmakehén tilastollisista
ominaisuuksista. Tahdn tarvitaan ilmakehdn mallinnusta.

IImakehdn — sekd ionosfddrin ettd troposfadrin — aiheuttama GNSS-
signaalin etenemisviive redukoituna zeniitin suuntaiseksi standardiko-
konaisviiveeksi, zenith total delay eli ZTD, muodostaa stokastisen prosessin
d* (¢, A). Prosessi on madritelty maantieteellisen paikan (@, A) méaarit-
telyjoukolla.

Prosessilla d* (@, A) on kahden paikan valilld signaalikovarianssifunk-
tio, jota voidaan kuvata esimerkiksi Gaussin ja Markovin kaltaisella
kovarianssikaavalla:

Cov{d"(@1,A1),d (¢2,A2)} = Coexp(— ¥/, ), (9.13)

jossa P on pisteiden (@1,A1) ja (@2, A;) vdlinen kulmaetdisyys Maan
keskipisteestd katsottuna. Vakiota Cy kutsutaan signaalivarianssiksi ja
vakiota g korrelaatiopituudeksi. Vakiot voidaan valita sopiviksi eli rea-
listisiksi tietyn ajan ja paikan tropo- ja ionosfaérille.

Toinen ldhestymistapa on mallintaa ilmakehéa deterministisesti joukol-
la tuntemattomia parametreja®. Esimerkiksi globaali ionosfddri voidaan



234

9 RTK-NAVIGOINTI

hyvin esittdd pallofunktiokehitelmdnd. My6s polynomi- tai Fourier'n
kehitelmad tulee kysymykseen. Tuntemattomat parametrit estimoidaan
tukiasemien havainnoista.

Etenemispolun sijainnin (¢, A) madritelma on mielenkiintoinen ongel-
ma: se voisi olla polun pisteiden keskimddrdinen sijainti painotettuna
taiteaineen tiheydelld. Ionosfdarille tima ilmaistaan usein edustavan
“lavistyskohdan” sijaintina ionosfddrin keskikorkeudella.

Estimoitava suure voidaan siis esittdd maantieteellisen sijainnin ylei-
send funktiona d* (¢, A), jonka ratkaiseminen vaatii vastaanottimien
verkon mittauksia. Tédstd on pieni askel lisdtd ongelmaan myos kolmas
ulottuvuus ja estimoida d(¢, A, h) kaikkialla ilmakeh&ssa — tai vastaa-
vasti elektronitiheys N, yhtdlo 8.13, tai taitekerroin N, yhtdlo 8.14. Tata
tekniikkaa kutsutaan ilmakehin GNSS-tomografiaksi.

Jos kdytettavissd on hyvd numeerinen sadmalli, GNSS-tukiasemaverkon
operaattori voi kayttda sitd esimerkiksi troposfdérin etenemisviiveiden
interpoloinnin parantamiseksi.

Kédantden voidaan tukiasemaverkon havainnoista saatuja vesihdy-
ryn etenemisviivearvoja assimiloida numeeriseen sadennustemalliin sen
tosiaikaisen suorituskyvyn parantamiseksi. Numeeriset sddennuste-
mallit kuvaavat ilmakehén kayttaytymistd fysikaalisilla malliyhtaloilla
kolmiulotteisella hilalla ajan funktiona. Ongelmakenttd on aktiivisen
tutkimuksen kohteena.

Tekniikan kehityksen nykytaso on, ettd tukiasemaverkon avulla ta-
pahtuva RTK-paikannus on yhta tarkka kuin yhden tukiaseman avulla
tapahtuva RTK-paikannus tukiaseman ldhelld, edellyttden, ettd tukiase-
mien véliset etdisyydet ovat korkeintaan noin 80 km. Paikannuksen
laatu sdilyy myo6s jonkin matkaa verkon peittoalueen ulkopuolella.
Rajoittava tekijd on ilmakehd.

Olenko ymmartanyt taman?
1) Miké on kokonaislukutuntemattomien ongelma? Kuvaile ldhesty-
mistapoja sen ratkaisemiseksi.

2) Mitd hyotyd on kaksoiserotusten kdytostd kokonaislukutuntemat-
tomien ratkaisemisessa?

3Grs-jdrjestelman navigointiviesti sisdltda sellaisen mallin, Klobucharin ionosfaari-
mallin, kahdeksalla parametrilla.
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3) Mitd etua tarjoaa RTK-tukiasemaverkkojen kaytto, niin sanottu
verkko-RTK?

4) Mitd menetelmid on olemassa tukiasemaverkon korjausten inter-
poloimiseksi kayttdjan sijaintiin?

5) Miksi tukiasemien vilinen korjausten lineaarinen interpolointi
toimii hyvin satelliittien ratavirheiden tapauksessa, mutta heikom-

min ilmakehin etenemisviiveiden suhteen?
6) Mika on virtuaalitukiasema?
7) Mitd hyotya kiyttijille on VRS-menetelméan kaytosta?

8) Kuinka MAX-interpolointimenetelmdssd minimoidaan liikkuvaan
vastaanottimeen siirrettdvan tietoméaaran koko?

9) Kuvaile LAMBDA-menetelmin kayttod kokonaislukutuntematto-

mien ratkaisemiseksi.

10) Miksi numeeristen sddennustemallien (NWP) kdytostd olisi hyotya
ilmakehéan vesihOyrypitoisuuden seurannan yhteydessa GNSS:114?

Vihje Mallit kuvaavat ilmakehdn suureet kolmiulotteisen paikan

ja ajan funktioina.

Harjoitus 9—1: Zeniitin etenemisviiveiden eron

varianssifunktio

Jos zeniitin etenemisviiveen kovarianssifunktio d* kahden paikan 1 ja
2 vélilld on annettu yht&lolld 9.13:

Cov{c_lL((phM),QL((Pz,?\z)} = Coexp(—W/y, ),

johda kahden paikan 1 ja 2 vélisen zeniitin etenemisviiveiden erotus-

suureen
Apd ¥ dy —dif =d"(e2,2) — d" (@1, M)
varianssifunktio. Funktio on muotoa
f(h) = Val‘{Alel(ll))}-

Piirrd sen kuvaaja olettaen, ettd Co =1 = 1.






Satelliittipohjaiset
parannusjarjestelmat

Etenkin ilmailussa ei ole hyvdksyttavaa kayttdd GPS-jarjestelméd navi-
gointitarkoituksiin ainoana menetelméand, koska se ei takaa saatavuutta
tai oikeellisuutta. Tama seikka tunnetaan eheysongelmana.

Ongelman ratkaisussa kdytetdan satelliittipohjaisia parannusjarjestel-
mid (SBAS). Toimivia SBAS-jdrjestelmid on Pohjois-Amerikassa (WAAS),
Euroopassa (EGNOS), Japanissa (MSAS ja QZSS, jalkimmaéinen on hybridi
parannus- ja paikannusjdrjestelmad) ja Intiassa (GAGAN). My0s Vendja
(SDCM), Kiina (BDSBAS) ja Korean tasavalta (KASS) harkitsevat tai jo
ottavat kdyttoon kansainvélisen ilmailustandardin mukaisia jarjestelma.

SBAS ei vain tarjoa eheyden takeita GPS-jdrjestelmén kayttdjille, vaan
sddstdd myos rahaa korvaamalla perinteisen radionavigoinnin ja mitta-
rilaskun lentokenttdalueen tukilaitteistot, jotka ovat massiivisia'. SBASin
ansiosta pienemmilldkin lentokentilld voi olla sddnnéllistd lentoliiken-
nettd. Lisdksi sddstetddn polttoainetta, koska GPS:n ja SBAS:n avulla
voidaan lentdd suoraan eli geodeettista viivaa pitkin kentélta kentdlle,
ei monikulmiojonon kautta radiomajakoiden yli.

10.1 Vastaanottimen itsendinen eheyden seuranta

Erds vaatimattomampi ldhestymistapa eheyden turvaamiseksi ilmai-
lussa on vastaanottimen itsendinen eheyden valvonta eli receiver autono-
mous integrity monitoring (RAIM). Siind hyodynnetddn GPS-jdrjestelman
redundanssia yhden tai usemman GPS-satelliitin signaalin mahdollisen
epdluotettavuuden havaitsemiseksi (Wikipedia, Receiver autonomous
integrity monitoring). Tekniikka on samanlainen kuin geodeettisten

"Esimerkiksi VOR-majakka (VHF Omnidirectional Range, VHF-monisuuntamajakka) on
lapimitaltaan 13 m!
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verkkojen kestdvyyden arvioiminen sen suhteen, kuinka helposti kar-
keat virheet ovat havaittavissa. Késite tunnetaan luotettavuutena (Baarda,
1968).

Kahteen kysymykseen on vastattava hetkelld milld hyvansa:

1) Lahettdadko jokin kdyttdmistdani satelliiteista epdluotettavan sig-

naalin?
2) Jos lahettdisi, voisinko edes tunnistaa sen?

Vastaus ensimmadiseen kysymykseen saadaan tilastollisesta testauksesta
ja vastauksen toiseen luotettavuuden arvioinnilla.

Kaytettdva havaintoyhtdlo on se, jota kdytetddn aseman paikan maa-
rittdimiseen pseudoetdisyyshavainnoista, yhtdlo 8.10:

Ap = Hx + m,
mutta kirjoitettu estimaatioyhtdlona (alaosio 2.4.1):
Ap + v = HX,

jossa v on jaddnnosvirhe.

Kaikille nédkyville satelliiteille yhdessd tdima on

~

L+v= AX>
jossa
Ap' v H! AX
Ap? V2 H?
e A I e Cox= |
: : AZ
Apn Yn H™ AT

Tamaén tavallisen pienimmaén nelidsumman ratkaisu on
- -1
x=(ATA) ATY,

ja jddnnosvirheet ovat
=AX—¢L.

<

[Imailun RAIMin tapauksessa kdytettdva testisuure on pienimman nelio-
summan ratkaisun jadannosten nelididen summa:

Q.
=

(V)" =vTy, (10.1)
1

&=

n

1



Vastaanottimen itsendinen eheyden seuranta 10.1

jossa v' ovat jadnnosvirheet ja n on satelliittien lukuméara.

Tavallisessa pienimmén nelidsumman menetelmaéssa oletetaan, etta
havaitut pseudoetdisyydet ovat normaalisti jakautuneita ja korreloi-
mattomia ja ettd kaikilla on sama epdvarmuus eli keskivirhe o. Tata
kutsutaan i.i.d.-ominaisuudeksi. Silloin suure E df g / o2 on jakautunut
jakauman x2_, (khii-toiseen) mukaan. Tdssd n — 4 on vapausastei-
den lukumdérd, kun tuntemattomia on nelja: vastaanottimen kolme
koordinaattia X, Y ja Z ja sen kellotuntematon AT.

Ensimmadinen sddnto on, ettd “vddran hélytyksen” todenndkdisyys,
probability of false alarm (PFA), kun satelliittien toimintahdiriGita ei ole, toi-
sin sanoen ensimmadisen lajin virhe, ei saa olla suurempi kuin 1 / 150007,
mikd antaa testin merkitsevyystasoksi arvon & = 1 — 1 / 15000 =
99,9933... %. x*-jakauma nollahypoteesin tapauksessa antaa kynnys-
arvon, joka riippuu vapausasteiden lukumaéérastd. Katso taulukko 10.1.

Toinen testauksessa asetettava parametri on todennédkéisyys sille,
ettd karkea virhe yhdessd pseudoetdisyydessd havaitaan. Tatd arvoa
kutsutaan testin erotuskyovyksi 3. Valitaan 3 = 99,9 %. Taméa merkitsee,
ettd toisen lajin virheen eli oikeasti tapahtuvan toimintahdirién huo-
maamatta jaddmisen todennakaisyys eli “probability of missed detection”
(PMD)on 1 — 3 = 0,1 %.

RAIMia ei saa kdyttdd, jos satelliittien geometria on sellainen, etta
asetetulla arvolla o ja todenndkoisyydelld 3 havaittavissa oleva karkea
virhe yhdessé pseudoetdisyydessd aiheuttaisi esimerkiksi vaakasijain-
nissa virheen, joka ylittdd asetetun ”"hélytysrajan”. Vaatimus tunnetaan
nimelld ulkoinen luotettavuus, tdssd tapauksessa vaakasijainnin ulkoinen
luotettavuus.

Huomaa, ettd luotettavuus on satelliittigeometrian ominaisuus ilman
yhteyttd mihinkdan oikeasti tehtyihin mittauksiin! Luotettavuus voi-
daan laskea ennen lentoa. Timéd ominaisuus on yhteinen DOPin, tark-
kuuden laimennuksen, kanssa, joka on tunnettu GNSS-paikannuksen
laatua luonnehtiva suure. DOP liittyy kuitenkin GNSS-sijaintiratkaisun
tarkkuuteen. Sekin on suunnittelutyckalu.

Lennon eri vaiheille on olemassa eri hélytysrajat: tietyssa tilanteessa
RAIM voi olla kdyttokelpoinen risteilylennossa, muttei ldhestymisessa.

On selvédd, ettd redundanssin on oltava riittdvé, jotta tdima toimisi.

*Syy siihen, miksi luku on nédin alhainen, on psykologinen: lilan monet vaarét
hilytykset voivat johtaa siihen, ettd asianmukaisia hdlytyksid ei oteta vakavasti.
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TAULUKKO 10.1. xz—testirajat arvolle « = 1 — 1 / 15000 ja eri vapausasteiden
maddrille. Nama ovat raja-arvot, joita vastaan suure 3 def & /o2
laskettuna yhtélolld 10.1 pienimmaén nelidGsumman ratkaisun
jadnnosvirheistd lennon aikana testataan.

Satelliittien lukumézra Vapausasteet x?-raja suureelle &

5 1 15,90
6 2 19,23
7 3 21,95
8 4 24,39
9 5 26,65
10 6 28,79
11 7 30,83
12 8 32,81

Nelja satelliittia on minimi, jotta paikannus onnistuisi koodipohjaisilla
pseudoetdisyyksilld, mutta se ei vield tarjoa redundanssia. Geodesian
nyrkkisdannon mukaan redundanssin tulisi olla vahintdan 50 %, mikéa
merkitsisi kahdeksan satelliittia lentokoneen taivaalla. Tdiméa saavu-
tetaan suurimmassa osassa ajasta jo minimaalisen 24 satelliitin GPS-

konstellaation avulla.

Mutta kyse ei ole pelkdstddn satelliittien lukumaééarastd. Niiden on
oltava taivaalla hyvin jaettuina, jotta tavoiteluotettavuustaso oikeasti
saavutetaan. Internetissd on interaktiivisia suunnittelutyokaluja, joiden
avulla voi ennustaa, missa ja milloin RAIM on oikeasti kdyttokelpoinen.

Nykyinen suurempi GPS-konstellaatio ja kaikki muut toimivat GNSS-
jarjestelmat auttavat tekemdan tastd houkuttelevan vaihtoehdon. Aihe
on aktiivisen tutkimuksen kohteena: mainittakoon ARAIM, edistynyt
RAIM, joka perustuu esimerkiksi Galileon ja GPS:n yhteiskadyttoon kaksi-
taajuusvastaanottimessa (L1 ja L5) (GLAD).

10.2 SBAS-teknologian kuvaus

Jokainen SBAS-jdrjestelmé rakennetaan tiettyd kohdealuetta varten —
esimerkiksi WAAS rakennettiin Pohjois-Amerikalle. Kohdealueella pitaa
olla toimiva tukiasemien verkko, joka varmistaa tosiajassa, ettd jokainen
alueella ndkyva GPS-satelliitti toimii oikein. Kdyttéjdt vastaanottavat pal-
velun tietoja geostationaarisella satelliitilla olevan transponderin kautta.

Palvelu antaa eheystiedon lisdksi differentiaalikorjauksia GPS-



SBAS-teknologian kuvaus 10.2

GAGAN 128
144

EGNOS 1123

136

Kuva 10.1. SBAS-transpondereiden geometria. Tilanne vuonna 2020. Luvut
viittaavat L1-taajuuden ndenndissatunnaiskoodeihin (PRN). Taajuu-

della L5 kdytetdan vastaavia koodeja.

satelliittien pseudoetdisyysmittauksiin. Ndaméa korjaukset patevat
kohdealueen sisall4.

Periaatteessa differentiaalikorjausten maéarittamiseksi alueella riittdisi
kolme asemaa alueen nurkissa, jos ainoat epatarkkojen pseudoetdisyyk-
sien syyt olisivat satelliittikellot ja satelliittien ldhettimét ratatiedot eli
broadcast ephemeris. Kdytannossd ilmakehédn vaikutuksen sisallyttami-
nen korjauksiin edellyttdd, ettd alue peitetddn tiheammin. Ja tietysti
ylim&ardisyys on aina hyviksi.

SBAS-satelliitti tai pikemminkin yleiskdyttdisen geostationaarisen sa-
telliitin SBAS-transponderi ldhettdd signaalin, joka on samanlainen kuin
GPS:n Li-signaali. Kantoaallon taajuus on 1575,42 MHz, ja se on binaa-
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risesti vathemoduloitu ndenndissatunnaisella koodilla eli 1023-bittiselld
Goldin koodilla bittitaajuudella 1,023 MHz, aivan kuten GPS:n C/A-
koodi. Taméa merkitsee, ettd vain hieman modifioitu GPS-vastaanotin
osaa kdyttdd signaalia.

Toisin kuin GPS:n navigointiviesti, joka ldhetetddn bittinopeudella
50 Hz, sSBAS-viesti ldhetetddn nopeudella 250 Hz. Yhden viestin pituus
on 250 bittid, ja sen ldhettdminen vie sekunnin. Kaikkien tarvittavien
tietojen lahettdminen jakautuu useille viesteille. Tiedot luokitellaan
“nopeiksi” tai “hitaiksi” sallitusta vasteajasta riippuen. Esimerkiksi osa
kellokorjauksista on “nopea”, kun taas ionosfddrin korjaus on kookas,
mutta vain hitaasti muuttuva.

SBAS-signaali tarjoaa seuraavat tiedot:

o Naenndissatunnainen koodi, jonka avulla transponderi tunnistau-
tuu kdyttden SBASIn kdyttoon varattua Goldin koodia®. Koodeja
voitaisiin kdyttdd pseudoetdisyyden mittaukseen, mutta ne tarjoa-
vat GPS:ddn verrattuna vain vahéan lisdarvoa.

o Differentiaalikorjauksia. SBAS-kykyinen GNSS-vastaanotin vastaan-
ottaa satelliittien kiertoratojen ja kellojen korjauksia sekd ionosfaa-
rin vaikutuksen korjauksia. Koska monet SBAS-vastaanottimet ovat
yksitaajuisia (vain L1), on ionosfddrin aiheuttama etenemisviive
hyvin merkittdvd — metreistd kymmeniin metreihin. Korjauksen
on oltava tarkka ja sen spatiaalisen erotuskyvyn riittava.

o Eheystietoa.

Ratakorjaukset ovat pitkdaikaisia ja hitaasti muuttuvia, ja ne ldhetetddn
korjauksina broadcast ephemeris -ratatiedoista laskettuihin satelliittien
suorakulmaisiin geosentrisiin paikkoihin ja nopeuksiin. Korjauskaava

on
ox ox
xkorj(t) = xbe(t) + 61:’ + 69 (t - tO) )
0z 0z

jossa to on sekd broadcast ephemerisin ettd korjausviestin issue of data
(IOD) -aika.
GPs-satelliittien kellokorjaukset koostuvat kahdesta osasta:

o hidas osa, joka ldhetetddn alhaisella nopeudella kellon poikkeaman
ja kdynnin korjauksina

3Yhdysvaltojen ilmavoimat on maailmanlaajuinen koodilukujen osoittamisen koordi-
naattori. SBAS-jdrjestelmien koodiluvut ovat taajuuksille L1 (C/A) ja Ls.



Eheys ja safety of life

10.3

TAuLUKKO 10.2. Eri ldhestymiskategoriat ICAO:n mukaan. Kategoria kuvaa,

kuinka hyvin lentokone ja kenttd on varustettu mittarilaskua

varten. SBAS-ladhestyminen on mahdollista vain osalle katego-

rioista.
Kategoria Ratkaisukorkeus (DH) Nikyvyys Néakyvyys kiitoradalla (RVR)
Catl 200 ft = 60m > 2600 ft =800m, tai > 1800 ft = 550m
Cat1I 100-200 ft = 30-60m - > 1200 ft = 350 m
CatlllA < 100ft=30m /eiole - > 700 ft =200 m
CatlllB <50ft=15m /eiole - 150-700 ft = 50-200 m
CatllIC  eiole - eiole

o nopea osa, joka muuttuu nopeasti ajassa.

Ionosfddrin etenemisviive, joka muuttuu hitaasti ajassa, on samassa
ionosfadrin paikassa sama kaikille GPS-satelliiteille. Viiveen arvot ldhete-
tadn hilan muodossa, joka peittdd sen voimassaoloalueen eli laskennassa
kdytettyjen tukiasemien alueen. Lihetetyt arvot antavat vaikutuksen
suuruuden zeniitissd olevan satelliitin tapauksessa. Korjaus riippuu
kayttdjan sijainnista: kdyttdja interpoloi vaikutuksen hilasta kunkin
satelliittisignaalin ionosfddriseen lavistyskohtaan ja ottaa huomioon
lavistyskulman.

SBASIn viestin sisdllon laaja esitys on Sanchez ja Berges (2006).

10.3 Eheys ja safety of life

Integriteetin eli eheyden seuranta merkitsee, ettd kayttdjid varoitetaan
asetetun aikarajan — esimerkiksi kuuden sekunnin — sisélld, jos GPS-
satelliitin paikannussignaali ylittdd asetetun toleranssiarvon. Safety-of-
life -sovelluksissa tdma on pakollista. Safety of life (SoL) tarkoittaa, etta
jos jdrjestelma ei toimi oikein, ihmisid voi kuolla.

Hyva esimerkki tastd on lahestyminen ja laskeutuminen lentokentille.
Jos laskeudutaan sumussa GPS-navigoinnin avulla ja korkeusarvo on
monta metrid pielessd, ilman varoitusta tapahtuu onnettomuus. Jos GPs-
korkeuteen ei ole luottamista sumussa tai pilvessa ja lentdjd saa téasta
varoituksen, laskua ei yritetd. Jos taas eheysjérjestelméan takaama tark-
kuus on muutaman metrin sisédlld eikd sumua ole, lentédja voi suorittaa
matalan pilvipeitteen ldapi ndkolaskun, vaikkapa 200 jalasta alaspdin.

Eheys mahdollistaa ilmailussa operaatiot, jotka olisivat yksin GPS:n
avulla liian riskialttiita. GPS on ollut sellaisenaan jo kdytossda RAIM-
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TauLukko 10.3. Satelliitit, joilla on WAAS-transponderi, tilanne 2020. PRN on
nidenndissatunnaiskoodi, samanlainen kuin GPS-satelliiteilla.

Satelliitti PRN Pituusaste Laukaisu Loppu
Inmarsat-3 F3 134 178° E 17. joulukuuta 1996 Syyskuu 2007
Inmarsat-3 F4 122 142° W 3. kesdkuuta 1997 Syyskuu 2008

Telesat Anik F1IR 138 10793 W 21. marraskuuta 2000 -
Intelsat Galaxy 15 135 133° W 13. lokakuuta 2005 -

Inmarsat-4 F3 133 117° W 18. elokuuta 2008  Marraskuu 2017
Eutelsat 117 WB 131 117° W 14. kesdkuuta 2016” -
SES-15 133 129° W 18. toukokuuta 2017 -

"Toimiva maaliskuusta 2018 ldhtien.

moodissa (vastaanottimen itsendinen eheyden valvonta eli receiver auto-
nomous integrity monitoring), mutta vain reittilentojen suorissa osissa, ei
laskuvaiheessa. Vaatimuksena on, ettd jos GPS-satelliitin signaali menee
epédluotettavaksi, lentdjdd hélytetddn asetetun aikarajan sisalla.

10.4 WAAS

WAAS (Wide Area Augmentation System) julistettiin toimivaksi vuonna
2003. Jarjestelméd seuraa GPS-jdrjestelman ldhetyksid, laskee differen-
tiaalikorjauksia kayttdjille ja antaa todennetun eheystason. Tarkkuus
differentiaalikorjausten jalkeen on luokkaa +2 m. Toiset ldhteet antavat
1-2m vaakatasossa ja 2-3 m pystysuunnassa palvelualueen sisilla. Il-
man WAASia GPS-paikannuksen tarkkuus olisi keskimddrin vain £15m
yhden taajuuden GPS-vastaanottimen avulla, ldhinnd ionosfdédrin takia.

Vuodesta 2007 ldhtien WAAS on hyviksytty ohjaamaan lentokoneen
laskeutumista turvallisesti 200 jalan korkeuteen kiitoradan yldapuolella:
ICAO Category I, taulukko 10.2.

Vuonna 2014 Pohjois-Amerikassa jo 73 000 lentokonetta oli varustettu
WAAS-vastaanottimella (NASA Spinoff).

WAAS on kdytossd my0s ilmailun ulkopuolella, esimerkiksi meren-
kulussa.

10.4.1 WAASiIn avaruuslohko

WAAS-transpondereita kantavista satelliiteista ja niiden historiasta kertoo
taulukko 10.3, joka perustuu julkisiin lhteisiin.



WAAS 10.4

TauLukko 10.4. Satelliitit, joilla on EGNOS-transponderi, tilanne 2020. PRN

on Li-ldhetyksen ndennédissatunnaiskoodin koodiluku. Talla
hetkelld toimivat EGNOS-satelliitit ldhettavat myos taajuudella

Ls.
Satelliitti PRN Pituusaste Laukaisu Loppu
Inmarsat-3 F1 131 64S5E 3. huhtikuuta 1996 Loppunut
Inmarsat-3 F2 120 1555 W 6. syyskuuta 1996 1. tammikuuta 2019
Artemis 124 2155E  12. heindkuuta 2001 2015
Inmarsat 4-F2 126 6450E 8. marraskuuta 2005 Loppunut
Astra SES-5 136 550E 9. heindkuuta 2012 -
Astra 5B 123 3155E  23. maaliskuuta 2014 -
Eutelsat sWB 121 550W 9. lokakuuta 2019 -

Geostationaarisen satelliitin signaali on koodattu samalla tavalla

kdyttden ndenndissatunnaiskoodeja (PRN) kuin GPS-satelliittien signaalit.

WAAS-satelliitteilla on omat koodit, jotka eroavat toisistaan ja GPS-

satelliittien koodeista, ja vastaanottimen korrelaattori erottaa satelliitit

toisistaan niiden avulla.

10.4.2 WAASIin maalohko

WAAS-jdrjestelmd kdyttdd seuraavia tukiasemia Yhdysvalloissa ja naa-

purimaissa:

1)

3)

WRS (Wide Area Reference Stations): 38 Pohjois-Amerikassa, mu-
kaan lukien 7 Alaskassa, 1 Havajilla ja 1 Puerto Ricossa. Tdma on
my0s alue, jonka sisédlld annetut korjaukset ovat tarkkoja.

Kolme wWMs-tukiasemaa (Wide Area Master Stations). Naissa las-
ketaan korjaukset ja eheystieto. Differentiaalikorjaukset lasketaan
alueen peittdvan hilan solmupisteille.

Nelja GUs-tukiasemaa (Ground Uplink Stations). Ndissa korjaus-
viesti kootaan ja ldhetetddn geostationaarisen satelliitin transpon-
deriin, joka vélittda viestin kayttdjille samoilla taajuuksilla, joita
my0Os GPS-satelliitit kdyttavat: L1 ja uudemmissa satelliiteissa Ls.
Transponderit kayttavat samanlaisia yksiloitdvid ndenndissatun-
naiskoodeja kuin GPS-satelliitit.

GUS-asemilla on isot paraabeliantennit ldhettdmistd varten. Asemia
on kaksi jokaista kohdealuetta palvelevaa transponderia kohti.

Tietoliikenneyhteydet asemien vélilld ovat varta vasten rakennettuja.
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EGNOS 10.5

Avointa Internetid ei ole hyviksytty luotettavasti tosiaikaiseksi.

10.5 EGNOS

EGNOS, European Geostationary Navigation Overlay Service, on Eu-
roopan komission, ESAn ja yhteiseurooppalaisen ilmailuturvallisuuden
laitoksen Eurocontrolin yhteinen hanke.

EGNOS on yhteensopiva ja yhteentoimiva WAASin kanssa. EGNOS
aloitti toimintansa heindkuussa 2005.

EGNOS koostuu neljastd toiminnallisesta lohkosta eli segmentista:
maalohko, tukilohko, avaruuslohko ja kéyttdjalohko.

EGNOSin maalohko koostuu seuraavista komponenteista:

1) RIMS (Ranging and Integrity Monitoring Stations): 40. Ne vastaan-
ottavat signaalin ja vélittavat tiedot MCC-keskuksiin.

2) MCC (Master Control Centres): 2, josta toinen Ciampinossa Ita-
liassa ja toinen Torrejonissa Espanjassa. Ne vastaanottavat tiedot
RIMSeiltd ja laskevat niistd korjauksia ja eheystietoja, jotka ldhete-
tdan eteenpdin.

3) NLES (Navigation Land Earth Stations): 6. Ne ldhettavét tiedot
eteenpdin eri geostationaarisiin transpondereihin.

WAASIn tapaan my9s EGNOSin maa-asemien véliset tietoliikenneyhteydet

ovat varta vasten rakennettuja.

10.6 Japanin SBAS-jarjestelmat

10.6.1 MSAS

MSAS (MTSAT Satellite-based Augmentation System) oli ensimmaéinen
Japanilainen SBAS. Se suunniteltiin yhteensopivaksi WAASin ja EGNOSin
kanssa. Jarjestelmd aloitti toimintansa syyskuussa 2007. Taulukko 10.5
kuvaa avaruuslohkon.

MTSAT-1R-satelliitin kdytostd poiston jalkeen vuonna 2015 MTSAT-2,
joka oli sithen saakka ldhettdnyt vain PRN-luvun 137 mukaista signaa-
lia, jatkoi PRN-lukujen sekd 129 ettd 137 ldhettamistd. Huhtikuussa
2020 geostationaarinen satelliitti QZSS-3 alkoi ldhettdd PRN-luvun 199
mukaista signaalia.

MSAS:11d on kuusi seuranta-asemaa. Katso Office of Aeronautical Sa-
tellite Systems, ATS Engineering Division, Japan Civil Aviation Bureau
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Japanin SBAS-jirjestelmiit 10.6

TAauLUKKO 10.5. Japanin satelliitit, joilla on MSAS-transponderi. MTSAT-
satelliitit olivat sddsatelliitteja, joissa SBAS-transponderi oli
vain pieni osa hyotykuormasta. PRN on ldhetyksen ndennais-
satunnaiskoodin koodiluku.

Satelliitti PRN Pituusaste Laukaisu Loppu
MTSAT-1R (Himawari 6) 129 140°E  26. helmikuuta 2005 Joulukuu 2015
MTSAT-2 (Himawari7) 137, 129 145°E  18. helmikuuta 2006 ~ Toukokuu 2020
QSZZz-3 199 127°E 19. elokuuta 2017" -

"Toimiva huhtikuusta 2020 lihtien.

(2008) ja kuva 10.4.

MSAS-jdrjestelméd kutsutaan myos nimelld MSAS V1. Vuonna 2020 sen
korvaa MSAS V2 eli QZSS.

10.6.2 QZSS

Japanin avaruusjarjestd JAXA (Japanese Aerospace Exploration Agency)
on rakentanut jarjestelmdn nimeltd QzSS, Quasi-Zenith Satellite Sys-
tem, kutsumanimi Michibiki — ”opastus”. Se toimii GPS:d4 tukevana
jarjestelménd, joka kdyttdd signaalirakennetta, joka on yhteensopiva
ja yhteentoimiva GPS:n kanssa. Toisin kuin muut SBAS-jdrjestelmit, se
ei tarjoa vain GPS-paikannuksen parannuspalvelua, vaan myos omia
paikannussignaaleja, jotka on tarkoitettu kaytettdviksi yhdessd GPS:n

vastaavien kanssa.

Satelliittiradat ovat geosynkroonisia eli yhden tdhtivuorokauden
ratoja. Ratatasojen kaltevuus- eli inklinaatiokulma on korkea, noin
45°-53°, ja radat ovat melko pyoOreitd: radan eksentrisyys on noin
0,07. Tarkoitus on, ettd milld hetkelld tahansa ainakin yksi satelliitti on
roikkumassa Japanin taivaalla kohtuullisen korkealla elevaatiokulmalla.
Satelliitti ndkyy jopa Japanin suurkaupunkien “kaupunkikanjoneista”.
Tastd nimitys “quasi-zenith” on perdisin.

Se, ettd Japanissa on aina yksi satelliitti 1dhelld zeniittid, vaatii kolme
satelliittia radoilla, joiden nousevat solmut ovat samalla maantieteelli-
selld pituusasteella ja joiden rektaskensiot ovat 120° toisistaan. Satelliitit
kulkevat solmujen ldpi rataperiodinsa kolmasosan aikavilein, kuten
jongloorin keilat. Satelliitit kelpaavat myd0s, ja varsinkin, tietoliikennesa-
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Kuva 10.4. MSASin ja QzSsin maalohko, tilanne noin vuonna 2016. Keltainen:
Master Control Station (MCS). Ground Monitor Station (GMS), pu-
nainen: MSAS, sininen: QZSS.

QZSs: Useita seuranta- ja ohjausasemia sekd Japanin ulkopuolella

olevia valvonta-asemia ei ole piirretty.

telliiteiksi.

Taman tyyppiselle kiertoradalle viitataan usein nimelld “Tundran
kiertorata”. Se muistuttaa jonkin verran “Molnijan kiertorataa”, jota
Neuvostoliiton Molnija-viestintdsatelliitit kayttivét ja jolla oli samanlai-
nen “apogeumin roikunta” -toimintaidea korkeiden pohjoisten leveys-
asteiden palvelemiseksi. Molnijan kiertoradat ovat kuitenkin erittdin
eksentrisid, ja niiden rataperiodi on vain puoli tdhtivuorokautta. Niiden
ratatason kaltevuuskulma oni = 6394, joka tiyttdd ehdon 5sin” i—4 = 0,
jolloin rataellipsin prekessioliike ratatason sisdllda — “apsidiprekessio” —
haviad. Tama merkitsee, ettd jos apogeum on kerran laitettu pohjoiseen
— perigeumin argumentti w = 270° — se pysyy sielld.
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Kuva 10.5. QZSs-radan toimintaidea. Vasemmalla Maan mukana pyorivéssa
koordinaatistossa, oikealla inertiaalisessa koordinaatistossa.

Toisin kuin muut — geostationaariset — SBAS-jdrjestelmit, tarjoaa
tdma jarjestelma kayttokelpoisia havaintosuureita, kuten pseudoetdi-
syys ja kantoaallon vaihe. Se ldhettdd samoilla taajuuskaistoilla kuin
GNSS-jdrjestelmat ja kdyttdd koodijakokanavointia (CDMA) omilla PRN-
koodeilla, mikd minimoi mahdollisen hairion.

QZzSsS-jdrjestelmén ensimmadinen satelliitti laukaistiin 11. syyskuuta
2010. Kolme lisdd laukaistiin vuonna 2017, ja 1. marraskuuta 2018 jérjes-
telmd julistettiin virallisesti kdyttoon otetuksi. Laajentamista seitsem&an
satelliittiin suunnitellaan.

Kunnianhimoinen QzSS-jarjestelmé kuvataan laajasti Euroopan ava-
ruusjérjeston ESAn Navipedia-verkkosivulla (GMV, 2011). Jarjestelmén
suorituskykystandardi ja kdyttoliittyméan maéarittely 1oytyvat taalta:
QZSS PS/IS.

10.7 Intian GAGAN-jarjestelma

GAGAN, GPS-Aided Geo Augmented Navigation, on Intian SBAS-
jarjestelmd, joka on tarkoitettu kaytettavaksiilmailussa Intian ilmatilassa.
Talla hetkelld on kdytossd kolme transponderia, katso taulukko 10.6.

INRES-asemia (Indian Reference Stations) on 15, ja ne kaikki sijaitsevat
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TAULUKKO 10.6. GAGAN-satelliitit.

Satellite PRN Pituusaste Laukaisu
GSAT-8 127 55° E  21.toukokuuta 2011
GSAT-10 128 83° E 29. syyskuuta 2012
GSAT-15 132 93S5E 10. marraskuuta 2015

Intiassa. INMCC-asemia (Indian Mission Control Centres) on kaksi,
Bangaloressa ja Delhissd, ja INLUS-asemia (Indian Navigation Link
Upload Stations) on kolme, kaksi Bangaloressa ja yksi New Delhissa.

Intian ilmatilassa vaihteleva ionosfdérin viive on erityinen ongelma,
kun geomagneettinen ekvaattori kulkee maan ldpi ja ekvatoriaalinen
virtatihentymad ionosfadrissd sen yli. Ongelmaa késitellddn intialaisessa
tutkimushankkeessa, jonka puitteissa on rakennettu 18 elektronien
kokonaispitoisuuden (TEC:n) seuranta-asemaa kaikkialle Intiassa. Se
on my0s yksi syy, miksi GAGAN-satelliitit ldhettavit sekd L1- ettd Ls-
taajuudella.

10.8 Maapohjaiset parannusjarjestelmat

GBAS, ground-based augmentation systems eli maapohjaiset parannusjérjes-
telmat, kayttavat paikallista GPS-tukiasemaa kolmen mailin etdisyyden
sisédlld lentokentdltd. Ne tuottavat differentiaalikorjauksia ja eheystietoja
aivan samalla tavalla kuin SBAS. Tama tukee navigointia, ldhestymista
ja laskeutumista lentoasemaa ympardoivassd 20 mailin ilmatilassa.

Alkuperdinen amerikkalainen toteutus on nimeltddn LAAS, local-area
augmentation systems eli paikalliset parannusjérjestelmit.

GBAS on tarkoitettu kdytettdavaksi mittarilaskuihin vilkkailla lentoken-
tilld. Sen kdyttd on hyviksytty ICAO CAT I -1dhestymisille. Kategorioiden
IT ja III hyvdaksyntda on valmisteltu kauan.

Lentokentdn GPS-tukiasema seuraa GPS-satelliitteja ja laskee diffe-
rentiaalikorjauksia paikallisesti. GPS-paikannus onnistuu korjausten
avulla tarkkuustasolla 1 m. Korjaukset ldhetetdédn lentokoneille radio-
teitse (VHF). Toisin kuin SBAS se siis vaatii lentokentélta erikoislaitteistoa.
Yksi sellainen laitteisto korvaisi monia perinteisid laitteistoja, kuten
VOR-majakat jokaisella kiitoradalla.

GBASia voidaan kdyttdd myos ohjaamaan lentokentilld liikkuvia maa-
kulkuneuvoja. Sen merkitys turvallisuudelle on ilmeinen: se estda lento-
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Kuva 10.6. GAGANIin maalohko, tilanne vuonna 2017. Punainen: INRES, kel-
tainen: INMCC, sininen: INLUS. Ekvatoriaalinen virtatihentyma on

merkitty vaaleansiniselld katkoviivalla.

koneita ja maakulkuneuvoja olemasta samassa paikassa samaan aikaan.

GBAS on toiminnassa monilla kansainvélisilld lentokentilld. Kuten
SBASilla, silld voidaan korvata mittarilaskun maalaitteistoja, joita tarvi-
taan kaksi jokaista kiitorataa kohti. GBAS mahdollistaa joustavammat
lahestymiset, jotka sddstavat polttoainetta.

10.9 Internetpohjaiset parannusjarjestelmat

GDGPS, Global Differential GPS -jarjestelmé (Jet Propulsion Laboratory,
The Global Differential GPS System), on Jet Propulsion Laboratory JPL:n
keksima ja toteuttama. Jarjestelmd perustuu maailmanlaajuiseen JPL:n
omistamien asemien verkkoon ja tuottaa globaalisti kdyttokelpoisia
differentiaalikorjauksia. Osa asemista kdyttaa atomikelloja.

Korjaukset ldhetetddn Internetin kautta kayttéjalle TCP-protokollalla.
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Korjausten kokonaisvasteaika voi olla alle viisi sekuntia.

GDGPs-jdrjestelmalle on tarjolla yksinkertainen kayttoliittyma nimelta
APPS, Automatic Precise Positioning Service (GDGPS APPS). Kayttdja
lataa RINEX-tiedostoja verkkosivulle, ja tulokset esitetddn myos verkko-
sivuna.

Jarjestelma esitetddn tdssd, koska se muistuttaa satelliittipohjaista
parannusjdrjestelmdd. Sitd voitaisiin kutsua Internetpohjaiseksi paran-
nusjdrjestelméksi. Se oli atkanaan my0s erddnlainen WAASin prototyyppi
(NASA Spinoff).

EGNOSille on kehitetty hieman samankaltainen ratkaisu, SISNeT, joka
lahettdd samaa avaruussignaalia kuin geostationaariset transponderit
lahettdvat, suoraan kéyttsjille Internetin vilitykselld (Chen ym., 2003).
Tama on hyddyllistd etenkin korkeilla leveysasteilla sijaitsevissa kaupun-
geissa tai metsdalueilla, joilla maanpinnalla liikkkuvan mobiilikédyttdjan
voi olla haastavaa vastaanottaa keskeytymiton signaali geostationaari-
sesta satelliitista.

SISNeT on nykyddn osa laajempaa palvelua EDAS, EGNOS Data Access
Service, joka ldhettdd EGNOSin maalohkon havaintoja kdyttdjdlle kdyttden
protokollia RTCM ja NTRIP (EDAS; EDAS Service Definition Document).

Olenko ymmadrtdanyt taman?

1) Kuinka satelliittipohjainen parannusjdrjestelma (SBAS) toimii? Mit-
ka kaikki jarjestelmit ovat maailmassa télld hetkelld toiminnassa?

2) Mikéd on GPS-signaalin eheys?

3) Mikéd on RAIM, vastaanottimen itsendinen eheyden valvonta, ja
miten se toimii?

4) Kuinka tiedonsiirto geostationaarisesta SBAS-satelliitista kayttéjille
on optimoitu sekd tietoméddradn ettd vasteajan suhteen?

5) Milla tavoin SBASin kéytto GPS:n kanssa sddstdd rahaa ja polttoai-
netta?

6) Kuinka QzSs-jarjestelma toimii? Kuvaile erityisesti kiertoratojen
valinta.

7) Mitd erityistd ongelmaa Maan magneettikenttd aiheuttaa SBASille
Intian ilmatilassa?

8) Milld tavalla maapohjaiset parannusjdrjestelmét (GBAS) eroavat
satelliittipohjaisista (SBAS)?



Satelliittinavigoinnin uusi
aikakausi

Uusia GNSS-jdrjestelmid (global navigation satellite systems) on tulossa
tai niitd on jo otettu kdyttoon vakiintuneen GPS-jarjestelméan (Global
Position System) lisdksi. Koska ndmad jérjestelmét ovat saatavilla ja sovel-
tuvat teknologiseen navigointiin, esitellddn ne tdssd luvussa. Nykytilan
yhteenveto 16ytyy taulusta 11.1.

11.1  GPS-jarjestelman modernisointi

Elektroniikka-alan nopea kehitys on tehnyt mahdolliseksi ja jopa helpok-
si asiat, jotka olivat GPS:n alkuaikoina mahdottomia. Hyvédn esimerkin
tdstd antavat monitaajuusvastaanottimet, jotka olivat muinoin kalliita
erikoislaitteita. Ja GPS:n monopoli on murtunut. Miljoonien kayttdjien
nykytarpeet ymmarretddn nyt paremmin ja otetaan vakavasti. Néista
syistd GPS-jdrjestelmdn modernisointi katsottiin tarpeelliseksi.

Modernisoinnista on vastannut Global Positioning Systems Directo-
rate. Tavoitteena on lisdtd GPS-jdrjestelméédn uusia ominaisuuksia, kuten
uusia siviili- ja sotilassignaaleja, ja parantaa jarjestelmdn suorituskykya.

11.1.1 Satelliittien sukupolvet
GPS-satelliittien perdkkaisia teknologiasukupolvia kutsutaan blokeiksi.

Block I GPS:n perusajatuksen toimivuutta kokeiltiin 11 koesatelliitin
sarjalla. Kymmenen satelliittia pddsi onnistuneesti kiertoradalle,

ensimmadinen vuonna 1978.

Block II Ensimmdinen operatiivinen GPS-satelliittimalli oli Block II.
Vuosina 1989—1990 laukaistiin yhdeksédn satelliittia. Niistd yk-
sikddn ei ole endd toiminnassa: viimeinen poistettiin kdytosta

vuonna 2007%.
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TauLu 11.1. Uusia globaaleja navigointisatelliittijarjestelmia.

GPS GLONASS Galileo BeiDou

Ratatasoja 6 3 3 3
Tasojen vélinen kulma 60° 120° 120° 120°
Satelliitteja tasossa 4 8 8 8
Satelliittien vilinen kulma 90° 4 45° 45° 45°
Satelliitteja yhteensd (virallisesti) 24 + 6 24+ 3 24+6 24473
Radan korkeus (km) 20200 19140 23222 21528
Periodi 11h58m  11h1em  14hp5m  12h53m
”Resonanssi” o e e o

(kierroksia/tahtivuorokausia)
Ratatason kaltevuus 55° 6498 56° 55°

Kantoaallon taajuus (MHz) GPS GLONASS® Galileo BeiDou

1600,995 L1

1575,420 La E1 B1C
1561,098 Bal
1278,750 E6

1268,520 B3l
1248,060 L2

1227,600 L2

1207,140 Esb B2b
1202,025 L3

1176,450 Ls Esa B2a

“Vuodesta 2011 ldhtien satelliitit ovat jakautuneet radoillaan epétasaisesti. Uutta
geometriaa kutsutaan nimelld ”expandable constellation” (SPS performance standard,
2020).

UKaltevilla geosynkroonisilla radoilla (IGSO) on kolme lisasatelliittia ja oikeilla geosta-
tionaarisilla radoilla kolme.

“Uudet CDMA-ldhetykset.

d BeiDou-3.

Block ITA Kirjain A merkitsee advanced. Taman mallin 19 satelliittia
laukaistiin vuosina 1990-1997. Vuonna 2019 sarjan viimeinen
satelliitti ei endd toiminut kunnolla ja se kytkettiin pois paalta.

Block IIR Kirjain R merkitsee replenishment. Yhteensad 12 satelliittia
laukaistiin vuosina 1997-2004.

Block IIR-M Kirjain M merkitsee military. Kahdeksan satelliittia lau-



GPS-jirjestelmin modernisointi 11.1

kaistiin vuosina 2005-2009.

Block ITF Kirjain F merkitsee follow-on. Yhteensd 12 satelliittia laukais-

tiin vuosina 2010—2016.

Block III Tamé&n mallin satelliitteja tullaan rakentamaan kymmenen.
Ensimmainen niistd laukaistiin vuonna 2018.

Block IIIF Suunnitteilla on satelliittien laukaisuja vuosille 2026—2034.

11.1.2 Uudet koodit ja taajuudet

Ensimmadinen Block IIR-M -satelliitti laukaistiin 25. syyskuuta 2005.
Se oli ensimmadinen, joka ldhetti uutta sotilaskoodia M. Se oli my6s
ensimmadinen, joka ldhetti uutta siviilikoodia L2C moduloituna kan-
toaaltoon L2. L2C sisdltdada uudet ndenndissatunnaiskoodit CM (Civil
Moderate) ja CL (Civil Long), joiden toistojaksojen pituudet ovat 10230 ja
767 250 bittid. Molemmat koodit luodaan modulaatiotaajuudella (”chip
rate”) 511500 bittid sekunnissa. Koodit yhdistetddn tekniikalla, jota
kutsutaan aikajakomultipleksoinniksi: jonoon otetaan bittejd vuorotellen
CM:n ja CL:n bittijonoilta, mikd muistuttaa moottoritien risteyksessa
yhdistyvid autovirtoja. Uudessa jonossa jokaisen bitin pituus on vain
puolet alkuperdisestd ja modulaatiotaajuus on 1023 000 bittid sekun-
nissa eli 1,023 MHz. Katso kuva 11.1. L2C sisdltdd my6s parannetun
navigointiviestin, jossa on muun muassa GPS-jarjestelmédn ja muiden
GNSs-jdrjestelmien véliset aikaskaalojen siirtymaét. Tdma on tarkeda
yhteiskdytdssd GLONASSin ja Galileon kanssa.

Uusi taajuus L, 1176,45MHz, on tarkoitettu safety-of-life (SoL)
-tyyppiseen kadyttoon etenkin ilmailussa, katso osio 10.3. Taajuusalue
on varattu kansainvilisesti ilmailun kéayttoon. Block IIF -satelliitit
kantavat tdtd taajuutta ensimmadisind. My0s SBAS-jdrjestelmat kayttavat
Ls-taajuutta. Yhdessd Li-taajuuden kanssa Ljs-taajuutta voidaan
kayttaa poistamaan ionosfdédrin etenemisviive mittauksista.

Tarjolla on my®6s uusi siviilikoodi L1C, joka on houkutteleva vaihto-
ehto L1i-taajuuden vanhalle C/A-koodille. Koodia on ldhettdnyt tam-
mikuusta 2020 ldhtien ensimméinen Block III -satelliitti, joka laukais-
tiin joulukuussa 2018. Koodilla on monimutkainen rakenne, johon
kuuluu data- ja pilottikomponentti, katso kuva 7.3. Molemmat ovat
BOC-moduloituja. Pilotti kdyttda niin sanottua TMBOC-modulaatiota, eli
aikamultipleksoitua binaarista offset kantoaalto -modulaatiota. BOC-
moduloinnin ansiosta koodi erottuu paremmin BPSK-moduloidusta



2 58 11 SATELLIITTINAVIGOINNIN UUSI AIKAKAUSI

2
<l 0 o o |
e e T
1 1 1
0 0 0 0o o] [o o] [o
I L. L _Joa] Jol o
1 111 i 1

o = Lo Lol [ ol

Kuva 11.1. L2C ja aikajakomultipleksointi. L2C sisdltdd myds modernisoidun
navigointiviestin nimeltd CNAV nopeudella 50 bittid sekunnissa.

C/A-koodista. Pilotti on my6s moduloitu overlay-koodilla, joka yksiloi
satelliitin. ICD:n (GPS ICD) mukaan sekd data ettd pilotti ovat samassa
vaiheessa kuin L1:n P(Y)-koodin kantoaalto.

Naéin ollen kdytdssd on nyt neljd siviili-GPS-signaalia: C/A, L2C, Ls ja
L1C.

11.2 Venaldainen GLONASS-jarjestelma

GLONASS-jdrjestelmédn kehitys alkoi Neuvostoliitossa jo vuonna 1976.
Virallinen ldhde on GLONASS news, joka ndyttdd myos konstellaation
tilannekuvan.

Huhtikuussa 2020 kiertoradalla oli 27 satelliittia, joista 24 oli kaytto-
kelpoisia. Satelliittien maard on kasvanut hitaasti. Pitkdn alennustilan
jalkeen 1990-luvulla jarjestelmd on nyt taas tdysin toiminnassa.

11.2.1 Alkuperaisjarjestelman taajuudet ja signaalit

Alkuperdistd GLONASS-jdrjestelméd kuvaa Interface Control Document
(ICD) vuodelta 2008. Se sisdltdd 65 sivua englanniksi, GLONASS ICD.

Alkuperdinen GLONASS-jdrjestelmd eroaa sekd GPS:std ettd Galileosta
siind, ettd jokaisella satelliitilla on oma kantoaaltotaajuus. Ratkaisu on nimel-
tadn FDMA, “frequency-division multiple access”, eli taajuusjakokanavointi.
Silti “antipodit” eli samassa ratatasossa vastakkain maapallon eri puo-
lella olevat satelliitit voivat kadyttdd samoja taajuuksia. Alkuperdiset
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taajuudet L1 ja L2 ovat

fr1 = for + KAfy,
fro = fo2 + KAT,,

jossa K € {—7, —6,...,+5, +6} on satelliitin kanavanumero, joka 16ytyy
almanakasta, ja

for = 9-178MHz = 1602MHz, Af; = 2 MHz = 562,5kHz,
fo, =7-178MHz = 1246 MHz, Af, = 2 MHz = 437,5kHz.

Siviilikoodilla — C/A:ta vastaava — on bittitaajuus 0,511 MHz" ja
salatulla sotilaskoodilla 5,11 MHz. Samaa modulaatiotekniikkaa kdyttaa
my0s GPS: vaihemodulaatio vaihesiirtymalld 7t = 180° — “binary phase-
shift keying” eli binaarinen vaiheavainnus. Navigointiviestin bittitaajuus
on 50 Hz.

Satelliittien ldhettdama sdteily on ympyrdpolarisoitu myotapdivdan,
aivan kuten GPS:n séteily.

11.2.2 Aika, vertausjarjestelma ja konstellaatio

GLONASSiIn aikaskaala on sama kuin UTC(SU) eli UTC:n Vendjan Federaa-
tion kansallinen toteutuma. Tdma merkitsee, ettd UTC:n karkaussekunnit
joulukuun ja kesdkuun lopussa kulkeutuvat GLONASSin aikaskaalaan.
Tama on erilainen kuin GPS:n kédytanto: GPS-ajassa ei huomioida kar-
kauksia.

Navigointiviesti sisdltdd aikaskaalojen UTC ja UTC(SU) véliset erotukset
sekd ilmoitukset tulevista karkaussekunneista.

GLONASSIn kdyttdma koordinaattien vertauskehys on PZ-go ("Maan
parametrit 1990”), joka on geosentrinen ja Maan mukana pyorivd, mutta
eroaa hieman WGS84:sta. Satelliittien ldhettama rataennuste ilmoittaa
satelliitin paikan ja nopeuden avaruudessa suorakulmaisina koordi-
naatteina tdssd kehyksessd 30 minuutin aikavalein®. PZ-go:n viimeisin

'Siviilikoodin pituus on 511 bittid, generoituna yhdelld yhdeksan bitin lineaarisen
palautteen siirtorekisterilld (2° — 1 = 511). Néin toistojaksoksi saadaan tarkasti yksi

millisekunti.

*Ratkaisu rajoittaa vastaanottimessa tehtdvad laskentaty6td. Maan painovoimakenttd
mallinnetaan yksinkertaisen pyérahdysellipsoidin kenttdna. Auringon ja Kuun aiheut-
tama kiihtyvyys annetaan erikseen vakiovektorina. Navigointiviesti sisdltdd myos
almanakan, jossa kaikkien satelliittien perinteiset laajennetut Keplerin rata-alkiot.
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toteutuma, PZ-90.11, eroaa vain muutaman millimetrin vertauskehyk-
sestd ITRF2008, Subirana ym. (2011).

GLONASS-satelliittien nimellinen lukumaara tdydellisessd konstellaa-
tiossa on 24 kolmessa ratatasossa plus kolme varasatelliittia. Ratojen
kaltevuuskulma pdivantasaajaan ndhden eli inklinaatio on 64 8. Korkea
arvo palvelee paremmin entisen Neuvostoliiton aluetta. Kuten GPS:n ta-
pauksessa myds GLONASSin satelliittien geometria toistuu joka tdahtivuo-
rokausi. Toisin kuin GPS:114 on silloin samassa paikassa toinen satelliitti.
Radan korkeus on 19 140 km ja rataperiodi 11"16™, eli lyhyempi kuin
puoli tdhtivuorokautta. Sama geometria toistuu yksittdisten satelliittien
kannalta vasta 8 vuorokauden ja 17 kierroksen jdlkeen. Ratkaisu vdahen-
tdd resonantteja ratahdiriditd, joiden korjaaminen GPS-jdrjestelméssa
kuluttaa melko paljon rakettimoottorien ajoainetta.

11.2.3 Modernisointi

GLONASS on siirtymdssd koodijakokanavointiin eli CDMA:han, “code-
division multiple access”, jota muut GNSS-jdrjestelmdt jo kayttavat. Muutos
tekee jdrjestelmdstd yhteensopivamman muiden kanssa, mikéa helpot-
taa monen jédrjestelmén vastaanottimien suunnittelua. Siirto tapahtuu
asteittain uusien laukaisujen mukaan.

Koodijakokanavointiratkaisua kuvaavat Interface Control Documents
(ICD) loytyvat taaltda: GLONASS ICD CDMA (2016a,b,c,d). Kayttoon
otetaan my0s kolmas taajuus L3,

fi3 = 235 5,115 MHz = 1202,025 MHz,

GLONASS ICD CDMA (2016d). Vanhat taajuudet L1 ja L2 korvataan
uusilla:

fiq =313 -5,115MHz = 1600,995 MHz,
fi, = 244 5,115 MHz = 1248,06 MHz,

miké on ldhelld vanhoja keskitaajuuksia. Kaikilla kolmella taajuudella
on sekd avoimia ettd salattuja signaaleja.

C/A-koodia vastaavan Li-siviilikoodien bittitaajuus pysyy melkein
muuttumattomana 0,5115MHz:ssd, mika on tarkasti puolet GPS:n vas-
taavasta. Koodin pituus on nyt 1023 bittid (data) ja 4092 bittid (pilotti),
ja sen lahettdminen kestda tarkalleen 2ms ja 8 ms. My6s L2:n siviili-
koodien (palvelutietojen kanavan ja pilotin) bittitaajuus on 0,5115 MHz.
L3:n koodien bittitaajuus on 10,23 MHz.
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TAULUKKO 11.2. GLONASSin ndenndissatunnaiskoodit. Nykyinen CDMA-toteu-
tus.

Toisto-
Taajuus MHz) Tyyppi Modulaatio  jakso (ms) Vaihe

L1 1600,995 Tietoa” BPSK(1) 2 Q, TOM?
Pilotti ~ BOC(1,1) 8 !
Salattu BOC(5, % ) I

L2 1248,06 CSI° BPSK(1) - b

D

Pilotti  BoC(1,1) 20 }Q' M
Salattu BOC(5, % ) I

L3 1202,025 Tietoa” BPSK(10) 1 1
Pilotti  BPSK(10) 1T Q

“Kantaa navigointiviestid.
b Aikajakomultipleksointi.

Palvelutietojen kanava.

Navigointiviesti ldhetetddn taajuuksilla L1 ja L3. Bittitaajuus L1:114
on 125Hz ja L3:1la 100 Hz.

Suunnitteilla on avaruuslohkon laajeneminen 30 satelliittiin 6 ratata-
sossa. Pidemmalla aikavililld kantoaaltotaajuuksien yhdenmukaista-
minen GPS-taajuuksiin L1 ja L5, joita my0s Galileo ja BeiDou kéayttavat,
ja Galileon taajuuteen Esb, jota my6s BeiDou kdyttdd, on suunniteltu
yhteensopivilla modulaatioilla. Se tekisi monen jérjestelmén vastaanot-
timien ja ohjelmistojen suunnittelusta entistd helpompaa.

11.3 Eurooppalainen Galileo-jarjestelma

Galileo-jdrjestelmd on Euroopan komission ja Euroopan avaruusjar-
jeston (ESA) yhteishanke. Sen hallinnollinen historia on ollut moni-
vaiheinen. Kesdkuussa 2003 Euroopan komissio ja ESA muodostivat
yhteistydelimen nimeltd “Galileo Joint Undertaking” (GJU), joka valitsi
"concessionairen”, yksityisyrityksen nimeltd ”“Galileo Operating Compa-
ny”. Se vastasi Galileon péivittdisistd toiminnoista ja etenkin sen kaupal-
listamisesta. Vuonna 2006 GJU lopetettiin ja perustettiin “European GNSS
Supervisory Authority” (GSA). Vuonna 2010 sitd uudelleenjdrjesteltiin
ja uudeksi nimeksi valittiin “European GNSS Agency (GSA)”.

Tarked motivaatio Galileolle oli ja on edelleen teknologinen riippu-
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mattomuus Yhdysvalloista. Asian merkitystd korosti Yhdysvaltojen
yksipuolinen hyokkays Irakiin maaliskuussa 2003. Galileo on viralli-
sesti siviilijarjestelmad ja siviiliviranomaisten hallinnoima, mutta se on
olennainen osa my®s monien maiden puolustussuunnittelua.

11.3.1 Satelliitit ja niiden radat

Galileo-satelliittejd on suunnitteilla kolmekymmentad. Kolmella rata-
tasolla on kullakin kahdeksan satelliittia ja kaksi varasatelliittia. Sa-
telliittien vdlimatka ratatasossa on 45°. Ratatasojen kaltevuuskulma
pdivédntasaajaan ndhden eli inklinaatio on 56°.

Galileo-satelliittien ratojen korkeus on 23 222 km eli selvisti korkeampi
kuin GPS-radat. Radan periodi on 14"05™.

Kymmenen pdivén eli 17 ratakierroksen jdlkeen samat satelliitit ovat
taas samoissa paikoissa havaintopaikan taivaalla.

Ensimmadinen kokeellinen Galileo-satelliitti oli GIOVE-A, joka lau-
kaistiin joulukuun 28. pdivand 2005. Vuonna 2020 kiertoradalla on 22
toimivaa satelliittia, ja lisdd on tulossa. Konstellaation tosiaikaista tietoa
antaa European GNSS Service Centre.

11.3.2 Jarjestelman kuvaus ja komponentit

Galileo-jdrjestelméd on suunniteltu yhteensopivaksi GPS-jdrjestelméan
kanssa. Se on myos tarkoitettu toimimaan saumattomasti SBAS-
jarjestelmien kanssa, kuten Euroopassa EGNOSin.

Galileon signaali- ja taajuusrakenne on monimutkainen, katso ESA,
Galileo Navigation Signals and Frequencies. Kantoaallot ovat

E1 1575,42 MHz (sama kuin GPS L1)
Esa 1176,45MHz (sama kuin GPS L)
Esb 1207,14 MHz
E6  1278,75MHz.

Katso taulu 11.1 ja Galileo OS 5iS ICD.

11.3.3 Palvelut

Galileon tarjoamat palvelut ovat seuraavat:

o Avoin palvelu (0S), joka on kaikkien kaytettdvissa. [E1, E5]
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Kuva 11.2. Galileon taajuudet ja modulaatiot, yksikk6 MHz. WRC-2000 oli
World Radiocommunications Conference Istanbulissa vuonna 2000.
Kuvassa on tyylitelty kuvio, jossa vihreiden alueiden (padhuippu-
jen) puolileveydet edustavat koodien bittinopeuksia. Taajuserot
ja -hajonnat ovat “GPS-megahertseind”, jotka ovat 1,023 MHz:n
kokoisia.

o Safety-of-life-palvelu (SoL). Galileo itsessddn ei tarjoa safety-of-life-
palveluita, mutta EGNOS (osio 10.5) tarjoaa. Suunnitteilla on myos
ARAIMin eli edistyneen RAIMin kéytté eheyden seurannassa. [E1,
Esb]

o Tarkkuuspalvelu (HAS). Palvelun vanhempi nimi oli “kaupallinen
palvelu”. [E6]

o Viranomaispalvelu (PRS). Tamaé palvelu on suojattu muita palve-
luja paremmin hdirintdd vastaan. Kédyttdjakuntaan kuuluu muun
muassa poliisi, rajavartiolaitos, puolustusvoimat ja rauhanturvaa-
jat. Se, ettd Galileoa kutsutaan ”siviilijarjestelméksi, toisin kuin
GPS”, ei liene aivan oikein. . .. [E1, E6]

Galileo-satelliitit kantavat my0s etsinté- ja pelastuspalvelun (SAR) trans-
pondereita, jotka kuuluvat Cospas-Sarsat-jarjestelmdan.

Katso Avila Rodriguez (2011) ja kuva 11.2.
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11.4 Kiinalainen BeiDou-jarjestelma

Jarjestelmén nimi BeiDou tarkoittaa Otava-tahdistod (Ursa Major), jota
kdytetdan Pohjantdhden (Polaris, « UMi) 16ytamiseksi. Nimi onkin
navigoinnin vertauskuva. Kansainvélisesti on kdytetty myos nimed
”Compass”. Virallinen englanninkielinen nimi on ”BeiDou Navigation
Satellite System”, ja virallinen verkkosivu on BeiDou Navigation Satellite
System.

11.4.1 BeiDou-1

Vanhempi BeiDou-1-jdrjestelmd, joka palveli Kiinan aluetta, koostui
kolmesta satelliitista geostationaarisilla radoilla. Se poistui kdytosta

vuonna 2012.

Tdhédn pdivddn mennessd on saatu selville, ettd ensimmadinen jérjes-
telma toimi itsendisesti. Maa-asema ldhetti signaalin kahden satelliitin
kautta tuntemattomalla paikalla olevalle vastaanottimelle, joka vastasi
satelliittien kautta. Kyseessa oli siis aktiivinen jarjestelmd. Lisdehtona
kéytettiin Kiinan alueen tarkkaa maastomallia. Laskettu paikka ldhetet-
tiin takaisin vastaanottimelle. Ilmoitetut paikannustarkkuudet olivat
valillda +£20-100 m.

11.4.2 BeiDou-2 ja -3
BeiDou-2 ja -3-jdrjestelmid kutsutaan englanniksi nimelld ”Compass”.

BeiDou-2-sarja koostuu (2020) kymmenesta satelliitista, joista viisi on
geostationaarisilla radoilla. Sarja tarjoaa paikannuspalveluita Aasiassa
ja Tyynelld valtamerelld. Laukaisutoiminta oli tiivistd vuosina 2010-2012
(BeiDou Constellation Status).

Marraskuussa 2017 alkoi tiivis BeiDou-3-satelliittien laukaisujen sarja.
27. joulukuuta 2018 palvelu julistettiin (Xinhua, 2018) globaalisti toimi-
vaksi. Taysi konstellaatio — 35 satelliittia, joista 5 geostationaarisia —
saavutettaneen 2020.

Sekd BeiDou-2 ettd BeiDou-3 ldhettdvit kolmella taajuuskaistalla B1, B2
ja B3. BeiDou-3-jdrjestelmdn dokumentoidut julkisen palvelun signaalit
ovat B1C, B1l, B3l ja B2a, katso interface control documents BeiDou ICD
(2017, 2018a,b, 2019). Télla hetkelld ei ole B2b:n ICD:ta3.

3Sellainen ICD tuli julki timén kirjoittamisen jalkeen, julkaisupdivama&drana heindkuu
2020: BeiDou ICD (2020).
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TAULUKKO 11.3. BeiDou-3:n ndenndissatunnaiskoodit.

Taajuus Toistojakso
Signaali (MHz) Tyyppi Modulaatio (ms) Vaihe
Bz2a“ 1176,45  Tietoa” BPSK(10) 11
Pilotti  BPSK(10) 1 Q
Bz2b 1207,14  Tietoa’ BPSK(10) 1
B3l 1268,52  Tietoa’ BPSK(10) 1
Bal° 1561,098 Tietoa” BPSK(2) 1
B1C? 1575,42  Tietoa” BOC(1,1) 10 1
Pilotti SEE;ZB }QMBOC“ 18 ?

Identtinen GPS:n L5 kanssa.
PKantaa navigointiviestid.
“Bza tulee korvaamaan tdman.
Muistuttaa GPs:n L1C:ti.

“Kvadratuurimultipleksoitu BOC.

o B1C toimii kantoaallon taajuudella 1575,42 MHz, joka on sama
kuin GPS:n taajuus L1. B1C my6s muistuttaa GPS-signaalia L1C ja
Galileon E1 OS (avoimen palvelun) -signaalia, paitsi kvadratuurin
Kayttoa.

o B2a toimii taajuudella 1176,45MHz, joka on sama kuin GPS:n
taajuus L5 ja Galileon taajuus Esa. My6s modulaatio ndyttda
identtiseltd GPS:n ja Galileon kanssa.

Katso taulu 11.1 ja taulukko 11.3.

BeiDoun julkisen palvelun signaali ei ole salattu, vaan vapaasti
kaikkien kdytettdvissd. Tarkkuus on £10m BeiDou-2:lle, ja BeiDou-3-
jarjestelmén tarkkuustavoite on +0,5 m. BeiDou-3-jdrjestelmén signaali
sisdltdad my0s eheystietoja, katso osio 10.3.

Radat ovat hieman korkeampia kuin GPS-satelliittien radat: 21 528 km.
Ratatasojen kaltevuuskulma on 55°.

BeiDou-3-jdrjestelma siséltdd kolme satelliittia radoilla nimeltd inclined

geosynchronous orbits (IGSO) korkeudella 35 786 km. Oikeasti geostatio-
naarisilla kiertoradoilla on my6s kolme satelliittia.
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Relevantit dokumentit ja ajantasalla oleva tieto konstellaation tilasta
ja satelliittien terveydestd 16ytyy lahteestd BeiDou Introduction.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Miten aikajakomultipleksointi toimii?

2) Selitd ero koodijakokanavoinnin (CDMA) ja taajuusjakokanavoin-
nin (FDMA) valilla.

3) Miksi GLONASS-satelliittien ratojen kaltevuuskulma eli inklinaatio

onniin paljon suurempi kuin muiden jdrjestelmien satelliittiratojen
inklinaatiokulmat?

4) Mité palveluita Galileo tarjoaa?

5) SBAS-vastaanottimet toimivat kahdella taajuudella: GPS L1 ja Ls.
Tama pétee kaikille SBAS-jdrjestelmille: WAAS, EGNOS, MSAS, QZSS
ja GAGAN. Selitd, miksi tdmé standardi oli valttamaton ilmailun
kaltaisella alalla.

6) SBAS-vastaanottimet toimivat kahdella taajuudella: GPS L1 ja Ls.
Ne ovat identtisid Galileon taajuuksien E1 ja Esa sekd BeiDoun
taajuuksien B1C ja B2A kanssa. Miksi arvelet, ettd Galileon ja

BeiDoun suunnittelijat ovat tehneet timéan valinnan?



Painovoiman mittaus lennossa

Sanonta on tuttu:
“Toisen kohina on toisen signaali.”

Inertianavigointi perustuu oletukseen, etti Maan painovoimakentta
tunnetaan. Silloin voidaan alkusijainnista x(t, ) ja alkunopeudesta v(t,)
laskea sijainti ja nopeus eteenpdin ajassa, askel askeleelta, jotta saadaan
sijainti ja nopeus x(t), v(t) milloin tahansa my6hempéané ajankohtana t.

Kééanteisesti, jos on olemassa riippumaton tietoldhde, kuten GNSS-
vastaanotin, joka antaa sijainnin ja nopeuden kehityksen ajassa riittdvan
tarkasti, voidaan inertiateknologia valjastaa Maan painovoimakentan
kartoittamiseen.

Hyvin toimivien navigointisatelliittijirjestelmien ansiosta on nyky&dan
mahdollista suorittaa gravimetrisia mittauksia ilmasta. Ja satelliitin
tarkan kolmiulotteisen liikkeen jatkuva seuranta GNSS-jdrjestelmén
avulla on yksi Maan painovoimakentdn kartoittamisen tekniikka.

Olkoon lentokoneen tai satelliitin sijainti inertiaalisessa koordinaatis-
tossa ajan funktiona x*(t) ja sen diskreetti mittausaikasarja x} L x* (ty).
Silloin geometrinen kiihtyvyys voidaan laskea likimdarin seuraavasti:

* * *
d? X X — 2]

—_ —‘x* ~
dt2™ | At? ’

a®(ty)

jossa At dof tiy1 — t; on perdkkéisten epookkien aikavali.

Oletetaan, ettd samanaikaisesti “painovoima” g, joka tuntuu lentoko-
neessa, mitataan vektorikiihtyvyysmittarilla. Tassd vaiheessa oletamme
yksinkertaisuuden vuoksi myds, ettd x* ja g on annettu samalla akse-
listolla eli kiihtyvyyden mittausakseleiden suunnat ovat samat kuin
paikkakoordinaattiakseleiden suunnat.
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Silloin Maan inertiaalisessa koordinaatistossa pdtee yhtdlon 5.14
mukaan

g"=g+a’, (12.1)

jossa g = —a. Nyt yhtdlon 5.15 mukaan painovoima Maan mukana
pyorivdssd koordinaatistossa on

g=g"— <w@ X (Wg X x>> (12.2)
Sijoita yhtils 5.13 yhtiloon 12.1:
g-=9g+a+2(wg ><v>+<w@ x (We ><x>>.
Tamén sijoitus yhtdloon 12.2 antaa

g=9g+a+2(wgxv). (12.3)

12.1 Vektori-ilmagravimetria

Jos lentokoneessa on seké inertiamittausyksikko ettd GNSS-vastaanotin,
voidaan maéarittdd x(ti), v(ti), a(ti) ja g(ti), ja yhtdlon 12.3 avulla
voidaan laskea g(t;). Tallda menetelmalld kartoitetaan siis painovoima-
kenttd ilmasta.

Kaytannossa sekd GNSS-laitteen ettd inertialaitteen tuottamat tietovir-
rat syotetddn Kalmanin suotimeen, joka tulostaa koneen tarkan reitin ja
painovoimaprofiilin. Vektori-ilmagravimetriassa painovoima mitataan
kolmiulotteisena vektorina. Tiedonsiirtonopeus on tyypillisesti korkea:
useita havaintoepookkeja sekunnissa. Lentokoneen liikkeiden takia se-
ké geometrisen kiihtyvyyden a ettd koneessa tuntuvan painovoiman g
ajalliset vaihtelut ovat suuria, tuhansia milligalleja, mutta suureen g
lopullinen méaritystarkkuus voi olla jopa vain muutaman milligalin.

Vektori-ilmagravimetria ei ole tarkkuudeltaan aivan samaa tasoa kuin
seuraavana esitettdva tekniikka: skalaari-ilmagravimetria. Tamd johtuu
siitd, ettd inertialaitteen sisdltdmat tarkat kithtyvyysmittarit eivit ole
parhaiden gravimetrien tasolla.

12.2 Skalaari-ilmagravimetria

Tassd tekniikassa kdytetddn perinteistd gravimetria eli painovoiman
mittauskojetta. Gravimetri on modifioitu siten, ettd sen avulla on mah-
dollista tehdd mittauksia ymparistossd, jossa vaikuttavat painovoiman
lisdksi voimakkaat, vaihtelevat geometriset kiihtyvyydet. Modifikaatio,
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vaimennus, on sama kuin se, joka tehd&an, jotta mittaukset merelld oli-
sivat mahdollisia. Gravimetri asennetaan vakautetulle alustalle. Alustan
vakautus tapahtuu gyroskooppien avulla, osio 5.5.

Gravimetri mittaa kulkuneuvon sisélld “tuntuvan” vapaan putoa-
misen kiihtyvyyden, mutta vain paikallisen luotiviivan suuntaan. Jos
paikallisen luotiviivan suunta on yksikkovektori n (alaspiin), on mitta-
suure § & (n-g).

Lahdetddn yhtélosta 12.3:
g=9g+a+2(wsxv). (12.3)

Lasketaan skalaaritulo vektorin n kanssa:

(n-g)=(n-g)+n-a)+2(n- (ws xv)) =gl =g,

koska luotiviiva on painovoiman suuntainen. Siis

g:§+<n~a>+2<n~ <w@><v>>.

Jos lentokone seisoo maassa, a = v = 0, siis g = g. Jos lentokone on
ilmassa, termi

2
V2 vpohj

_ . da ita
n-a)=—gvwes+ Nr Rt Mon

edustaa pystysuuntaista kiihtyvyyttd. Tassd vyss oo %h, jossa h on
korkeus vertausellipsoidista. Vertausellipsoidin kdytto télld tavalla tuo
kaksi termid maanpinnan kaareutumisesta alaspdin: pystysuuntainen
kiithtyvyys on sama kuin korkeuden toinen derivaatta vain, jos vaaka-
liikettd ei ole. M (@) ja N(¢@) ovat Maan vertausellipsoidin kaarevuus-
sdteet meridiaanisuunnassa (eteld-pohjoinen) ja poikittaissuunnassa
(lansi-itd): meridiaani- ja poikittaiskaarevuusséateet.

Termi
2 <n {wg x v>> = 2Wg COS @ - Vigs

edustaa lentokoneen ldnsi-itdsuuntaisen nopeuden aiheuttamaa co-
rioliskiihtyvyyttd, jolla on pystysuuntainen komponentti: lentokone
on hieman kevyempi lentdessddan Maan pyordahdysliikkeen mukana ja
hieman painavampi lentdessdan sitd vastaan.

IImaistuna geodeettisiin koordinaatteihin (@, A, h) saadaan

~ d
9 =9~ ggVves T



270 12 PAINOVOIMAN MITTAUS LENNOSSA

lansi-itd, erotus eteld-pohjoinen
N

o 2
2 V2 ohi
Vitz _ 2 pohj
+(N+h)(<‘”@cos‘p+N+h> (w@“’s‘p))Jr M+h

2
d Vits Vpoh
=G Sovms + (R + 202 05 @ ) Vi +

Téassd v ja vponj Ovat nopeuden itéd- ja pohjoiskomponentit, ja wg on
Maan pyordahdysliikkeen kulmanopeus. Suure h on korkeus vertausel-
lipsoidista ja ¢ maantieteellinen leveysaste.

Painovoima g sisdltdd jo Maan pyorahdysliikkeen aiheuttaman keski-
pakoiskiihtyvyyden pystyosuuden — (N + h) (wg cos @), aivan kuten
painovoimavektori g sisdltdd Maan pyorimisliikkeen keskipakoiskiihty-
vyyden, —<w@ X (Wg x x>>, vektorina, yhtalo 12.2.

Yl1la olevan yhtdlon kahta viimeistd termid kutsutaan E6tvosin® kor-
jaukseksi, katso Wei ja Schwarz (1996).

12.3 Kalmanin suotimen kaytto ilmagravimetriassa
Kirjoitetaan yhtal6 12.3,
g=9g+a+2(wgxv), (12.3)

stokastisesti “dynaamisen kohinan” n, kanssa:

d? ~
g—g—2(wg xv)+n,.

a=—sXxX=
a=qex~9

Geosentrisissd koordinaateissa voidaan kirjoittaa méaaritelmalld 5.10:
0 Vy —Vy

(e x V) = 0 | x| vy =wg | v | =

We v, 0

0 -1 0
=wg |1 0 0 vy défw@ﬂv.
0O 0 O

Muodosta ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtdloryhma:

%[ ]:[Q_g}z%mr[noa].

'Paroni Lordand E6tvos de Vasdrosnamény (1848-1919) oli unkarilainen fyysikko ja

< IR

gravitaation tutkija.
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Tassd g = g(t) on mitattu suure, mutta g = g(t) ei ole.
Kirjoita
g =7v+3g,
jossa y on sopiva vertausarvo, esimerkiksi normaalipainovoimakentdsta

laskettuna, ja 6g on painovoimahdirié. Mallinnetaan g empiirisesti
Gaussin ja Markovin prosessina, yhtadls 2.28:

d o9
aé_g= —= Th,

jossa T on sopivasti valittu empiirinen aikavakio. Sen valinta riippuu
paikallisen painovoimakentdn kayttaytymisestd (korrelaatiopituus) seka
lentonopeudesta ja -korkeudesta.

Nyt Kalmanin suotimen dynaaminen malli on

X 0 I 0 X 0 0
% v | =0 “2ws0Q I v |[+|v-g|+|n,
sg] Lo o —liflsg 0 n,

Tilavektorin pituus on néin ollen 9. Kerroinmatriisi on 3 x 3 -kokoinen
ja koostuu 3 x 3 -kokoisista alimatriiseista eli kokonaiskoko on 9 x 9
alkiota.

Hienostuneempi kisittelytapa ottaa huomioon, ettd painovoima on

tuntemattoman sijainnin x funktio:
Y =v(x) =~ v(x"?) +M(x) Ax,

jossa x(©) = x(°)(t) on sijainnin likiarvo, jota kdytetddn linearisoinnissa,
katso alla. Tassa pulpahtaa esiin gravitaatiogradienttitensori M, yhtdlo
3:9-

Silloin my®6s x ja v on linearisoitava, ja on kdytettdva linearisoituja
tila-alkioita Ax & x — x(©) ja Av &' v — v(©) tilavektorissa. Likiarvoja
maédrittelevd yhtalo on

a | x© 0 1]|]|x© 0
at[vo | o ol vo | 7] yx©)—g
Lopputulos saadaan vahentamalla:
X A X n
— o — " —/

Ax 0 [ 0 Ax 0
% Av | = | M —2we,Q 1 Av |+ | n,
59 o o i 59 n,
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Pdivitysaskeleen GNSS-havaintoyht&l6 on
b =x(t) +m =x(ti) + Ax(ti) + m,

jossa “kohinavektori” m kuvaa GNSS-navigoinnin tilastollista epdvar-

muutta.

Sekéd dynaamisille kohinatermeille n, ja n, ettd GNSS:n havaintokohi-
nalle m on muodostettava sopivia tilastollisia malleja (varianssit Qn (t)
ja R) mittalaitteiden ja painovoimakentdn ominaisuuksien perusteella.
Vektorit n, ja n, edustavat lentokoneessa tehtyjen painovoimamittaus-
ten g epavarmuutta ja painovoimakentdn 5g vaihtelevuutta.

On hyvé pitdd mielessd Kalmanin suotimen integroiva luonne. Mit-
taukset g sisdltévit vahvoja korkeataajuisia eli alle sekunnin vaihteluita,
jotka syntyvit koneen liikkeistd. Namd vaihtelut imeytyvat helposti
koneen nopeuden v ja sijainnin x estimaatteihin, kuten pitddkin, eivatka
vaikuta suureeseen 6g, jonka korrelaatioaika T on pitka. Jotta spatiaali-
nen erotuskyky lentorataa pitkin olisi hyvé, lentonopeuden tulisi olla
mahdollisimman alhainen. Potkurikoneet, kuten suosittu kanadalainen
DHC-6 Twin Otter®?, ovat sopivia tdhin.

12.4 Antureiden vadlinen kalibrointi

Y14 olevassa teoriassa oletetaan, ettd GNSS-paikannusmittaukset ja
gravimetriset mittaukset viittaavat samaan kohtaan lentokoneen sisalla.
Niin ne eivat kuitenkaan tee: GNSS-antennit on asennettava katolle (mika
on muuten painajaismainen paikka monitieheijastusten kannalta) ja
gravimetri puolestaan sijaitsee alempana lentokoneen sisélld. Kojeiden
integrointi edellyttdd niiden vilisten siirtyméavektorien méaarittamista
kalibroimalla.

Hyvaé tapa on in-flight-kalibrointi: lentokoneen runko on taipuisa,
joten vektorit ovat erilaisia, kun kone seisoo maassa ja kun se on
ilmassa. Vektorit riippuvat my6s polttoainelastista. Siirtyméavektorit
on sisdllytettdvad tuntemattomina mittausten késittelyyn, tavallisesti

Kalmanin suotimen avulla, osio 12.3.

12.5 llmagravimetrian nykytila

Ensimmaisid menestyksekkaditd ilmagravimetriaprojekteja oli Brozena
(1992), eli Grénlannin painovoimakartoitus Greenland Aerogeophysics

>Twin Otter on Viking Air Ltd:n rekisterdity tavaramerkki.
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Kuva 12.1. Lockheed Hercules C-130" nousee — suksilla! — Gronlannin NorthGRIP-

jadkairausasemalta, joka sijaitsee kolme kilometrid merenpinnan ylédpuolella.
Huomaa JATO-raketit (jet-assisted take-off), jotka avustavat lentoon 1dhtoé kiito-

radalta, joka on myos kolme kilometrid pitkd. Nielsen (2005).

?C-130 on The Lockheed Martin Corporationin rekisterdity tavaramerkki.

Projectin puitteissa.

On mainittava myds monia myShempia mittauksia, jotka on usein
tehty arktisilla alueilla tai Eteldimantereella. Lue lisdd Forsberg ym.
(1996, 2011). Ndiden tyomaiden logistiset edellytykset ovat yleensa
"haastavia”, katso kuva 12.1.

IImagravimetria on sopiva tekniikka, jos kartoitettava alue on laa-
ja eikd aikaisempia maanpinnalla tehtyjd painovoimakartoituksia ole
saatavilla. IIma- ja avaruusgravimetrian etuihin kuuluu homogeenisuus:
mittauksen laatu on sama laajoilla alueilla ja pitkdn kantaman syste-
maattiset virheet ovat pienid. Tima on erityisen tdrkedd, jos painovoima-
aineisto on tarkoitettu geoidimallin m&arittamiseen.

Ilmagravimetriakartoituksia on suoritettu esimerkiksi Etiopiassa
(Bedada, 2010), Mongoliassa (Munkhtsetseg, 2009) ja useissa muissakin
maissa.
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Kuva 12.2. Afganistanin ilmagravimetriakartoitus. Varit esittdavat ilma-
anomalioita lentokorkeudella. Yksikko on milligal (USGS Open-File
Report 2008-1089). Alkuperdisaineistoa on harvennettu 50x.

12.6 Maan painovoimakentan tutkimus avaruudesta

Yhtélossd 12.3 suure g on noin Maan pinnan painovoiman suuruinen
(noin 10m/s?), kun geometrinen kiihtyvyys a on huomattavasti pienem-
pi. Ihannetapauksessa geometrinen kiihtyvyys olisi nolla, mika vastaa
mittauksia kiintedin Maan pinnalla. Sekd meri- ettd ilmagravimetriassa
geometrinen kiihtyvyys eroaa kuitenkin selvisti nollasta, mikd han-
kaloittaa painovoiman tarkkaa mittausta. Kulkuneuvon liikkeet ovat

mittauksen kannalta hairigita.

Avaruudesta tapahtuvassa painovoimakentdn mittauksessa tilanne
on pdinvastainen. Yhtédlossd 12.1 satelliitissa tuntuva paikallinen pai-
novoima g on nolla tai hyvin ldhelld nollaa, eli vallitsee painottomuus.
Geometrinen kiihtyvyys a* on melkein Maan pinnan painovoiman
suuruinen, koska satelliitti putoaa vapaasti lentdessdan kiertoradalla.



Olenko ymmiirtinyt timin?

Geometrinen kiihtyvyys mitataan GNSS:n avulla: “high-low satellite-to-
satellite tracking”. My®s satelliitin oma ei-inertiaalinen liike eli kiihty-
Vvyys a = —g mitataan kiihtyvyysmittareiden avulla. Ei-inertiaalisen
kiihtyvyyden suurin aiheuttaja on ilmakehén vastus, koska painovoi-
makenttdd tutkivan satelliitin rata valitaan mahdollisimman alhaiseksi:
radan korkeus on tyypillisesti 250—400 km.

Viime vuosikymmenien aikana on lentidnyt kolme eri painovoima-
missiota: CHAMP, GRACE ja GOCE.

o CHAMP (GFZ, CHAMP — Challenging Minisatellite Payload).
Saksalainen satelliitti lensi vuosina 2000-2010 ja tuotti kohtalaisen
suuren mddran dataa.

o GRACE (University of Texas, GRACE — Gravity Recovery and Cli-
mate Experiment). Amerikkalais-saksalainen satelliittipari mittasi
erikoislaitteensa avulla tarkan etdisyyden perdkanaa lentdvan sa-
telliittiparin ("Tom” ja “Jerry”) valilla: ”low-low satellite-to-satellite
tracking”. Mittausten tavoitteena oli Maan painovoimakentdn ajal-
listen muutosten seuraaminen. Lento, vuodesta 2003 vuoteen 2018,
oli suuri menestys. Animaatio sen tuloksista 16ytyy kuvasta 12.3.
Talla hetkelld toiminnassa on sen seuraaja, GRACE-FO ("GRACE
Follow-On”).

o GOCE (Gravity Field and Ocean Circulation Explorer). Satelliit-
ti kartoitti vuosina 2009—2013 Maan painovoimakentdn hyvin
yksityiskohtaisesti gravitaatiogradiometrin avulla, katso ESA, Intro-
ducing GOCE. GOCE-satelliitilla oli ionimoottori ilmakehdn vastuk-
sen kompensoimiseksi. Se mahdollisti my6s matalan radan. Suun-
nittelijoille oli haaste erottaa gravitaatiogradientti ilmakehén ja
Maata kiertdvin satelliitin oman hitaan py6rimisen vaikutuksista.

Kaikissa satelliiteissa oli mukana GNSS-vastaanotin ja kiihtyvyys-
mittareita, GOCEn tapauksessa jopa kokonainen gradiometri. Se sisalsi
kuusi ddrimmadisen herkkda kiihtyvyysmittaria.

Olenko ymmartanyt taman?
1) Mika teknologian kehitysaskel teki gravimetriset mittaukset il-
masta yhtdkkid mahdollisiksi?
2) Mitka ovat erot vektori- ja skalaari-ilmagravimetrian valilla?

3) Miké on ero lentokoneessa tapahtuvan painovoimamittauksen g
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Kuva 12.3. GRACE-mission tulokset massan pintakerroksena ilmaistuna vas-
taavina vesisenttimetreind. Hiirennapsautus antaa animaation (e-

24| kirja).

ja kithtyvyysmittauksen a valilla?
4) Mika on E6tvosin korjaus?

5) Katso kuvaa 12.1 ja lue kuvateksti. Miksi Hercules tarvitsisi JATO-
raketteja lentoon ldhtonsad avuksi (kaksi syytd)? Milla tavalla
rakennetaan kiitorata mannerjaatikon paalle?

6) Miksi mittalaitteiden vélisten siirtymaévektorien kalibrointimene-
telméana in-flight-kalibrointi on suositeltavaa?

7) Miksi GOCE-satelliitilla oli ionimoottori?

8) Mika on high-low ja low-low satellite-to-satellite tracking?
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Anturifuusio ja sattuman anturit

13

Teknologisen navigoinnin taito syntyi merenkulussa kauan sitten. Kun
ala kehittyi, vastaavat menetelmaét otettiin kdyttoon myos ilmailussa ja
avaruusmatkailussa. Teknologinen navigointi levidd parhaillaan mil-
joonien tavallisten ihmisten eldméaén auto- ja jalankulkijanavigoinnin
muodossa.

Antureita on tarjolla laaja kirjo. Toiset on tarkoitettu navigointiin,
kuten satelliittipaikannus ja inertiamittausanturit. Toiset on tarkoitet-
tu muuhun kédyt6on, mutta esimerkiksi mobiilitukiasemaverkkoja ja
sisdtilan langattomia ldhiverkkoja (WLAN) voidaan soveltaa myds na-
vigointiin. Siksi hyvé kysymys on, mikéd on paras tapa kayttdd ndita
antureita yhdessa integroidulla tavalla.

Anturifuusio on monianturiratkaisu, jonka tarkoitus on vdhentda
epdavarmuutta esimerkiksi paikan méérityksessd navigoinnin aikana
(Wikipedia, Datafuusio). Anturit voivat olla samanlaisia tai erilaisia,
jolloin puhutaan homogeenisesta tai heterogeenisesta anturifuusiosta.

Anturifuusio toteutetaan usein kdyttdmalla eri antureiden ulostuloja
Kalmanin tai vastaavan suotimen syottotietona. Jos kdytetddn raakoja
havaintoja ja anturit mallinnetaan suotimen sisdlld, puhutaan “tiiviisti
integroidusta” anturifuusiosta. Jos anturit kdsittelevit tietoja itse en-
nen niiden ldhettdmistd suotimen ohjelmistoon, puhutaan ”16ysasti
integroidusta” anturifuusiosta.

Sattuman anturit ovat antureita, jotka palvelevat jotakin muuta tar-
koitusta, mutta joita voidaan valjastaa paikannukseen tai navigointiin.
Esimerkkeja:

o Matkapuhelimen kiihtyvyysmittari. Sen pddtarkoituksena on
suunnata naytto ylospdin (potretti tai maisema) riippuen siitd,
miten pdin kayttdjd pitdd puhelinta kddessddn. Kiihtyvyysmitta-
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ria voidaan kadyttdd myos antamaan navigaattorille paikallisen

painovoiman suunta.

o Nopeusmittari autossa. Sen péatarkoitus on tiedottaa kuljettajalle
auton nopeudesta turvallisuuden ja nopeusrajoitusten takia.

o Ilmanpaineanturi lentokoneessa. IImanpainetta kdytetddan kor-
keuden mittana, joka pitdd lentokoneet turvallisesti erilldan toi-
sistaan pystysuunnassa. Kuitenkin ilmanpaine on myos koneen
yldpuolella olevan ilmakehdn ainemé&aran mitta, joka vaikuttaa
GNSs-satelliittien signaalin etenemiseen.

Anturifuusio voi sisdltdd my0s taustatietoa, joka ei ole varsinaista anturin
mittausta. Hyvid esimerkkeja:

o Perinteinen tekniikka on kéyttdad tunnettuja maamerkkeja.

o Kulkuneuvo voi pysdhtya ja kertoa suotimen ohjelmistolle, etta
nopeus on nolla: nollanopeuspdivitys.

o Matkapuhelin, joka on kévelijan tai autoilijan kdytossa voi olettaa,
ettd sen ndyton yldareuna osoittaa liikkumisen suuntaan.

o Auton sivuttaisen nopeuden oletetaan aina olevan nolla.

o Auton oletetaan aina seuraavan tietd, kuten tunnelissa GNSS-
yhteyden ulkopuolella.

o Kiihtyvyyksille eri suuntiin voidaan olettaa ylérajat. Jos kulku-
neuvossa on ihmisid, ihmiskehon sietokyky asettaa raja-arvot.

Seuraavassa esitetddn joitakin anturifuusion ja sattuman antureiden
teknologioita. Kyseessd on laaja ja alati kasvava ala, joka perustuu
nopeasti kehittyviin teknologioihin. Raapaisemme tdssd vain sen pintaa.

13.1 Case: Sky Map

Matkapuhelimen antureiden luovan kdytén esimerkkitapaus on avoi-
men ldhdekoodin sovellus Sky Map, joka on saatavissa Android™"-
kayttojarjestelmaille (Google Play, Sky Map). Kalibroinnin jdlkeen Sky
Map néyttdd tahdet oikeissa paikoissa, kun puhelinta pidetddn taivasta
vasten. Se ndyttda jopa tdhdet ja muut kohteet, jotka ovat horisontin
alapuolella!

Kalibrointi tapahtuu valmistajan suosittelemalla kahdeksikkoliik-
keelld eli pyorittamallad laitetta kdsin kolmen eri akselin ymparilla.

*Android on Google Inc:n tavaramerkki.



Case: Sky Map 13.1

IImeisesti sovellus kdyttdd kolmen akselin kithtyvyysmittaria, mikd on
yleistd matkapuhelimissa. Lisdksi sovellus hyodyntda magnetometria
kompassipohjoisen 16ytamiseksi.

Tilannetta voidaan analysoida seuraavasti. Olkoon kiertomatriisi pu-
helimen koordinaatiston ja Maahan kiinnitetyn koordinaatiston valilld R.
Olkoon painovoiman kiihtyvyysvektori g ja magneettikentdn vektori m.
Oletetaan, ettd molemmat vektorit voidaan laskea Maahan kiinnitetyssa
koordinaatistossa ja mitata puhelimen rungon koordinaatistossa.

Néiden kahden vektorin perusteella voidaan konstruoida ortonormaali
kanta {u, v, w} soveltamalla Gramin ja Schmidtin ortonormalisointia
seuraavasti:

g m—(u-m)
= Ty v = y
ol fm —(u-m)

Nailla vektoreilla on kunkin koordinaatiston kannalla seuraavat kom-

u w=(uxv). (13.1)

ponentit:

u=ani+aj+azk=0b1i"+bi2j’ +bisk’,
Vv = (lz]i + azzj + azgk = bz]i/ + bzzj, + bzg,k,, (13.2)
w = Clg,]i + C132j + C133k = bg,]i/ + b32j/ + bggk/,
jossa {i,j,k}ja {i’,j’, k’} ovat vastaavasti Maahan kiinnitetyn ja puhe-
limen rungon koordinaatistojen ortonormaalit kannat.

Naillda maaritelmillda nahd&déan, ettda matriisit

ajp; ap2 a3 b1 by2 bz

def def
A= |axn axn a3 |, B= | by by by
az; azz ass bs; bzx bsz

ovat molemmat ortogonaalisia. Kirjoitetaan yht&l6 13.2 muotoon

u i i i i
v |=A|lj|=B|j | =|j |=BTA]j
w Kk’ k' k

Tssd kiertomatriisi R & B~'A = BTA on yksiselitteinen ja laskettavissa.

Yhtéloiden 13.1 toimivuuden ehto on tietenkin, ettd magneettinen
kenttavektori ja painovoimavektori eivét ole yhdensuuntaisia: m Jf g,
mikd pitdd paikkansa kaikkialla paitsi magneettisilla navoilla. Tima kdy
jarkeen, koska ndissd kahdessa paikassa ei magneettinen kompassikaan
toimi!



280

13 ANTURIFUUSIO JA SATTUMAN ANTURIT

"

\J

Kuva 13.1. Matkapuhelimen suuntaus kiihtyvyysmittarin ja magnetometrin
avulla.

Yleisemmin kahden riippumattoman vektorin méarittdiminen kah-
dessa eri koordinaatistossa mahdollistaa koordinaatistojen vélisen kier-
tomatriisin maarittimisen. Tulemme nidkemédan sen myos osiossa 13.4
kahdelle vektorille, jotka méaritetdan kolmella GNSS-antennilla, jotka

eivat ole samalla suoralla.

Kolmen akselin vektoriantureiden kalibrointi on laaja aihe. Tdssa tut-
kitaan kahta tapausta: akseleiden mittakaavojen, suuntien ja ortogonaa-
lisuuden kalibrointia ja mitattavassa vektorissa olevan vakiosiirtyméan
poiskalibrointia.

13.1.1 Akseleiden mittakaavojen ja suuntien kalibrointi

Kolmiakselisen kiihtyvyysmittarin akselien mittakaavat ja suunnat
voidaan kalibroida laboratoriossa. Kédytetddn paikallisen painovoiman
tunnettua vahvuutta ja suuntaa g. Puhelin asennetaan alustalle ja
kddnnetddn siten, ettd puhelimen kolmesta akselista jokainen osoittaa
vuorollaan g:n suuntaan. Kalibrointiyhtdlo on

gx

g9y | =Ggi, 1=1,23,
9z |,
jossa gy, gy ja g, ovat anturin akseleiden raa’at lukemat ja g; painovoi-
mavektori puhelinrungon kannalla kussakin kolmesta mittausasennos-



Case: Sky Map 13.1

Tauru 13.1. Sky Mapin koodi, joka suorittaa tekstissd kuvatun Gramin ja
Schmidtin menetelmédn matkapuhelimen asennon méérittdmiseksi. GitHubin
koodivarannosta, Sky Map Devs, Stardroid.

YELS
* Calculates local North and Up vectors in terms of the phone’s coordinate
= frame from the magnetic field and accelerometer sensors.
*/
private void calculatelLocalNorthAndUpInPhoneCoordsFromSensors() {
Vector3 magneticNorthPhone;
Vector3 magneticEastPhone;
if (useRotationVector) {
float[] rotationMatrix = new float[9];
SensorManager.getRotationMatrixFromVector(rotationMatrix, rotationVector);
// The up and north vectors are the 2nd and 3rd rows of this matrix.
magneticNorthPhone = new Vector3(rotationMatrix[3], rotationMatrix[4],
rotationMatrix[5]);
upPhone = new Vector3(rotationMatrix[6], rotationMatrix[7],
rotationMatrix[8]);
magneticEastPhone = new Vector3(rotationMatrix[@], rotationMatrix[1],
rotationMatrix[2]);
} else {

// TODO(johntaylor): we can reduce the number of vector copies done in here.

g Vector3 down = acceleration.copy();
u down.normalize();
// Magnetic field goes xfrom+x North to South, so reverse it.
Vector3 magneticFieldToNorth = magneticField.copy();
m magneticFieldToNorth.scale(-1);
magneticFieldToNorth.normalize();
// This is the vector to magnetic North *xalong the groundx.
magneticNorthPhone = addVectors(magneticFieldToNorth,
scaleVector(down, -scalarProduct(magneticFieldToNorth, down)));
v  magneticNorthPhone.normalize();
upPhone = scaleVector(down, -1);
W magneticEastPhone = vectorProduct(magneticNorthPhone, upPhone);
}
// The matrix 1is orthogonal, so transpose it to find its inverse.
// Easiest way to do that is to construct it from row vectors instead
// of column vectors.
axesPhonelInverseMatrix = new Matrix33(magneticNorthPhone, upPhone,
magneticEastPhone, false);

ta.
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Saadaan kolme yhtilod,

Jx,1 g Ox,2 0 Jx,3 0
yg | =G| 0|, gy2 | =G| g |, gys | =G| 0|,
9z,1 0 9z,2 0 9z,3 g

jossa g on todellinen painovoiman kiihtyvyysarvo eli vertausarvo puhe-
limen sijainnilla.

Kalibrointimatriisin G ratkaisu on

Jx,1 9x,2 9x,3

1
G=3 | 91 9u2 Gu3
9z,1 9z,2 9z,3

Kun kalibrointi on tehty, saadaan kalibroituna mittauksena

Jx
g =G| gy
g9z

Kalliimmilla puhelimilla tdma kalibrointi tehddén valmistuksen jalkeen
ja kalibrointimatriisi kirjoitetaan laiteohjelmiston lukumuistiin (Zhang
ym., 2019).

13.1.2 Vakio vektorisiirtyman kalibrointi

Magneettikentdn mittauksessa on ongelmana, ettd paikallisten hdi-
rididen takia paikallinen kenttd voi poiketa merkittavasti globaalista
mallista. Vield vakavampi ongelma on puhelimen generoima magneetti-
kentti. Puhelin sisdltdd magneettisten materiaalien lisdksi sahkovirtoja,
jotka tuottavat magneettikenttid. Ja ne ovat hyvin lahelld*!

Itsegeneroitu kenttd kiertdd puhelimen mukana, ulkoinen kentti ei.
Tama mahdollistaa kenttien erottamisen toisistaan. Koska ohjelmisto
ei voi tietdd, millaiseen laitekokoonpanoon se on tullut asennetuksi,
erottaminen on tehtdva ainakin kerran ja aina silloin, kun epadilldén, etta
itsegeneroitu kenttd on muuttunut.

Olkoon m magneettikentdn vahvuus, lukuun ottamatta itse puhe-
limen tuottamaa osaa, ja anturin kolmen akselin raa’at mittausarvot
m,, my ja m,. Olkoon itsegeneroidun kentdan komponentit ,, p, ja .,

>Vihje: tarkista, onko suojakotelon kannessa magneetti, joka pitdd sen kiinni!
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jotka tulee estimoida. Silloin

2 2

m? = (my, — ) + (My — py)? + (M — ) +v,

T
mikd kertoo, ettd anturin lukemat [ m, my, m, } sijaitsevat pallon

T
pinnalla, jonka sdde on m ja keskipiste [ e Wy Mz ] .

Kirjoitetaan tima havaintoyhtdlén muotoon:

|4

m+ml+ml+yv= <
=m?— Hi - Hﬁ - Hﬁ +2mxﬁx +2myﬁy +2mzﬁ2°

Jokaisen anturimittauksen jadannosvirhe v edustaa, paljonko etdisyys
pallon keskipisteestd toiseen potenssiin eroaa pallon sdteestd toiseen
potenssiin eli m?.

Jos on n havaintoa, ovat havaintojen vektori ja rakennematriisi

2 2 2
myy+mg, +mg T 2mey 2my, 2mg;
2 2 2
0 — mi,+my,+ms;, A— 1 2my, 2my, 2m;;
h A . ) -
m2_ +m?2 . +m? 1 2m 2m 2m
——X,Mn —y,n —z,n X, y,m zZ,n

Tuntemattomien vektori on

Ratkaisu on

jonka jdlkeen
2 M2 52 2
m? =M + U + 1y + 1.
Havaintoja tarvitaan mahdollisimman monesta kolmiulotteisesta asen-

nosta, kuten puhelimen valmistajan suosittelema kahdeksikkoliike
antaa. Kalibroitu magneettikentdn mittaustulos on nyt

My — Hx
Myal = | My — Hy
m; — H;
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13.1.3 Kiihtyvyysmittarin ja magnetometrin mittausten

yhdistaminen

Painovoimavektori g on laskettavissa leveys- ja pituusasteesta kayt-
tden esimerkiksi GRS80:n vertausellipsoidin painovoimakaavaa ainakin
neljan desimaalin tarkkuudella.

Magneettikentdn vektorille m tilanne ei ole yhtd hyva. Varsinkin
magneettikentdn paikallisen suunnan epdavarmuus on ongelma. Jos hy-
vaksytddn, ettd mitatun ja kalibroidun painovoimavektorin gy, suunta
on oikea, ainoa mielenkiintoinen lisdtieto, jonka mitattu ja kalibroitu
magneettikentdn vektori my, voisi antaa, on atsimuuttikulma pystyak-
selin ympari.

Katso yhtdlo 13.1: vektorin m epdvarmuus aiheuttaa vain epéavar-
muutta vektoreissa v ja w. Koska molemmat ovat tasossa, joka on koh-
tisuorassa vektoriin g, seuraa, ettd myos epdvarmuus rajoittuu tdhan
tasoon. Jakoskav L wija||v|| = |[w| = 1, virhe voidaan yksinkertaisesti
ilmaista yhtend kiertokulmana tdssa tasossa.

Kahden vektorin gy, ja My, vélilld oleva kulma, joka vastaa magneet-
tiseen inklinaatioon, ei ole kiinnostava puhelimen asennonmaéérityksen
kannalta. Se kertoo vain magneettikentdn paikallisista poikkeamista
mallikentastd esimerkiksi paikallisten magneettisten materiaalien takia.

Saman ilmion takia magnetometrin antama atsimuutti on todenna-
koisesti vddrd jopa ylld kuvatun sisdisen kalibroinnin jélkeen. Eréds tapa
korjata tdm& atsimuuttivirhe on sama, jota sovellus SkyView®? kayt-
tdd ja joka hyodyntda tahtitaivasta. SkyView tukee kameran kdyttod, ja
kayttdja ndkee samanaikaisesti sekd SkyView'n esittdimén taivaan et-
td kameran valittdiman todellisen taivaan. Yksinkertaisen vasen-oikea
-liukusddtimen avulla ndkymaét saadaan péaallekkain.

Magnetometrin sijasta atsimuutin suuntaamista varten voidaan kayt-
tad kolmiakselista gyroskooppia. Koska gyroskooppi ei kédytd ulkoista
vertaussuuntaa, oikean atsimuutin asettaminen todelliselle taivaalle
on tehtédva joka kerta uudestaan. Asetus pysyy voimassa jonkin aikaa
gyroskoopin laadusta riippuen.

3SkyView on Terminal Eleven LLC:n rekisterdity tavaramerkki.



Nollanopeuspiivitys 13.2

13.2 Nollanopeuspaivitys

Inertiamittausyksikén sijainnin ja nopeuden tarkkuus huononee aikaa
myoten, koska havainnot integroidaan ajassa kahdesti. Erds tapa pitda
sijainnin tarkkuus aisoissa on tehda saannollisid pysahdyksid ja ilmoit-
taa yksikon ohjelmistolle, ettd nopeus on nyt nolla. Ndin nopeuden
integrointi alkaa taas tyhjdstd, mika keskeyttdd virheiden kasautumisen.
Tekniikkaa kutsutaan nollanopeuspdivitykseksi eli ZUPT.

13.2.1 Kiihtyvyyden epavarmuuden kasautuminen

Kiihtyvyysmittareilla on sekd satunnaisia ettd systemaattisia virheita.
Systemaattiset virheet voidaan eliminoida jarjestelmékalibroinnin avulla,
jolloin méddritetddn mittakaava- ja suuntausvirheet sekd mahdollisesti
niiden epélinearisuudet. My0s gyroskoopeilla on sekd satunnaisia etta
systemaattisia virheitd, kuten suuntauksen ryominta eli kdynti.

Vaihtoehtoinen ldhestymistapa systemaattisten vaikutusten — ku-
ten antureiden mittakaava- ja suuntausvirheiden sekd gyroskooppien
rydminndn — poistamiseksi on niiden mallinnus: virheparametrien
malliyhtdlot sisdllytetddn Kalmanin suotimeen.

Kiihtyvyyden satunnaiset virheet tuottavat integroinnin kautta sa-
tunnaisia mutta keskendan korreloituja nopeusvirheitd, jotka kasvavat
ajan nelidjuuren mukaan:

Oy ~ O-a\/E (133)

jossa 04 on kiihtyvyyden satunnainen epdvarmuus, jonka oletetaan ole-
van valkoista kohinaa. Toisen integroinnin jélkeen sijainnin satunnainen

3

epavarmuus kasvaa ajan potenssin 5 mukaan:

Oy ~ Oyt ~ o tV/t. (13.4)

13.2.2 Gyroskoopin epavarmuuden kasautuminen

Gyroskoopin suunnan epdavarmuuden kasautumista on hankala analy-
soida. Oletetaan, ettd suuntavirhe kdyttdytyy satunnaiskulun tavoin:

Og ~ O'w\/{,

jossa 0 on kulmanopeuden eli pydrahdysakselin suunnan kdantamis-
nopeuden w(t) = %e(t) satunnainen epdavarmuus. Kulmanopeuden
oletetaan olevan valkoista kohinaa, jolloin akselin suuntakulma 6(t) on
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satunnaiskulku.

Gyroskoopin suunnan epdvarmuuden vaikutus nopeuden ja paikan
epdvarmuuteen ei ole suoraviivaista: se riippuu matkan skenaarios-
ta. Yksinkertainen skenaario on tasainen kithtyminen pysdhdyksesta
risteilynopeuteen v, joka saavutetaan ajan t. kuluttua.

Kiihtymisvaiheessa vaikutus kiihtyvyysvektoriin on
Oq,0 ~ A 0g ~ a oV,
ja vaikutus nopeusvektoriin integroinnin kautta
Oy,0 ~0get~a th\/E ~VOy \/E

Tama vaikutus toimii poikittaissuunnassa sekd kiihtyvyys- ettd nopeus-
vektorin tapauksessa. Alkukiihtyvyys on matkan suunnassa, kuten

my0s matkan aikainen risteilynopeus. Siis my&s sijainnille saadaan
Ox,0 ~ Oy ot ~ VOtV ~ ao,t?Vi.

Néahdéaén, ettd riippuvuus ajasta on periti potenssin 5 mukainen.

Kiihtymisvaiheen kesto on kuitenkin rajallinen. Jos kiihtymisen jal-
keen tulee risteilyvaihe, risteilynopeuden epavarmuus vaikuttaa ajassa
lineaarisesti:

Ov,0 ~ VOVt ~ A 0uteV/te = 0Ox0 ~ V0wtV ~ aouttev/te.

Huomaa, ettd kiihtyvyyden puuttuminen aiheuttaa sijainnin epéavar-
muuden kasvun lineaarisesti ajassa. Yleisessd skenaariossa, jossa ajo-
neuvo kiihtyy koko matkan ajan, esimerkiksi muuttaa kulkusuuntaa,

epdvarmuus kasvaa nopeammin.

13.2.3 Nollanopeuspaivitysten suoritus

Nollanopeuspdivitysten suorittaminen aikavalillda At olettaen, ettd eri
pdivitysvélien nopeusvirheet ovat tilastollisesti riippumattomia toisis-
taan, antaa (yhtdlot 13.3 ja 13.4):

Oy ~ OgVAt = 0y ~ (O‘a Atht) VN = 04 AtV

jossa n on nollanopeuspdivitysten lukumaéara: t = n At.

Néhdéaan, ettd sijainnin epdvarmuuden kasvu, joka aiemmin tapahtui
kuluneen ajan potenssin % mukaan, on nyt laskenut ajan potenssiin %!
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Yksinkertainen yksiulotteinen inertiamittausyksikon (IMU) Kalmanin
suotimen simulointi, ilman nollanopeuspdivityksid (musta) ja niiden
kanssa (vihred). Punainen simulaatio nollaa vain nopeudet ja jattaa
korrelaatiota nopeuden ja sijainnin vélilld huomioimatta.

Paivityspisteet ovat sinisid pystyviivoja.

Paikka —

Aika —

Kuva 13.2. Yksinkertainen Kalmanin suodin ilman nollanopeuspaéivityksii ja
niiden kanssa.

Kuvassa 13.2 ndhdéddn yksinkertaisen yksiulotteisen malli-inertia-
mittausyksikon simulaatiolasku, jossa tdméa peruskéyttdytyminen on
nédhtdvissa. Malli on*

k+1
Xj+1 Dy

w
Xepr| _ T At 1x 0
vier| [0 1| |w]|  [n.At]

jossa n, on satunnainen ei-korreloitu virhe (valkoinen kohina), joka
edustaa kiihtyvyysmittarin mittausepdvarmuutta. Piirretty suure on
Xy = X(ty), yksiulotteinen sijainti. At = ty; — tx on aika-askel.
Nollanopeuspdivitys nollaa ajoneuvon nopeuden epavarmuuden.
Se ei paranna muiden tilavektorin alkioiden, kuten sijainnin tai gy-
roskoopin suunnan, epavarmuutta — ei ainakaan suoraan. Huomaa
kuitenkin, ettd kaikki tilavektorin alkiot on kytketty toisiinsa Kalmanin
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suotimessa ja niiden estimaattorit korreloivat keskenddn. Taydellinen
nollanopeuspdivitys on oikeasti Kalmanin pdivitysaskel.

Jos gyroskooppi on muuttanut akselinsa suuntaa, muutos ilmenee
sulkuvirheend suotimen ylldpitiman nopeusvektorin estimaatin v=(t)
ja pdivitysaskeleen eli nollanopeuspdivityksen antaman saman vektorin
“nollahavainnon” vélilld. Pédivitysaskeleessa siis nollataan nopeus ja
lisdksi pdivitetddn sekd sijainnin x ~ (t) ettd gyroskoopin akselin suunnan
07 (t) estimaatit, mikd pienentdd niiden epdvarmuuden. Kuvassa 13.2
nadkyy tdmédn vaikutus sijaintiin, kun verrataan vihreitd kdyrid punaisten
kanssa.

13.3 GNSS:n ja IMU:n integrointi

Tama on heterogeenisen anturifuusion esimerkki.

Osiossa 5.2 esitetty inertiamittausyksikko (IMU) sisdltdd kolme kiihty-
vyysmittaria ja kolme gyroskooppia. Niiden avulla mittausyksikko voi
seurata omia lineaarisia liikkeitd ja kiertoja. Paikannusratkaisu saadaan
integroimalla mitattu kiihtyvyys kahdesti perdkkdin, mika tuottaa ensin
nopeuden ja sitten sijainnin. Ajan myo6td ratkaisu huononee vahitellen.

4

Huononemista voidaan hallita, jos sidnnéllisin vélein tehddén ”oikea’
paikannus, esimerkiksi GNSS:n avulla. Ndin voidaan rakentaa jirjes-
telmd, joka sdilyttdd paikannuksen tarkkuuden, vaikka GNSs-signaali
on katkonainen. Tama on tilanne esimerkiksi tunneleissa, siltojen alla,
korkeiden rakenteiden ldhelld tai sisdtiloissa.

Samalla saatavilla on myos laitteiston tarkka asento. GNSS ei pysty
sithen yksin. Toisaalta GNSS voi kiihtyvyyksien lasndollessa havaita ja
poistaa inertialaitteen pitkdaikaisen suuntauksen rydminndn. Mainio
esimerkki tdstd on IMU:n ja GNSS:n integroitu kdytto ilmakuvauksessa tai
ilmalaserkeilauksessa: jokainen 180 asteen kddannos lentoratojen valilld
tarjoaa kiihtyvyysvektorin, jonka sekd inertiamittausyksikko ettd GNSS-
vastaanotin “nikevit” ja joka kytkee molempien kojeiden akselikehykset
yhteen. Tima tekee asennolle sen, minké nollanopeuspdivitykset tekevét

sijainnille, osio 13.2.

#Vastaava differentiaali- eli jatkuvan ajan malli on

1%

&l
< xR
—_
|
1
o O
S —
—_
L — |

< xR
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Kuva 13.3. Asennonmittaus GNSS:114.

Esimerkki integroidusta laitteistosta on NovAtel SPAN®5, Synchro-
nized Position Attitude Navigation, (Hexagon, SPAN GNSS Inertial
Navigation Systems).

13.4 Asennonmittaus GNSS:lla

GNSS:n moniantennivastaanottimen kayttd asennon maérityksessa on
homogeenisen anturifuusion esimerkki.

GNSs-vastaanottimella voidaan méaarittda kulkuneuvon asento kaytta-
malld useita — vidhintddn kolmea — antenneja. Kdytetty menetelmd on
tosiaikainen kinemaattinen paikannus hyvin lyhyelld vektorilla. Kulku-
neuvon suunta voidaan madrittdd kahdella antennilla, jotka on asennet-
tu vaakasuoraan. Kolmiulotteinen asennonmaééritys vaatii kolmannen

antennin, joka ei saa olla samalla linjalla.

Kuten kuvasta 13.3 ndkyy, sama satelliitti havaitaan yhtd aikaa kah-
desta eri antennista. Mittasuure on erotus kahden kantoaallon vai-
hemittauksen vililld. Yhtidlon 8.3 perusteella raakamittaus metreissa
on

plfd

2’
ja erotusmittaus antennien 1 ja 2 vélilld satelliittiin S on

AP® =P3 — P} = (v-i®) = N,

jossa v on antennien vilinen vektori ja i° on suuntavektori kéytetystd
satelliitistd, yksikkovektori eli His H = 1. Luku N* on kokonaisluku, joka

5SPAN on NovAtel Inc:n rekisterdity tavaramerkki.
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edustaa havaintosuureen moniselitteisyyttd eli kokonaislukutuntema-
tonta.

Kirjoitetaan tdiméa uudelleen redukoimalla havaintosuure viliin [0, ):
APS mod A = (v-i%) = NA.

: . o . =S
Téastd on ratkaistava yhté aikaa vektori v ja kokonaislukutuntematon N .
Vektorin ratkaiseminen vaatii vahintdan kolmen eri satelliitin havaintoja.
Silloin arvot N jadvét vield auki:

AP' mod A = (v-i') —N'A,
AP? mod A = (v - %) = N";,
AP* mod A = (v - ) = N°A.

Arvoista N ,NZ,NS tiedimme ainakin, ettd ne eivat voi olla kovin
suuria, jos vektori v on lyhyt: kun AP® mod A on vélilld [0,A) ja (v-i%)
valilld [— |||, |[v]|], voi N® olla vain valilld (— [Vl /A —1, [VIl/A]. Jos
vektori on esimerkiksi 2 m pitkd ja aallonpituus on 24 cm, ovat ainoat
mahdolliset N°n arvot —9, -8, ..., +7, +8.

Naiin saadaan ratkaisu:

1) Josndkyy yli kolme satelliittia, valitaan niistd kolme, jotka yhdessa
tuottavat mahdollisimman hyvéan geometrian. Tamé on helppoa:
kdy vain ldpi kaikki kolmikot ja laske niiden determinanttiar-
vot <i1 - (i% i3>>. Suurin itseisarvo voittaa. Jos ndkyvissd on
esimerkiksi kymmenen satelliittia, on laskettava

101 10-9-8
(19) - 1025 g

determinanttia.

2) Kokeile kaikki mahdolliset WS -arvot kolmelle satelliitille 1, 2 ja
3. Laske jokaiselle yhdistelmaille vektoriratkaisu v. Laskettavien

ratkaisujen kokonaislukumiaré on esimerkkitapauksessa 18% =
5832.

3) Jos vektori on esimerkiksi 20 m pitkd, on laskettavien ratkaisujen
kokonaismédrd jo 168°> = 4,7 miljoona. Se vaatisi merkittavasti
laskentaresursseja. Toisaalta jos kdytettdvissd on kahden taajuuden
koje, tarjolla on levedkujamittaus eli widelaning, jonka tehollinen
aallonpituus on 86 cm. Silloin tarvitaan ainoastaan 48° = 110592
eri ratkaisua.
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4) Seuraavaksi lasketaan jokaisesta ndin 16ytyneestd alustavasta rat-
kaisusta v (N] , Nz, N3> antennien vilinen etdisyys ||V|| ja tutki-
taan, onko se riittdvan ldhelld tunnettua antennien viélista etdisyyt-
td. Ratkaisut, jotka eivit tdytd tdtd ehtoa, voidaan hyléta heti.

5) Taman jdlkeen lasketaan muiden satelliittien havaintosuureet:

AP*mod A = (V- ') — N'A,
AP’ mod A = (V- 1°) — N'A,

AP" mod A = (v-i") — N"A.

Jokainen vasemman puolen havaintoarvo pitdd tdsmentdd havain-
toepdvarmuuden rajoissa vastaavan oikean puolen kanssa yhdelle
arvolle N. TAm4 onnistuu yleensd kaikille satelliiteille S =4, ..., n
vain yhden alustavan ratkaisun kohdalla.

6) Néin loytyneen arvojoukon NS, S =1,...,navulla suoritetaan
lopullinen tasoitus optimaalisen vektorin v laskemiseksi kaikista
havainnoista.

7) Kun kojeen kulkuneuvo liikkuu, niin kauan kuin ei tule vaihe-

. 3 " 7 . . ~

katkoja, arvot N~ pysyvit ennallaan. Silloin voidaan ratkaista v
jatkuvasti tosiajassa kerétyistd havainnoista.

13.5 Moderni radionavigointi

Tukiasemien verkkojen, kuten mobiiliverkkojen ja langattomien l&hi-
verkkojen (WLAN) levidminen on tehnyt radionavigoinnista kahdessa
ulottuvuudessa Maan pinnalla uudelleen kadytannoéllisen menetelman.
Kaytetyt tekniikat ovat

Solutunnus Téssd sijainti rajataan sen tiedon avulla, mitkéd tukiasemat
ovatnavigaattorin ulottuvilla. Tama perustuu siihen, ettd jokainen
tukiasema, ja joskus jokainen suuntasektori aseman ymparillg,
lahettdd tunnistetietoja. Menetelmé on epatarkka kaupunkien
ulkopuolella ja hieman tarkempi niiden sisalla.

Signaalin vahvuus Tarvitaan vdhintddn kaksi tukiasemaa. Tarkkuus
on tavallisesti heikko.

Matkojen erotus Kyseessd on samantyyppinen menetelma kuin men-
nyt Decca ja vastaavia vanhoja merenkulun radionavigointijarjes-
telmid. Tatd kutsutaan my6s saapumisaikaeron eli time-difference-
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of-arrival (TDOA) -menetelméksi, multilateraatioksi tai hyper-
beliseksi navigoinniksi. Sijainnin méaritys tdlla menetelmalld

edellyttdad kolmen tukiaseman kayttoa.

Matka Tatda kutsutaan saapumisajan eli time-of-arrival (TOA)
-menetelmdksi. Se edellyttdd signaalin kulkua navigaatto-
rista jokaiseen tukiasemaan ja takaisin. Koska mobiiliverkot
kayttavat aikajakokanavointia (TDMA, time-division multiple
access), verkon sisddnrakennettu menetelmd on ajastusennakko
eli timing advance. Sitd tarvitaan eri etdisyyksilld tukiasemalta
olevien mobiilikayttdjien aikaikkunoiden synkronointiin.

Lisdksi kun paikannetaan matkapuhelimia GNSS-menetelmalld, tukiase-
maverkko voi olla avuksi tarjoamalla satelliittien ratatiedot nopeammin
kuin satelliitit itse lahettdvat niitd. Satelliittien ldhettdiméan navigoin-
tiviestin bittinopeus on GPS:n tapauksessa vain 50 bittid sekunnissa.
Mobiiliverkon kayttod tahan kutsutaan nimelld avustettu GNSS eli A-
GNSS.

13.6 Mikroelektroniset liikeanturit (MEMS)

Mikroelektroniset litkeanturit (MEMS) ovat pienid ja edullisia kiihtyvyys-
mittareita ja gyroskooppeja. Valmistusprosessiin kuuluu tietokoneen
mikropiirien valmistuksesta tunnettu optinen litografia sekd mikrotyos-
to.

MEMS-antureiden lukeminen tapahtuu usein kapasitiivisesti. Seka
kithtyvyysmittareissa ettd gyroskoopeissa pienet kiintedt rakenteet
deformoituvat elastisesti. Kaksi johdinta, joiden vélilld on ilma- tai
tyhjiorako, muodostavat kondensaattorin, jonka kapasitanssi vaihtelee
raon leveyden mukaan. Yhdistamalld ne induktanssin (kddmin) kans-
sa piiriksi, muodostetaan oskillaattori, jonka taajuus voidaan mitata
tarkasti. Katso Wikipedia, Vardhtelypiiri.

MEMS-magnetometri perustuu yleensd Hallin® ilmiéon: magneet-
tikentdssd oleva johdin, jossa kulkee sdhkovirta, tuottaa sivuttaisen
potentiaalieron. Jos magneettikentdn suunta on x ja virran suunta y,

potentiaalieron suunta on z. Katso Wikipedia, Hallin ilmi6.

®Edwin Herbert Hall (1855-1938) oli amerikkalainen fyysikko.
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13.6.1  Kiihtyvyysmittarit

Nama piirit mittaavat kiihtyvyyttd mittaamalla esimerkiksi kapasitii-
visesti pienen koemassan liikkeen kiihtyvyyden aiheuttaman pseudo-
voiman vaikutuksesta. Erds malli, Analog Devicesin ADXL103, pystyy
mittaamaan kiihtyvyyksid alle 1,7 g (17m/s2) erotuskyvylld 1mg eli
1000 mGal.

Kasityksen siitd, mitd tdma tarkoittaa, saa miettimdlld, ettd 1000
milligalin kiihtyvyys minuutin aikana tuottaa 18 metrin siirtyman.
Kallistusmittarina kdytettynd se vastaa 3,4 kaariminuutin kallistusta.

Itse laitteen herkkyys voi olla kalibroinnin jdlkeen vieldkin parempi.

Laite my0s kestdd pudottamisen vaikkapa betonilattiaan, jolloin
hetkellinen kiihtyvyys on 3500 g! Mikropiirin koko on 5 x 5 x 2mm
(Analog Devices). Samanlaisia laitteita on my6s ammuttu tykistd, ja
niitd kdytetddn ”dlyammuksissa”.

Hinnat ovat nykyisin (2020) noin euron kappale jopa kolmiakselisille
antureille. Kooltaan ne ovat muutaman millimetrin. Sovellusalueita
ovat esimerkiksi auton turvatyynyn laukaisuanturit ja kannettavan
mikrotietokoneen kovalevyn putoamissuojan laukaisuanturit, joiden
laaja kdytto on pudottanut hintoja.

13.6.2 Pyorahdysanturit

Mikroelektroniset gyroskoopit eli pyordhdysanturit perustuvat taval-
lisesti ddniraudan tapaisen rakenteen vardhtelyyn. Katso Wikipedia,
Vibrating structure gyroscope. Kuten pyoriva kappale, my0s vérédhtele-
va kappale yrittdd pysyd samassa tasossa. Siksi koko laitteen pyorih-
dysliike aiheuttaa vadntod, niin sanottua coriolisvoimaa, joka mitataan
esimerkiksi kapasitiivisesti. Mittausarvo on verrannollinen pyordhdys-
liikkkeen kulmanopeuteen. Katso kuva 13.4. Kolmen akselin eli kolmen
vapausasteen laite sisdltdd kolme yhden akselin komponenttia.

Namad laitteet pystyvit 0,1 o/s tarkkuuteen, mikd on neljasta kuuteen
suuruusluokkaa heikompi kuin py6rivian roottorin gyroskooppi tai
lasergyroskooppi, katso alaosiot 5.2.1 ja 5.3.1.

Sovellusalueet ovat videokameroiden kuvan vakauttaminen, autojen
ohjausvasteen parantaminen, robotiikka, droonit (UAV:t eli unmanned
aerial vehicles) ja monet muut.
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Coriolis-siirtyma
" . Varihtely

Pyérahdys

Kuva 13.4. MEMS-py6rdahdysanturin periaate. Jos alusta pyorii, aiheuttaa da-
niraudan vérdhtely (kuvassa vasen-oikea) coriolisvoiman kautta
jaksollisen siirtymaén, joka mitataan kapasitiivisesti.

13.7 Jalankulkijanavigointi

Kun jalankulkija kdyttdd matkapuhelinta navigointiin, puhelimessa
oleva sovellus olettaa, ettd ndyton yldreuna osoittaa kdvelyn suuntaan.
Tahan intuitiiviseen vaatimukseen tottuu nopeasti: jos pitdd puhelinta
talla tavalla, puhelimen ndytossd ndkyva kartta suuntautuu ympardivan

maiseman mukaan.

Tama edellyttda kuitenkin kdyttdjan liikkumista vahintdadan muuta-
man metrin verran: GNSS:n havaitsema maaston liikevektori sijoitetaan

karttaan, ja sitd kdytetddn karttakuvan kddntdmiseen oikein’.

Sovellettaessa inertianavigointiteknologiaa henkilokohtaiseen navi-
gointiin, nollanopeuspdivityksen periaatetta on kdytetty henkil6kohtaisen
navigoinnin ratkaisuissa, joissa inertiamittausyksikko (IMU) on asen-

7Sama pétee autonavigointiin: auton tdytyy liikkua, ennen kuin karttakuva suuntautuu
oikein. Tdmé voi hyvinkin aiheuttaa sen, ettd ensimmdinen ohje kuljettajalle on
suorittaa 180 asteen kddnnos. Téssa oletetaan, ettd sovellus ei kdytd sisddnrakennettua
kompassia eli magnetometria suuntaamiseen, jos sellainen on.
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nettu saappaisiin. Aina kun saapas astuu maahan, Kalmanin suotimen

sisdltdma nopeusarvo nollataan ja muut tilavektorin alkiot paivitetdan.

Mielenkiintoinen sovellus on palomiesten, tarkemmin savusukelta-
jien, ohjaaminen savun tdyttdmassd talossa. Tassd yhtydessd inertiana-
vigoinnin itsendinen luonne ja riippumattomuus ulkoisista signaaleista
ovat tdarkeitd ominaisuuksia. Esimerkiksi Godha ym. (2006).

13.8 Sisdtilanavigointi

Sisdtilanavigointi on laaja ja nopeasti kehittyva ala (Wikipedia, Indoor
positioning system), ja siksi tdimé osio on vain kevyt aiheen pinnan
raapaisu.

Sisdtiloissa GNSS:n saatavuutta ei voida olettaa ja yleensd se puuttuu.
Muita tukiasematyyppejd on kuitenkin joko kaytettdvissd (WLAN,
langaton ldhiverkko) tai ne voidaan asentaa. Kéytettdvissd olevat
paikannuksen ldhestymistavat ovat samanlaisia kuin ne, jotka kayttavat
matkapuhelinverkon tukiasemia, osio 13.5.

Pseudoliitit ovat laitteita, jotka ldhettavit radiotaajuuksia ja -signaaleja
GNSS-satelliittien tavoin, mutta jotka on asennettu Maan péélle. Ne
lahettavat kantoaaltoa, joka on moduloitu samanlaisella ndenndissatun-
naiskoodilla (PRN) kuin se, mitd GNSS-satelliitit lahettavat. Esimerkiksi
Zhao ym. (2018).

Akustista paikannusta on tutkittu kokouksissa, joissa puhujat voi-
daan paikantaa ja sitd kautta ohjata esimerkiksi kameroita ja suuntamik-
rofoneja. Taimé on erityisen arvokasta, jos kokouksia suoratoistetaan
Internetin valitykselld tai osa osallistujista kdyttdd Internetin kokous-
alustoja, kuten Adobe® Connect™" tai Microsoft Teams®*°. Kuvaus ja
lisaviitteet antaa Parviainen (2016).

Paikannukseen voidaan kdyttdd magneettikentdn, langattoman 14-
hiverkon (WLAN) tai Bluetooth®'-signaalin vahvuutta. Talon sis&lld
magneettikenttd vaihtelee epdsdadnnollisesti rakennusmateriaalien mag-
neettisten ominaisuuksien takia. Sama pétee langattoman ldhiverkon sig-
naalien tehoarvoihin. Magneettikenttdd ja ldhiverkon signaaleja voidaan

8 Adobe on Adobe Systems Incorporatedin rekistersity tavaramerkki.
9Connect on Adobe Systems Incorporatedin tavaramerkki.
*°Microsoft Teams on Microsoft Corporationin rekisterdity tavaramerkki.

**Bluetooth on The Bluetooth Special Interest Groupin rekisterdity tavaramerkki.
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kayttdd paikannukseen edellyttden, ettd niistd on ensin tehty koko taloa
kattava “sormenjélkikartta”. Katso esimerkiksi Chen ym. (2013); Liu ym.
(2017); Mazlan ym. (2017). Haittapuolena on, ettd kartoitus on toistettava
sdannollisesti, varsinkin jos talon sisustukseen tehddan muutoksia.

Inertiamittausanturit ovat hyodyllisid sisdtilanavigoinnissa joko yksin
tai anturifuusion yhteydessa. Suurin etu on riippumattomuus ulkoisista
signaaleista. Koska sisdtilanavigointi on useimmiten myos jalankulkija-
navigointia, nollanopeuspdivitystekniikkaa voidaan hyodyntaa.

Olenko ymmartanyt taman?

1) Miten MEMS-pyorahdysanturi toimii?
2) Kuinka MEMS-magnetometri toimii? Miksi se on kalibroitava, jos

sitd kdytetddn matkapuhelimessa? Miten kalibrointi tehddan?

3) Kuinka Sky Map -sovelluksessa matkapuhelin méaérittdd asentonsa
tahtitaivaaseen ndhden?

4) Miksi (teoreettinen) matkapuhelimen hyrradkompassi ei toimisi
kovin hyvin, kun puhelinta pidetdan kddessa?

5) Miten asennonmadéritys GNSS:11d toimii?

6) Mitka ovat mobiilitukiasemia kdyttdvan nykyradionavigoinnin
neljd eri toimintaperiaatetta?

7) Miksi inertianavigoinnin ja GNSS-navigoinnin integrointi on hou-
kuttelevaa?

8) Miksi nollanopeuspdivityksistd on hyotya?

9) Saapumisajan (TOA) menetelmaéssa tarvitaan vahintddn kaksi tuki-

asemaa. Onko yksiselitteinen paikannus mahdollista vain kahdella
tukiasemalla?

10) Mité sisdtilanavigointimenetelmid on olemassa?

11) Miten matkamittari voidaan integroida maa-ajoneuvojen navigoin-
tijdrjestelmadan? Mitd etuja se tarjoaa?

12) Miten ldhteessd Fox (2018) kuvattua pdivinvalotallenninta voidaan
kdyttdd leveys- ja pituusasteen madrittamiseksi ajan funktiona?
Milloin tdimé epdonnistuu?



Tehon spektraalitiheys on
ei-negatiivinen

/\
a

Viitteen ndyttdminen toteen perustuu havaintoon, ettd autokovarians-

sifunktion voidaan katsoa edustavan varianssimatriisia, joka on aina
symmetrinen ja positiivisesti definiitti.

Olkoon A,(t,t") = A (At), At = t’ —t, jaksollisen signaalin x(t)
autokovarianssifunktio, jonka jakso on T. Valitaan signaalin otospisteet
viliajoin 8t, kun T = N 8t ja N on otospisteiden lukumadéra. Nyt funktio
Axlty,t), j, k = 0, ..., N — 1 tayttdd kaikkien pisteiden yhteisen
varianssimatriisin:

Ax(to»tO) Ax(to»tl) AX(tO)tZ)
Ax(thtO) Ax(t1>t1) Ax(thtZ)
Y = Ax(tth) Ax(tbtl) Ax(tth) =

Ax(tnotytnet) |

Ax(0) Ax(8t)  Ax(25t)
AX(_ét) AX(O) Ax(ét)
Ax(_z 6t) Ax(_ét) Ax(o)

_ [AX((k—j)ét)} . g k=0,...,N—1,

jk
jossa on oletettu stationaarisuutta. Nahdaan, ettd tdssd tapauksessa
matriisi ~ on Toeplitz-sirkulantti’, mika tarkoittaa, ettd kaikki rivit ja

*Otto Toeplitz (1881—1940) oli juutalaissaksalainen matemaatikko sekd matematiikan
historioitsija ja popularisoija.



298

A TEHON SPEKTRAALITIHEYS ON EI-NEGATIIVINEN

sarakkeet ovat sirkulaarisesti siirrettyjad kopioita toisistaan. Myos

Ax(At) = A (At +nT),
n € 7%,
Ax((k—j)8t) = Ac((k —j+nN) 5t),
eli autokovarianssifunktio A, (At) on sirkulaarinen jaksolla T = N &t.
Seuraavaksi rakennetaan vektori ¢, joka on tdméan nidkoinen:

2mif-3 6t 2mif (N—1) 6t

€ )

def . .
c(f) 1€ [] e2mif-ot  S2mif-25t o

jossa f on lausekkeen 1 / T kokonaislukumonikko, siis fT € Z.

Lasketaan neliollinen muoto

N—1N-1
% c(f) Zcl(f) = % esz'jf’tAX((k—j) 6t) o 2mif- kst _
j=0 k=0
5 N—1 N-1
— Nt e—27rif (k—])étAx((k_j) 6t),
j=0 k=0

Muista, ettd fN 5t = fT € Z, siis my6s eksponenttilauseke e~27f (k=) 8t

on sirkulaarinen jaksolla T = N&t: e 27Nt — e=2mfT — 7 Nyt

tehdaén sijoitus m = k — j ja jdrjestetddn summaukset uudelleen:

N—1 N—
6]\‘]t (f) 5 CT 5t Z —27if-m étAx (TT'L 5t) —
A R
- 2
— Z —27if- métAX(mét Z A At) —2mif At 6t (A 1)
m=0 1
mzfiN

jossa At = m 6t. N oletetaan parilliseksi.

Sekéd eksponenttifunktioiden ettd funktion A, jaksollisuus merkit-
see, ettd m = k — j voidaan tulkita modulolausekkeeksi m mod N =
(k —j) mod N.

Koska nelidllinen muoto yhtdléon A.1 vasemmalla puolella on her-
miittinen ja sisdltda positiivisesti definiitin hermiittisen matriisin X (siis
¥ = IT), seuraa, ettd sen on oltava ei-negatiivinen kaikille argumentin f
arvoille.

Yhtdlon A.1 oikea puoli sisdltdd funktion A, (At) = A«(t) diskreetin
Fourier'n ympyramuunnoksen. Limiitissd T — oo, N — o0, 6t — 0
oikea puoli approksimoi integraalia 2.34,

+o00

-Ax(f) = Ax (t) eizﬂiﬁ dt)

johon siis pédtee sama: se on ei-negatiivinen kaikille arvoille f, jolle nyt
kaikki reaaliarvot ovat sallittuja.



M-jonot ja Goldin koodit

)

Maksimipituuden bittijono eli m-jono voidaan mdaritelld sen generointi-
mekanismin avulla, katso kuva 7.9:

bi(i) =bs(i—T1) & ba(i—1),
ba(1) =bi(i—1),
b3(i) =ba(i—1),
ba(i) =bs(i—1)

Néama siirtorekisterin bitit voidaan samaistaa jonon bittien kanssa seu-

raavasti:

Sijoitus antaa

x(i+3)=bi(i)=bsi—T1@bsi—1)=x{) ®x(i—1)
— x(i+4) =x(i+1)@x{), (B1)

mikd generoi suoraan jonon Xx.

Tama pétee rekisterin 7.9 geometrialle. Yleisessd tapauksessa kirjoite-

taan
n—1

x(i+mn) = x(1+k), (B.2)

=~
e

1

=)
=

jossa a(k) € {0,1}, k =0, ..., n — 1 ovat bittiarvoja, jotka kertovat,
mitkd takaisinkytkenndt eli “hanat” rekisteri sisaltda.
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Téssd XOR-operaattori @ voidaan ymmartad hyodyllisesti modulo-2-
yhteenlaskuna: 0 0 =1®1=0ja0® 1 =1® 0 = 1. Silld on kaikki
yhteenlaskun kauniit ominaisuudet, kuten vaihdannaisuus x &y = y®x
ja liitdnndisyys (x Dy) Dz =x® (y @ z).

Yhtdlo B.1 on lineaarinen. Tdma merkitsee, ettd jos yhtalo pétee jonolle
x ja jonolle y, se patee my0s niiden summalle z = x ® y:

z(i+4)

xi+4)eyi+4) =i+ exi) e (yi+)eyl) =

z(i+1) z(1)

Ve

i+ eyit1) e ki eyl),

@-operaattorin liitdinndisyyden ja vaihdannaisuuden ansiosta. Jotta voit
arvostaa tdtd intuitiivisesti, korvaa symboli & — ”syklinen plussa” —
tavallisella plus-merkilla +.

Tama yleistyy suoraviivaisesti yhtdloon B.2, koska on selvid, etta

z(i+m)

AL n—1 n—1
x(i+n)@y(i+n) = xi+k) | & | P yi+k|=
k=0 k=0
a(k)=1 a(k)=1
n—I1 Z(iik)
= (x(i+k) dy(i+k)).
k=0
a(k)=1

Tama on kdyttokelpoinen tulos: jos x* # x on jonon x mielivaltaisesti
syklisesti siirretty versio, ja siis saman siirtorekisterin geometrian lailli-

. . . B def o . . . .
nen m-jono, silloin x* = x @ x* on itse saman geometrian m-jono, joka
on syklisesti siirretty jonon x versio. Kaikki timén geometrian m-jonot
ovat syklisesti siirrettyjd versioita toisistaan.

2" — 1 -pituisen m-jonon tunnettu ominaisuus on, ettd se siséltda
2" 1 ykkostd ja 2"! — 1 nollaa. TAma johtuu siits, ettd sen jokainen
bitti on siirtorekisterin sisdllon oikeanpuoleisin bitti. Siirtorekisteri
kiertdd kaikkien n-bittisten lukujen ldpi, paitsi luvun nolla. Jos nolla
olisi mukana, ykkosbittien ja nollabittien méaéara olisi sama.

Tamédn ominaisuuden ansiosta xP = x @ x* siséltdd yhden bittiarvon

1 enemmaén kuin bittiarvojen 0 lukumdéra. Syklinen autokorrelaatio
saadaan yhtdlosta 7.2:

Corr{x,x*} = 2111—_1 (Colxdx™) = Ci(x®x*)) =

= s (ColxP) — Ci(xF)) = —

1
pLa— R



kaikille syklisille siirroille « paitsi nollalle. Nollalle tietenkin pétee
identtisesti x ® x = 0, siis

2n 1 _

T 1.

Colxdx) =

Corr{x,x} = 2n1—_1

Katso kuva taulukossa 7.3.

Robert Gold néytti vuonna 1967, ettd jos kdyttda kahta eri saman-
pituista siirtorekisterid x ja y, joiden geometriat ovat erilaisia, kaikki
yhdistelmét eli Goldin koodit

def def def / def "
go=x®Y, g1 =xDY%, g2=xDY*, g3 =xdYy",

eri suhteellisilla syklisilla siirroilla 0, «, «’, «”, ... x:n ja y:n vélilld ovat
kdyttokelpoisia erottamaan signaalit toisistaan, kun niiden absoluuttiset

aikasiirtymat ovat tuntemattomia.

Tutkitaan ensin autokorrelaatio. Huomaa, ettd g; ei ole syklisesti
siirretty go. Jono go syklisesti siirrettynd maaralla o« on’

[N

o def o o
96 = x@y)* =x* oy~

Jonon g, syklinen autokorrelaatiofunktio on* (o # 0):

god gl =xdy e x*ay") =xaexM) e yey*)=x"ay”
o 1 N N
= Corr{g,,95} = ﬁ(co(go@go) —C1(go®go)> =
= 2T11—_]<C0(X[3 @yy) —C1 (XB @yy)>.

Tama tekee selvdksi, ettd x ja y on valittava siten, ettd kaikki jonot
xP @ yY ovat tasapainoisia eli sisdltavit suunnilleen yhtd monta nollaa
kuin ykkostd. Kaytannossd timd merkitsee kaikki jonot, jotka saadaan,
kun x ja y siirretddn syklisesti suhteessa toisiinsa kaikilla N = 2™ — 1
mahdollisella tavalla. Pétee

)NfB _ A BFH(N=P) Byt NTB — 3N gy —x @y,

(XB @yV
siis
Colx? oY) = Colxdv®),  Ci(xP oY) = Ci(xoy?),

ja ndiden tulee olla ldhelld toisiaan kaikille 6 =0,1,...,N —1.

'Tama merkitsee fysikaalisesti, ettd molemmat rekisterit x ja y liipaistaan samanaikai-
sesti o kertaa, ja 1dhdot yhdistetddan XOR-portin kautta. Katso kuva B.1.

2Ei saa olettaa f = !
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Onneksi sellaisia siirtorekisterien x ja y valintoja 16ytyy. Silloin go:n
— ja kaikkien g;:n — autokorrelaatiofunktioilla on yksiselitteinen huip-
pu origolla: Corr{g,,go} = Corr{gg, g5} = 1, ja pienehkdjd arvoja
Corr{go, gg‘} muualla. Timé on onnistuneen ajassa korreloinnin edel-
lytys satelliitin signaalin ja vastaanottimen jdljennoksen vélilla.

Kaikki huipun ulkopuoliset arvot eivit kuitenkaan tule koskaan
olemaan aivan niin pienid kuin m-jonojen arvo — 1 / (2n—1).

Seuraavaksi tutkitaan ristikorrelaatio. Josi #j <— o« # «':

90 g =Kxady™)® (x@y“’)6 _

yY d =0,
= (x@xé) & (yo‘ @y"d%) = ¢ xP ax= (o' +8) mod N,

xP ©yY muuten.

Tdama on samanlainen kuin autokorrelaation tulos, ja myds johtopddtos
on sama. Taméa on hyvéd uutinen, jos jonoja kdytetddn eri satelliittien
signaalien erottamiseksi toisistaan.

Sitdkddn ei ole vaikea todistaa, ettd jonot go = x ®yjagr =x ®y*
ovat olennaisesti erilaisia — eli niitd ei voida muuntaa toisilleen sykliselld
siirrolla. Ristiriitatodistus on: mikali olisi totta, ettd g; voitaisiin tuottaa
syklisesti siirtdmalld go, silloin olisi

9([)5 =91,
jossa 3 merkitsee tdtd hypoteettistd siirtoa, joka ei ole nollasiirto. Taméan
kirjoittaminen auki antaa
xoyP =xoy* = xPoyP =xoy*
Operaatio © y* oikealta antaa
0
8] B [ o « B B o
XTOY DY =x8Yy oY = x" DY Py =x,
ja nyt operaatio x® & vasemmalta antaa
0 Y xY

PP o Eus — <P o p=o: ¥Y=0=x,
X"Ox"TPyYy" by =x" Ex —
BAoa: Y=y =x7,

joka kertoo, ettd syklisesti siirretty x on joko yhtd kuin nolla tai syklisesti
siirretty y, mikad merkitsisi sitd, ettd x ja y tulevat samasta siirtorekisterin
geometriasta. Tassa on ristiriita.



G2:n syklisen
siirron valinta

Gz

Kuva B.1. C/A-koodin muodostaminen kéyttdmalld kahta kymmenen solun li-
neaarisen palautteen siirtorekisterid G1 ja G2, joiden palautehanojen
geometriat ovat erilaisia. Rekisterin G2 syklinen siirto rekisterin G1
suhteen, joka on erilainen jokaiselle satelliitille, asetetaan ennen lau-
kaisua valitsemalla ja sekoittamalla kaksi soluldhtoa: y* @y®’ — yP.
Paikkojen 3 ja 8 valitseminen, kuten kuvassa, tuottaa PRN-koodin

31.

Y114 oleva todistus péatee parille go ja g;. Syklisyyden vuoksi todistus
pétee kaikille g;:lle go:n sijaan: “siemenen” y poimiminensen N = 2™ —1
eri syklisesti siirretyn version joukosta ja ndin ollen mikéd g; valetaan

. . . ~ def o ~ def
go:n rooliin, on mielivaltaista. Jos kutsutaan y = y*,x = x*:

~ def o3 Iod
Jo=95 =(xaY)*  =x*BYy*=x07Yy

ja
Yy = (y) TN EGE, e )N e
ja muut g:t ovat
g =xey’, @=xo1®, gG=xey®, .. (B3

Voidaan myo6s vapaasti valita, mitd joukon B.3 jdsenistd kutsutaan
nimella g;.

Kuva B.1 néyttaad laitteistotason toteutuksen.






Woodburyn matriisiyhtalo

Lahdetddn naistd kahdesta matriisiyhtalosta:

AX +UY =1, (C.1)
VX—-C'Y =0. (C.2)

Lisdtdaan yhtdlo C.2 kerrottuna vasemmalta ilmaisun UC kanssa yhta-

1606n C.1:
(A+UCV)X=1 = X=(A+UCV) . (C.3)

Vihennetddn yhtilo C.1 kerrottuna vasemmalta ilmaisun VA~ kanssa
yhtdlosta C.2:

(<C'=VATU)Y=-VA ' — Y=(C"+VA'U) VA

Sijoitetaan takaisin yhtdloon C.1:

AX+U(CTT+ VAU VAT =1
— X=AT—ATU(CT+VATU) T VAT (Cy)

Néin saatiin matriisille X kaksi eri lauseketta C.3 ja C.4, joiden on oltava
identtisid. Saadaan

(A+UCV)"=AT—AU(CT+VA'U) VAT, (Cs)

Woodburyn" matriisiyhtilé (Keijo Inkild, henkilokohtainen tiedotus); Wi-
kipedia, Woodbury matrix identity.

*Max Atkin Woodbury (1917—2010) oli amerikkalainen matemaatikko.






Tosiaikaiset jarjestelmat ja verkot

Teknologisen navigoinnin yleisid edellytyksid ovat mahdollisuus vas-
taanottaa ulkoista tietoa tosiajassa tietoliikenneverkon kautta ja tosi-
aikaiseen kdyttoon soveltuva ja suorituskyvyltddn riittdva laitteisto
ohjelmistoineen. N&itd vaatimuksia tutkitaan seuraavaksi.

Tosiaikaisuuden maaritelma on
Taattu vasteaika (latenssi).

Prosessi, jonka vasteaika on kuukausi, voi olla tosiaikainen, jos kuu-
kausi on taattu. Toinen prosessi, jonka vasteaika on millisekunti, ei ole
tosiaikainen, jos vasteaika on yleensa alle millisekunnin, muttei aina:

joskus se voi olla kaksikin millisekuntia, kymmenen tai jopa enemman.

D.1 Tietolitkenneverkot

D.1.1 Lahetysverkot

Lahetysverkot eli yhdestd moneen -tyyppiset viestintdverkot ovat la-
hes yhtd vanhoja kuin radioaaltojen 16ytdminen. Radioaaltoja — kan-
toaaltoja — voidaan kédyttdd digitaalisten tai analogisten signaalien
valittdimiseen. Esimerkki ensimmadisestd on morsekoodin kaytto radio-
sdhkotyksessd. Analogisten signaalien esimerkkejd ovat radiodani ja
radiopuhelinviestinté seké televisiokuva. Mittaus- eli telemetriatiedot
ovat ldhes aina digitaalisia.

Tiedot moduloidaan ja kuljetetaan radioaalloilla. Usein kdytetyt modu-
laatiotekniikat ovat amplitudimodulaatio, taajuusmodulaatio ja vaihe-
modulaatio.
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Kantoaalto, kaksi sivutaajuutta ja niiden summa Taajuus
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Modulaatio on verhokdyrd

Kuva D.1. Amplitudimodulaatio ja kaistanleveys.

D.1.1.1 Esimerkki: amplitudimodulaatio

Kuvassa D.1 ndhdddn, miten amplitudimodulaatio laittaa signaalin
eli katkokdyran, esimerkiksi ddniaallon, kantoaallon péélle’. Oikealla
ndhdéén, millainen on moduloidun aallon spektri.

Jos kantoaallon taajuus on F ja moduloivan signaalin (ddnen) taajuus
f, voidaan kirjoittaa moduloitu signaali muodossa

A(t) = cos(2nFt) - (2 + cos 2mft) =

= 2 cos 2nFt + %(COS(ZT[(F + f)t) + cos(27 (F — f) t))

Téastd nédkyy, ettd modulaation vaikutus voidaan esittdd kahden sivutaa-
juuden, F + fja F — f, puolisummana.

Jos moduloiva aalto sisdltdd monia eri taajuuksia f, 0 < f < fpax,
sisdltdd tuloksena oleva spektri signaalia eli tehoa kaikkialla kaistassa
(F — fimaxy F + fmax). Sanotaan, ettd kaistanleveyden kulutus on 2fyay.

"Esimerkissa oletetaan, ettd kantoaalto on vahvempi kuin modulaatiot, kuten on
asian laita perinteisessd amplitudimodulaatiossa. Tdma kantoaalto siséltdd kuitenkin
paljon tehoa, ja siksi kantoaalto poistetaan joskus signaalista. My0s sivukaistoista
yksi voidaan poistaa, jolloin ratkaisua kutsutaan sivunauhamodulaatioksi (SSB), joka
sdastdad puolet kaistanleveydesta.
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Lahetysverkoille kaistanleveys on rajallinen ja arvokas resurssi, joka
tulee kohdentaa harkiten.

D.1.1.2 Nyquistin lause

Tavallinen ongelma on ajan funktion esitys erillisilld otospisteilld eli vas-
taavasti stokastisen prosessin esittiminen aikasarjalla. Voidaan osoittaa,
ettd otospisteiden aikavéli At ei saa olla pidempi kuin puolet lyhimmiis-
td funktiossa esiintyvisti jaksosta. Tatd kutsutaan Nyquistin® lauseeksi.
Funktion diskreetti esitys voidaan muuntaa diskreetin Fourier'n muun-
noksen avulla ajan funktion muodosta A(t) taajuuden funktion muo-
toon A(f), ja takaisin. Jos Nyquistin ehto tayttyy, molemmat muodot
sisdltavat alkuperdisfunktion koko tietosisdllon. Numeerisesti tdhdn
laskentaan kdytetddn nopeaa Fourier'n muunnosta (FFT).

Jos moduloivana signaalina on annettu ajan funktio, jonka korkein

taajuus on finay, sen sisiltdma lyhinjakso on 1/f, . . Sekunnissa vilitetty

max

otosten lukumddran on silloin oltava 2f,,« eli juuri amplitudimoduloi-
dun signaalin varaama kaistanleveys.

D.1.2 Piirikytkentaiset verkot
D.1.2.1 Historia

Ensimmdinen kytkentdinen eli monesta moneen -tyyppinen verkko oli
puhelinverkko. Se on yhé olemassa, olihan se historiallinen jymymenes-
tys. Puhelinverkko on itse asiassa piirikytkentdinen verkko, eli se luo
véliaikaisen mutta kestdvian yhteyden puhujien vilille.

Puhelimen keksimisestd kiitetddn tavallisesti Alexander Graham
Bellid. Todellisuudessa aika oli keksintoon kypsd, aivan kuten hoy-
rykoneen, kaukoputken ja monen muun kdytdnnollisen keksinnon
tapauksessa. Monet, kuten Elisha Gray, joka jdtti patenttihakemuksensa
vain pari tuntia Bellin jdlkeen, Antonio Meucci (Carroll, 2002) ja Thomas
Edison, tarjosivat hyodyllisid ideoita jo ennen kuin toimiva toteutus
mahdollisti ensimmadisen puhelinverkon rakentamisen.

Monta vuotta American Telephone & Telegraph oli puhelinteknolo-
gian monopolin haltija. Ajoittain syntyi kilpailulainsddddnnon oikeus-
juttuja yritystd vastaan, joka oli vastuussa myos ensimmadisen puhelin-
kaapelin laskemisesta Atlantin yli. Yhti6é rakensi myds ensimmdisen

*Harry Nyquist (1889—-1976) oli ruotsalaissyntyinen amerikkalainen sdhkoéinsingori.
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aktiivisen eli vahvistinpohjaisen tietoliikennesatelliitin Telstarin ja keksi
UNIX®3-kéyttojarjestelmén. . . .

Puhelin perustuu ddnen ldhettdmiseen sdhkoisessd muodossa kupa-
rilankaa pitkin. Nédin tapahtuu lankapuhelimen tapauksessa edelleen
muutaman metrin matkalla tilaajan ldhelld. Kaikki muu verkon laitteisto
on nykyisin tdysin digitaalista. Yhteyden muodostaminen oli aluksi
manuaalinen tehtdva. Jo ennen vuotta 1900 rakennettiin ensimmaisia
mekaanisesti automatisoituja puhelinkeskuksia. Numero valittiin pyori-
vén rei’itetyn kiekon avulla, joka ldhetti yhtd monta pulssia kuin valitun
sormenreidn alla kirjoitettu numeromerkki. Tatd kutsutaan ”“pulssivalin-
naksi”. Vuoden 1963 jdlkeen nopeampi dédnivalinta korvasi sen suurelta
osin, vaikkakaan ei tdysin.

Puhelinnumeroiden jérjestelmé on kolmen kerroksen hierarkkinen
jarjestelmd, jota ei hallita yhdesta pisteestd. Kyseessa on siis merkittdva
keksintg, joka on kestdnyt hyvin aikaa, vaikka se on ainutlaatuisen kayt-
tdjdepdystavallinen. Perinteisesti numerot haettiin kdsin paksuista pape-
rikirjoista, puhelinluetteloista. Maailma on jaettu kansallisiin alueisiin,
joilla on omat maakoodit. Yhdysvalloilla on maakoodi 1 ja useimmilla
suurilla mailla kaksinumeroinen koodi, esimerkiksi Saksalla 49. Suo-
men kaltaiset pienet ja koyhdt maat ovat hyvaksyneet kolminumeroiset
koodit (358). Kansallisten alueiden alla ovat suuntanumerot, tyypillisesti
kaupungeille, joskaan ei aina, ja niiden sisélla tilaajien omat numerot.

Puhelinnumeroita on yritetty tehdd helpommin muistettaviksi, mut-
ta kaikki yritykset ovat epdonnistuneet. Uudet puhelimen kaltaiset
ideat, kuten Internetin puhelinpalvelut, saattavat pitemmalld tdhtai-
melld muuttaa tilanteen. On merkille pantavaa, ettd jotkut sovellukset,
kuten Signal® ja WhatsApp®, kéyttavit kayttdjatunnuksena sen mat-
kapuhelimen numeroa, johon ne on asennettu! Vanhoja tapoja on vaikea
muuttaa.

Puhelinverkon digitalisointi on mahdollistanut “always-on” eli ai-
na padlla olevat tietoyhteydet jopa viimeisten jéljelld olevien kupari-
lankametrien yli taajuuksilla, jotka ovat kuultavan ddnen taajuuksien
ylapuolella. Alipddstosuotimen avulla d44nté ja tietoja voidaan kayttaa
jopa samanaikaisesti ja samalla linjalla: digitaalinen tilaajayhteys, digital

3UNIX on The Open Groupin rekisterdity tavaramerkki.
4Signal on Signal Messenger LLC:n rekisterdity tavaramerkki.

SWhatsApp on WhatsApp Inc:n rekisterdity tavaramerkki.
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Kuva D.2. Binaarinen taajuusavainnusmodulaatio eli “binary frequency-shift
keying” (BFSK).

subscriber line, DSL.

D.1.2.2 Modeemit

Koska puhelinverkko on suunniteltu ddnen siirtdmista varten, tietojen
siirto onnistuu vain, jos tiedot voidaan muuntaa déniksi, eli anologisiksi
ddniaalloiksi, ja ddni takaisin tiedoiksi. Se tehddan laitteella nimelta
modeemi, modulaattori-demodulaattori.

Kuva D.2 esittdd yhden tekniikan, binaarisen taajuusavainnuksen,
BFSK, jolla modulaatio usein toteutetaan. Looginen 1 koodataan lyhyeksi
eli korkean taajuuden aalloksi ja looginen 0 pitkéksi eli matalan taa-
juuden aalloksi. Tdimé on yksinkertainen ja hieman tuhlaileva, mutta
tehokas ja vankka modulaatiotekniikka®. Lisdksi ldhetetdén tarkistus-
summia, mikd varmistaa, ettd vastaanotettu tieto on sama kuin se,
mika lahetettiin my6s kohisevia linjoja pitkin. Kdytetyt menetelmét ovat
pariteettitarkistus ja syklinen redundanssitarkistus’ (CRC) . Tietojen pak-
kausta kdytetddn aina kun mahdollista, koska se nopeuttaa erityisesti
tekstityyppisen tiedon siirtoa.

Modeemeille 16ytyy useita standardeja, joista suurin osa on Kansain-
vdlisen televiestintiliiton (ITU) késialaa. Laadukkaalla analogisella lin-
jalla 56k bittid sekunnissa on parasta, mihin voidaan paastd perinteisen
soittomodeemin ddnitaajuuksilla.

Modeemin kaytto tietojen siirtdimiseksi pitkin verkkoa, joka oli suun-
niteltu vain dénen siirtdmista varten, on protokollapinon esimerkki. Alin
kerros on dédnensiirto, jolle kerrostetaan digitaalinen tiedonsiirto bittivir-
ran muodossa. Lisdd kerroksia voidaan asettaa tdméan pdélle. Kdytossa
on esimerkiksi Internet Protocol (IP) ja Transmission Control Protocol

®Samaa tekniikkaa kaytettiin myos Commodore 64:n kaltaisten kotimikrojen kasetti-
nauhuripohjaisissa tallennusratkaisuissa.

7Sekd pariteetti- ettd CRC-tarkistus muistuttavat desimaalilukujen kédsilaskennasta
tuttua yhdeksdnmenetelmaa.
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Kuva D.3. Protokollapinon esimerkki.

(TCP), joista lisdd myohemmin, ja edistyneet protokollat, kuten web-
bipalvelu HTTP. Kun muodostetaan sellainen yhteys, pinon jokainen
kerros tulee muodostaa vuorollaan, alimmasta ylospdin.

Protokollapinossa korkeammat kerrokset ovat tavallisesti ohjelmisto-
pohjaisia ja alimmat kerrokset on toteutettu laitteistossa. Esimerkiksi
puhelindéni siirtyy perinteisesti jannitteen vaihteluina kuparilangassa.
Digitaalisen teknologian kehittyessa ohjelmisto kuitenkin levidd pinossa
alaspdin: viimeistd muutamaa metrid lukuun ottamatta puhelindéni
siirtyy nykyisin digitaalisina bittikuvioina ja usein valokuitukaapeleita
pitkin.

Tamén ohjelmiston alaspéin levidmisen myotd laitteet, jotka aiemmin
olivat hyvin erilaisia, muuttuvat laitteistotasolla hyvin samanlaiseksi.
Esimerkiksi puhelin ja televisio — ja GNSS-vastaanotin — muistuttavat
yhd enemman yleistietokoneita, jotka on vain ohjelmoitu eri tavalla ja
jotka kayttavit eri oheislaitteita. Tata ilmiotd kutsutaan teknologiseksi
ldhentymiseksi eli konvergenssiksi.
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D.1.2.3 Mobiililaitteet

Matkapuhelimia, jotka perustuvat GSM-jdrjestelméan (Global System
for Mobile Communications) voidaan kadyttdd myos datansiirtoon.
Alkuperdiselld GSM-protokollalla saavutettavat siirtonopeudet olivat
9600-14 400 bittid sekunnissa.

Kéytossd on nykyisin myds edistyneempid protokollia, kuten GPRS
(General Packet Radio Services) ja EDGE (Enhanced Data Rates for
GSM Evolution), jotka mahdollistavat aina p&alld olevat digitaaliset
yhteydet, joissa tiedonsiirtonopeus on paljon suurempi. Usein ndista
teknologioista puhutaan vertauskuvallisesti sukupolvina: 2G, 3G ja 4G.

Téasta siirrytddn luontevasti seuraavaan aiheeseen: pakettikytkentai-
siin verkkoihin.

D.1.3 Pakettikytkentaiset verkot

Klassinen pakettikytkentdinen verkko on Internet. Se on my6s monesta
moneen -tyyppinen tietoliikenneverkko, mutta siihen yhtéldisyys puhe-
linverkon kanssa loppuu. Internet perustuu pakettien siirtoon. Paketit
koostuvat tietotavuista ja oheisinformaatiosta. Ei ole mahdollista sanoa,
miten tietty paketti kulkee madranpéddhénsa, vai saapuuko se lainkaan
ja jos saapuu, kuinka nopeasti.

Pakettikytkentdisten verkkojen idea vaihtoehtona piirikytkentaisille
verkoille sai alkunsa sotilaallisesta tutkimuksesta: onhan pakettikyt-
kentdinen verkkosiirto vihemman altis verkon paikallisille vaurioille,
eli tiedonsiirtoa on vaikeampi keskeyttdd. Sama péatee yrityksiin estda

7

verkko: “Internet tulkitsee sensuurin vahingoksi ja reitittdd sen ohitse.”

Internetin toiminta, IP-osoitteet ja nimipalvelut (DNS) selitetdan mo-
nessa paikassa® emmeka toista selityksid tdssa. Internetin protokollan
(IP) pddlle on rakennettu useita protokollia, joista tarkeimmdt ovat

o ICMP (Internet Control Message Protocol), esimerkiksi tunnettu
komento ping? verkkoyhteyksien tarkistamiseksi.

o UDP (User Datagram Protocol) on yhteydeton protokolla: lahett&ja
lahettdd paketteja ja vastaanottaja ottaa ne vastaan — useimmiten.
Protokollaan ei kuulu onnistuneen vastaanoton varmistusta eika

8Esimerkiksi Wikipedia, Domain Name System.

9Nimi on onomatopoeettinen ja matkii kaikuluotaimen dantd, Muuss (ilman paiva-

madraa).
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my0Oskddn varmistusta siitd, ettd paketit vastaanotetaan oikeas-
sa jarjestyksessd ja vain kerran. UDP:n hallintokustannukset ovat
alhaisia, mikéa on tavallisin syy siihen, miksi sitd kadytetaan. Esi-
merkiksi Internetin ajanpitoprotokolla NTP (Network Time Protocol)
kayttdd UDP:ta. Aikapalvelin vain ldhettdd paketteja asiakkaille, jot-
ka voivat vastaanottaa ne ja joiden avulla asiakas voi synkronoida
kellonsa.

o TCP (Transmission Control Protocol) on yhteyspohjainen protokolla.
Se muodostaa yhteyden kahden isdntdkoneen vilille Internetissa
ja siirtdd paketteja molempiin suuntiin, kunnes yhteys suljetaan.
Kyseessa on siis kaksisuuntainen protokolla, mutta se aloitetaan
aina yhdeltd puolelta, tavallisesti asiakaspuolelta.

Paketit voivat matkustaa isdntdkoneesta toiseen monen eri polun
kautta. Vastaanottaja laittaa ne oikeaan jdrjestykseen jokaisen
paketin jirjestysnumeron perusteella. Jos paketti puuttuu ja sen
aikakatkaisu on umpeutunut, ldhetetddan uudelleenldhetyspyynto.
Naéin ollen TCP on [uotettava.

Yhteyden turvallisuus parannetaan siten, ettd molemmat isdntidko-
neet valitsevat yhteyden pakettilaskurin alkuarvon satunnaisesti
— tai ainakin tavalla, joka ei ole helposti ennustettavissa. Se tekee
yhteyden kaappaamisen — niin sanottu “mies vélissd -hyokkays”
— vaikeammaksi, joskaan ei mahdottomaksi.

UDP:ssd ja TCP:ssd jokainen paketti sisdltda kaksi tietokenttdd, joita kut-
sutaan lihde- ja kohdeportiksi. Nama ovat 16-bittisid lukuja vililld o ja
65535, joilla erotetaan eri palvelutyypit toisistaan. Esimerkiksi HTTP
kayttaa tavallisesti porttia 80'°. Nama “portit” ovat kuitenkin puhtaasti
ohjelmallisia: kdyttojarjestelmédn verkkoyhteyksia hoitava ohjelmistoker-
ros erottaa porttinumerot toisistaan ja ohjaa paketit sopiville palvelin-
tai asiakasprosesseille. Tdtd ei voi verrata laitteiston sarja-, rinnakkais-
tai USB-porttiin!

Yksikddn niistd Internet-protokollista ei ole oikeasti tosiaikainen —
koska Internet ei ole tosiaikainen. Usein niitd kdytetddn tosiaikaisel-
la tavalla, olettaen ettd ldhetyksen vasteaika ei koskaan kasva ylen
suureksi, mutta se on onnenpelii. Aika viaton esimerkki on musiikin
suoratoisto. Mutta jo kohtalainen ruuhka paikallisesti tai kauempana

tekee siirtoajoista ennalta arvaamattomia.

19Kaikkien palveluiden lista on tiedostossa /etc/services.
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D.2 Tosiaikaiset jarjestelmat

D.2.1 Laitteisto

Navigoinnissa kdytossd olevissa tosiaikaisissa jarjestelmissd digitaalisen
laitteiston laskentateho on tavallisesti vaatimaton. Esimerkiksi matka-
puhelimen alhaisen kayttétehon ja pienen koon vaatimukset rajoittavat,
minkd tyyppistd ja paljonko “rautaa” voidaan kayttaa.

Toinen rajoite saattaa olla, ettei laitteiston kanssa voida kayttaa tay-
sikokoista ndppdimistod ja ettd on tyydyttdva hiiren sijasta pieneen
kosketusndyttoon. Myos antennin koko saattaa olla rajallinen. Navigoin-
nin kdyttdympdristostd riippuen vaatimuksena voi olla myos fyysinen
kestavyys.

D.2.2 Kayttojarjestelmat

Mainitut laitteistorajoitukset rajoittavat myos sitd, minkaélaista
jarjestelmdohjelmistoa voidaan kayttda. Tavallisesti kdytetddn esimer-
kiksi UAV:ssd “sulautettuja” kdyttojdrjestelmid, kuten Android™",

Windows®'? ja Linux®'3 sulautettuina versioina.

Korkean luotettavuuden operaatioissa, esimerkiksi avaruusaluksilla,
kéytetddn my0s tosiaikaisia sulautettuja jarjestelmid, kuten QNX®'4 ja
Wind River Systems. Mars-monkijdt Spirit, Opportunity ja Curiosity
sekd Mars-laskeutuja InSight kdyttivéatja kdyttavat Wind River Systemsin
VxWorks®*5-ohjelmistoa.

"Kovissa” tosiaikaisissa sovelluksissa eli sovelluksissa, joissa tosiai-
kaisuuden vaatimus on ehdoton, kéyttojarjestelmd saisi mieluiten olla
kaatumatta. Spiritin jarjestelméd kuitenkin kaatui kerran, kun sen muisti
tayttyi flash-tallennustilan tiedostokahvoilla. Siivouksen jalkeen se nousi
taas kauniisti pystyyn (Weiss, 2004).

Lienee selvidd, ettd jos haluaa liittdd jarjestelmdédn eri laitteita, kuten
GPS ja muut anturit, laiteajureiden saatavuus tai niiden kehittdmisen
helppous ovat kriittisid asioita.

" Android on Google Inc:n tavaramerkki.

?Windows on Microsoft Corporationin rekisterdity tavaramerkki.
t3Linux on The Linux Foundationin rekisterdity tavaramerkki.
MQNX on QNX Software Systems Ltd:n rekisterdity tavaramerkki.

*5VxWorks on Wind River Systems Inc:n rekisterdity tavaramerkki.
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Kun laitteistoteho kasvaa ja koko ja sdhkokulutus laskee teknolo-
gian kehityksen myotd, kuluttajatason yleiskdyttojarjestelmat 1oytavat
hieman viritettyind yhd useammin tiensd my0s ndihin rajoitettuihin
mobiilialustoihin.

Peruskayttojarjestelma toimii seuraavalla tavalla: kun se kdynniste-
tadn, itse kdyttojarjestelman, tiedostojarjestelmén ja eri laiteajureiden
aktivoinnin jdlkeen alkuprosessi kdynnistda kaikki tdhdn jarjestelméan
tarvittavat taustapalveluprosessit eli daemonit lapsiprosesseina ja siir-
tyy monen kéayttdjan tilaan. Kéyttojarjestelma lataa login-prosessin, joka
keskustelee kdyttdjan kanssa yhdelld tai useammalla péatelaitteella.
Kun kayttdja kirjautuu, hianelle annetaan kaytettavéaksi shell eli komen-
totulkki, jonka avulla hdn voi kdynnistdd omia prosessejaan.

Kuluttajatason kayttdjarjestelmd kidynnistdd tdssd vaiheessa my0s ik-
kunoivan GULn eli graafisen kdyttoliittymaén, jonka avulla myds kevyesti
koulutetut kayttgjat voivat kadyttdd jarjestelmad. Tama vaatii kuitenkin
lisdresursseja. My0s graafiselta kayttoliittymalta voidaan kdynnistda
kayttdjan prosesseja, jotka vuorovaikuttavat kayttdjan kanssa graafisen
kayttoliittyman valitykselld.

Kayttojarjestelman maaritelmédn mukaan se hallinnoi jarjestelmén
eri resursseja tavalla, joka on kayttédjdlle lapindkyva ja peittdd tekniset
yksityiskohdat. Laiteajurit ovat tdstd yksi esimerkki. Ja esimerkiksi
prosessoriresursseja hallinnoidaan vuorontajan avulla.

D.2.3  Prosessin kulku

Yksittdisen prosessin kannalta'® suorituspolku on lineaarinen. Tima
merkitsee, ettd lauseen suorituksen jalkeen prosessi jatkuu joko ohjel-
man seuraavalla lauseella tai silld lauseella, johon haarautumislause (if,
switch,...)osoittaa. Ndin voidaan helposti seurata hetkellistd prosessin

tilaa: vain suoritetut lauseet voivat sitd muuttaa.

Proseduuri, my6s aliohjelma tai funktio tai metodi, suoritetaan vain,
koska jokin muu proseduuri, ja viime kddesséd padohjelma, kutsuu sitd
sen lineaarisen suorituksen aikana. Proseduuri suoritetaan seuraavasti:
kun sitd kutsutaan, se laittaa paluuosoitteen eli ohjelmalaskurissa olevan
arvon suorituspinolle. Pino on LIFO eli last in, first out eli viimeiseksi sisdén,
ensimmadiseksi ulos -tietorakenne. Sitd kdytetddn proseduurikutsujen
yhteydessa.

16, .ja unohdetaan saikeet!
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Seuraavaksi pinolle laitetaan myds proseduurikutsun mahdollisesti
sisdltdmat parametriarvot tai osoittimet globaaleihin muuttujiin, jol-
loin pino kasvaa. On kaksi tapaa kutsua parametreja eli argumentteja
proseduurikutsun yhteydessa: nimivilitteisyys ja arvouvilitteisyys.

o Nimivilitteisyys: proseduurikutsun parametrina eli argumenttina
kdytetddan muuttujan nimed. Pinolle laitetaan osoitin kutsuvan

ohjelman muuttujalle varaamaan muistipaikkaan.

o Arvovilitteisyys: proseduurikutsun parametrinad kaytetdan joko
lauseketta tai vakiota. Lauseke evaluoidaan ohjelman suorituksen
aikana, kun proseduuria kutsutaan, ja saatu arvo laitetaan pinolle.

Jos halutaan, ettd proseduurin sisdisten laskentojen tulos palautetaan
kutsuvaan proseduuriin, on kéytettdva nimivélitteisyyttd. Silloin prose-
duurin sisédlld tehdddn sijoitus muuttujaan, siis sen osoittamaan muisti-
paikkaan, josta kutsuva proseduuri, joka itse varasi muistipaikan, 16ytda
sen.

My®s proseduurin sisdlld esitellyille paikallisille muuttujille varataan
tilaa pinolle. Ndiden muuttujien nikyvyysalue — niiden voimassaolon
alue — rajoittuu suoritettavaan proseduuriin.

Kun ohjelman kulku padsee proseduurin loppuun, poistetaan pinolta
ensin ndma paikalliset muuttujat. Sen jdlkeen poistetaan proseduurin
omat pinolle laitetut parametrit (vakiot, lausekkeet ja osoittimet), ja
lopuksi pinon paallimmainen alkio siirretddn takaisin prosessorin ohjel-
malaskuriin. Ndin ohjelman kulku on palannut kutsuvaan proseduuriin,
joka jatkuu proseduurikutsua seuraavasta lauseesta eteenpdin.

Suorituspinon kéyton edut ovat:

o Proseduurien sisélld esitellyt muuttujat vapautetaan, kun palataan
proseduurista takaisin pdin.

o Proseduureja voidaan kutsua rekursiivisesti: jokaisella proseduurin
ilmentymaélld on oma pinokehys omalla kutsuparametrien ja
paikallisten muuttujien versiolla eli ilmentymalld. Tama tietenkin
edellyttdd, ettd rekursio loppuu joskus johonkin sopivaan ehtoon.
Ellei ndin k&y, seuraa pinon ylivuotovirhe.

D.2.4 Muistin varaus

Pinon tapauksessa muistin varaus tapahtuu lineaarisesti pino-osoittimen
avulla. Muistin vapautus tapahtuu kdédnteisessa jarjestyksessd. Pino-
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procedure sum(a, b, c)
c=a+b —
return — C
sum-
Aéélare c 8 proseduurin
inokehys

# Nimivalitteinen ¢ 5 pt y
call sum(5, 8, c) Paluuosoite 1
print c
>> 13
function sum(a, b)
sum = a + b B
return 7
Aéélare c 3 sum-funktion
c = sum(3, 7) Paluuarvo (10) pinokehys
print c Paluuosoite
>> 10 ~
procedure sum(a, b, c)
c=a+b
return
declare a, b, c —C
a=6 sum-

— Db .
b =5 proseduurin
# Nimivalitteiset a, b, ¢ —a pinokehys
call sum(a, b, c) Paluuosoite
print c N
>> 11

Kuva D.4. Proseduurikutsu ja pinon kaytto.

osoitin osoittaa aina pinon péddllimmadiseen alkioon eli viimeiseen, joka
varattiin, ja ensimmadiseen, joka vapautetaan. LIFO — last in, first out.

Kasan tapauksessa muistin varaus tapahtuu myos lineaarisesti, mutta
vapautus epdsynkroonisesti. Kasa on sopiva muistiratkaisu kun tallen-
netaan muuttujia, jotka ovat vaihtelevan kokoisia, esimerkiksi merk-
kijonoja. Merkkijono tallennetaan pinolle osoittimena, joka osoittaa
jonon sisdltoon kasalla. Kun ketjutetaan esimerkiksi kaksi merkkijonoa
uudeksi merkkijonoksi, laitetaan uusi jono kasalle ja vanhojen jonojen
osoittimet siirretddn pinolta vapautetun muistin listalle. Sama tapahtuu
merkkijonolle, joka on esitelty paikallisesti proseduurin sisdlld, kun

ohjelman kulku palaa proseduurista.

Kun kasan muisti on kdytetty loppuun, kdynnistetdan tiivistamis-
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operaatio nimeltd roskankeruu, joka poistaa muistin varauksen reidt,
poistetut vanhat merkkijonot eli “raadot”, oikeasti.

D.2.5 Keskeytykset ja estaminen

Keskeytykset ovat sekd samankaltaisia ettd erilaisia kuin proseduurikut-
sut. Olennainen ero on, ettd keskeytys voi tapahtua hetkelld milld hyvan-
sd laitteistoon liittyvan ulkoisen tapahtuman seurauksena. Tavallisesti
aiheuttaja on oheislaite, jolla on joko tarjolla luettavissa olevia tietoja tai
joka odottaa tietojen kirjoittamista. Pdadsyy keskeytysten kadytt6on on,
ettd ilman niitd, oheislaitteisiin tulisi 1dhettda riittdvan usein kiertokysely
(engl. poll), jotta siirrettdvia tietoja ei menetettdisi. Kiertokysely kuluttaa
suorittimen aikaa.

Tietokonelaitteisto tarjoaa erityyppisid keskeytyksid. Kun keskeytyk-
set laukaistaan, ne ovat vastuussa siitd, ettd ne eivit tee mitdén, joka
voisi hdiritd vuoronnettuja prosesseja. Keskeytyksid kdytetddn esimer-
kiksi sy6tto- ja tulostuslaitteiden palvelemiseksi, koska ne eivét voi
odottaa. Jokaiseen keskeytykseen kuuluu oma keskeytysvektori, ohjelma-
laskuriin ladattava keskeytyskdsittelijin muistiosoite. Keskeytyskasittelija
on rutiini, joka suoritetaan, kun keskeytys laukaistaan.

Esimerkkind mainittakoon kellokeskeytysrutiini. Se laukaistaan tyy-
pillisesti 50 kertaa sekunnissa, ja sen nimi kertoo, mitd se tekee: as-
kelluttaa kdyttojarjestelman yllapitdmaa aikarekisterid. Tavallisesti se
on vastuussa my0s vuoronvaihdosta, mikéa sallii monien tehtdvien ajon
ndenndisesti samanaikaisesti.

Jokaisessa vuoronvaihdossa silld hetkelld kdynnissd olevan prosessin
konteksti — tietojoukko, mukaan lukien suorittimen rekisterit ja erityises-
ti ohjelmalaskuri, jota prosessi tarvitsee ajon jatkamiseksi keskeytyksen
jalkeen — laitetaan talteen. Toisen prosessin annetaan ajaa seuraavan
“aikaviipaleen”, 0,02 s, aikana sen kontekstitietojen lataamisen jédlkeen.

P&aatos, mikd prosessi pitdd seuraavasti vuorontaa, on aihe, josta on
kirjoitettu paksuja kirjoja. Sen on oltava prosessi, joka on “ajokelpoinen”,
eikd se saa esimerkiksi odottaa kdyttdjan datansyottod. Sen prioriteetin
on oltava riittdvan korkea. Interaktiivisille prosesseille annetaan korkea
prioriteetti, kun taas erdajot suoritetaan matalalla prioriteetilla. Monen
kdyttdjan ympadristdssa tulisi olla mekanismi valvomattomien erdajojen

prioriteetin alentamiseksi vapaaehtoisesti: nice-komento.

Jokaisella prosessilla — erityisesti ytimen eli jarjestelmétason proses-
seilla — on koodissaan patkid, joiden aikana keskeytyminen olisi vdarin
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tai tuhoisaa. Esimerkki tdstd on tiedon siirtdiminen muistiin kiintolevy-
sektorilta, kun tieto kiitdd lukupdan ohitse. Ihmisind tiedimme surulli-
sen hyvin, ettd jotkut tehtdvit ovat sen luonteisia, ettei niitd yksinkertai-
sesti voi suorittaa ilman tyérauhaa. Jos meidét keskeytetddn, on aloitet-
tava jélleen alusta, ellei pahempaa. Tietokoneet eivét ole poikkeus tésta.

Siksi on mahdollista estdii keskeytyksia. Kriittiset ydinrutiinit estavat
kello- ja muut keskeytykset, eli kytkevit ne pois péiltd. Kun ydinrutiini
on saatu suoritetuksi, keskeytykset kytketddn taas palle eli sallitaan ne.

D.2.6 Tosiaikaiskayton vaatimukset
Tosiaikaiskdyton edellytykset ovat seuraavat.

1) On tiedettdva etukdteen, mitkd prosessit ovat kdynnissa jarjestel-
maéssd. Siksi esimerkiksi monen kéyttdjan palvelimen kaltainen
ympdristd, johon ihmiset voivat kirjautua ja jossa he voivat kdyn-
nistdd mielivaltaisia prosesseja, ei ole hyvaksyttava.

2) On tiedettdva etukdteen, mitkd ovat suoritusajan suhteen pisimmiit
koodipatkit ajokelpoisten prosessien sisdlld, joiden aikana niiti ei
saa keskeyttid. Niiden kestojen on oltava hyvaksyttavan lyhyita.

3) Tosiaikaisuuskriittisille prosesseille tulee antaa korkein prioriteetti,
kaikille muille matalampi prioriteetti.

4) Vuoronvaihdon aikavilin on oltava sopivan lyhyt, 0,02 s voi olla
liian pitkd. Tama riippuu tehtdvan luonteesta.

5) Jarjestelmédn kokonaiskisittelytehon on oltava riittdava
(a) keskimddrin kaikille prosesseille

(b) kaikkina ajankohtina ja kaikille tosiaikaisille prosesseille yhdes-
sa.

“Kovan” tosiaikaisuuden vaatimuksen tdyttdiminen on haastavaa, ja se
vaatii laajaa kuormitustestausta ja huomattavaa suorituskyvyn yliva-
rausta. Usein on viisasta kysyd, tarvitaanko oikeasti kovaa tosiaikaisuut-
ta ja hyviksyd jotakin vaatimattomampaa. Esimerkiksi audioldhetysten
tai videoiden Internetin suoratoisto-ohjelmistot ottavat Internetin ei-
tosiaikaisen luonteen huomioon puskuroimalla, siis kerddamalla sisddn
tulevat datapaketit puskuriin, jonka avulla voidaan luoda jatkuva dani-
ja videokokemus, vaikka osa paketeista saapuisi melko myohéan. Kom-
promissin hintana on muutaman sekunnin viive. Tdméa on hyvinkin
huomattavissa, jos sama suora ldhetys ndhdddn myos analogisena,
mutta tallenteita toistettaessa asialla ei ole merkitysta.
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