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× Ø*Ù)Ú!Û£Ü	Ý G Ù

Þ ��}|}|��yUz��<���q�<}��¢��«`}�}|�ß���q}�����yU���������%}|���S�q«��C��½q�Sy�y����|�<}�y��%}�����y��<�<�`��}���z|���~�~���ª��yU��z|�<�q�Su Þ ��z�à
����}���yU��{S�£���q�q�|y�yU�~�������������<�����~��z|�����S��}�y��ß��yU�`�|���9����}��<z��q�S�~���á}�{S�qz|���q�S½�yU���C�~u`â�������à
�~��z������~�<}���yU�n��yU�q�����<y��ãz��<���~�S{S�l{S{~}������q}¢� ���q�e}��<�S�<�	{S�����q�<}��|�á���Â}���z|���~�~���e}�{S�qz|�������
���~½�y��<�C���<�<���|��z|���q�¡�|y�� �����á}��<z��q�S�Sy�yU�á��yU�`�|���£}�yU���l�����|�����<}��|�~äq�l{S�!}��<z������ ���������*}���}|�����Sà
��{~��yU���$�qy��`��� ���|{S�S�Sy��|�����Nu��l�<z|����� �����å�������q�����$�S������½qy�yU�S�<}�y��ã���<�Sy�yU�çæcyU}���� u��<���C�qè
�l���~��z|«��<�C� yU}���yåæcyU}���� u(�*y��|�����<�������S�~���<ygè��|����y��~���S�����q½�y�yU�S�<�Sy��é�����<�<�����~y�u�êß�q}¢� ����à
����}�����}��<z��q�S�~���2�������q�|y���}��q�S½�yU���C���l}����l{[�|}�{[�|�q���¦���~½�y��<�C���~ä@�¢�`}�}|�r}���z|���S�l{[�C�qy��`��� �
��{~�S�Sy�� �����£�q���`��yUy��ë{~���q���S{S�q��yU�����������|y��`�|�������@�	�q�£}�y��<�`����� ����yU}���yUy��!�	{S�������|���]yU�~��à
�S�q�*�q½�yUy��S��}�yU�������<�<�����SyUy��	�|������yU��yUz�z|���<�Nu Þ �q}�}|���¢�q«q}|}���yU�l���q}�����yU�����±���q���`��yU�<}����S½qy��<�C���
z ���������<}�y�����}¢� �Su

ì z|���q����}¢�¢�q«q}|}��á��yU}��l�¡�¢�`� �����Â�C����z|������yU��yU�C�����é}���z|���`�|�����S½qy��<�C���ª�C����y��C�q�����|�<}�yU}����
�����¢�q�~�[y�� �������¢�����|���<���.y�z|{~}¢�|{S�<���[}����Su@í����S�~����yUyU}|}��C�C}�y��<�l�¡�|y�� �������~��yU����������}��¡�|y����|��à
�l��yU�e�C���|y��C�������|�<}���yU�n���S½qy��<����yU�r�o�[}��<�������<��}¢� � �|��{~}¢� ���Â²���³[´µy��<���<�n�l�`�|���<«���}��|�������[à
���<y���u�í����S�@���<y�yU}|}|�ët!yU}��¡�|y�� �����Â��{~���q�l}����Säl�¢�����|�£� ��z|�`���|�q���Â�@�q�������[}��ß}�����������z��<��yU�`�������
�����S�<�	{S��������}�yU���S��yU� ��y��`�|��z|���qy��`���|��yU�ë����}��¡����yU���[}|}��~ulî����S{~�¡� �������S�~����yUyU}|}���¨����q}�����yU�¡à
�������ã}����S��«q����½��SyUy�������}�yU�é}|���|y��<���l�2}��<z��`������}¢� ��yU}���yUyU}��|�����Â�����S�~����yUyU}|}��Â¯�}���z|���`�|�q�
y��@���S�q�*�q½�yUy��S��}�yg}�}|�£�����������<�SyUyU}|}��~u Þ yU�l}�����}|}�� ����}�����y��<�������é�~��� �¢�q�r���q�*�~��yU�l}�����z|������}��<�
��yU�`����z|�<��y��`�������é�����`���|��yU�ïy�z|�<�<���<}��<�é�qy��`���qz��<����}���y��~�~���¦�������q�����£���e����{@}�yU�¡� �Su�ð����<�S�~�
�<�������|y�yU}|}|��âç���!}�yU������y����¢���¢�q�¡� ���<�ë��yU�`����z|����z|������}����<�*�o{S�S�`���<���<�S�<�£�<�������¢�l�l���	����}�������yU�¡� �±���
�<�������|y�yU}�y�yU� Ð ��� ���l������{£�|��z��.y�yU���<��}����	����}��l{S�������q�����Su

ì z|���q����}¢�¢�q«��.��������{[�|{S{��l�`�l�<���S�¡�|�����<��y������`��yUyU}�y�yU�*ñóòµí�§�¤gô6uU²���«q}>�����`�|y�yU}|}|�ªñóòµí�¤�t�ô
����}��¡�|y��<�<�q���C}|���S�q«��C��½q�Sy�y�������}�y���}|���|y��<���l�C}���z|���S�@������y��qz�������}|���C�����*�|���@������ä �¢���<�¡� ���<�
�q}��<�!�~��{S�������l�l}����¢�`��}������`� ����}�yU�*���<�S�l����ulí��<za�����rñóòµí�§�¤gô9yg}����¢�[}¢� ���~���q���l�`�l�<�!���<���l��}�u
ð±�<�<�S�~�±yUz����¢�l�<}�yU}����q�����S�~����yUyU}|}���¨ª�����l�<zc�¢�q�¡�|y����|{){~}�y����|���`�<za���������[�[��}���{S�[}��<�ª��{S�l�������`��à
�|��y��*y��SyU�������	�����<�<�������~y����|�Su�íª���<�C��}9y�z|���q����}¢�¢�q«��)�����SyU�S�<��z|���<�*�<���Sy���}�yg}¢�|�l���<�¡���¢�l���ª�|y��q}
���2ñ ²�õS����§�ô6uN²���«`}�}��<�¡� �ë�<«��`�¢�l�����%{@}�yU�����C�����¢��«`}�}|�áyg}�����y��¢�`�%�|{S�<���[}�y������á�|�l�S�<}���{S�`à
}�y����S���<�S�<�NuS�[���~��«��C��½��SyUy����|�<}�y��á}|���|y��<���l�C�o�[}������q���<�<}��|��� ��{~}��|�q�)�l{S����� �����á�<�q���¢yU�*���<�
�l��za�¢����}|}��ëñ öq���~¤q�gô÷ä>ñ öq�qø�§q¤�ôl���ëñ êß���~§qt�ô6u~�l{S����yU�S�l��yU����}����	}|���~��«��C��½��Sy����<�������C�.y�z|{~}����[à
�S�<�l��za�¢����� �������)yg}��<��y�z|�l���[}��±ñ �Sî�§q¯�ô����rñ��[î�§q��ô6äS�¢�q�<}��|�*�������l�<�*�C�����SyU�n}��<�l{~��� �~��{S�����
�	�q«q}±�|���C����y�z|���q����}¢�¢�q«������<�SyU�S���<z|�<�����£���å�~�������<�S�S���<�<�<}�{S{[�|y��~}|�C�l{S���[}��N�|{[��{~}���{~�*��à
}�y�� ��z|�����<�SyU�Nu

ù ú�Ü�û�üþý F�F�B Ý ÿCÚ G9E)F�I�G

íª������}|���S�q«��C��½q�Sy�y�������}���y��£��yU�q�����<y��!��yU��z|�<�*�.��������{[��{~{�²���³[´µy��<���<� �`�`� ���<«��<�S����ul©ª�[à
�|����«��µ�������µ}|�����~y�y����S�<��y��~}|��ö`����yg}�ò��<y�z|�C²���³[´µy��<���<�ë��{S��������ä��¢�q����y��@}��<�������<}�y��@�
�~���������|}��S�S�<���[y��á�qyU}���yU�<}�y��*��y�z|�`���¢�l�[}�yU�Nuq�[���S��«q����½��SyUy�������}����%���<����«q�¡� ���l{S�����������ß�SyU�¡à
���!��yg}��qy���}¢� �á��yU�`����z|�<��y��`���|���á�������)}����S��«q��y��`� �������q���C���`�l{S{@}

E
äN}����S��«��l{S�q� ���<�Sy��[}

D
äN�C��½��~y�y������<��yU�q� ���Â�����<�C���l�l{S{~}

H
��� �C��½��~y�y������<�l{S���å���<�Sy��[}

B
u9ð����C�!��yU�`�|���

z|���<�S�S{S�������l��yU�<}�yU}�����}�y����C������}��|�
t
y���� �C�~��������}��|�

x ∈ R3 u~²���³l´µy��<�<��� �l�`�|���<«��±�l�<zc�¢�q�¡à

�



��y��|�q���!�`�<y�yU�~}|�*}�y�{~z|�q�����q}�}|����{S�[�[�q}|}��£ñ��[î�§q��ô

∇ · D = ρ,
æ÷�[u<vU�qè

∇ · B = 0,
æ÷�[u<v � è

∇× E = −∂B

∂t
,

æ÷�[u<vUøgè

∇× H =
∂D

∂t
+ J,

æ÷�[u<vU�~è

�¢�q}|}|�
J

�q���l��z|z ���`���<�Sy��[}����
ρ

����z ��{@}¢�|���SyU�[}�u.í����[}��9y��~}��<�*�C���<}��|�C�l�`�|����«`�C��yUz��|�������Uä
y����|�!����z ��{S�[}�y�����������}����S��«��l{S�q���<���`��y����|�����!y����|�!�C��½q�Sy�y������<�l{S���<���ëyU�����<y*�����`�|y����|�Su
íª���<���q}��l�`�|���<«)�S{~��y�yª�C����yU�C����������}�yUy��C��{S���|�`�q���~��z|�q�S���l�����~�S{S�`���<�������<���q��{S{[����{[à
���ë�C��½��SyUy����|���l{S�q���|���SyU�[}%}��l�S�l�`���|�q�á�l��«qz��|y���}�yU�å}|���S�q«���yU�`�|����u@ð±yU� ���q}%�`�`� ���<«£�qy�z�à
���l�@ä�y����|���l�<y���}¢�|y����¢�*�l�<z�z ���`�|���SyU�[}�ä����<�[�q�C�l��z|z|���`���<�Sy��[�[yU�

J
������yU�`���|���l�<z�z ���`�|���SyU�[�[y��

∂D

∂t

}�{S���C�Sä��q�ï�l�`�|�n}�{S{Sz|���l{S�<�ï�C��½q�Sy�y������<��yU�`�|���¦�q���<�����l�`{~{~�[y�� �l�q«�z���y���}��`�[}Uu
ð±yU� �����`��y�yU���`�`� ���<«`«q�*}���}����¡�¢�l�)�������`��y���}����<����«��~��z|�q�S���l�������<���<y�����{S{[����{S���)}|���S�q«��l{S���
���<�SyU�l}�}��l�S�l�`��� �����`�q«�z���yU�<}�y��£����½��SyUy������<��y��`� ���Nu

¾¢}�����z|�l���S�~�<}�yU}|}��	�����<�SyUyU}|}��%}����S��«q��yU�q� ��������}|���S�q«��`{~���	}�y����%�C��½��~y�y������<��yU�q� �������
�C��½q�Sy�y������<�l{S���!�����<�<}��|��}�{S�~�[y���� ���`{~���q�������������������<�SyU�`�`� ���<«��

D = εE ja B = µH,
æ÷�[u���è

�¢�q}|}|�)}������<�q��z|�¡�o{S�~�q�|�����
ε
���
µ

�����������<�SyUy��á�.y�z|���¡�����<���l��}��l�[}9���)�.y�z|�*yg� � �<�<�¡�|y�y������÷u[�±��à
����½qy�y��~�<}�yU}|}������<�Sy�yg}�}|�*�Sy��������������l���q�¡� �Su

ì �~}��<�*�C���<}�y�������������}�y�� ²���³[´µy��<���<�£�l�`�|����«q�£�q�����S�����£��������yU�����	���<y��¢�[}�}|���*�<y��<yU}|}|�
}�y�{Sz ���������ë�����~�[yg}¢� ���������l�<�������<}�yU}��|�*�l�`�|����«`}¢� �±��������z ��{~�l}�y��!}������<�l���<}��<���<}��|�

∇ · J +
∂ρ

∂t
= 0.

æa�[u tqè

ð±�<���¡���|�����Nä��l{S� ���<y��|y��|�q���2��yU�q� ���á�����@�[yU}������������l{S���q}¢�|���[y�z|�<��������{~�`�<�[}������é����y��|�����
�l�`�|���<«���}��|�!æa�[u<vUøgè�����æa�[u<vU�@è��S���qy�z|½�y��@}�}��aä[}|���q�S�����

∇ · ∂B

∂t
= 0 ja ∇ · ∂D

∂t
+ ∇ · J = 0 .

�l� �¢������� ���C���<�<�ª�������l�<�*�C���<}�y�yU�£����z ��{~�l}�y��!}������<�l���<}��<���l��æ÷�[u tqè�}|���q�S�����áyU�[yU���<y�yU�

∂

∂t
∇ · B =

∂

∂t
(∇ · D − ρ) = 0.

öq�q}ë}��<�<}£�l�q� ���<«��éæa�[u<vU�`è%��� æ÷�[u<v � èá�������£�q���<�C��}|}��!�¢�q�������<� ������� �Sy��|��yU�����Säµ�������ë�Sy
���q���C�q}�}|�)�����<�l���<���*�������!�Sy��|�l���<�<�*�l�`�|����«q�<�[yU�$æ÷�[u<vUøgèHäNæa�Su�vg�~è9��� æa�Su t`èµ�@yUz�{~}���yUy��<�<�~u
 }�y��<�2�|��z�����}���yU���������ã���������@��z|�*�q�S��}����å�qy��`���|�<�~ä>�¢�����[y��ï��������z��<���~�S{S�l{S{~}��q�¦}��<�S�¡à
�	{~�����q�<}��|���|�����¢{S{~�[yU�����

ω
u Þ ���<�<«��<�e²���³[´µy��<���<�n�l�`�|����«����S�<y��C���e�`�[}����~��y�z��|���<}���{~�����

�����|�������`�|y�y��á���~���<�[}��q���`�|�~���C�~y��<�@�q�*�@���Su�©ª�<y���}�yU���~������{S���|�q���q��yU�l��yU�C��y��`�����<y��á�q����à
�S�q��������«q}%��������yU�����á�q��yU�����åyUz��9�|�q���¢{S{S�[}��<}���yU�Â���������@��z|�*�q�S��}¢�|y�����yU�`�����<y��Â���<�Syg����z|��à
���q� � �<�~�q�����<�����|�~ug²�y�z|�`�<�`��«��¢y��	}�y��<��yU�l�Sy��	�l{S�q�[}��l�C����z�����yU���������)���<�����~��z|�����S��}�y��9�qy��[à
�
�����������������������
��������������� �!���"�#�"$%���������&�
'��(�������
�"���)�*�
�+�,������' �!���
���
$%������'�'������������-�����+�&���.���,���)���0/�����������

t



�|���±���q�*�~��yU�l}���}�yU�ë��yU�`�|���!z|yU�������<�q}|���@�)}�yU{Sz ��������}����

E(x, t) = Re
(

e−iωtÊ(x)
)

,

D(x, t) = Re
(

e−iωtD̂(x)
)

,

H(x, t) = Re
(

e−iωtĤ(x)
)

,

B(x, t) = Re
(

e−iωtB̂(x)
)

,

J(x, t) = Re
(

e−iωtĴ(x)
)

,

ρ(x, t) = Re
(
e−iωtρ̂(x)

)
.

í�{S�)�@���C�����q���S��yU�[}���}�y��9���<�����~��z����q�S�<}�y��N�qy��`�|���9}�� �¢�q�¡�|y��|�q���)²���³[´�yU���<�����l�`�|����«q���~���Nä
}�{S�S��}¢�|{S{����<����z��<�<�S�S{S�l{S{~}��.����}(�����~�����l����z|���<�S�S{~�`�<�<��y%��yU�q�|���<�<y�}|���q�S�����

∇ · D̂ = ρ̂,
æa�Su ¨`�qè

∇ · B̂ = 0,
æ÷�[u ¨ � è

∇× Ê = iωB̂,
æ÷�[u ¨qøgè

∇× Ĥ = −iωD̂ + Ĵ,
æa�[u ¨q�@è

�¢�q}��|�!����z ��{@}¢�|���SyU�[}
ρ̂

�������S�q���åyU���<�����~�����S�!����� ���C���<���£�l�<����yU�<}�yU}��|�!�l�`�|���<«q}��|� �[�<��yUz�à
½�yU�~}|}��l����}�� �¢�q�¡���|���C��������}�y�y��@}��<�������<}�y�yU�Nä[y��<�

ρ̂ =
1

iω
∇ · Ĵ æa�Su ¯qè

öq���`�|������}|}|���C����y�z|�������<��}�}|��}����S��«q��y��`���|��}��l�S�l�`��� �����l�<z�� ���Su>¼ª��y����|��y��Nä@y����|�C�qy��`���|��yU�
���q���C���`�l{S{@�[y��±yU�������ª���<y)�����l�<�!}�{S{Sz|�<�~ä~�q�����S�����ë� ���|���¢���`�|���l{S{~}��l��z��|�q�	�l{S�����|�£¼ª�[à
����� �����<�����

J = σE.
æa�[u �qè

í����`��� ���C���<�<��¼ª�S���<�$�����l��� ���q�<�S�q���Â�`�<z|z|���q�|���~y��[}
Ĵ

�������q� }����S��«q��y��`� ���Â�����~y�{[���|��à
�C�����	�¢�q�q� ���l{S{~}��`�<z��|�����������	{~{S�l{S� �`�<z��|�����

Ĵa

ä

Ĵ = σÊ + Ĵa

æa�Su�1�è
²�{S{S�|�n�l�<z�� ���r�q���%���<�<�nyU}�����y�z|�l���[}���yU��yU�q�|z��q�S��}�{S�<�S�l{ � �����¢���~�[�<�S�����S½`��}|}��é�l{S�<��yU���
�l��z��|�~u.�l� �¢������y��|�q�����l�`�|���<«��*æa�[u���è�ä(æ÷�[u�¯�è(���Âæa�Su�1�è��l�q� ���<«��<�S�<�næa�[u ¨`è�ä��¢�q���<���<���Sy*}��q�������
�	{~�l�S���

∇ · (εÊ) =
1

iω
∇ · (σÊ + Ĵa),

æ÷�[u ¤��`è

∇ · (µĤ) = 0,
æ÷�[u ¤ � è

∇× Ê = iωµĤ,
æ÷�[u ¤�øgè

∇× Ĥ = −iωεÊ + σÊ + Ĵa.
æa�[u ¤��@è


 }�y��<�n�¢�q�`�|���l{S{~}��l��z��|�e�`{~�������q�<�~����� �C�q��z|�¡����y��<y��C�������n�q�����S�<y��[}��<�SyU�ï�@yUz��������|���<�l�¡à
}��`�[}

ε̂ = ε+
iσ

ω
,

æa�Su §`è

¨



�¢���<�<���<�£�l�`�|����«���æ÷�[u ¤qèµ�q�����S�����á�l��za�¢������� ���

∇ · (ε̂Ê) =
1

iω
∇ · Ĵa,

æ÷�[u<vU®��`è

∇ · (µĤ) = 0,
æa�Su�vg® � è

∇× Ê = iωµĤ,
æa�Su�vg®�øgè

∇× Ĥ = −iωε̂Ê + Ĵa.
æ÷�[u<vU®��@è

©ª�`� ���<«���}¢� �*æ÷�[u<vU®`èN� ��z|�l�¡� �����������<�*�����l}��������<�l�����C����}��|�Sä�}��<�����������|���C���������~�����[y��á�S���qy�z�à
½�yU�~}|}��N}|���q�S�����á�����[}��]��{S{[� ���`�`� ���<«q�Su

ö`�����q�q}|}��£æo�����~�~���<y�y��ªtª���C¨`è�� ��z|���q}¢�|y��<�<�q���!���<�����~��z|�����S��}��<����yU�q���������<}����|z��l�q�S�S��à
}�yU}|}����S�q����½�yUy��S��}�yU}|}��*�����<�<�����~y�yU}|}|�Sä��¢�q}|}|�

Ĵa = 0
u Þ ���<��«q���

ε̂
���
µ

�������±�����l�<�����|�%���
��y�z|�l���S�~«��<�����

E = ε̂1/2Ê H = µ1/2Ĥ

}|�����~�����£�l�q� ���<«��)æa�Su�vg®�øgè]����æ÷�[u<vU®��@è���{S���|�l���

∇×E− ikH = 0,
æa�[u<v�vg�qè

∇×H + ikE = 0,
æa�[u<v�v � è

�¢�q}|}|�
k = ω

√

µε̂ .
æ÷�[u<vg��è

öq����� �é��y�z|�`�<�S�~���á���������o�[}��<�������<��}�yg}¢�|�±����yU��yU�`�����¡� � æo�l�`�|���<«����[yU�çæ÷�[u<v�vgè*z ���|������}�{��¢yU�
�S���|�q�á�����<��y��`��{~�)�¢���`�|�����q}�}|�C���<�Sy�yg}�}|�qè�äS� ���q�¢�l�!���q�*�~��yU�l}���}�yU���@yUz����������<�<�`��}��`�[�[yU�

ε̂�SyU���<«��¢{S{~z��N���������|��}��¡�|y���y����|�
Im(k) ≥ 0

u[©ª�`�|����«q�¡� � æa�[u<v�v�èµ�l{[�|}�{[�|�q��� ���<�����~��z������~�¡à
}����[}��N²���³[´µy��<���<�£�l�`�|����«q���[}��>�S������½qy�yU�S�<}�yU}|}|�)�����<�<�����~y�yU}|}|�Su

2 3 ý F�4 Ú!Ù F G65µB ÝÆÿCÚ G(E)F�I

ì � }������ ��yU}|}|�*�q���������l�`�|����«q���<y

∆v(x, t) = − 1

c2
∂2v

∂t2���<�����~��z����q�S�<}�����z ���|������}�{����~ä
v(x, t) = u(x)e−iωt äU�~���q�[�`�|�������±y��<���S�������U���	�`�`� ���<«`«q�

∆u(x) + k2u(x) = 0,
æatSu<vgè

�¢�q}|}|�������`�<�
k = ω/c

���!z�yg�������<�Sy���u Þ �q}�}|�*�����S�~����yUyU}|}��	��{S���l�¡� �����!��y��<�*�~���������<���l�[à
�|����«`�Sä��q�q}����$�`}��q�¡���|��{S��{S{Nä�y���� �r}�yU�¦z|����������}�{��¢y��2�����`���|���`�¢�l�*��}�y��2�`���C��z��|�������SyU�
���ã�|��z��qyU�q���	�q«q}C}|���S�q«��C��½q�Sy�y����|�<}���yU�e}��<z|���`�|�����S½qy��<�*�<y��ã����}��¡����y��<�[}�}|�Su�î��������|y�yU}|}|�
Ð yU}��¡�|y��¢�`��¥%z|y�yU�S�<�������������ß���!¥���{~}|}���������{@}�y)�������±�|��z��qy����|���¢�q«������<{����C�����~�<}|}��C����à
�[��}¢�|{S�[}���}|}������£}��<�[}��9�C����z|����y��<������������{~�l}��÷ä~���¡� �á�~�����q�¡���|������}����<yU��z�yU{S�~���<}�y��<�<�C����{~y�y��<���
�|��z��q������y��|�����åñ��lêª®`�lä~²�õ~�<�q§[ä.òµí�¤�tgô6u87
WYfSfS¸�bcTU^l_cmefåi�9aJ;:	<&=+>?>+<

Γ ⊂ R2 <A@B>+CADAEFCAG*H�<�I�<A@J<&KMLONQP�I�I�PRH�P&ST>&=VU�PXWOY H�L�>AS�Y,<
x : [0, 1] → R2 I�YTS)L�@ZG[LOS�S!C Γ = x([0, 1]) \^] C&DAEFC_<A@ }�{S� �¢y����|{ G`H�<AI

x(0) = x(1) \
] =VU�P&=	I�S)P x

I�P&@a<AS!P�P&@b>+CADAEFC&@dc8PAE0PANQLOS�E�YeI�<AYT@8@fYM>�I�Y \g�h �
'������
i��0�a$ j�j���� ���
��$ j0�Z�Fi��0�8k?l�m��������
��$ j6$ ������� ��'������)��n?���po��������)�(�"��� ���!�Tk?������jq$r'�����������'����,�)�#sFtao��0/��'�n?���
�A�r���u�"��� ����j�jr���"��n��"j��,���+����� �,�)j
i�j0�($r'?�����^�
�������.��� ����'�n0�0�(i����0����$^'�n����!�(����'��
��������v0o,���������(o��0��n������)��
��� ���
� �)j
i�j0�6�.��'����
�!�`��j0���!i�j0�"s

¯



WYfSfS¸�bcTU^l_cmefåi�9 VxwyC�C&@8@yzAKTK.YT@yLO@{>+CADAEFC&@	>+P�PAE�Y <&@|>+CADAEFCAGaH�<&KTKMP�<&@}H�P&ST>&=VU�PAI�S�Y%~�L�E�YT�
UA<AYTS�=VU�P�cZP&EFPANQLOS�E�YeI�<AYT@fS�Y

x
I�YTS!L�@ZG^L�S�S!C |x′(t)| > 0

>�P&YM>AYTKTK�P
t ∈ [0, 1] \

WYfSfS¸�bcTU^l_cmefåi�9�i ] C&DAEFCb<A@�I�C�CA@f@az&KTK.YT@aL�@ZGyH�<�I�I�L�>+<?<AI�S�=V={C+CAEFL�KTK.YeI�L�I�S!C�NRC+CAEFCAI�S)CI�C�C&@8@az&KTK.YeI�Y,CQ>�C&DAEFCA@V>�P+PAE�Y,P \
WYfSfS¸�bcTU^l_cmefåi�9<¶�wyC�C&@8@yzAKTK.YT@yLO@�caYT@8@yPA@&cZP&KMP

S
<&@�H�<&=+>?>+<�G(H�<#>�P{UA<AY,~�P+PA@�H�<�I�I�PAYT@

>+PAE�S!L0LOI�YeI�L�I�I�P�>+<#<AEF~&YT@aP�P&S�YeI�S!<�I�I�PbL�I�YTS�S)C+CQN�=8<?~+<�I�I�P
S = {(x1, x2, x3) ∈ R

3 : (x1, x2) ∈ G, x3 = g(x1, x2)},
H�<�I�I�P

G ⊂ R2 <&@�>�<&N c8P?>&S�YyH�<&=+>?>+<�G�H�<&@	>+P|EFL�=V@aPb<A@�IOC+CA@f@azAKTKpYT@aL�@�I�=VK H�LOS�S�=b>+CADAEFCH�P
g ∈ C2(G) \

WYfSfS¸�bcTU^l_cmefåi�9 s��uP!H�<&YTS)L�S�=V@{PAK.=8L�L�@+�
D ⊂ R

3 EFL�=V@aP ∂D <A@Rc8PAK�<AYTS�S)P&YT@�I�YTKML�C�GZH�<AI
I�L}<&@{D?�8~AYeI�S)LRC+CAEFL�KTK.YeI�L�I�S!CdNQC�C&EFC�I�S!CQI�C+CA@8@yzAKTK.YeI�Y,C�caYT@f@aP&@Ac8PAKM<
H�P \
���"� �b���8���+�8�6�V�`���"�	�%�������r -¡¢¡£���Z¤��(¥F¦u�"§¨��©6�V�(�F¥!ª-�6«-�V 
�±yU�����S�q�¡�|���<�)�l�`�|���<«����.y�z|{~}�z|����������}�{S���[}���}|���S���|�����%�o{S�S�`���<�����|�~ä��¢���������|����yU{[��� �������9�l�[à
�|����«q�

−(∆ + k2)u(x) = δ(x),
�¢�q}|}|�

δ
����¬ YTEFP�­�YT@�~�L�K.S)P"®�=V@	>&S�Y,< ñ��lêª®`�gô÷u`w�y�z|{~}�z|����������}�{�yU�~���<y±�l�[}��<����}��¡����yU���SyU�Nu�ê��q�¡à

�S�q�����q}�������� ���~ä[y���� �ë}|���|y������|���<}�yU}����(}��l����y��|z���}�y��±���<�Syg����z|��}�yg}¢�|�Nz��<�<�S�S{S�C�������q������z ����à
������}�{S�±�������

eik|x|

4π|x| ja
e−ik|x|

4π|x| .
ð����<}��|�£�l{S����y��~�`�<�å�������Ây��~}������C���<�SyU��������yU{[��� ��� �l������y�z��oy����[�<�Â}|����yU���<��yU�~�[�q�Nä��¢�q���
�C����z�����yU���������£}�y�{Sz ���������[}��9ñóòµí�§�¤gô6u
WYfSfS¸�bcTU^l_cmefåi�9�Ç°¯�·�M@mnme^q¸A±6^l_cP(bcRn¹gf[Tg^`ba_od.^`O>TgMy²�³´L�K.N��Z<&K.STµ�YT@bD?�	S!CAK�zA@bEFPAS¶>+PAYeI�=
u(x)

GVH�<?>+P�<&@�NQC�CAE�YTS!L�K.S�D�H�<&@	>&YT@Qc8PAKTKM<&@�=VK >+<0ca=8<&KML�KTKMP�GrS)<&S)L�=VS�S!P�P´w·<AN�NRL�E¶®OLOK�~AYT@�I�C&�
S!LOYTK.D�L��Z~+<A@RH�P�<&@ }|���|y��<��yU��� H�<�I

lim
r→∞

r(
∂u

∂r
− iku) = 0

æatSu���è

S!P�I�PAYeI�LOI�S�Y`>+PAYM>&YeI�IOPdI�=V=V@8@fYeI0I�P
x/|x| >A=V@ r = |x| \ ¸

�[����y��<�<��y��`�|�*����z|���q�|y�z|�<}����>�.����}��@���<�£�l{S�<��yU�������������<���gu ì �~}������C����}¢� ���~���<�<�q}��`����y��|z���}�à
�|�	z|����������}�{~������}��|����������������z|�<���S�~{S���)�����¡�|�

Re(eik|x|−iωt/(4π|x|)) ���C�qz��<½��`}¢� ���@�q�<}�à
�~������y���yU�Sy����á�@���<���`���������@u~Å±����������}�{@�

e−ik|x|/(4π|x|) ����}��|�q�����C���������£}�yU�å}�� �����������
}��<}|�����S�~���<�*y���yU�Sy������q�������~u Þ ����}|�������|��}|���|y��<���qy��`���%�|�������Sä�y���� ��z|����������}�{������<��y��SyUy±����à
z|y����|«����`�[�[yg}�}|�*}�yU{Sz|�q�������á����{~}�y�yU�£��{S������}�yg}¢�|�au
È�^lmnmeQ�i�9T¹�º�K >+<#<A@

u
w·<AN�NRL�E¶®OL�KM~AYT@�I�CAS!LOYTKpD�L0�8~�<A@{S)<&S)L�=VS�S!PAUAPu³}LOKpN[�8<AK.S¶µ�YT@�D?�VS)C&�

KMz&@{EFP&ST>+PAYeI�= \ » CAKTKMz&YT@
∫

∂Ωr

|u|2 ds = O (1) , r → ∞.
æct~u t`è

¼ t`��'������½�"iO�����ro��-k?lO���
�Aj������
�%o,��'�n�n���s¾ �"���
∀ε > 0 ∃R0 > 0 s.e. |x · ∇u(x) − ik |x|u(x)| < ε kun |x| > R0

�



» <?~&YeI�S�=	I�¿¼ª�<���l���
Ωr r

à¿}|����yU���~y��!��z|��½q����yg}��l�<�Sy��ë�~���<���@u~�[���|y��<���qy��~�S�q}��|�*}�yU{Sz|�q�
∫

∂Ωr

∣
∣
∣
∣

∂u

∂ν

∣
∣
∣
∣

2

+ k2 |u|2 + 2k Im

(

u
∂ū

∂ν

)

ds =

∫

∂Ωr

∣
∣
∣
∣

∂u

∂ν
− iku

∣
∣
∣
∣

2

ds → 0, r → ∞
¼ª�<���l���

D
�S�<���ç}�{S{~z����~�����<�~äµy����|�

u ∈ C2(R3\D)
���

u
������yU{[��� ���2�±y��<���S�������U���

�l�`�|���<«�� ���<{Sy�yg}�}|�
R3\D̄ u�êß�������|�q���

r
z|�<�¡���|�������ç}�{S{~z�yU�l}������ã}�����yU���<y�� �����ç¥%z�yUy��S�<�

�����������!æ Ð u<vg¯qè�����{~y�yU}|}|�
Dr = {y ∈ R3\D̄ : |y| < r} ä��¢���<�<���<�

∫

∂Ωr

u
∂ū

∂ν
ds =

∫

∂D

u
∂ū

∂ν
ds− k2

∫

Dr

|u|2 dy +

∫

Dr

|∇u|2 dy. æctSu ¨`è
í�{S� }�� �¢������y��|�q���£�|���C���!�l�`�|����«q�ë�<�C��½��<�~�q��z|���`}��	yU�[yU���<�<}�y�yU�!}|���q�S�����

lim
r→∞

∫

∂Ωr

∣
∣
∣
∣

∂u

∂ν

∣
∣
∣
∣

2

+ k2 |u|2 ds = −2k Im

∫

∂D

u
∂ū

∂ν
ds.

æctSu�¯�è
íª�q}����$�l�`�|����«q�2���q}�yU�*�C�������é�S{S�q��yU� �*�q��yU�������á��yUz������ë�������á�.�q}��¡�|���<�l�<}����Sä�� ���q�¢�l�
�S�<�<�Sy�� �l{S�������S�l��� yUz��<�[}�yUy��ë�q�����*z|���¢������y�����{����Su ì �<��æct~u t`è��~���|y�y�u

2�[����y��<�<��y��`�|�µ����«`}>z|�������µ�±y��<���S�������U�����l�`�|����«q��{S���q�q����{SyUy��%z�yU{S�~��à6��z��q��à6���S½qy��<�*�<y��
z ���������<}�{[���l�l}��<���q}������|y���}��<�[}��÷u Þ ���C���£���[�[��}��|������}�yg}�}|�*�����q�|y�� �����!Å�y��<�<�<ø �S�<� ��yU�����q�Su
È�^lmnmeQ�i�9eÀÁ¯"Âë^l_c_ab,Ã�O�²Äº�K >+<?<&@

D
EFP
H�<AYTS!LOS�S�=´H�<A=+>#>+<�G·H�<?>+P|<A@ÅEFP
H�<AYTS�S)P&NRP&S�S!<ANQPA@

PAKp=8L0L�@dPAUA<AYT@}>+<ANucaKML�NQLO@fS�S�Y \ º�K >+<#<A@ u ∈ C2(R3\D̄)
³´L�K.N[�8<AK.S¶µ�YT@RD?�	S!CAKMz&@dEFPAS¶>+PAYeI�=	G

H�<?>+P�S)<&S)L�=VS�S!P�P
lim

r→∞

∫

|x|=r

|u(x)|2 ds(x) = 0 .
æatSu �qè

» CAKTKMz&YT@ u = 0
>+<?>+<�P&K.=8L�L�I�I�P

R3\D̄ \
» <?~&YeI�S�=	I�¿í���� }��!ñóòµí�¤�t�ôN� ����ñóòµí�§�¤�ô6u
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È�Q~º9¹g^åi(9�Æ¨º�K >�<#<A@
D ⊂ R3 EFP
H�<AYTS!LOS�S�=�H�<A=+>#>�<AGrH�<#>�PÄ<&@ÇEFP!H�<&YTS�S!PANQPAS�S)<&NRP&@ÁcZP&�

KM<&YTS�S!PAYT@_I�YTKML�CAEFL�=V@aP&YeI�LO@�PAK.=8L�L�@ÅP&U�<&YT@{>�<&N cyKMLONQL�@8S�S�Y \ È º�K >+<?<&S f H�P g D ¿�@�E0LO=V@yPAKTKMPNQC�CAE�YTS!L�K.S�D!H�C�H�P&ST>&=VU?Y,P�®�=V@	>&S�Y,<AYTS!P \ º�@�É�LOKpNRP&KTKMP
∆u(x) + k2u(x) = 0, x ∈ R

3\D̄

u(x) = f(x), x ∈ ∂D1 ⊂ ∂D

∂u(x)

∂ν
= g(x), x ∈ ∂D\∂D1

<A@ÅLO@fYT@8S!C�C&@{D?>AI�YqI�C&S)L�YTK.D�L��Z~�<&@ æct~u �qè S!<AS!LO=VS�S)P&U�PQEFPAS¶>�P&YeI�=
u ∈ C2(R3\D) \

» <?~&YeI�S�=	I�¿Þ y��~�S�q���ã���q}¢� ���q��y���{~}Uä9y���� �Âz ���|������}�{����å���ã�����[}��÷u Þ ���<��«q���ã�S�����[yU�ãyUz�����{~}
u

���ã}|��à
��yU���<��yU�~�[�q�Â�|���|y�{[���|�����!z|����������}�{$���~½�y��<�C���<��yqäl�¢�q}|}��!z|y�{S�@��y��@�[���

f(x) = g(x) = 0
u

�l�<�<}��~�*z|y�{S�~��y��`�����¢y��!�@yUz�{@}¢�|y�y��<���
∫

∂D

u
∂ū

∂ν
ds = 0.

Þ ����}��q�����|�é�	�q«q}C�l�`�£�@����yUyeæct~u ¯qèHä9�¢���|y��ïyU�q�|� æct~u �`è*������yU{[��{S{�u�Å±y��<����ø �S�<� ��yU�*�C���
�.y�z|{~}¢�|y�yU�����

u = 0
ä��¢����yU�!z ���|������}�{����*�q�£yU�S���`� �����!�l�[}��÷u
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���u���
ö`�����q�q}|}��	�|��z��l���|�q��� }�����y��<�<��y��@�[���!�|���`���|�������*�±yU�����S�q�¡�|���<���`�`� ���<«�� �@yUz�{@}�z ���|�����<}�{~�~ä
�¢���~����}����~½�{S����z|�¡�|y�y������]�q��}��<��z|z|y����¢�C�~�<}���yUyU}�y�y��

y
u.²�����z�����yU���������£}�����}

φ(x,y) =
eik|x−y|

4π|x − y| .
æct~u�1�è

�S{~�S�`���<�
φ(x,y)

�����|y�{[���|�q���l�`�|����«q�

−(∆ + k2)φ(x,y) = δ(x − y)
���������q��z|y����|«��C���!�����`�|���qy�z��|�q�±�������l{S����}����(�[y�z|���q������{S���*�l{S�

x 6= y
u Þ ���C���!�q���¡à

�~���<}�{S{~�[yU�£�q���>�|�l�Sy��|��yg}��<��y�z|�l���[}��.����{@}�yUy�� â)u t��@yUz�{~}���yUy��<�<�~u
Þ ��z|���q}¢�|y��<�<�q���

φ(x,y) Ó �!��}��`���[�|�l�����|�<}��|�������`��� ���`�¢�`����}¢� �Sä��l{S�
y

�q�C�`�<�<�S�S����y����¢�
��� |x| → ∞ uf�S{S�S�`�|���q�

(1 + s)t Þ ���l���qz��<�£}|��za�����������q���|�����������*}��q���S�q���

|x − y|t = ((x − y) · (x − y))t/2

=

(

|x|2
(

1 − 2
x · y
|x|2

+
|y|2

|x|2

))t/2

= |x|t − t |x|t−1
x̂ · y +O

(

|x|t−2
)

.

æct~u ¤`è

Þ ���C���£�.y�z|{~}���y�yU�����

φ(x,y) =
eik|x|

4π |x|e
−ikx̂·y +O

(

1

|x|2

)

.
æct~u §`è

êß��}��|�q������}����]}��q���S�q���£½�z ���[�<y��`���<�<��y

∇xφ(x,y) = φ(x,y)

(

ik

|x − y| −
1

|x − y|2

)

(x − y)

= ikφ(x,y)
x

|x| +O

(

1

|x|2

)

= ik
eik|x|

4π |x|e
−ikx̂·yx̂ +O

(

1

|x|2

)

.

æatSu<vU®`è

ì }��¡�|y��<�<�q���)�l�<y�������y��<�*�~���������<�*yU}��¡�¢�[}��<��{~}�yqä¢�¢�q������yUz��|�`�@äUy���� ��z ���¢�q�¡�|y���{~�	}��<�<yU��z|y�{Sà
�~���<}�y��)����{SyUy��	}���}����������±yU�����S�q�¡�|���<�	�l�`�|���<«���z ���|������}�{����q�<�~������yg}������ �����~���`�|�����`�|y�½�z ����à
�<���~�~ä`�¢���S���!��z|���l�����������l{[���|�����������<�S�q�q}¢� ������z|����������}�{~�á���!}�yU�å�S�qz��C���������[yUz��<������� ���
��z|����������{~y�y��!z|y�{S�~�������Su
È�Q~º9¹g^åi(9cJ[ÊÁ¯�j�^l_cmnO(M@_cTUpqbcRn^l¹gboT dN¹U_aQSº(¹U^Z²ÔºrK >�<#<A@

D
E0P!H�<AYTS!L�S�S�=�P&K.=8L�G�H�<A@V>�P�EFL�=V�

@aP�<A@dcZP&KM<AYTS�S)P&YT@{I�YTKML�CAG8H�P
u ∈ C2(D̄) \u» CAKTKMz&YT@

u(x) =

∫

∂D

(
∂u(y)

∂ν
φ(x,y) − u(y)

∂φ(x,y)

∂ν(y)

)

ds(y)

−
∫

D

φ(x,y)(∆ + k2)u(y) dy, x ∈ D.

æatSu<v�v�è

» <?~&YeI�S�=	I�¿í���� }��*yU}��<�*yUz��l�<�[}���ñóòµí�§�¤gô6u
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����� ÕÄ�Z���(§��"§Ö¤��u§ �r�Z�
 
w�y�z|{~}�z|����������}�{

φ
�q�$��y��<�*�~���������<�é���.y�z ���������qz��<�

(∆ + k2)
¥%z�yUy��S�<�Â�o{S�S�`���<������}�yU�

���l{S�<�<�C�q�����S����� y��|}����áy��@���S�q�*�q½�yUy��S��}�yU���<y)�±yU�����S�q�¡�|���<���l�`�|���<«��<�<y)z|����������}�{Nu Þ ��z|����}�à
��yU���������!}��<�<}�yU�~���S�q����½�yUy��S��}��|���`�`� ���<«q�

(∆ + k2)u(x) = −f(x), x ∈ R
3 ,

æatSu<vg�qè
�¢�q}|}|�

f
���£�������l{S���*���!���q���~���`���<�����`�|�������<�Sy����o{S�S�`���<��y��<�

f ∈ C0(R
3)

u�²�yUz��l���|�q���
F = {x ∈ R3 : f(x) 6= 0} ua�~{S�S�`���<��� f ��������������yU�����á�<���C���<}�y������Â�����������¢y��������`�|y�y��gu
¥%z|y�y��~���!��������� æ Ð u�vg�qè����q�<�~�����£�l��za�¢������� �����	��«`}�}�yU{Sz|�q���������ë�	{S�����l���

∫

G

(v (∆ + k2)u− u (∆ + k2)v) dy =

∫

∂G

(v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν
) ds.

�l� �¢������y��|�������|���~���
v(y) = φ(x,y)

���£���<y��|y��|�q���Nä.y����|�
u

�|���|y�{[���|���ë�l�q� ���<«��eæatSu<vg�qè ä
�¢���<�<���<�

∫

G

(−φ(x,y) f(y) + u(y) δ(x − y)) dy

=

∫

∂G

(φ(x,y)
∂u(y)

∂ν
− u(y)

∂φ(x,y)

∂ν(y)
) ds(y).

êß���<���|�����å�<�`��y�½qz��q������}�����{~y�y��[}��
G

�qz��<½��q��yg}��l�<�Sy��
r
à6}|���|y��<�Sy��$�~���<�<�

Ωr
u>í�{~� |x| < r�S�<���

u(x) =

∫

Ωr

φ(x,y)f(y) dy

+

∫

∂Ωr

(φ(x,y)
∂u(y)

∂ν
− u(y)

∂φ(x,y)

∂ν(y)
) ds(y).

æatSu<vUt`è

í�{S�
r → ∞ �S�<�<�

u(x) =
∫

R3 φ(x,y)f(y) dy =
∫

F
φ(x,y)f(y) dy

�|����yU{[��� ���
�l�`�|���<«��¦æct~u�vgtqè ä����q}����á� ���<��«q���$�S�<�`�|���<�`��yU½�z �����<���~���l�<�q�Su>ê�����}�������y

φ(x,y) Ó �ã}�� �������
�����`���|�q�n¥%z�yUy��S�<� �o{S�~�q�|���q�~�r����«q}C������}��|�r�.y�z|{~}�z|����������}�{@�

e−ik|x−y|/(4π |x − y|) uð�������}|������{ëz ���|������}�{
u

y��N�l{S����yU�S�������ë�|����yU{[��� ����}��(�l������y�z��oy����[�<�!}|���|y��<���qy��`���`�Su
öq����� �

u(x) =
∫

F φ(x,y)f(y) dy
���<��}��>�l�`�|���<«��éæct~u�v���è�z|����������}�{ë�l�<�q}�}���}�yg}�}|������y�à

�<yU}|}��~äq� ���`�¢�`��}��.}�y��£���<�<�������~�[yg}¢�|�]�[y�z|���q������{S���~u`w�yU���l���
f Ó �)�������l{S�l{S{~}µyU�]�`{~�¡�|y��S�������

�|���������|���|�Sä[���q���!���q���[���|�q���!�±«����[yUz�à<�����|�`{~�`{~{[��� �Su
WYfSfS¸�bcTU^l_cmefåi�9aJ@JÔ��L0P+PAK.YT��S!PAY(>+<ANucaKML�>�I�Y,P&E�U�<&YT@aL�@�®�=V@V>AS�Y,<

u
G	H�<#>�P�<A@|NQC�C&E�YTS)L�K.S�D

H�<A=+>+<�I�I�P
G ⊂ R3 G�<A@_³}zAKM~+LOE���H�P&ST>&=VUAP�L�>�I�c8<A@yLO@fS�YTKTKMP α ∈ (0, 1]

G·H�<�I�<&@Á<AK�LONQP�I�I�P
UAP?>&Y,<

c
I�YTS!LO@8G^LOS�S!C

|u(x) − u(y)| ≤ c |x − y|α ∀ x,y ∈ G.
æatSu<v�¨`è

í����`��y��|�����r��y�z|�`�<�`�|�q�
C0,α(G)

�¢�q{S���`}�}|�
G

��«����[y�z�à<�������l{S�l�<���<yá�o{~�S�`���<���<���<y£yU�[}��.��à
�SyU�q�|���<���

α
u�²�y�z|�`�<�`�|�

Cp,α(G)
�S{S�q��yg}¢� �����¦� ��z|���q�¡���|���

p
à6��y�z��|�q�!�����|�`{~���q}¢�|�%�Sy�z|�¡à

���q�¡�|{S�l�<�å�o{S�S�`�|���q�¡� �Sä>�¢�����[yU�
p Ó �S�~y��e�qy�z��|����{S�l{S�2�[y�z|�<���q��� ��������������«����[y�z�à<�������l{S�l���

y��[}��@�q�Sy��`�|���<�<�
α
u@�lyU{Sz|�q�������)����{@}�y����|��� ��z|�`���|�q���£�	��«`}��	�q«��SyU�*���<�Nu

È�Q~º9¹g^åi(9cJSV×º�K >+<?<&@
f
H�PAS¶>A=VUAPQH�P�YT@8S!L)É&EF<&YTS�=VUAPd®�=V@V>AS�Y,<

R3 ¿MI0I�P \½Ø C�CAE�YTS!L�KTKMC�C&@ uI�LO=VE0P�PAUAP�I�S�Y
u(x) =

∫

R3

φ(x,y)f(y) dy, x ∈ R
3.

§



:V<�I
f ∈ C0(R

3)
@8YTYT@

u ∈ C1,α(R3)
H�P{~�L�E�YTUA<AYT@8@fYT@�H�P�YT@8S!L)É&EF<&YT@8@fYT@dH�CAETH�LOI�S�D?>AI�LO@

I�P�PdU�P&YM�	S!P�P \ :V<�I f ∈ C0(R
3) ∩ C0,α(R3)

@8YTYT@
u ∈ C2,α(R3)

H�P
(∆ + k2)u(x) = −f(x), x ∈ R

3.

:V<�I´L�~�L�KTKML�LO@
f ∈ C0(R

3) ∩ C1,α(R3)
@8YTYT@

u ∈ C3,α(R3) \
» <?~&YeI�S�=	I�¿î���{~}�yª�q�ë�.y�z ����}��<�ë�l�<zc���q}¢� �áñóòµí�§�¤�ô6ä��¢�q}|}���}����|�*yU�.�l{S����yU�S�������á���[�[��}���y�� �*���q���£�`�<���|��à
�|�q���Cyg�[y��<��yUy��C�|y��q�l}�y�yU�á¥%��� � ��z|½~ä Þ z|{~�[�<�S½qy�z Ó ì �<���<�[�|�<ø��~��z��������.�[�pÙ>y�z|y��`�|�<���~y?Ú`{~�����<���~}
���ß}�yUø����~� �qz|�[yUzUä.�l�Sz|���S½qy�z)vg§�1+1lu Þ ���~��{~}

u ∈ C2(R3)
�¢�q}

f ∈ C0(R
3) ∩ C0,α(R3)���[�[��}���y�� �����£����«q}�yg}��<��y�z|�l���[}��.�l�<zc���q}�}|�£ñ ²�õ~�<�q§�ô�æcî�y����C�!vU®�}��<�l{S�<�<�*¨~v�èHu
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Ý
ì �~���S�����q½�y�yU�S��}�yg}�}|�ë�����������<�Sy�yg}�}|� �����¡�|���<���<�l��y�yU�Â�~���.y�{~}	y��������¡���|���C�����|� �q��yC�����`�<�~u
Þ ���<�<«��<�ã�±yU�����S�q�¡�|���<�¦�`�`� ���<«2æatSu<vgè�y��±}����l���l{S�������C�����e���<�<���S�Sy����|�£���Â�|��z����q}¢�|y��<{S�
���q�`��y�yU�[}��.�|���`�¢�l�á�����|�q��}�y�{~z|�q�������ë�������|�����~y��!�`�<y���}�y����S�N�l�`�|����«

∆u(x) + k2 n(x)u(x) = −f(x), x ∈ R
3.

æatSu<vg¯qè
�S{~�S�`���<���

n
�q������������y��<���C�l{S�����������������SyUy���yU�~��� ��}|����}�{~{[��� �����á�o{~�S�`���<���

f
�����¡�|���¢yU�

�����`��yU�¡� �Su�ö��q�~�[y�� ����� }�yU{Sz ���������[}��±�	{S{S�|���C�e�<��{~}�yqä��¢�q�¡� �n�|{S�<y�����yå� ��z|�`���|}�y��C�q���
�	�q«��SyU���*�<�!�����S�~����yUyU}|}���¯[u��[u ì �@}��<� �`{~�¡�|y��S�l�<�!�������£���[�[y��|�����!}�y�{~z|�q�������<y����C�Su
È�^lmnmeQ�i�9aJli°¯!Þ£ÉN¹UbcÉSfS¹gboT�Tg^lbc¹g^`R ÏgQ[T�ÉSQ~mnbc¹g^lRãÃ�^q¸�baQSQ[TU^Z²Ôº�K >�<#<A@

G
P&K.=8L

R3 ¿MI�I�PH�P
u1, . . . , uP ∈ C2(G)

E0L0P+PAK.Y,P&E�U�<&YeI�Y,P�®�=V@	>&S�Y,<&YTS)PAG8H�<AS¶>�P�S!<AS!LO=VS�S)P&U�P&SrL!cZC&D?�	S!CAKMz&@

|∆up(x)| ≤ c
P∑

q=1

(|uq(x)| + |∇uq(x)|), ∀ x ∈ G
æct~u�vg�qè

>+PAYM>&YTKTKMP
p = 1, . . . , P

H�<AKTK�PAYT@JUAP?>&Y,<AKTK�P
c \ :V<�I up

�ZCAU#Y,C�CbcaYeI�S!L0L�@
x0 ∈ G

DANucZC&�
E�YeI�S)zAI�IOCQ>+PAYM>&YTKTKMP

p = 1, . . . , P
@8YTYT@�I�YTKTKM<AYT@

up
<A@_Y,~�L�@8S�S�YeIOLOI�S�Y^@a<&KTKMP

G
¿MI0I�CQ>+PAYM>&YTKTKMP

p \
» <?~&YeI�S�=	I�¿í���� }��!ñóòµí�§�¤�ô6u

2

È�Q~º9¹g^åi(9cJl¶ßº�K >+<?<&@�U�P#>AY,<
k > 0

H�P
n ∈ C(R3)

I�YTS)L�@ZG%LOS�S)C
(1 − n) ∈ C0(R

3)
H�P

Im(n) ≥ 0 \ » CAKTKMz&YT@�<&@�É�LOKpNRP&@
∆u(x) + k2n(x)u(x) = 0, x ∈ R

3 æatSu<v�1�è

lim
r→∞

r

(
∂u

∂r
− iku

)

= 0
æatSu<vU¤qè

PAYT@y<?P�EFP&ST>+PAYeI�={<A@
u(x) = 0 \

» <?~&YeI�S�=	I�¿öq�q}
u

��� æctSu<v�1�è Ó �ãz ���|�����<}�{e�~���<�ã�l{S�q�C���|�q���ãy���� �
u1 := Re(u)

���
u2 := Im(u)������yU{[��� �������µyU�~�[�q�$æatSu<vU�qèHä`�q�q}����

n
�q�£z ���¢�q�¡�|y����|{Nu[�l����}��~�*��yU�*�C���£tSu<vUt	�@yUz�{@}¢�|y�y��<���

z|������� ���*�q}�������� ���Säly����|�
u

�@���`�������¢�q}|}|���<�
R3 Ó �������q����yU}|}|�)�q}|���¢�q{S���`}�}|�Su

vg®



¼ª�<���l���
D

�S���<�Â}�{S{Sz|����z|��½q���qyU}��`�<�SyU�!�@���<���@ä@y����|�
n = 1

���<{Sy�yg}�}|�
R3\D̄ uN�l���qy���à

�|���C���<�<�C¥%z|y�y��~���!�����������!æ Ð u<vg¯�è��~�����<�q}|}|�
D

}|�����~�����
∫

∂D

u
∂ū

∂ν
ds =

∫

D

|∇u|2 − k2n̄ |u|2 dy,

�¢�q}��|��}�y�{Sz ���
Im

∫

∂D

u
∂ū

∂ν
ds(y) = k2

∫

D

Im(n) |u|2 dy ≥ 0.
æct~u�vg§qè

Þ ����}��q�����|�*}������������	�|�������<�<���l{S�<���¢�q�~�[y������<�<�næctSu�¯�è��q�����S�����)�¢���`� ���

lim
r→∞

∫

∂Ωr

∣
∣
∣
∣

∂u

∂ν

∣
∣
∣
∣

2

+ k2 |u|2 ds = −2k Im

∫

∂D

u
∂ū

∂ν
ds,

æatSu���®qè

©ª�`� ���<«���}¢� �CæctSu<vU§`è@���Cæct~u ��®qè(�~���~�S�����Nä�y����|��yU�`���ëæatSu �qè9������yU{[��{S{�uqíª�q}����
u

�����|y�{[���|�q�
R3\D̄ Ó }�}|�á� �������<����}�yU�$��y��<���S�������U���$�l�q� ���<«��¦æct~u�v�è äN�S�<���éÅ�yU���<�<ø �~���é�<y����C���$�	{S�������
u

�~���l�����
R3\D̄ Ó }|}��~u~�l�<�<}��~� u(x) = 0

�����<�`�<�<�<�
x ∈ R3 u

2

È�Q~º9¹g^åi(9cJSs×º�K >+<?<&@�UAP?>&Y,<
k > 0

H�P
n ∈ C0,α(R3)

I�YTS)L�@ZG`L�S�S)C
(1−n) ∈ C0(R

3)
H�P

Im(n) ≥ 0 \ :V<�I u ∈ C2(R3)
<A@|<A@	É+L�K.NQPA@ æctSu<v�1�è � æatSu<vU¤qè E0PAS¶>�P&YeI�=�@8YTYT@dI�LuS)<&S)L�=VS�S)P+P

D?�	S!CAK�zA@
u(x) = −k2

∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))u(y) dy, x ∈ R
3.

æatSu��[v�è

] C�C&@8S!C�L�@ZG8H�<AI u ∈ C(R3)
<&@ æatSu��[v�è ¿�@�E0PAS¶>�P&YeI�=	G^@8YTYT@�I�YTKTKM<&YT@

u ∈ C2(R3)
H�P
u
<A@

<A@	É+L�K.NQPA@ æct~u�vA1�è � æatSu<vU¤`è EFPAS¶>�P&YeI�= \
» <?~&YeI�S�=	I�¿à æct~u�vA1�è÷àHæct~u�vg¤qè ⇒ æct~u �Svgè�á
¼ª�<���l���

x ∈ R3 ���<y��<���������|�����~y��Nu~¼ª�<���l���
D

�S�<���!}�{S{~z��.�~���<�<�~ä`y���� ��}�y�}���}����¡� ���
x Ó �)���

y����|�
n = 1

}�yU� {S���q���S{~���<y��<�<�~ul��y��<���S�������U��� yU}����¢�l}�����{~}�y�yU�ë�	{~���q���

u(x) =

∫

∂D

(
∂u(y)

∂ν
φ(x,y) − u(y)

∂φ(x,y)

∂ν(y)

)

ds(y)

− k2

∫

D

φ(x,y)(1 − n(y))u(y) dy, x ∈ D,

���`}����
(∆ + k2)u = k2(1 − n)u

u~©%�`�|���<«ÂæatSu��[v�è±}�y�{Sz ���~ä~�l{S�å�@���q�|y�� ������ä@y����|�ë�S�<�[à
�|�����`�|y�½�z �������]�@���`�����C}|���|y��<���qy��~�S�����.y�z|{~}¢�|y�yU�����Su.¼ª�<���l�q�

Ωr
z��<�����|��������}�{S{~z��9�~���<�������

�C����z�����yU���������
Dr = {y ∈ R3\D̄ : |y| < r} u��l���qy����|�����������£¥%z|y�yU�S�<�å�|����}¢� �ë���������q�

æ Ð u<vU�`è�����{~y�yU}|}|�
Dr

}��q���S�q���
∫

∂D

(
∂u(y)

∂ν
φ(x,y) − u(y)

∂φ(x,y)

∂ν(y)

)

ds(y)

=

∫

∂Ωr

(
∂u(y)

∂ν
φ(x,y) − u(y)

∂φ(x,y)

∂ν(y)

)

ds(y)

=

∫

∂Ωr

φ(x,y)

(
∂u(y)

∂ν
− iku(y)

)

ds(y)

+

∫

∂Ωr

u(y)

(
∂φ(x,y)

∂ν(y)
− ikφ(x,y)

)

ds

=: I1 + I2 → 0, r → ∞.

vqv



�l�<�����C�[ø �l´µ��z��U���£y��~���l�`�|����«q�£���l{S�<�<�

|I1| ≤
∫

∂Ωr

|φ|2 ds
∫

∂Ωr

∣
∣
∣
∣

∂u

∂ν
− iku

∣
∣
∣
∣

2

ds→ 0, r → ∞

|I2| ≤
∫

∂Ωr

|u|2 ds
∫

∂Ωr

∣
∣
∣
∣

∂φ

∂ν(y)
− ikφ

∣
∣
∣
∣

2

ds→ 0, r → ∞

���`}����*}�yU���
u

y���� �
φ(x,y)

�����|y�{[���|���������l�q���*yUz��oyU�<�S����}|����yU���<��yU�~�[�q�Nuà æct~u �Svgè ⇒ æct~u�vA1�è÷àHæct~u�vg¤qè�á
íª�q}����

n
�q�ë�l�`������«`}µ��«����[y�z�à<�������l{S���~ä`}�y�{Sz ���	�<��{~}�y�yU}��|�*tSu<vg�Säqy���� �

u ∈ C2(R3)
���

(∆ + k2)u(x) = k2(1 − n(x))u(x).

�l�<�<}��~�
u

�����|y�{[���|�q��æatSu<v�1�è Ó �Nug©%�q� ���<«��!æctSu��[v�èNz ���|������}�{S�@�
u

�����|y�{[���|�q������«q}µæct~u�vg¤qè Ó �Nä���`}����
φ(x,y)

������y�{S���|�q��}�yU�����
(1 − n) Ó � �����`�|�������q�£�q�����~���q�|�au

2î���{~}�y���}¢� ��t~u�vU¨ª����t~u�v�¯	}�y�{Sz ���*}�{S��z �����£}�y�{Sz ���������|{S�<�q}Uu
·�^`º9¸�QSº(¹ái�9aJlÇãây�VS)C&KMzA@ æct~u �Svgè P&YT@a<#PQEFP&ST>+PAYeI�={<&@

u = 0 \
����ä ÜJ«^�V�·ª �����
�`�q«u�q�8¡£ -§u�F���F�"§Öåæ�`ç�è_�(¥F¥"�F§�ª «^�V©q¥"Ý-�"«��"§
í����~�~���<y�yg}�}|���µ�~���`���<�<�Nä�y����|�±�S������½qy�yU�S�<}�yU}|}|����}�����z|�l���S�~�<}�yU}|}��������<�<�����~y�yU}|}|��²���³[´µy���à
�<���*�l�q� ���<«����[y��*���<�����~��z������~�<}���yU�	z ���������<}�{��¢y����~���<�l����z|���<�S�S{S�l�<y�����y��`�����<y��

E
���

H
�|{[à

�<y�y�������yU{[��� ���)���������@��z|�*�q�S��}�y���²���³[´�yU���<�����l�`�|����«���æa�[u<v�v�è u`�[y�{Sz ���������[}��`���[�[��}¢�|y���� �����
����{~}�y���y�z����l�@ä�y���� �ª�|���<�<«��<��}�y����

E
y����|�

H
�����|y�{[���|������������«q} ³}LOKpN[�8<AK.S¶µ�YT@�UAL0>&S!<AE�YTD?�	�

S!CAKMz&@ u
È�Q~º9¹g^åi(9cJZ¹×º�K >+<?<&@

E,H ∈ C1(D)
PAYM>+P?�ZP&E�NR<&@8YeI�S)L�@ Ø P�é+ê-L�KTK.YT@QD?�	S!CAKMz&Y,~�L�@ æ÷�[u<v�vgè

EFP&ST>+PAYeI�=QPAK.=8L�LOI0I�P
D ⊂ R3 \q» CAKTKMz&YT@ E

H�P
H
<AUAPAS6KMC?�VS)L�L�S�S!zAN�Y,CqH�P�S!<AS!LO=VS�S!PAUAPAS8³´L�K.N��

�Z<&K.S¶µOYT@�U�L�>&S)<&E�YTD?�	S!CAKMz&S
∆E + k2E = 0 ,

æatSu�����è
∆H + k2H = 0 ,

æatSu���tqè
PAKp=8L0LOI�I�P

D \
] C�C&@8S!C�L�@ZG·H�<�I E ë S)P&Y H ì <A@�³}LOKpN[�8<AK.S¶µ�YT@�D?�	S!CAKMz&@XEFP&ST>+PAYeI�=	G�H�<&KTKML ∇ · E = 0 ë S!PAY
∇·H = 0 ì Gy@8YTYT@RI�YTKTKM<&YT@ E

H�P
H := 1

ik∇×E ë S)P&Y H H�P
E := − 1

ik∇×H ì S!<AS!L�=VS�S!PAUAPASPAYM>+P?�8PAE�NQ<A@fYeIOL�S Ø P�é+ê-L�KTK.YT@�D?�VS)C&KMzAS \
» <?~&YeI�S�=	I�¿à ⇒ á¼ª�<y���y��|�q���Näßy���� �

E,H ∈ C2(D)
u�²���«��~y����*�<� �~���~�S�����Näßy����|�r�|���C�éyU�����<y��<�<}|��à

���<y��|{~}UäN���`}����$æa�[u<v�v�è Ó �rz|����������}�{S���������������@�!�q��z|y�����«��C���Â�����`� �£�qy�z��|�q�)�������l{S����}����
�[yUz��<���q�¡�|{S�l�<���o{~�S�`���<�����|�$æo�[}�u]î9��{~}�y)¨~u tqè�u]¼����|�����������á�l�`�|����«q�<}��|�åæa�[u<v�v�è±�[�<��yUz�½qy��~}|}��
�~���~�S�����r�����������ïæ Ð u<vU®`è)���l{S�<�<�~ä�y����|� ∇ · E = 0

��� ∇ · H = 0
u ì �����qy��`�|���	�������

�����`��yUy����|«������Su Þ ���<�<«��<�£�q�����S�����£}�����y����|�q�)�qy��`��� �����
E

�����������!æ Ð u<v�v�è Ó
∇× (∇× E) = −∆E + ∇(∇ · E) ⇒ 0 = ∆E + ∇× (∇×E)

v��



í����`��� ���C���<�<���.y�z ���l�����<�ë�l�`�|���<«����|� æ÷�[u<v�vgè�}|�����~�����£yU�[yU���<y�yU�

0 = ∆E + ∇× (∇×E)

= ∆E + ∇× (ikH)

= ∆E + ik(−ikE)

= ∆E + k2E

�±yU�����S�q�¡�|���<� �`�`� ���<«
H Ó �<��y�}|�����~�����£����}��|�������q}¢�|�auà ⇐ á¼ª�<y���y��|�q���Nä]y����|� �q�r���S�Sy����|{$�����`�|y�y��|«��r�±yU�����S�q�¡�|���<�é�`�`� ���<«��$z|����������}�{

E
u ì �~}����*à

�C����}�yU�C²���³[´µy��<���<���`�`� ���<«��*������y�{S��{S���<�Sy��C�~���~�S�q�����Sy��|�
H Ó �����q��z|�¡�|y��<�C��}��|�

H :=
1
ik∇ × E

u Þ ���<�Sy��$�l�q� ���<«�}�yU{Sz|�q�ë����� ���C���<�<�
H Ó �$z|�l��������z|�.��� }����qy����|���C�������á���������q�

æ Ð u<v�v�èHu Þ ���~��{~}�ä��¢�`}�}|���������S�~y����|{
H E Ó ��}�� �������Nä[��y��SyUy�}������q���ë�|���@������u

2

í ACB�î Ù)Ý!Ý£Ü)Ý D(ï Ù î ÜÁý D]G ý�Ù)Ý�ð)ý F�4 Ü

Û �"� ñX§ ò*�6¥"¡£��§ �����·�	�	�6¥"�
�±�q����½�yUy��S��}�yU}|}��������������<�Sy�yg}�}|� � ��z|���q}¢�|y��<{S�n�q���`��yUy��~�å���n�l�<y�y��@}��å�~}�u�}���z|���~�~���nyg}¢à
��yU���S½qy��<�C�Su Þ ���<��«q���ë��{[�|�l�¡� ����� }|����yU���<�l�£}���z|���`� ���)�����S�~���<y�yg}¢� �

D
ä��¢���|�*�l���~��z|«��.�S��à

����½qy�y��~���SyU�r�¢���`� ���C���|���ï�����<�����<�Sy2æ
σ = 0

èHu ór¼ª��y���{S�[}�y��~�e���Nä�y����|�2}��<}|�����q�|{S�<y����
��yU�`���|�

Ei
ä
Hi

��{S�~�Sy�� ������u Þ ��z|���q�¡�|{S�[}�yU�~�C�q�å�C����z������ ���ë}��<z��q�S�l{[�%�qy��`��� �
Es

ä
Hs}��¡�|y��NäSy���� ���q���q���~���<}���yU�q���|�

E = Ei + Es , H = Hi + Hs

������yU{[��� ���	���������~��z|�����S��}�y���²���³[´µy��<���<�C�l�`�|���<«��µ���<{Sy�yg}�}|�
R3\D̄ ���)}����S�<�����Cz|y�{S�~��y��[à

�[�q�á�����S�~����yUy��Cz|y�{S�@���<�<�~u�ö��`}ß�q��y���y�� �����C�����S�~����y�� ���[�[y��<����}�y��[}����¢���`��yUy��[}��aä��¢���S�����S�<�[à
�~��������}����S��«q��yU�q� ����� ���S½qy��`�����������<�SyU���q�����@�q�Sy��`�����S�~���l�����~ä��|���`�¢�l�)�������|�<��z|y�{~�~��yU�q�|�

ν(x) ×E(x) = 0 x ∈ ∂D .
æo¨@u�v�è

Þ ��}|}|�
ν(x)

���r�S�<�S�~���
∂D

{S���q���S�qz��C�q���<���S�<}���yUyU}|}��
x
u(²���«`}��	{~�¡� ��z�yU{S�~��y��`�������

���é�C���@�[���<����}��|� �����`���|�q� �l{S�������C�q���$y�z|��������}����£�o�[}��<�������<��}����!���<�<���`��y����|�~äN�	{S���|���S�����|�
y��N�|��}|}|�	yUz��<���q�<}��¢��«`}�}|������}��¡�|y��<�<�!ñóòµí�§�¤gô6ä�ñóòµí�¤�t�ô÷u

�l�<z��q�S�SyUy��ç��y��`� ���çz|����������}�yU���<}��|�~äµ�l{S� yg}¢�|y�y�� ��{S���|�ã�|{S�S�Sy��|�q���Nä±�l{[� }�{S�|�����
}�{S��z ���[}��(yg}¢�|y��q�S½�yU���C���[}��~����}�y����é²���³[´µy��<���<�$�`�`� ���<«����[y��${S�<���q����{~y�y��Âz�yU{S�~��à6��z��q��à
���~½�y��<�C�Su�öq�����|���q�S½�yU���C���*z ���|������}�{C�q����}��@�l�l}��<���q}������|y��<�Sy��������o�l}��<���q���<�<}�yU}����@����yU��yU���q}�ä
�|���`�¢�l�%����}����[}��q���q���|�<�~ä�y����|�%}��<z|���`�|��z|����������}�{ª������yU{[��� ��� waYTK.UALOE�� Ø|ô KTKML�E�YT@QI�CAS!LOYTKpD�L0�8~�<A@ ä�¢�����*�����l�q���*yUz��oyU�<�S��� }�����yU���<��yU�~�[���!�l��yU�<}��¢�[}µ��y��`�|��z|���qy��`���<���<y�u

í����~�~���<y�yg}�}|�á¨@u �ë�C����z|����y��<�������é�l�<���qy�z�à6²�õ~���<y�z|���$}�����yU���<��yU�q�|�	�����¢�q�~�[y�� �����Â�<�`��y�à
½�z �������<yU}����¢�`�[}�y������<�����~��z������~�<}���yU�*²���³[´�yU���<�����l�`�|����«q�<�[yU��z ���|������}�{S�<�<��y±}��<}|��à[���){S���q�q��à
�<{Sy�yg}�}|�Su 
 �<���`���<{Sy�yU�r���`��yU½�z �������<yU}��¡�¢�l�[}�y��$�|��z��qy��<�n���`�������ã}�yqä9y����|�$²���³l´µy��<�<���n�l�[à
�|����«q�<�Sy��åz ���|������}�{[�%z|���¢������� ���C���������C�q}�}|�C���<{Sy�yg}�}|�C�q�����S�������<��{~}�{~�á�S�<�`�|�����`��yU½�z ��������à
�~�!z ���¢������y���{S�$�S�<�S�~���Â�l�<�au Þ ���C���å�.y�z|����������yUy��$�@�q���������|�!���$�C���~�S���<����}¢� �!�q}��������|�q�
}�{S��z ���éyU}���yU���S½qy��<�C���éz|����������}�{S�é���<y��C��}|}������<�*�����l�l}��<���q}������|y���}��l�[}������qy��S����� �����l{[à
��y�yUz���}����±z ���|������}�{S��yU�Sy��|y��<�*���)ñóòµí�§�¤gô6älñ�òµí�¤qt�ô6u Þ ���|�����q}�����yU���������)�S�<y��C���	y��SyU�*�C���
�����S�@���<y�yU}|}|�	¨@u t~u
õ�ö6j�����÷���� k?l���j���÷�������j�øeù#s�ú�úFû

k
���½�,�F���������#�"�ro��-n������A�����
�
�[ü^��'�����n����!�6�Aj0���!i�j0�Fs
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D
EFP
H�<AYTS!LOS�S�=XPAK.=8LOG(H�<A@V>�P�EFL�=V@aP�<A@�cZP&KM<AYTS�S)P&YT@ÁI�YTK�L0C�þ \�Ø L�EF>&YT�S!C�CA@

ν

¿�KTKMC�EFLO=V@yPA@
∂D

D?>AI�YM>?>+zA=VK >�<&@a<AE�NQP�P&K.Y,P \�ÿ L�>AS!<AE�YM>+LO@fS�YTKTK�L E,H ∈ C1(D) ∩
C(D̄)

c8CAS!L�L �l��z �����|���[à�ò��l{£���q�����

−∇×
∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇
∫

∂D

ν(y) · E(y)φ(x,y) ds(y)

− ik

∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇×
∫

D

(∇×E(y) − ikH(y))φ(x,y) dy

−∇
∫

D

φ(x,y)∇ · E(y) dy

+ ik

∫

D

(∇×H(y) + ikE(y))φ(x,y) dy =

{

E(x) x ∈ D

0 x ∈ R3\D̄

æo¨@u �qè

H�<�I�I�P�S�YTKMPAU#=V=	I�YT@8S!L�É�EFP+PAK.YTS-<&U�P&S`�ZL�YM>�<AI�S�Y6I�YT@�É�=VKMP�P&E�YeI�Y,P \�ÿ P�I�S!P�PAUAPA@fKMPAYT@yLO@�>+P�P&U�PAGVH�<�I��I�P
E
H�P

H
U�P&YM�	S!PAUAPAS`c8PAYM>#>�P+P�G%<A@{N�D�z�I[UA<AYTNQP�I�I�P \

» <?~&YeI�S�=	I�¿� í���}��¡�|y��<�<�q���áyU�~}����£�|���~��{~}
x ∈ D

u@¼ª���q�l���
x ∈ D

���<y��<���������|�����~y��)���*�C����z�����yU���������
���<{Sy

Dρ := {y ∈ D : |x − y| > ρ} u ì �<�
D Ó }��|�ã��yU�������|�����ï�.����}£�@���<���q�S�l{S��z|y��

∂Ω(x; ρ) := {y ∈ R
3 : |x − y| = ρ} z �����q���C�*���<{Sy

x Ó ���l���~��z|�<�¡� �Su[w�y�z|{~}�z|����������}�{~�
φ(x,y)

�C����z|����y��<�C��}��|��æatSu.1�èª}�yU{Sz ���Sä.y����|� ∇xφ(x,y) = −∇yφ(x,y)
�l{S�

x 6= y
u

�l�<�<}��~�����<{SyUyU}|}��
Dρ

�qy��`���qz��<��yU�`���<���<y
E,H ∈ C1(D)

�@����yUyCæo�������q���¢y��åæ Ð u ¯qèN���!æ Ð u ¨`è
�	{~���q���@è

∇y × (φ(x,y)E(y)) = φ(x,y)∇×E(y) −∇x × (φ(x,y)E(y))

∇y · (φ(x,y)E(y)) = φ(x,y)∇ · E(y) −∇x · (φ(x,y)E(y))

∇y × (φ(x,y)H(y)) = φ(x,y)∇×H(y) −∇x × (φ(x,y)H(y)) .

¼���y��|�q����yU�~}��<���C����}�yg}¢� �C�l�q� ���<«q}��|�Cz|�l��������z|�÷äS���q�<}�yU}��|�á½�z ���[�<y��`���|�~���ë��yUz�z|��� ����� �q����à
�C��}

ik Ó �����!���$�<�q}��qy��|�q���¦}��q���[{S���q���<��y!�l�`�|����«`�å�~{S���<�¡���|�����¦�l�`��y�yU�Nu�í����`��� ���C���<���
���<��yg���<�<�Â�S{S�q��yU�����é�����������2æ Ð u<v�v�èª���$���<y����`�

∆x(φ(x,y)E(y)) = −k2φ(x,y)E(y)�~�q���[�`�|�q���£�`�`� ���<«`«q�

∇x ×∇y × (φ(x,y)E(y))

−∇x(∇x · (φ(x,y)E(y))

+ ik∇y × (φ(x,y)H(y)))

= ∇x × (φ(x,y)(∇ ×E(y) − ikH(y)))

−∇x(φ(x,y)∇ ·E(y))

+ ikφ(x,y)(∇×H(y) + ikE(y))

æo¨@u t`è
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E,H /∈ C1(D̄)
�
���)���¶i#���#���yn�j���� ���
���.j·�
����n����
�
��s � ����n�n���n����
i��*ø���s üOû+�
�O�����
n������iO����$ �������^�,�
'��A�����.�#v �q��'����������.��'����!�,�)�^iO����m������������ �������FiO�
� �)���#s
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¾¿�`��yU½�z|�����S�����á�|���C���l�`�|����«��S{~���<�¡���|���<�����<{Sy�yU�
Dρ

�`�<�[���������<�~�[y��|�q��� �[y�z|���q���<�S�S�<�	���
�<�q�|y�½qz��q���S�~��������zc�¢yg}¢�¢�[}��|�Su@ð����<���q�����S�����£�|y��~�~�Sä~�q�q}����C}��<�S½�{~�<��z�����yUy����|���q���@�q�<}���y����|{
æo�[}Uu����<�¡�|yrâªèHu�êß�q}�yU�����������n�~{S���<y��<�<�e���q�<�S�q���ï�����`��� ���2¥���{~}|}��<� ����{@}�y����|� æo�����������
æ Ð u<vg�qèN����æ Ð u�vgtqè¢è�u@�[���q�S�����

∇×
∫

∂D∪∂Ω(x;ρ)

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

−∇
∫

∂D∪∂Ω(x;ρ)

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

+ ik

∫

∂D∪∂Ω(x;ρ)

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y)

= ∇×
∫

Dρ

(∇×E(y) − ikH(y))φ(x,y) dy

−∇
∫

Dρ

φ(x,y)∇ ·E(y) dy

+ ik∇×
∫

Dρ

(∇×H(y) + ikE(y))φ(x,y) dy ,

æo¨@u ¨lè

�¢�q}|}|�ë�~�����<���~�`{~��z|y��<�<�
∂Ω(x; ρ)

�S��z|�C�����<�<��y��`�|��z|�
ν

�q�Â�C����z�����yU�¡�¢�å�q}��������|���C����� I�YT�
I�C�C&@Ac8CAYT@ u.í�{S�

y ∈ ∂Ω(x; ρ)
äS�S�<���

φ(x,y) =
eikρ

4πρ
, ∇xφ(x,y) = −

(
1

ρ
− ik

)
eikρ

4πρ
ν(y) ,

�¢���|y�� �����`���|���C���<�<�������������!æ Ð u ¤qè��~���@�S�����

∇x × (ν(y) ×E(y)φ(x,y)) −∇x(ν(y) ·E(y)φ(x,y))

= ν(y)(E(y) · ∇xφ(x,y)) − (ν(y) · ∇x)(φ(x,y)E(y))

− (ν(y) · E(y))∇xφ(x,y)

= −(ν(y) · ∇xφ(x,y))E(y)

=
1

4πρ2
E(y) +O

(
1

ρ

)

, ρ→ 0.

æo¨@u ¯qè

©ª�`� ���<«q}��|� æo¨@u ¯qè�}�y�{~z|�q�	�<�`��y�½qz|�q���<������}��l{S�á�����<����z|��������{@}�yUy��á�S�������<�<�~äly���� �

∇×
∫

∂Ω(x;ρ))

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)
æo¨@u �`è

−∇
∫

∂Ω(x;ρ)

ν(y) · E(y)φ(x,y) ds(y)
æo¨@u�1�è

+ ik

∫

∂Ω(x;ρ)

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) → E(x) , ρ→ 0 ,
æc¨~u ¤qè

�¢���<�<���<�$æc¨~u���è�}�y�{Sz ���!æo¨@u ¨lè Ó }��|�~uÞ ���~��{~}
x ∈ R3\D̄ �q���l�[}��<�S�qy�z��|����}�y����S�÷u�©%�q� ���<«Cæo¨~u tqè9�q�����S�����)���`�|y�½�z|�����S�������q�

���<{SyUy��
D

�l���÷äS���`}����C}����~½�{S����z|�¡�|y�y��������*y��9���<y�u@�l���qy����|������������¥���{~}|}��<� �<��{~}�y���� ���l{[��yU�
æo¨@u ¨lè Ó }�}|�*}��q���S�q���ë�l�`�|����«q�$æc¨~u���è����<��yg���<��y%�S{S�q��yU���<y�}�{~��z �����

0
u

2öq�q}
E,H

�������<�����~��z������~�<}���yU� ²å��³[´�yU���<�<�!�l�`�|����«q�<�Sy�� z|����������}�{ ����{~y�yU}|}|�
D

äS����à
�����`{~{~}��<�`��yU½�z �����<���ß���q������}��|�áæc¨~u���è��@���`���������guq²�{S�q�l���q���C���<��������� �¢y��<��y��������l����z�yU{S�~�����[à
��yU½�z ������y����	�~�q���[�`� �����!}�yU{Sz �����������á�<��{~}�y�yU}�y�yU�Nu

v�¯



È�Q~º9¹g^�¶69�Vßº�K >�<#<A@
D
EFP
H�<AYTS!LOS�S�=�P&K.=8LOG�H�<A@V>�P}EFL�=V@aP�<&@�c8PAK�<AYTS�S)P&YT@�I�YTKML�C \·Ø LOEF>&YTS)C+CA@

ν

¿�KTKMC�EFLO=V@yPA@
∂D

D?>AI�YM>#>+zA=VK >+<A@y<AE�NQP�PAKpY,P \ º�K >�<#<A@ E,H ∈ C1(D) ∩ C(D̄)
P&YM>�P#�ZPAE��

NQ<A@8YeI�S!LO@ Ø P?é+ê-LOKTK.YT@ÅD?�VS)C&KMzAY,~+LO@ æ÷�[u<v�vgè EFPAS¶>�P&YeI�={PAK.=8L�LOI0I�P
D \ » CAKTKMz&YT@�c8CAS!L�L�!

−∇×
∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

+
1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) =

{

E(x) x ∈ D

0 x ∈ R3\D̄

æo¨@u §`è

H�P

−∇×
∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y)

− 1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y) =

{

H(x) x ∈ D

0 x ∈ R3\D̄ .

æc¨~u<vU®`è

» <?~&YeI�S�=	I�¿�#"ní���}��¡�|y��<�<�q��� yU�~}���� �|���~��{~}
x ∈ D

u�²��q��z|�¡�|y��<�<�q���n�������<y�yU�
Dρ := {y ∈ D :

|x − y| > ρ} ä ∂Ω(x; ρ) := {y ∈ R3 : |x − y| = ρ} ���é��y�z|�l�¡� �����2�@���<���q�S�l{S��à
z|y��

∂Ω(x; ρ)
I�YeI�C+CA@Ac8CAYT@ �q}��������|�����q���`�[}����l�q«��S�qz��C���������

ν Ó �<�<�~u>í����`���|���C�������á¥���{~}�à
}���� ����{~}�y����|�ª����������}��|��²���³[´µy��<���<�!�`�`� ���<«q�*}��q���S�q���

∇ ·
∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) =

∫

∂D

ν(y) ×H(y) · ∇xφ(x,y) ds(y) =

∫

∂D

ν(y) · H(y) ×∇xφ(x,y) ds(y) =

∫

Dρ

∇y · (H(y) ×∇xφ(x,y)) dy −
∫

∂Ω(x;ρ)

ν(y) ×H(y) · ∇xφ(x,y) ds(y)

︸ ︷︷ ︸

=0, koska ν||∇xφ kun y∈∂Ω(x;ρ)

=

∫

Dρ

(∇y ×H(y)) · ∇xφ(x,y)) dy =

∫

Dρ

ikE(y) · ∇yφ(x,y) dy = ik

∫

Dρ

∇y · (E(y)φ(x,y)) dy =

ik

∫

∂D

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y) + ik

∫

∂Ω(x;ρ)

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

︸ ︷︷ ︸

=:Iρ

.

Þ ��}|}|�	�SyU� ���q}��l�q� ��}�{S{Sz|{S{~}�}�y�{Sz ��������������}��|�!æ Ð u.1�è����C}������|�~ä[y���� �

∇y ×∇xφ(x,y) = −∇y ×∇yφ(x,y) = 0.
æc¨~u<v�vgè

í�{S{~�SyU}��l�`�|��}�{S{Sz|{S{~}�}�y�{~z|�q�
E Ó �!�����`��yUy����|«����`�[�[yg}¢� �Su[íª�q}����

|Iρ| ≤ k

∫

∂Ω(x;ρ)

eikρ

4πρ
|E(y)| ds(y) → 0, ρ→ 0

$ h �
��n��
k?m��
��i?'���n����an����po���� ����$%$%�r�&�
��j�n�n�j������!�r�,�?���,������� �r'����
���´����$ ���´��'���n�'�o��
∇ × (∇ × a) =

∇×∇× a
s�&% 	����"i���ø'��s�ú"ùOû&o,��l�m��!�������%�)j����)jq�
�������"i������.�qn?'#����n?���po,�������)�(� ��	���
���o��)� �
	�
�ü��Ts�*����
���
����j�����n����Mo����

� �
	���
������?m#������'��6�������,+��
��$ �����������
��v�o,���
E,H /∈ C1(D̄)

s

vg�



�S�<���

∇ ·
∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) = ik

∫

∂D

ν(y) · E(y)φ(x,y) ds(y) .
æo¨~u<vg�qè

í����`��� ��y��£�l�q�±���q�����q�£æ Ð u�vqvgè����*�`�`� ���<«q�!æo¨~u<vg�qèµ}��q���S�q���

1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) =

1

ik

∫

∂D

−∆x(ν(y) ×H(y)φ(x,y)) + ∇x(∇x · (ν(y) ×H(y)φ(x,y))) ds(y) =

−ik
∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) + ∇
∫

∂D

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)
æc¨~u<vUt`è

í�{S��� ���C���l�`�|���<«����)���������@��z|�*�q�S��}�y���²���³[´µy��<���<���`�`� ���<«���}�� �¢�q�¡�|y�� ���������������q����æo¨@u �qè
}|�����~�����2�~����{[����{ï�l�`�|����«ïæc¨~u §qè*� ���~��{S�[}�yg}�}|�

x ∈ D
u ì }����¢�[}Âæc¨~u<vU®`è

H Ó �<��yå}�y�{~z|�q�
æo¨@u §`è Ó }¢� �Sä[�l{S�!���<yU�Sy��|�q���Nä[y���� �

H(x) = 1
ik∇×E(x)

u~ð±�<���¡���|�����Nä

H(x) =
1

ik
∇×E(x)

= − 1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

+
1

(ik)2
∇×

∫

∂D

∇x ×∇x × (ν(y) ×H(y)φ(x,y)) ds(y)

= − 1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

+
1

k2
∇×

∫

∂D

∆x(ν(y) ×H(y)φ(x,y)) ds(y)

+
1

(ik)2
∇×∇

∫

∂D

∇x · (ν(y) ×H(y)φ(x,y)) ds(y)

= − 1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

−∇×
∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y),

�¢�q}|}|�)�l���<��y��<�Sy��£�l�q� ��}�{S{Sz|{S{~}µ}�yU{Sz ���)}������|�~äly���� �	½qz|�q�[�<y��`���|���qy��`�|���Cz��l�������qz��@���£�����@�
�S�q�����Su

Þ ���~��{S�[}�yg}�}|�
x ∈ R3\D̄ �l�`�|����«q� æo¨~u<vg�qèµ�¢���`� �������~y��r���r�~��yU�����r�l�l}��<�S��yUz�� ����à

}�y����~���~ä]���`}���� }��<�S½q{S�<��z�����yUy������>�����
D Ó �r{S�<���q�S{S�q��yU���<y�uNð����<�S�~� �l�`�|����«ræo¨@u�vgtqè%�~����yUy

�	�q«q}%�l{S�
x ∈ R3\D̄ u Þ ���<�<«��<�å�l�`�|���<«���}|}��Âæo¨~u §qè����éæo¨@u�vg®qè��|���~��{@}

x ∈ R3\D̄ }|����à
�S�q����}����C�����£�|���~�����£�l{S�<��yU�Sy��<�<�*� ���~��{~}

x ∈ D
äS�l{S��}�����yU���<y�� �����ë���<��yg���*�	{~�����`�

�l�`�|���<«q}��|�!æo¨@u �qèHu
2î���{~}�y�y��	¨~u��±���l{S�<�<�%}��q���S�q���)}�y�{Sz ���������|{S�<�q}Uä��¢�q�S�����l�����|�������<�<�S�l���ª�¢�ª����{@}�yUy���t~u�vA1

���[�[��}���{S�[}�yU}|}��~u
È�Q~º9¹g^�¶69<i¨º�K >�<#<A@

E,H ∈ C1(D) ∩ C(D̄)
PAYM>+P?�8PAE�NQ<A@fYeI�S!L�@ Ø P�é+ê-LOKTKpYT@�D?�	S!CAKMz&YT�~�L�@{E0PAS¶>�P&YeI�={P&K.=8L�L�I�I�P

D \ » C&KTKMzAYT@ E,H ∈ C∞(D) \
» <?~&YeI�S�=	I�¿öq��������}�yU�����£�S�<}���yUy��<�<�

x ∈ D
�q�é�`���~��z���}���«

Ω(x; ρ) := {y ∈ R3 : |x − y| < ρ} ⊂

vA1



D
ä>�¢�q���$�q�ãz ���¢�q�¡�|y����|{å���é}����<yU��z�yU{S�~�����SyU�Nu Þ ��}|}��Â�l���~��z|�<}���«`}�}|���q�����S�����ã}�����yU�¡� ���

����{~}�y����|�é¨~u��[u Þ �����<«��<�
E Ó �$���

H Ó �ï�q��z|y����|«��C��}������[yUz��<���q�¡�|{S�l{S{~}C}�y�{Sz ���
φ(x,y) Ó �����z�y����|«��C��}������Sy�z|���q������{S�l{S{~�SyU}��|��yg}����¢�[}¢�|y��áæo¨@u §`è`���	æc¨~u<vU®`è>�@yUz�{@}¢�|y�y��<���SulæcÓªy�z|���q���<�S�S���

�	{~{[���|{��¢��yU�
xi

}�{~�q�|y�yU�r�������`�<yU�~� ���`��yU½�z �������<�$}���}��q���NäN�[}Uu��<������y£â)u�è�í��`}����
x ∈ D���<�S���<y��<���������|�����~y��Nä��������

E
���

H
�q��z|y����|«��C���*�����`�|�%�qy�z��|�����������l{S����}����~�Sy�z|���q������{S�l���

���q�������<{Sy�yg}�}|�
D

u
2�lyU{Sz|�q�������[}����C����z�����yU���������%�l�<�<��y�z�à¿²�õS�<��yUz��<�%}|���|y��<���qy��`���(���±���������~��z|�����S��}¢�|y��%²���³[´µy���à

�<��� �l�`�|���<«����[yU�!}|���|y��<��yU������z|����������}�{S�Uu
WYfSfS¸�bcTU^l_cmef�¶(9<¶.-�YM>�P#�ZPAE�NQ<A@fYeI�S)L�@ Ø P?é+ê-LOKTK.YT@QD?�VS)C&KMzAY,~+LO@QE0PAS¶>�P&YeI�=	G#H�<?>+P[<A@�NRC+CA�E�YTS!LOK.S�D[H�<A@V>AYT@{c8PAKTKM<&@Á=VK >�<�ca=8<AK�LOKTKMPAG[<&@ }|���|y��<��yU��� H�P�S!<AS!L�=VS�S!P�P|wfYTK.UALOE�� Ø|ô KTKML�E�YT@BIOC&�S!LOYTK.D�L��Z~+<A@8GfH�<�I}P&YT@aP#>AYT@�S)<&YT@aL�@ �0� I�LO=VE0P�PAU#YeI�S)P�L��Z~�<&YeI�S)P�S!<AS!LO=VS�=V=

lim
r→∞

r(H × x̂− E) = 0 ,
æo¨@u�vU¨`è

lim
r→∞

r(E × x̂ + H) = 0 .
æo¨@u�v�¯�è

» C�I�I�C�<&@|NRL�EF>AYTS�S�D r = |x| H�PdU�P+P�~AYTS!P�P&@ZGrL�S�S)C}I�=#c�c8L�@aL�N}YT@yLO@{<&@�S)PAI�PAYeI�S)P}>�P&YM>AYeI�I�PI�=V=V@8@fYeI0I�P
x̂ = x/ |x| \

ì �S�~y����l{S�<�C�¢���@�[y�� ����������{@}�y����|�á¨~u�������}��|���������!yg}����¢�[}�����{@}�yUy�� {S�<���q����{~y�yU}|}|�*����à
�[��}¢�|y�� ����� }�y�{Sz �������)�<y����C�Sä��¢�����*�	{S��}¢�|{[��� �����<y����C����tSu.1lu
È�^lmnmeQ�¶(9 s�º�K >+<#<A@

E,H ∈ C1(R3\ΩR)
PAYM>+P?�ZP&E�NR<&@8YeI�S!LO@ Ø P?é+ê-LOKTK.YT@JD?�	S!CAKMz&YT�~�L�@�EFP&ST>+PAYeI�=	GVH�<?>+P�<&@�NQC�CAE�YTS!L�K.S�D

R
�)I�CAS!LOYeI�L�@�cZP&KTKM<A@�=VK >+<0ca=8<&KML�KTKMP H�PQS)C&DAS�S!C�C�I�C&S)L�YT�

K.D�L��Z~+<A@ æo¨~u<v�¨lè \*Ø L�EF>&YTS)C+CA@ ∂Ωr
¿�KTK�C

r
�)IOC&S)L�YeI�LO@Á<AE�YpÉ�<?>+L�IF>&YeIOL�@|c8PAKTK�<A@bcyYT@8S!P�P \�» C&K.�KMz&YT@Qc8CAS!L0L

∫

∂Ωr

|E|2 ds = O (1) , r → ∞ æo¨~u<vU�`è

» <?~&YeI�S�=	I�¿²�yUz��l���|�����
ν Ó ����� ∂Ωr Ó � �l�[}��<�l��«q{S���q���S�qz��C�q���<�<�~u ì �~�[�`}¢� � æo¨~u<v�¨lèµ}�yU{Sz|�q�

∫

∂Ωr

|H× ν|2 + |E|2 − 2 Re
(
H̄× ν · E

)
ds =

∫

∂Ωr

|H× ν −E|2 ds =
1

r2

∫

∂Ωr

|r(H × x̂−E)|2 ds → 0, r → ∞

æc¨~u<v�1�è

êß���<���|�����
r > R

���	���q��z|�¡�|y��<�<�q�������<{Sy
Dr := {y ∈ R3 : R < |y| < r} uq��{S���C���|�����Nä

y����|�
H̄ × ν · E = ν · E × H̄

äq�¢���<�<���<�Â}�����y����|���C���<�<�á¥���{~}�}��<���<��{~}�y���� �£����{~y�yU}|}|�
Dr}|�����~�����!²���³[´µy��<���<�!�`�`� ���<«����[y��!���`{~�����

∫

∂Ωr

H̄× ν · E ds =

∫

∂ΩR

H̄× ν · E ds+

∫

Dr

∇ · (E × H̄) dy =

∫

∂ΩR

H̄× ν · E ds+

∫

Dr

H̄ · (∇×E) −E · (∇× H̄) dy =

∫

∂ΩR

H̄× ν · E ds+ ik

∫

Dr

|H|2 − |E|2 dy

æc¨~u<vU¤`è

�!� *½kO÷�l��
$%$%���´��j�l�mAj�j���vZ�!�,�)j[����n0��lA����$%���#�������"�/*[��021·�
��������k#lO��j���÷���m��
�R���0��n�������'��������*o���n��½$%��/���
$%$ �0�·�
l�m����(�������
'#��'#i��0�q�������
�	n�'�$%����n0�������������
'�m#'�s

vg¤



©ª�`� ���<«q}��|� æo¨@u�vA1�è�}��q���S�q���

lim
r→∞

∫

∂Ωr

|H × ν|2 + |E|2 ds = lim
r→∞

2 Re

(∫

∂Ωr

H̄× ν · E ds

)

.

�l� �¢������� ���C���<�<�*�q���qyU���<�<yª�S{~���<y�� �l�q� ���<«��$æo¨~u<vU¤`è�z�yg�����<�<�q}|�	}|�����~�����

lim
r→∞

∫

∂Ωr

|H× ν|2 + |E|2 ds = 2 Re

(∫

∂ΩR

H̄× ν ·E ds

)

.
æc¨~u<vU§`è

êß��}�y����C���<�����S{S�q��yU�ë�����<y����C������y�z|���¡�����������.�q}������<���l��}����Sulð±�<�<�Sy��á� ���`�¢�`���l{S���C���[à
�l���£���<�<��z ���¢������y����|{����Säl���`}����	�S�����[yU�£}�{S�����*�����Syg}¢�¢�l�C����z�yU���<��}¢� ��z|������à¿��z|���`�Su`¼ª�!}��<�<}
���[�[��}���y�����{��~����{S����{ �����`��� ���q�¢�l���<�Sy��£��y��`� ���<��y

E
u

2

È�Q~º9¹g^�¶69<Ç¨º�K >�<#<A@
D
EFP
H�<AYTS!LOS�S�=½H�<&=+>?>+<�GVH�<#>�P�<A@|EFP
H�<AYTS�S)P&NRP&S�S!<ANQPA@dcZP&KM<AYTS�S)P&YT@|I�YT�

KML�CAE0LO=V@yPAYeI�LO@_PAK.=8L�L�@�PAUA<AYT@�>+<ANucaK�LONQLO@fS�S�Y \6Ø LOEF>&YTS!C�CA@ ν

¿�KTKMCQEFL�=V@aP&@
∂D

D?>AI�YM>?>+zA=VK.�
>+<A@a<&E�NRP+PAK.Y,PAGAH�<?>+P[<�I�<AYTS�S)P+P

D
¿�@´>�<&N cyKMLONQL�@8S�S�YTYT@�c8CAYT@ \ º�K >�<#<A@ E,H ∈ C1(R3\D̄)∩

C(R3\D)
P&YM>�P#�ZP&E�NR<&@8YeI�S)L�@ Ø P?é�ê-L�KTK.YT@�D?�VS)C&KMzAY,~+LO@ æa�Su�vqvgè EFP&ST>+PAYeI�=	G	H�<?>+P�<&@ }�����yU�¡à

�<y���� \ » CAKTK�zAYT@�cZC&S)L�L

∇×
∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

− 1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) =

{

0 x ∈ D

E(x) x ∈ R3\D̄

æc¨~u���®`è

H�P

∇×
∫

∂D

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y)

+
1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y) =

{

0 x ∈ D

H(x) x ∈ R
3\D̄.

æc¨~u��[v�è

» <?~&YeI�S�=	I�¿¼ª�<y���y��|�q����y��~}��<�Näqy���� ��y��`���£æo¨~u<v�¨lè(������yU{[��{S{�u`í��<���~�S�¡�|y�� �����
x ∈ R3 uqêß���<�¡� �����

r
�S�<�<�

}�{S{Sz|y��[}��÷ä[y����|�
D

���
x

���q�������
r
à¿}�����yU�<}�y�� ��z|�<½����qyU}��l�<}�y��C�~�����<���

Ωr
}��<}|�����Nu

Þ �l�S�<}���y��|�����!����{~�l}��÷ä[y���� ���|���<�<«��<�£�~����yUyáæo��yUz�� �����l�q� ���<«l«��Âæc¨~u<vg�qè¢è

∇ ·
∫

∂Ωr

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) = ik

∫

∂Ωr

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y) .
æo¨~u����qè

í����`��� ���C���<�<���������q�����ëæ Ð u ¨lèN����æ Ð u ¯qè��@���~�S�q���Nä[y���� �

∇x·(ν(y)×H(y)φ(x,y)) = −φ(x,y)ν(y)·(∇y×H(y))+ν(y)·∇y×(φ(x,y)H(y)).

¾¿�`��yU½�z|���<�����������S{~���<�¡���|���<�Â���å�����`��� ���C���<�<�����q�<}��|�$²���³[´µy��<���<�e�l�`�|����«`�eæ÷�[u<v�v � è	}|����à
�S�q���!yU�[yU���<y�yU�

∇ ·
∫

∂Ωr

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) =

ik

∫

∂Ωr

ν(y) · E(y)φ(x,y) ds(y) +

∫

∂Ωr

ν(y) · (∇y × (φ(x,y)H(y))) ds(y) ,

vg§



�¢�q}|}|�)�������l�<�*�C�����SyU�Â�<�`��yU½�z �����<���l���ß}�{S� �¢y���{~�$�~���S�@���
∂Ωr

�~���l�����!�`���q��yU}��<�Â����{~}�y�yU�
�.y�z|{~}¢�|y�yU�����ª�����~���q�[�`�|�����ë�l�`�|����«l«��$æo¨@u �q��è u

êß��}��|�q�������<�<�	�<�q}��l{S�<�<�*�l{S�<�£�l�`�|����«`}�}|�!æo¨~u<vUt`èµ}��q���S�q���á�l�`�|����«`}¢� �£æc¨~u�����è�ä[y����|�

1

ik
∇×∇×

∫

∂Ωr

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) =

−ik
∫

∂Ωr

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) + ∇
∫

∂Ωr

ν(y) · E(y)φ(x,y) ds(y)

æc¨~u���t`è
ð±�<�<�S�~�C}�����y����|���C���<�<�	�<��{~}�y���� ��¨@u �*����{SyUyU}|}��

Ωr\D̄
�@���~�S�q���Näly����|�

x ∈ D 0

x ∈ R
3\D̄ E(x)

}

= ∇×
∫

∂D

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

− 1

ik
∇×∇×

∫

∂D

ν(y) × H(y)φ(x,y) ds(y)

−∇×
∫

∂Ωr

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇
∫

∂Ωr

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

− ik

∫

∂Ωr

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y) .

æc¨~u���¨lè

©ª�`� ���<«Âæo¨@u ��®qè�}|���q�S�����Nä~�l{S�å�~���`��y�� �����Nä~y����|�£����{~}�y��l��yUy�� ���q����y��`�<�<�*yU�<}��|�á��yUz������
�~���l���������

r Ó �£�����Syg}¢�¢�qyU}|}��	����z|y��|«��`�|�~uq²�{~������� �����á��y�z|��y¢�����S�<y��C���Nu[â����q�¡�|y��|�q���£�`�<y�à
�C���<�<�)�`�`� ���<«���æo¨@u ��¨`è��q���<�C���S�Syg}�}|�ª��yUz�����}�}|��z|�`�����|��z|�S���`�|y�½�z �������<�C}���}|���������)�����`���|��à
�C���<�<�*�������q�����£æ Ð u �qè9��� æ Ð u t`èHä

−∇×
∫

∂Ωr

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

=

∫

∂Ωr

(∇yφ(x,y) × ν(y)) ×E(y) ds(y)

+

∫

∂Ωr

(ν(y) ·E(y))∇yφ(x,y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

(ν(y) · ∇yφ(x,y))E(y) ds(y)

=

∫

∂Ωr

(∇yφ(x,y) × ν(y)) ×E(y) ds(y)

−∇
∫

∂Ωr

ν(y) · E(y)φ(x,y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

ikφ(x,y)E(y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

E(y)(ν(y) · ∇yφ(x,y) − ikφ(x,y)) ds(y) .

Þ ���C���Â���l{S�<�<�!}��q���S�q�����l�`�|����«q�ãæc¨~u���¨`è����q����y*�l���<��y���}¢� �á�|y�z|�*���£�`�<za�¢������y�����{~� }�y�{[à

��®



z ��������}����

−∇×
∫

∂Ωr

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇
∫

∂Ωr

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

− ik

∫

∂Ωr

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y)

=

∫

∂Ωr

(∇yφ(x,y) × ν(y)) ×E(y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

(∇yφ(x,y) ×E(y)) × ν(y) ds(y)

+ ∇
∫

∂Ωr

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

− ik

∫

∂Ωr

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y)

=

∫

∂Ωr

(∇yφ(x,y) × ν(y)) ×E(y) ds(y)

−∇
∫

∂Ωr

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

ikφ(x,y)E(y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

E(y)(ν(y) · ∇yφ(x,y) − ikφ(x,y)) ds(y)

+ ∇
∫

∂Ωr

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

+

∫

∂Ωr

ikφ(x,y)E(y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

ikφ(x,y)(ν(y) ×H(y) + E(y)) ds(y)

=

∫

∂Ωr

(∇yφ(x,y) × ν(y)) ×E(y) ds(y)

−
∫

∂Ωr

E(y)(ν(y) · ∇yφ(x,y) − ikφ(x,y)) ds(y)

−
∫

∂Ωr

ikφ(x,y)(ν(y) ×H(y) + E(y)) ds(y)

= I1 − I2 − I3 ,

�¢�q}|}|�������<���������SyU�<}|}|�����ã�����q�|y����¢�r���q���������ræ Ð u t`è����¦æ Ð u�¯�è±���Â���q�S{S�[}����q�e�l���<��y���}�yU�
�	{~�l�S���!�S���`� ���<�q�|y�½qz|�q���<y��<���<yª����y�����{ �����`���|«`«q�£��yUz��l�<�S�~���

I1
ä
I2

���
I3

u
í�{S�

x
���¦�l���<�S�S����y����¢�����

y ∈ ∂Ωr
�S�<���

ν(y) = y

|y|

���
φ(x,y) = O

(
1
|y|

) u
�[���*�q���!�l{S�<� }|�������<���éæct~u�vg®qèµ}|�����~�����á�|���<�<«��<�

∇yφ(x,y) = ikφ(x,y)
y

|y| +O

(

1

|y|2

)

,
æc¨~u���¯qè

�Sv



����yU�Sy��<��yUy��

ν(y) · ∇yφ(x,y) − ikφ(x,y) = O

(

1

|y|2

)

,
æc¨~u����`è

∇yφ(x,y) × ν(y) = O

(

1

|y|2

)

.
æc¨~u��+1�è

í����`��� ���C���<�<���[ø �l´���z����U���*y��~���l�`�|����«`��}��q���S�q���*�`�`� ���<«����[y���æo¨@u ���qè.���ëæo¨~u��+1�è�}�yU���
�<y����C��� ¨~u�¯)�.y�z|{~}���yUy��<�<�

|I1| =

∣
∣
∣
∣

∫

∂Ωr

(∇yφ(x,y) × ν(y)) ×E(y) ds(y)

∣
∣
∣
∣

≤ || |∇yφ× ν| ||L2(∂Ωr)|| |E| ||L2(∂Ωr) → 0, r → ∞ ,

|I2| =

∣
∣
∣
∣

∫

∂Ωr

E(y)(ν(y) · ∇yφ(x,y) − ikφ(x,y)) ds(y)

∣
∣
∣
∣

≤ || |E| ||L2(∂Ωr)|| |ν · ∇yφ− ikφ| ||L2(∂Ωr) → 0, r → ∞ ,
�[ø �l´���z|���<�ëy��@���`�`� ���<«��)����}|���|y��<���qy��~�[�q�$æc¨~u<v�¨lè��.y�z|{~}���yUy��<�<��}|�����~�����

|I3| =

∣
∣
∣
∣

∫

∂Ωr

ikφ(x,y)(ν(y) ×H(y) + E(y)) ds(y)

∣
∣
∣
∣

≤ |k|
∫

∂Ωr

|φ(x,y)| |H(y) × ν(y) −E(y)| ds(y)

≤ |k|
∫

∂Ωr

|φ|2 ds
∫

∂Ωr

|H× ν −E|2 ds → 0, r → ∞ .

ð±�`�C���¦}�����}����[�[��}¢�|y����|{¦���q�����ãæc¨~u���®qè	���<y����|��y��eyU�`��� æo¨@u�vU¨`è ußí��q�����ãæo¨@u �Svgè�}�yU{Sz|�q�
�����<�<y�y��ræc¨~u���®qè Ó }��|�~ä[���q}���� H = 1

ik∇×E
u

öq�q}ª���<y���y��|�q���Nä>y����|�£y��`���éæo¨@u�v�¯�è±������y�{S��{S{¦æo¨@u�vU¨`è Ó �$}�� ��������ä.�q�����S�������C����z�����yU�����
��yU�`�|���

Ẽ := −H
���

H̃ := E
ä��¢���������|���|y�{[���|�������ª���������~��z|�����S��}�y���²���³[´µy��<���<� �l�q� ��à

�<«��)}�yU���£}|���|y��<���qy��~�[�q�eæo¨@u�vU¨`è uNðª���<�Â����{@}�yUy����|�[�[�<}���{@}��~������{[�|{S{$yU�[yU�����ë���q}�����yU�¡�¢�l�l�
�|���~��{~�l}�y�yU�Nu

2ð±�`�����q�<�S�q�����|�l�S�<}��|�q�	yU�q�|���¢yU�åæo¨@u�vU¨`èN���£æc¨~u<vg¯�èß�l�q� ���S���|���l�l�[}����������@��z|�*�q�S��}¢�|y��
²���³l´µy��<�<���!�l�q� ���<«����[y��!z ���������<}�{S�<���<yª{~���q�q���<{SyUyU}|}��~u
È�Q~º9¹g^�¶69e¹xwyC&S)L�YTK.D�L��Z~�<&S æc¨~u<v�¨`è H�P æc¨~u<vg¯qè <AUAPASrD?�	S!C0cyYTS)C&U�C&S \
» <?~&YeI�S�=	I�¿¼ª�<���l����z ���|�����<}�{

E,H ∈ C1(R3\ΩR)
�C����z�����yU�¡�¢�

R
à6}|���|y���}�yU���~���<���q�

ΩR
{S�<���q�S{S��à

�<y��<�<�~uSî���{@}�yUy��!¨~u ����{S�������£�q�����S�����ë�l��za�¢������� ���

E(x) =

∫

∂ΩR

Em(x,y) ds(y) +

∫

∂ΩR

Ee(x,y) ds(y)
æo¨@u ��¤qè

H(x) =

∫

∂ΩR

He ds(y) −
∫

∂ΩR

Hm(x,y) ds(y) ,
æo¨@u ��§qè

�l{S� �C����z|����y��<�������

Em(x,y) := ∇x × (a(y)φ(x,y)), Hm(x,y) :=
1

ik
∇x ×Em(x,y)

He(x,y) := ∇x × (b(y)φ(x,y)), Ee(x,y) := − 1

ik
∇x ×He(x,y) ,

�q�



�¢�q}|}|���q�£��yUz��l�����¢�

a(y) := ν(y) ×E(y), b(y) := ν(y) ×H(y) .

í������q���¢yU�åæ Ð u�¯�è�����æct~u�vg®qè��@yUz�{@}¢�|y�y��<���*}|���q�S�����

∇x × (φ(x,y)a(y)) = ik
eik|x|

|x|

(

e−ikx̂·yx̂ × a(y) +O

( |a(y)|
|x|

)) æc¨~u t�®`è

���������[}�����}�z|�l�����|��z|���<�<y±�~���|y�y

∇x ×∇x × (φ(x,y)a(y)) = k2 e
ik|x|

|x|

(

e−ikx̂·yx̂ × (a(y) × x̂) +O

( |a(y)|
|x|

))

.
æc¨~u tSv�è

í�{S�
y ∈ ∂ΩR

�S���<�
a(y)

���!z|���¢������y�����{������������q���¢y��Âæo¨~u t�®`è�����æo¨~u tSv�èß�.y�z|{~}���yUy��<�<�

Hm(x,y) × x − rEm(x,y) =
1

ik

(
∇x ×∇x × (a(y)φ(x,y))

)
× x

− |x| ∇x × (a(y)φ(x,y))

=O

(
1

|x|

)

,

�l�<�<}��~�

Hm(x,y) × x − rEm(x,y) = O

(
1

|x|

)

, r = |x| → ∞

�|�q}����<}�yU}����>�����<�l�<}|}|�*}�{S{S�~�S�<}|}|�
x/ |x| �����<�l���<���

y ∈ ∂ΩR
u[êß��}��|�q�����q}¢�|�]}��q���S�q���ë����«`}

Em(x,y) × x + rHm(x,y) = O

(
1

|x|

)

, r = |x| → ∞ æo¨@u t`��è

Þ ���[}��<��}��������S�����<�Sy�����}��l���[���l�������<�Sy��������`��� ���q�¢�l���<�Sy���}��q���S�q���ª�~��z|���<�<y
Ee,He

ñ�òµí�§q¤�ô÷u
ì �<�@�l{S���S�<�l���C�@��z|�

Em,Hm
���

Ee,He
�|���|y�{[���|���)�*�q��yU�������µ�l�<���qy�z�à6²�õS���<y�z|�<��yU�~�[���

�����<�l���<�<�
y ∈ ∂ΩR

u ì }����¢�`�[}���yU�$æc¨~u���¤`è]��� æo¨@u ��§qè��@yUz�{@}¢�|y�y��<���	����«q}µz ���|�����<}�{
E,H

�|��à
��yU{[��� �����Sy������<y����C���gu ì �<��æo¨@u�vU¨`è���� æo¨@u�v�¯�è����������l�q� ���S���|�������Uu

2

Û ��� ñX§ ò*�6¥"¡£��§¨�8�6�V�`���"�	�u�F���V�
í����~�~���<y�yg}�}|��¨~u<v!yU}��¡�|y����¢�n}�{S�qz|�åyU}���yU���S½qy��<���å���q�<�S�q���é�|���<�l�<}��|�q�Â}�y�{Sz �������q}¢�|�aä9�`{~�
yU}���y��q��y���y�� �����ë� ���l�Sy��<����}�yU�[}��l�¢�q�q�|y�yU�l}��÷u
3 _oÉ@M.QS_aº9^l^lR ^l¹�Tg^`M.R(»@^l_cmeQ
º�K >+<?<&@

D ⊂ R3 EFP
H�<AYTS!LOS�S�=[H�<&=+>?>+<�GaH�<?>+P�<&@{EFP
H�<AYTS�S)P&NRP&S�S!<ANQPA@�c8PAKM<&YTS�S!PAYT@�I�YTKML�CAEFL�=V�@aP&YeI�LO@dPAKp=8L0L�@dPAUA<AYT@´>+<ANucaKML�NRL�@8S�S�Y \`» L0�VS)C&U�C&@aC[<&@QL�S�I�Y,C�P&YM>�P#�ZPAE�NQ<A@fYeI�S)L�@ Ø P�é+ê-L�K.�K.YT@�D?�	S!CAKMz&Y,~�L�@
∇×E(x) − ikH(x) = 0, ∇×H(x) + ikE(x) = 0, x ∈ R

3\D̄
}|����yU���<y���� E0PAS¶>�P&YeI�=

Es,Hs ∈ C1(R3\D̄) ∩ C(R3\D)
GZH�<#>�P�S!<AS!LO=VS�S)P+PREFL�=V@aP+L0�8~�<A@

ν(x) ×Es(x) = c(x), x ∈ ∂D,

��t



H�<�I�I�PR>�L�@8S�S)C
c(x)

<A@�S�=V@f@aL�S�S�= \íª�����q�~����}���y��`� ���<��y(z�yU{S�~��y��`�����q���	{S�����q��æc¨~u<vgè�ä��	{S���|�ª}��<z|���S�SyUy��<��y��qy��`�|�����<y�z|y�{S�~��y��[à
����z|���<�S�S{~{ }���}��q���`��{S�<y����q}¢� ���q���<���`}¢� �

Ei,Hi
u Þ �q}�}|�	�q�!}��<�<}�����y�����{!�|���S½�yU�`���������<��}�yU���<y

��yU�`����z|�<��y��`� ���<��y −ν(x) ×Ei(x), x ∈ ∂D
�����`���|«`«q�£��yUz��l���`� �

c(x)
u

Å�yU���<�<ø �~���*��yU�������C���`{~�����%�������S�q���)�|�[�[�<}��|�q�Sä�y����|��{~���q�q���<{SyUy��*yU}���y��q�S½�yU���C���������q�
���qz��qy��<�`�|�����á�l�[}��]z ���|�����<}�{Nu
È�Q~º9¹g^�¶69�À546K >+<#PAK.=8L�L�@�L�I�S!L�<A@�É�L�K.NRP&KTKMPb<A@|>�<&EF>�L�YT@8S!P�P&@�D?>AI�Y�EFPAS¶>�P&YeI�= \
» <?~&YeI�S�=	I�¿Þ y��~�S�q���)���q}¢� �����<y��|{~}[�������<y��|y��|�q���Nägy����|�����S½qy��<�����������q�)z|����������}�{[�

E1,H1
���

E2,H2
u

Þ ���<�<«��<���	�q«q}
Ẽ := E1 − E2, H̃ := H1 − H2

�q�å²���³l´µy��<�<�����l�`�|����«q�<�Sy���z ���������<}�{
���<{SyUyU}|}��

R3\D̄ äS�	{S���|�*z|y�{S�@��y��@�[���<�<�

ν(x) × Ẽ(x) = 0, x ∈ ∂D .
æo¨@u tqtqè

í�{[�|y�� ��yU�������£¨@u ¯	�|�l�S�<}���{S�[}�yU}|}��*}|�����|���<�!�`�`� ���<« æc¨~u<vU§`è ä~}|�����~�����b�
7

lim
r→∞

∫

∂Ωr

∣
∣
∣H̃× ν

∣
∣
∣

2

+
∣
∣
∣Ẽ

∣
∣
∣

2

ds = 2 Re

∫

∂D

ν × Ẽ · ¯̃
H ds .

æc¨~u t�¨`è

©ª�`� ���<«���}¢� �!æc¨~u t�t`è]����æc¨~u t�¨`èµ}�y�{Sz ���

lim
r→∞

∫

∂Ωr

∣
∣
∣Ẽ

∣
∣
∣

2

ds = 0 .

ð±�`� �<��{~}�y�yU}��|�rt~u�vA1£���eÅ±y��<����ø �S�<�ï��yU�����q}¢� �e}�y�{Sz ���~äßy����|�
Ẽ = 0

u Þ ��}��|�n}�y�{~z|�q�
yU�Sy��<��yUy��Näly����|�

H̃ = 0
����z ���������<}�{[�

E1,H1
���

E2,H2
�������|�l���ë}|���C���µ�q���������<{Sy�yg}�}|�

R
3\D̄ u

2¼ª�<y���� ��yU�£y����|�
D Ó � z|y�{S�~�ª���*�o{S�~�q�|���

c
��������z|�<�¡���|������� }��<�<y����|�����q�<�~�����£�q}�������� ���Sä

y����|�ë{S���q�q����{SyUy���yg}¢�|y��q�S½�yU���C���<�������Â�����@�Cz|����������}�{C���áy����|�£z ���������<}�{�z��<�<�S�S{S{ë�������l{[à
����}����.z�yU{S�~�q�S��� ��}��|��ñóòµí�§�¤gô6u Þ �q}�}|�%���[�[��}���{~}��|�	y��.���q}�����yU�������������á�l�����|���|�q���C�l��za�¢���<�S�<�
ñóòµí�§�¤�ôq���áñóòµí�¤�tgô6u`î��`�l�qyU}����S�C���<�S���|�q���C�l{S����y��~�`�<�C�|�l�S�<}���{S�[}�y��C�.y�z|�����C���<�SyU�á�<�SyU�Sä
���`}����*}�y�����«q}��~��yU�����£�����������|�q�*�<���SyU}��¢�l�*��}��|���.�����	���S½qy��<�C���!�`{~�*yUy�z|�<}�y�yU�£z ���|������à
}�{S{S�Nu 
 ���q�q����{SyUy��£yU}���y��q�S½�yU���C���£z ���|�����<}�{~��y�� }����|�q���!�	{S�[�[�`}�}|�

E(x) = ∇×
∫

∂D

a(y)φ(x,y) ds(y)

+ iη ∇×∇×
∫

∂D

ν(y) × (S2
0a)(y)φ(x,y) ds(y)

H(x) =
1

ik
∇×E(x) ,

�¢�q}|}|���@��z ����y��|z��
η 6= 0

���
S0

���!���`�|y�½�z �������<���.y�z �������|��z|�

(S0a)(x) :=
1

2π

∫

∂D

a(y)

|x − y| ds(y) .

�S{~�S�`���<���<��y
a

�q� �����~�[�q���<�<}��|�%�¢�q�`�|�����<�`��yU½�z �����<�<�`�`� ���<«~äg�¢���<�<���q�����S�����£�`}��q�¡���|�q�*�����@�
���<y������ �`�[}������q}������|y��<�Sy�� z ���|�����<}�{Nu��[���C����}��|�éz|y�{S�~�����`�|y�½�z �������<�l�`�|���<«q�å���q�<�S�q���¦z ����à
������}¢� �å����«`})�l{S��y�yUz���}�yg}¢�|�au�¼ª�<y�yU���<�<}��|�å���Nä�y����|�$�~�����2���<�����~��z������~�<}���yU�n²���³[´µy��<���<�
�l�`�|���<«����[yU�nz|���¢������� ���C���������C�q}�}|� ���q�����<{S�������|y���}�yg}�}|�����<{SyUyU}|}����C�q��z|�¡����y��<y��C�å���S½qy���à
�C�C}��q���S�q���£�	{S{[�|y�����{~���<�`��y�½qz|�q���<���l�`�|����«q�[}��.�l���N�����l}��<{S�������|y���}�yU�	����z ���¢�q�¡�|y���{~�£�S�<�[à
�~���Nu
��g�h n����.�����,��n�����$%� ��'#�������)�^���������
�"�^o��-�����,�������A����n������)���^i�����l������76
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êª���������<�SyUy�� }����S��«q�<}�y��������<�~����}�{S{~�[y��á�����<�����C�����<�~�[yU�����$�~���<�����2�o{S�S�`���<���@�Su Þ �����<«��<�
�	�q«q}�}|���S�q«��C��½q�Sy�y����|�<}�y��������¡�|���<���<�l��y�yU�	y���y��~y����<}��S�q�@yU{~}ß�q�*yUz��<�����<�Sy���y�z|�S�q���~�[��}|}��~ä
�������!}��q�£�������q���å}|���|y��<���l�Â}��<z��`�����<}��|�~u.�l�<z|���S�~���Â}�{S��z ���@�C���S½qy��<�C���~�ë���Â}�y��<�l�¡���|�q�
}���z|���S�l{[����yU�`���|�~äl�`{~�!}��<}|�����`��{S�<y�������y��`���|�����	�����<�����<�Sy�yU�£�q�*�<�~���<}�{S{~�[y����|{S�S�Sy��|�q���Nu
�lyU{Sz|�q������}|}��ª���<y��|y��|�q���Nä�y���� �������<�<�����SyUy��������<�~����}�{S{~�[y����	{S{S����{~�����N�����|�l{S����}���������y���à
�|������{S�����~�	�qz��<½��`}¢� �������<�<�����~y���� �	�q���>�S���|�q�	�S�q����½�yUy��S��}�y��~��yUz���}���y�yU�~�Su[í����S�~���<y�yg}�}|�
¯[u<v*���q��z|�¡�|y��<�<�q����}���z|���`� �����~½�y��<�C�C�C���|y��C����������}�yU}����.���ë�����S�~���<y�yg}�}|�£¯Su �ë�q}�������y��|�q���
���~½�y��<�C���<�<�����<y������£�l�[}��<����}��¡����yU���SyU�£z ���|������}�{Nu

ä��"� ñX§ ò*�6¥"¡£��§Ö¡£©q©q�8�!�	�V�(¥
ª
Þ ��z|���q}¢�|y��<�<�q���$y��~���S�����q½�y�yU�S��}¢� �ë��}�����z|�l���S�S��}��|�����<�Sy����|�

R3 Ó }|}|�Sä[�¢�`}�}|� �@yUz��������|���<�l�¡à
}��`�[}����

ε(x)
�����¢���`� ���`{~{~}

σ(x)
u 
 }�yU�������<�����	�C����y�z|�������<y��<�<�<���C��½��SyUy����|���~y��ë�.y�z|��y�à� �<������yUy������±�q�ã�����Syg}C}����C�Â�l{S�<�ã�¢�`���¢��«`}�}|�Sä.�¢���|y��¦���<y��|y�� ������ä(y���� �

µ > 0
���2�����l���

�����<�l�`�����<���Su.� � îN��}����l}����q��y���y��|�����Nä(y���� ��z|������� �������n����{~�����~���qz��<½��`}¢� ���@yUz��������|���<�l�<}��l�l}
���!�����l�<�ª���%�¢�q�`�|���l{S{~}µ�S�q�����*y��<�

∃R > 0 s.e. ε(x) = ε0 > 0 ja σ(x) = 0 kun |x| > R.
æa¯Su�v�è

�l� �¢������� ���C���<�<�*�l�`�|����«q���S�<�éæa�[u<vU®qøUè���� æa�Su�vg®��~è

Ê = ε
−1/2
0 E ja Ĥ = µ−1/2H

������y�z|�l�¡� }�yU���������

k = ω
√
µ ε0 > 0,

æa¯[u���è

n(x) =
1

ε0

(

ε(x) + i
σ(x)

ω

) æa¯Su t`è

}|�����~�����!���<�����~��z������~�<}�y���²���³[´µy��<���<�£�l�`�|����«���y��~���S������½qy�yU�S�<}�yU}|}|�	���<�SyUyU}|}��

∇×E − ikH = 0,

∇×H + ik n(x)E = 0.

¼ª�<y���{~�l}�yU}��|��æ÷¯[u<vgè�}�y�{Sz ���~ä�y���� �%�o{S�S�`���<���<���
m := 1−n �q�*�q�����~���q�|�[�����`�|�����Su�íª�q}����

σ(x) > 0
�S�<�<�

Im(n) > 0
uNê��<y����!���<y��|y��|�q���Nä]y���� �

n ∈ C1,α(R3)
ä[��� �C�q��z|�¡�|y��<�<�q���

���~½�y��<�C��}�y�{~z|�q�����q}¢�|�au
Î f~_cbcQ~bcR(^`M.R(»@^l_cmeQ
º�K >+<?<&@

Ei,Hi ∈ C1(R3)
�8<ANQ<FÉ�L�LO@fYeI�S!L�@�P&YM>�P#�ZP&E�NR<&@8YeI�S)L�@ Ø P�é+ê-L�KTK.YT@�D?�	S!CAK�zAY,~�L�@æa�Su�vqvgè EFPAS¶>�P&YeI�=Å>+PAYM>#>AY,P&KTKMP
R3 ¿MI0I�P \}» L0�VS)C&U�C&@aC�<A@ÄL�S,I�Y,C�EFPAS¶>+PAYeI�= E,H ∈ C1(R3)D?�	S!CAK�zAYTKTKML

∇×E − ikH = 0,
æa¯Su ¨`�qè

∇×H + ik n(x)E = 0,
æa¯Su ¨ � è

I�YTS)L�@ZG^L�S�S)C�I�YTEF<&@8@f=VSq>+LO@fS�S!C
Es = E −Ei, Hs = H−Hi,

æa¯Su ¯qè
�,¼�< �0��n�������'��%�����
$ �����)�������·o��qk#n�����n0j���� �,���
���,k?k?�aiO����mA�����%������� �������-$-kO÷��fk?���
�����
$%$ j�����j(�����A��'�n����
��/�)�
µ = µ(x)

v&n?�"s=� *?>��@�����Ts

�q¯



S!<AS!LO=VS�S)P+P�I�CAS!LOYTKpD�L0�8~�<A@ � ¸
lim

r→∞
r(Es × x̂ + Hs) = 0 ,

æa¯[u �qè

S!P�I�PAYeI�LOI�S�Y`>+PAYM>&YeI�IOPdI�=V=V@8@fYeI0I�P
x̂ \

ä���Í A°�`�	�`���"�	�u§Ö -¥"�(¡£�������q -¥" Á���xª%�%�	�
�`©����
�	�	�6�"�+ª�ª%�
Þ �l�S�<}���y��|�����!����{~�l}��N}�y�{Sz �������)����{@}�yqu
È�Q~º9¹g^Âs�9cJ¢º�K >�<#<A@

E,H ∈ C1(R3)
U�C&K.Y,PAYT@yL�<A@�É�L�K.NRP&@ æa¯[u ¨`è � æa¯Su �`è E0PAS¶>�P&YeI�= \�» C&K.�KMz&YT@

E
S)<&S)L�=VS�S!P�PQYT@8S!L�É�EFP+PAK.YTD?�VS)C&KMzA@

E(x) =Ei(x) − k2

∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy

+ ∇
∫

R3

1

n(y)
∇n(y) ·E(y)φ(x,y) dy, x ∈ R

3.

æa¯Su�1�è

» <?~&YeI�S�=	I�¿¼ª�<���l���
x ∈ R3 ���<y��<�������¡� ���<�Sy������

B
�S���<��}�{S{~z��`��z|��½q���qyU}��`�<�SyU�%�@���<���@äUy����|�%}�yµ}��<}|�����|�q�

�S��}¢�|y�yU�
x

���C�o{S�~�q�|���q�
(1 − n) Ó �������q� �������Nu@�l���qy����|���C��������������������æc¨~u���è�z ���|�����<}�{S{S�

E,H
}|���q�S�����

E(x) = −∇×
∫

∂B

ν(y) ×E(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇
∫

∂B

ν(y) ·E(y)φ(x,y) ds(y)

− ik

∫

∂B

ν(y) ×H(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇
∫

B

1

n(y)
∇n(y) ·E(y)φ(x,y) dy

− k2

∫

B

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy,

æa¯Su ¤`è

}����<�<� ∇×H+ ikE = ik(1−n)E
���
n∇ ·E = −∇n ·E uS�l���qy����|���C�������������������áæc¨~u���è

yU�Sy��<��yUy�� z|����������}�{S{S�
Ei,Hi

}|�����~�����

Ei(x) = −∇×
∫

∂B

ν(y) ×Ei(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇
∫

∂B

ν(y) ·Ei(y)φ(x,y) ds(y)

− ik

∫

∂B

ν(y) ×Hi(y)φ(x,y) ds(y).

æa¯Su §`è

w����<���q�
B

{S�<���q�S{S���<y��<���
n = 1

���é}���yU����������«q}�}���z|���~�`{S����yU�`���|�
Es,Hs

�����|y�{[���|�q�
�S�q�*�q½�yUy��S��}�yU�$�����~y�y��n���������~��z|�����S��}�y��)²���³[´µy��<���<�é�`�`� ���<«��ëæa�Su�vqvgè ä~�¢���<���q���é����{~}�y�yU�
� ¾ 	6����n0�^��j0���
��� kO�
l�m����-ø���s�ú#��û	o�� ø'��s�ú�BOûy������� ���!����������k?l���j���� ��j"i?��n?���ev�iO����mA������n�j"k��,�)j�j�n�'�$%�A���*l�k�/i�j��#�)j#s h j0���
��� kO�
l�m����uø���s�ú#��û	��'#�����6����m���������$%�����
�*�.��'����
�
�����CB#s ù(��'����,���#n?'�� ���
��n����-i�����n��"'#n?���.�#v0i�����n�n��

� �
	���
����������"���%���
�����
'������"i����½l��
�������,���es
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¨~u �*�	{S���q��� }��q���S�q���åæc���q�����!æc¨~u���t`è��@����yUy��S���~�~���<�<�
∂B

è

0 = −∇×
∫

∂B

ν(y) ×Es(y)φ(x,y) ds(y)

+ ∇
∫

∂B

ν(y) ·Es(y)φ(x,y) ds(y)

− ik

∫

∂B

ν(y) ×Hs(y)φ(x,y) ds(y).

æ÷¯[u<vU®`è

íª�q}����
E = Ei + Es

ä�}��q���S�q���n�@���<{[���|{2�l�`�|����« æ÷¯[u.1�è��<�q}��qy��C���<���eæa¯Su §`è����2æ÷¯[u<vU®`è
�S{S�q������� ���<� �`�`�|y�y������C}�� �¢�q�¡���|���C�������)�|{S�<�q}��l�`�|����«l«��$æa¯Su ¤`èHu

2�lyU{Sz|�q�������[}��@�q}�������y��|�����Nä`y���� �*z|����������}�yU�C���<�<���l�`�|����« æa¯Su�1�è�}|���q�S�����C�	�q«q}����S½qy��<�����
æa¯Su ¨lè6àHæa¯Su �`è.z|����������}�{�u�ð±�<���S�@�����`�|y�½�z �������<�l�`�|���<«�æa¯[u.1�è.�q��y�z ��}>�C���~�S���<���<�Sy��������`�|«����q�`�|�
}�{S��z ���£�����������<�SyU���S½qy��<�����ë�l{S��y�yUz���}�y��<��y�z ���������<}�y�����}�yU���<y�u
È�Q~º9¹g^Âs�9�Vßº�K >�<#<A@

E ∈ C(R3)
D?�	S!CAKMz&@ æa¯Su�1�è EFP&ST>+PAYeI�= \r» C&KTKMzAYT@ E

H�P
H := 1

ik∇×
E
<&U�P&S�U�C&K.Y,PAYT@yL0<&@�É�LOKpNRP&@ æa¯[u ¨`è � æa¯Su �`è EFPAS¶>+PAYeI�= \

» <?~&YeI�S�=	I�¿íª�q}����
(1−n) Ó �<�<�	���C�q�����~���`�|�~�����`�|�����Säq�S���<�ë����{@}�yUy��átSu<vg����{S�������

E ∈ C1,α(R3)
u

�[�������<}�y��r����{@}�yUy��n��{S�������r�q�����S�����r}�yU{Sz|�q������}|}�� �[yUz��<���q���`�����l��yg�S���<�q�|y�½qz|�q���<���n}��¡à
}|����������}��q���S�q���

∇ ·
∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy

= −
∫

R3

(1 − n(y))E(y) · ∇yφ(x,y) dy

=

∫

R3

φ(x,y)∇y · ((1 − n(y))E(y)) dy

−
∫

R3

∇y · (φ(x,y)(1 − n(y))E(y)) dy

=

∫

R3

φ(x,y)∇y · ((1 − n(y))E(y)) dy,

æ÷¯[u<v�v�è

�¢�q}|}|���`�<�<�*yU���~y����l�`�|�q}�{S{~z�{S{@}�}�y�{Sz ���*�����`���|���C���<�<�á¥���{~}�}��<���[���qy�z|½�yU�~}�}��<�<��{~}�y���� �����
(1 − n) Ó � �������~���`���<�����`�|�������<}�{S{[���|�~u ì �[y��<��yUy�� ����{~}�y�yU�!t~u�v��)�.y�z|{~}¢�|y�yU�����

(∆ + k2)

∫

R3

1

n(y)
∇n(y) · E(y)φ(x,y) dy = − 1

n(x)
∇n(x) ·E(x).

æa¯Su�v���è

¼���� ���C���<�����l�q� ���<«q}��|�)æ÷¯[u.1�è]�S���qy�z|½�y��@}�}����~���~�S�q�����l�`�|���<«����[yU�áæa¯[u<v�v�è`���	æ÷¯[u<vg�qè]���l{S�����Sä
y����|�

u :=
1

n
∇ · (nE)

������yU{[��� ���*���`�|y�½�z �������<�l�`�|���<«��ÂæctSu��[v�è u@�l�<��}��~��}�y�{Sz ��{~�l}�y��!tSu<vU�*�	{~���q���

∇ · (nE) = 0
æa¯Su�vgtqè

�����l�`�|���<« æa¯[u.1�è��q�����S�����ë�l��za�¢������� ���*�	{~�l�S�q}|}��

E(x) =Ei(x) − k2

∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy

+ ∇
∫

R3

φ(x,y)∇ ·E(y) dy

æ÷¯[u<v�¨lè

��1



íª�q}����
H := 1

ik∇×E
�S�<���

H(x) = Hi(x) + ik∇×
∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy,
æa¯[u<vg¯qè

�¢�q}��|�å�<��{~}�y�y��nt~u�v�� �.y�z|{~}¢�|y�yU�����å}�y�{Sz ���
H ∈ C1,α(R3)

ä����`}���� �q���
E ∈ C1,α(R3)

u
í����`��� ��y��	y��~}����*�l�`�|���<«����|�*æa¯Su�vU¨`èS����æa¯[u<vg¯qè ä�}��¡����y��*������������æ Ð u<v�vgèS���%���q�S{S�[}��`�l�`�|����«`�
æa¯Su�vgtqèµ}|�����~�����

∇×H(x) + ikE(x) =ik(∇×∇×−k2)

∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy

− ik∇
∫

R3

φ(x,y)∇ · E(y) dy

= − ik(∆ + k2)

∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy

− ik∇
∫

R3

φ(x,y)∇ · (n(y)E(y)) dy

=ik(1 − n(x))E(x),
�¢���|y��

E,H
�|����yU{[��� ���*�l�`�|���<«��)æ÷¯[u ¨`èHu

ê��<y������ ���`�¢�`�é�`}��q�¡���|���Â}�����yU���<��yU�q�|�~u�²�����z�����yU���C��� æa¯Su ¯qè��	{~���q���2}�yU{Sz|�q���l�`�|��à
�<«���}¢� �!æ÷¯[u.1�è�����æa¯Su�v�¯�è ä[y���� �

Es(x) = − k2

∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy

+ ∇
∫

R3

1

n(y)
∇n(y) ·E(y)φ(x,y) dy,

Hs(x) = ik∇×
∫

R3

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy.

í�{S�!��y�z|�`���|�q���á�l�`�|����«q�<}|}|�)yU}��<���`�¢�l�l�<�����q�*�@���`���<�����`�|��������}������o{S�S�`�|���q�¡� �*}�y�{~z|�q�����q}¢�|�

a(y) := (1 − n(y))E(y),

b(y) :=
1

n(y)
∇n(y) · E(y),

}|�����~�����£�����������¢y��åæatSu §qè�ä�æct~u�vg®qèN����æo¨~u t�®`èµ���`{~�����

Es(x) × x + |x|Hs(x) = − k2

∫

R3

φ(x,y)a(y) × x dy

+

∫

R3

b(y)∇xφ(x,y) × x dy

+ ik

∫

R3

|x| ∇ × (φ(x,y)a(y)) dy

=

∫

R3

(

− k2eik|x|e−ikx̂·ya(y) × x̂

+ b(y)ikeik|x|e−ikx̂·yx̂ × x̂

+ ik |x| ik e
ik|x|

|x| e
−ikx̂·yx̂ × a(y)

)

dy +O

(
1

|x|

)

=O

(
1

|x|

)

.

��¤
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2�±�<y��C���å}����C�������|���@�����å�`{~���å���[�[��}¢�|y����|���<�å����{@}�y�tSu<v�¨á�q�����S�������l�l}��<���q}������|y���}�yU�

�����|�������<}�y��!�.y�z|�<�q�����|y�yU�!���l{S�<�<���|�l�S�<}��|�q�*}�y�{~z|�q�����	�<��{~}�y�u
È�Q~º9¹g^Âs�9<i ÿ C&K.Y,PAYT@yL0<&@�É�LOKpNRP&KTKMP æa¯Su ¨lè � æ÷¯[u �qè <&@�>�<&EF>�L�YT@8S!P�P&@�D?>AI�Y*EFP&ST>+PAYeI�= \
» <?~&YeI�S�=	I�¿í���� }��!ñóòµí�§�¤�ô

2Å±����������}�{~�Â�q��yU���q}�}|���q���q� ���[�[��}¢� ������}�yg}�}|�ë�q�����S�������l�`�������`��� ���£�l�`�����l}��(���S½qy��<�����
�	{~�����q���<{~���<�`��y�½qz|�q���<���l�`�|����«q�~�SuA�~{S�S�`���<���~�q���<�<���~���<�l�[}���}¢� �±�|{S�S�Sy��|�q���C�S�<���¡���|���<�ë}�y�{[à
z ���������µ��{S�<���[}�y��gu
WYfSfS¸�bcTU^l_cmefÂs·9<¶ÖºrK >�<#<A@

G ⊂ R3 c8PAKM<&YTS�S!PAYT@_I�YTKML�CAE0LO=V@yPAYT@aL�@ÅEFP!H�<&YTS)L�S�S�=ÅPAK.=8L \ED @8�S!L�É�EFP+PAK.Y,<�cZL�EFP�P&S�S!<AE�Y
T : C(Ḡ) → C(Ḡ)

G

(Tu)(x) =

∫

G

K(x,y)u(y)dy, x ∈ Ḡ,
æ÷¯[u<vU�`è

<A@ �SyU���q�q}�����}��<�S½�{S������z��<�SyU� GVH�<�I�D�~AYT@
K : (Ḡ × Ḡ)\{x=y} → C

<A@}H�PAS¶>A=VUAP�H�P�<&@
<AK�LONQP�I�I�PdUAP?>&Y,<

λ ∈ [0, 3)
I�YTS!LO@8G^LOS�S!C

K
S!<AS!LO=VS�S)P+PdL!cZC&D?�	S!CAKMz&@

|K(x,y)| ≤ c |x− y|−λ
,

æ÷¯[u<v�1�è
H�<AKTK�PAYT@ÅU�P#>AY,<&KTKMP

c \
È�Q~º9¹g^Âs�9�s�³´L�YM>�<AI�S�Y%I�YT@	É&=VKMP+PAE�YT@yLO@°YT@8S!L)É&E0P�PAKpY,<0c8LOEFP+PAS�S)<&E�Y

T : C(Ḡ) → C(Ḡ)
<A@

>+<ANucZP#>AS�Y \
» <?~&YeI�S�=	I�¿í���� }��!ñ êß����®�t�ô6u

2

È�Q~º9¹g^Âs�9<Ç¨º�K >�<#<A@
T : V → V

>+<ANucZP#>AS�YrK.YT@aL�P�P&E�YT@aL�@B<0c8L�EFP�P&S�S!<AE�Yr@a<&E�N}Y,P&U�P&E�=V=V�
~�LOI�I�P

V \ ây�	S!CAK�zAKTKMC
u = Tu+ v

æa¯Su�vg¤qè
<A@|E0PAS¶>�P&YeI�=

u
>+PAYM>&YTKTKMP

v ∈ V
H�<�IqH�PRU�P&YT@�H�<�I�UAP�I�S)P+PAUAPAKTKMPR�Z<&NR<0É�L0L�@8YeI�L�KTKMP�D?�	S!CAKMz&KTKMC

u = Tu
æ÷¯[u<vU§qè

<A@XP&YT@a<#P�I�S!P�PA@�E0PAS¶>�P&YeI�=
u = 0 \½» CAI0I�C�S!P0c8PA=+>AI�L�I�I�P|<0c8LOE0P�PAS�S!<AE�YTKTKMP (I − T )

<A@ÅEFPA�
H�<AYTS!L�S�S�=�>�C+CA@8S!L�YeIO<�cZL�EFP+PAS�S)<&E�Y \
» <?~&YeI�S�=	I�¿í���� }��!ñ í�z�yg¤�§gô6u

2�l�<�<}��~��}���z|���S�@���!�����������<�SyU���S½qy��<�����áz ���������<}�{S��}¢� ���q�����S�����á�|�l�Sy��|��}�y�{Sz �������q�Su
È�Q~º9¹g^Âs�9e¹ ÿ C&K.Y,PAYT@yL0<&@�É�LOKpNRP&KTKMP æa¯Su ¨lè � æa¯Su �`è <A@�<&KMLONQP�I�I�PQD?>AI�YM>�CAI�YTS�S!LOYT@yLO@�EFPAS¶>+PAYeI�=
E,H ∈ C1(R3)

GZH�<?>+P�E�YTY c�ca=V=´H�PAS¶>A=VUAP�I�S�YqI�YeI�C+CA@8S�=VKML�U�PAI�S)PR>�L�@8S!C�I�S!C
Ei,Hi \

» <?~&YeI�S�=	I�¿¼ª�<���l���
B

�¢���l�<���~�����<�~äq�¢���S���£{S�<�����~{S���<y��<�<�
n = 1

u>í�{S�å�C�q��z|�¡�|y��<�<�q�����<�q�|y�½qz|�q���<����à
�.y�z ���������qz��

Te : C(B̄) → C(B̄)
}�yU{Sz|�q������}����

(TeE)(x) = − k2

∫

B

φ(x,y)(1 − n(y))E(y) dy

+

∫

B

∇xφ(x,y)
1

n(y)
∇n(y) · E(y) dy, x ∈ B̄,

æ÷¯[u���®`è

��§



���q�<�~�����£�l�q� ���<«�æa¯[u.1�è��l�<zc�¢�q�¡���|�����	{~�l�S�q}|}��

E(x) = (TeE)(x) + Ei(x), x ∈ B̄,
æ÷¯[u��[v�è

���`}����%����{~}�y�yU�átSu<vg�ª�	{S���q���C�[y�z|�<�����<�S�S�<�����q��æa¯Su�1�è Ó �C�`�<�<�*yU�<}�yU}|}|���|y�z|���<}|}����l�<yU�S���<�[à
��yU½�z �������<��}��<}|�����Nu�í�{S�*�`�<y���}���y�� �����	�C����z�����yU���C��¯[u ¨ª�q�@yUz|�q�����|��z|y��<���<y�ä��¢���|���ª�q�@yUz��q�������
��yU�`����z|����z|������}����<���o{S�S�`���<���<�S�<�Nä��~���~�S�q���Nä�y����|�

Te
�q���~y��<���q}����[}����~½�{S������z��<�Sy���u �l�<��}��~�%}�y

���*���q���~���`���÷u�î���{~}�y���}¢� �%¯Su ������¯[u t�}�yU{Sz|�q�Sä�y����|�%�S�q�*�q½�yUy��S��}�yU�����ª�`�`� ���<«��<�<�
E = TeE���Â�����<�åz ���������<}�{

E = 0
u]�[����}��@�ë����{~}�y�yU�Â¯[u �£�	{S�������������<�l���<�<�

Ei
�l�`�|����«q�����åæ÷¯[u��[v�è

���!���<y��C�q}�}|�	�l�[}�������}�������yU���~y��!z|����������}�{

E = (I − Te)
−1Ei,

æ÷¯[u����qè
�¢����� z|���<�S�S{~{£�������l{S����}����

Ei Ó }��|�~u�î���{~}�yUy��r¯[u��£�	{S�������Â�����������<�Sy��q�S½�yU���C���åz ���������<}�{
}|�����~������äS�l{S����}�y��|y��|�q���

H = 1
ik∇× E

u.Å±����������}�{
E,H

�q�����S�����!�C�q��z|�¡�|y��<�<���q�����
R3 Ó }|}��~ä[���q}����	�@���<���`�

B
�q�����S�����£}�{S{Sz|y��`�|�q�	���<y��<���������|���<}�y���}�{S{Sz|y��[}��au

2

F GéÙH9 ïJI�D9B

Þ ��«q}|}|�ë�C����z�����yU�¡�|���<�$�����[}���}|���~��«��C��½��SyUy����|�<}�y��$}�����yU���<�l�$}���z|���`� �����~½�y��<�C���)��� �q}�����à
��y����|���<�é�S���<�<�<�£���<y������$�l�[}��<����}��¡����y��<�SyU�åz ���������<}�{Nu Þ �q���~y��å�q�S½�yU���C�£�l{S����}��(�qy��`�|���Â}��¡à
z|�q������}¢� �$�S������½qy�yU�S�<}�y��2y�z|��}¢�|y�y��¦�l���~��z|«��<�C��}��|�ë�¢���~�Sy������S�@���<y�yU}��|�£���$�|���<�Sy��ï}��¡à
z|���`�|�q�åyU�~���S�q����½�yUy��S��}�yU}|}��������������<�Sy�yg}�}|�Su ì }�����y��¢�`�C�|�l�S�<}���{S�[}�y��á�.��������{[��{~�������á�l�<z�à
�������¦ñ�òµí�§q¤�ô÷u9í��`}���� }����S��«�à���� �C��½��~y�y������<��yU�q� ���)�������)�qy��`���qz��<��yU�`�������Sä>��{S�[�[�q}���{[à
�����µ���[�[��}¢�|{S�[}�y��µ�~y��<�@�`}¢�|�@�¢�q«��������*���<�[}��@�`{~���£���q}¢� �������������[�[��}¢�|{S�[}�y���}�����������z|�<��y��`�|����à
�<y�uqð����<�S�~�)�q}|���|{S�<���[}���}��|�µ�¢��{@�[{[���|���<�áyg}������ ���C�����*�<�<���������[�[��}¢�|{~}��|�Su Þ ���q�������|y�y��@�ª�q���
�l{S����y��~�`�<� ����}��¡�|y��<�<�C�����Sy���� �C}��<���@���C�q��z|���£�|�q}��C���<�<�<}�yU}����÷äSy����|���<{S�l� �������<y��	{~�l�S�q}���{S��}��
����}��¡�¢�[}(�|�l�S�<}���{~}���yU��z|����y��`�|y�yU}��|���������~½�y��<����yU���C����y��C�q�����|�<}�y�����{S���|���<��{S���|��{~}��|���<���
���<y��l��}¢� �*���<y���{~�l}���}¢� �Su

tq®
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¼ª�<���l���
G ⊂ R3 ����{~y�ä��¢�`}�}|�*��� �C����z|����y����¢�C�o{S�~�q�|���

F : G → C3 u.â�����z�{S{~�l}���}�}|�
R3���

C3 ��� �S�qz����]�C����z�����yU�¡�¢��� ���������<��}�yUy��£�|���@�����!}���}|����{~���q�!���l{S�<�<� Ó
|x| =

√
< x,x > =

√
x1x̄1 + x2x̄2 + x3x̄3, x ∈ C

3

wß��}¢�|y��|{S���q�r�����~�[yU�é��y��`�|��z|���$�����<���<�<��}�y��r}�� ���q���é�C����z������|y��<y�����yC���<�C���é���q�*�~��yU�l}���à
���q���¢{S½q���<�q�|�<�

z · w = z1w1 + z2w2 + z3w3, z,w ∈ C
3.

²��q��z|�¡�|y��<�<�q���Â}�y�{~z|�q�������[}��÷ä@�����|� �q�����S�<y��[}�����z|���q�<}�y����qy��`���qz��<��yU�`�|���ë�����|�`{~�`{~{~�[y��<���
���C�[yUz��<���q�¡�|{S�l{S{~�[yU�����)� ��}��C���<����}�yg}¢�|�>�|��z��q������y�� �����Nu
WYfSfS¸�bcTU^l_cmef Ë 9aJNM�=V@	>&S�Y,<

F : G→ C
3 <A@}H�PAS¶>A=VUAP[caYeI�S)L�LOI�IOC x0 ∈ G

H�<AI
∀ε > 0 ∃δ > 0 s.e. |F(x) − F(x0)| < ε kun |x − x0| < δ

WYfSfS¸�bcTU^l_cmef Ë 9 VOM�=V@	>&S�Y,<
F : G → C3 <A@_~+LOE�YTUA<AYTS�=VUAP´caYeI�S)L�LOI�IOC x0 ∈ G

H�<AI}<A@
<AK�LONQP�I�I�PQI�L�KTKMPAYT@yLO@_EFP
H�<AYTS!LOS�S�=|KpYT@aL�P�P&E�YM>A=VUAPA=	I

F′(x0) : R3 → C3 LOS�S!C
∀ε > 0 ∃δ > 0 s.e. |F(x0 + h) − F(x0) − F′(x0)h| < ε |h| kun |x − x0| < δ

P YT@yL�P�PAE�YM>&=VUAPA=	I�S)P
F′(x0)

I�PA@a<&S)P+PA@
F
¿�@°~+LOE�YTUAP�P&S)P#>�I�Y^caYeI�S!L�L�I�I�C

x0 \ F <&@ �������l{[à
����}���� ~�L�E�YTU�<&YTS�=VUAP

G
¿MI0I�CAG8H�<�I½>&=VU�P&=	I

F′ : G→ L(R3,C3)
<A@}H�PAS¶>A=VUAP \

êß��}��|�q������}������q�����S�����n�C����z�����yU����� �o{S�S�`�|���q�
F′ : G → L(R3,C3)

�[y�z|�<���q�����|�
F′′ :

G → L(R3,L(R3,C3))
æoy��<�

F Ó �¦���q���SyU�ï�[y�z|�<���q�����|�qèª���é�~���<� yU�[yU���<y�yU�Nu^�~{S�S�`���<���
F

�[yUz��<���q�¡�|{S�l{S{[���|�r�q�����S����� �`{~�¡�|y��S�l�<�ï��{S���l�<�e�	�q«q}ë}�y�{~z|�q�������2��{S�<���[}�y��ï����{S���|�
ñ í����[§�1�ô6u
È�Q~º9¹g^ Ë 9�i¨ºrK >�<#<AS�®�=V@V>AS�Y,<AKTKMP

u : R3 → R
H�PAS¶>&=VU�P&S�<�I�YTS�S)P&YeIO~+LOE�YTUAP�P&S)P&S � È >+L�E�S)P&K.=V�>&=V=V@

n
P�I�S�Y6PAK.=8L�LOI�IOP

G ⊂ R3 \*» C&KTKMzAYT@ u <A@ G ¿MI�I�C n >�L�E�S!P�P-H�PAS¶>A=VUAP�I�S�Y(~�L�E�YTU�<&YTS�=VUAPH�P�NRL�EF>AYTS!C�C&@
u ∈ Cn(G) \

ê�y��`�|��z|���qy��`�|���
F n

�qy�z��|�q�C�����|�l{S����}������[y�z|�<��������{~�`{~{~}	� ��z|���q�¡���|�����`�[}����~��y�z��|���<}�yU}����
}��¡� �Sä�y����|�

F Ó ������z��|y�yU}���}¢�|y��*�������.���SyU�`�����<y��*z|yU��������à`�������C��½q���@����z|�<�q}|�����������
n

�qy�z��|�q�
�����|�l{S����}������[yUz��<���q�¡�|{S�l�<�*���<{SyUyU}|}��

G
u~²��q«q}��|�����<«��<�£��yUz��l���|�����

F ∈ Cn(G)
u

²�{S�����`� ∫
G

F(x)dx
��� ∫

S⊂G
F(x)ds(x)

�q��yU�����ª�<�`��y�½qz|�q���<�¡�%���q�<�S�q��� �|{S���l���|�!}���à
��yU�NäSy����|�*�<�`��y�½qz��q�<�~�����

F Ó �!����z���y�yg}���}���y��£���q�*�.���~y��`���|��yU�£z|yU�q���<�¡à.���*���C��½q���@����z|�<�q}|���
y�z|�<�l}�y�yU�Nä��¢���<�<���<�£�l�[}��l���`�[}�yU}|}��	���������|�������~���C����}�y���������z�{S{@}¢à.�����S�<�q� ���<�`��y�½qz|�q���<�¡�gu

¼ª�<���l���
F : G → C3 ���

φ : G × G → C
�������l{S�l�<�ë�o{S�S�`�|���q�¡� �	���!�<�`��y�½qz��q�¡�|{S�l�<�

���<{SyUyU}|}��
D

u 
 }�yU���ã���������<�<���|��z��.y�yU�e�[y�z|�<�������S� ��{S���|�q� ∫
D F(y)φ(x,y)dy

�q��yU�l�<�
����{~}�y��l��yU�¡� ���	{S{S����{������

x
}�{S�`��y�yU�Nuqöq�q}

φ(x,y)
�����������l{S����}����.�[y�z|���q������{S������{S{[���|{[à

�����
x

}�{~�q�|y�yU�C���£}�y����
φ(x,y)

y����|� ∂φ(x,y)
∂xi

�������%z|���¢������y�����{����á���`��yU½�z|���<���<}|���<{Sy�yg}�}|�
D

äS�~���<��îNy � yU}0Ú`{Sy�� �[�q�*�<�S�q�<�[{~�!�q���l��yUz�½qy��~}|}����C����{~}�y�yg}¢� ��}�yU{Sz|�q�Säly����|�

∂

∂xi

∫

D

F(y)φ(x,y)dy =

∫

D

F(y)
∂φ(x,y)

∂xi
dy

ñ Å�{~�f1�¨�ô÷u(²���«`}��S�<�`�|���<�`��yU½�z �����<�<�å� ���~��{S�[}�yg}�}|�ë�<�`��yU½�z|���<�S�S�<�£���å�[y�z|���q���<�S�S�<�ë����zc�¢yg}¢à
�¢�l�[}�yU�£�����<�`�|���*�<�SyU�£�q� }|���<�<�¡����{~�*����}��|�q���`�<�ë�q��y���{S�[}�����u
��Ê

∂
n

u

∂xi1
...∂xin

, ik ∈ {1, 2, 3}, kaikkiaan 3n kappaletta

t~v



Q R ý I�G Ù î(B�F Ü D�I ý�Ý!Ý!Ü)Ý I Ü)Ü�:)Ù�SNÜ

T �"� �r�`��¥
�q�q�8�
�* ^¥"¡¢�!�Z�u¥" ��+��Î-���r�V *�8�"�* -¥F¡£�
�Z�u¥
 
�lyU{Sz|�q�������µ��{[�|{[���������������~����y������±�	��«`}

C3 Ó �!�qy��`���qz�yU���<�<y

a · b × c = a × b · c æ Ð u�v�è
a × (b × c) = (a · c)b − (a · b)c

æ Ð u���è
(a × b) × c = (a · c)b − (b · c)a æ Ð u tqè

T ��Í UÄ���8�
Î- -�F§-�Z�"�6�q�·Î- `���
¼ª�<���l���

a
���

b
�qy�z|z|���%�������l{S���q}¢�|�>�Sy�z|���q������{S�l������yU�q�|��z|�<��z��q����}����ª�o{S�S�`���<�����|�����

ψ
�qy�z�à

z �����������l{S����}����>�[y�z|�<��������{~����}������<�q��z|�¡�o{S�~�q�|���@u Þ �����<«��<�á�~����y������µ}�y�{Sz �����������<�q}��l{~}|�����[à
�S«��Uu

∇ · (ψa) = a · ∇ψ + ψ∇ · a æ Ð u ¨`è
∇× (ψa) = ∇ψ × a + ψ∇× a

æ Ð u ¯qè
∇(a · b) = (a · ∇)b + (b · ∇)a + a × (∇× b) + b× (∇× a)

æ Ð u �qè
∇ · (a × b) = b · (∇× a) − a · (∇× b)

æ Ð u.1�è
∇× (a × b) = a(∇ · b) − b(∇ · a) + (b · ∇)a − (b · ∇)b

æ Ð u ¤qè
öq�q}

a
���
ψ

�������������[}��]�qy�z��|���������|�l{S����}����N�[yUz��<���q�¡�|{S�l�<���S�<���

∇×∇ψ = 0
æ Ð u §qè

∇ · (∇× a) = 0
æ Ð u�vg®qè

∇× (∇× a) = ∇(∇ · a) − ∆a .
æ Ð u�vqvgè

T ��� Õ°�������	�F§ ¥
���u���
¼ª�<���l���

G ∈ R3 z ���¢�q�¡�|y����|{å���<{Syqäl�¢���S���£z�yU{S�~�
∂G

�q�å�~�����q�¡���|�����$}��<��yg�Su·�S{~�S�`���<���<��y
A : Ḡ → C3 ä A ∈ C(Ḡ) ∩ C1(G)

ä~�@����yUy)¥���{~}|}��<�!�<��{~}�y
∫

G

∇ · A(x) dx =

∫

∂G

ν(x) ·A(x) ds(x),
æ Ð u�v���è

�¢�q}|}|�
ν(x)

���	�~���S�@���
∂G

�l�[}��<�l��«�{~���q���S�qz��C������� ���
ds(x)

�q�)�S�<�S�~���	�S�<�`�|��à¿������à¿���<�l���
�S��}¢�|y�yg}�}|�

x
u

¥���{@}�}����!����{~}�y��~���|y�y��	�q«q}�}�yU{Sz �����l�<}|}|�)�	{~�l�S����}�}|�ëñ âWVï®SvHô Ó
∫

G

∇×A(x) dx =

∫

∂G

ν(x) ×A(x) ds(x)
æ Ð u�vgtqè

∫

G

∇ψ(x) dx =

∫

∂G

ψ(x)ν(x) ds(x)
æ Ð u�vU¨`è

T �¶Û Õ°�8���(§u�F§Ö�6�q�·Îq�`�
¼ª�<���l���

G ∈ R
3 z ���¢�q�¡�|y�����{ ����{Syqä��¢�q�S���nz|y�{S�@�

∂G
�q�ï�~�����q�¡���|���<� }����<yU�~u�¼ª�<���l���

u, v ∈ C2(G) ∩ C1(Ḡ)
uN�l� �¢�q�¡���|����������� ¥���{~}|}��<�å�[�<��yUz�½qy��~}|}�������{~}�y�yg}�yUy�� �l{S��z|���|y��<��yU�

t`�



A = v∇u ���
A = v∇u− u∇v }��q���S�q���!}�yU{Sz|�q��������¥%z|y�yU�S�<�£�����������
∫

G

(∇v · ∇u+ v ∆u) dx =

∫

∂G

v
∂u

∂ν
ds,

æ Ð u<vg¯�è
∫

G

(v ∆u− u∆v) dx =

∫

∂G

(v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν
) ds,

æ Ð u<vU�qè

�¢�q}|}|� ∂u
∂ν = ν · ∇u �q�

u Ó �!�Sy�z|����������� ��{~���q���S�qz��C�������<�ë}�{S{S�`�|�q���Nu
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δS

���r�S�<�S�~���
�S�qz��C�������<�

ν

}�{S{~�q� �$�������S�q���nz|�<}����<z|�����S�����|�Â�����<�¡� �å�|����}��<�<�~}��Â�~���~�[y��¦�.�q}��¡�|���<�l�<}�yU}����
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A
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�C����z�����yU�¡�¢�!�S�<�S�~���<���
S

z�yU{S�~�
δS

��{S�������S��{~y����|{S�~�~u Þ ���<�<«��<�������q���<���q}�}|� wfS!<?>+L�I�YT@
KMP&=	IOL

∫

S

(∇×A(x)) · ν(x) ds(x) =

∮

δS

A(x) · dr(x) .
æ Ð u�vA1�è

tqt
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