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1 Johdanto

Tassé erikoistyossa kisitelladn sihkomagneettisen séteilyn sironnan teoriaa. Tar-
kastelun kohteena ovat aikaharmoniset kentét ja sironnan suora ongelma. Aika-
harmonisten kenttien riippuvuus ajasta on sinimuotoista ja sironnan suoralla
ongelmalla tarkoitetaan sironneen kentén selvittidmistd, kun sirottaja ja sisdan-
tuleva kenttd tunnetaan. Sirottaja voi olla homogeenisen aineen (esim. ilma)
ymparoimi este (esim. metallikappale) tai epdhomogeeninen véliaine. Vastaa-
vasti sironnan kdfinteisongelmaksi kutsutaan ongelmaa, jossa sironnut kentt3
tunnetaan kohteen ulkopuolella ja tehtéviana on selvittdd esteen muoto tai epa-
homogeenisen viliaineen taitekerroin. Téassé tyossa ei kiisitelld kidnteisongelman
ratkaisemista.

Erikoistyossd keskitytdédn méirittelemadn sirontaongelmat matemaattisesti
ja johdetaan joitain perustuloksia. Kappaleessa 2 selvitetdin hieman kasitelta-
vien matemaattisten ongelmien fysikaalista taustaa Maxwellin yhtaloista 13h-
tien. Kappaleessa 3 esitetdén tuloksia, joita tarvitaan pohjaksi skalaarikenttid
monimutkaisempien vektorikenttien kisittelyssi. Lopulta kappaleessa 4 kisitel-
l48n sdhkomagneettisen séteilyn siroamista esteestd ja kappaleessa 5 sirontaa
epdhomogeenisessa valiaineessa. Tekstissd kisitellddn paljon kompleksiarvoisia
vektorikenttid kiyttden erilaisia vektorilaskennan kaavoja ja lauseita. Niinpd
liitteessd A on selitetty joitain vektoriarvoisiin funktioihin liittyvid késitteité ja
liitteeseen B on koottu tarpeellisia laskukaavoja.

Erikoistyd pohjautuu hyvin pitkille lihteeseen [CK98|. Myos lahteessa [CK83]
kisitelladn sdhkomagneettisen siteilyn sironnan teoriaa samaan tapaan, joiltain
osin hiukan yksityiskohtaisemminkin. Kirjan [CK98]| esitystapa on hyvin tiivis.
Niinp4 erityisesti kappaleessa 4 on kirjoitettu useita kirjan todistuksia auki kiyt-
tden enemmain vilivaiheita. Kolmas erikoistyon aihepiiriin 1dheisesti liittyvé teos
on [Miil69]. My6s siitd 10ytyvit useimmat tyOssé esitetyt tulokset ja todistuk-
set nithin. Sdhkémagneettisen séteilyn fysikaalista taustaa kuvataan laajemmin
kirjoissa [Jon86|, [Jac98| ja [Van93|. Suomenkielisid sahkomagnetiikan perusop-
pikirjoja ovat esimerkiksi [SL95| ja [SL96], joista jalkimmdiinen sivuaa hiukan
my6s tdman erikoistyon aihepiirid ja on havainnollisuutensa vuoksi tutustumi-
sen arvoinen.

2 Maxwellin yhtalot

Koko sdhkémagneettisten kenttien teoria pohjautuu Maxwellin yhtal6ihin. Yh-
talot ovat saaneet nimensd James Clerk Maxwellin mukaan, joka ensimmaisend
havaitsi niiden keskeisen merkityksen. SdhkOmagneettisia ilmitita kuvaavat nel-
ji keskeistd vektorikenttdd ovat sdhkokentén voimakkuus &, sdhkoévuon tiheys
D, magneettikentin voimakkuus H ja magneettivuon tiheys B. Namé kentit
riippuvat yleisesti sekd ajasta t ettd paikasta x € R3. Maxwellin yht#lot kirjoi-



tetaan yleensd seuraavassa muodossa [SLI6]

V-D =p, (2.1a)
V-B=0,
0B
VXS——E, (21C)
fo}C:%—?+37 (2.1d)

jossa J on virrantiheys ja p varaustiheys. Kaksi ensimmaéistd yhtaloa kertovat,
ettd varaukset ovat sdhkdvuon ldhteitd ja ettd magneettivuolla ei ole ldhteita.
Kolmas yhtild pukee matemaattiseen muotoon Faradayn induktiolain; muuttu-
va magneettivuon tiheys synnyttds pyorteisen sihkokentdn. Neljds yhtilo ker-
too, etté yleistetty virrantiheys, aidon virrantiheyden J ja kenttévirrantiheyden
% summa, on yhtd suuri kuin magneettikentdn voimakkuuden pyorteisyys.
Neljanteen yhtdloon sisdltyy kddnteisilmio Faradayn laille; muuttuva sdhkévuon
tiheys synnyttdd pyorteisen magneettikentin.

Isotrooppisessa' aineessa sihkdkentén ja sdhkdvuon sekd magneettikentéin ja
magneettivuon vilistd suhdetta kuvaavat véliaineyhtdlt

D=€e€ ja B=puH, (2.2)

jossa skalaarifunktiot € ja  ovat aineen permittiivisyys ja permeabiliteetti. Ho-
mogeenisessa aineessa ne ovat vakioita.

Ensimmaisen ja toisen Maxwellin yhtilon voidaan ajatella tietyssd mielessd
seuraavan kahdesta jialkimmadisestd yht&losta ja varauksen sdilymislaista

dp
V. — =0. 2.3
I+ (2.3)
Nimittdin, kun oletetaan kentdt kahdesti jatkuvasti derivoituviksi ja otetaan
yhtélsista (2.1¢) ja (2.1d) divergenssi, saadaan

0B

. oD

Sijoittamalla jalkimmaéiseen varauksen sdilymislaki (2.3) saadaan edelleen

0 0

8tV-ZB— 8t(V-‘D p) =0.
Jos siis yhtalot (2.1a) ja (2.1b) ovat voimassa jollain ajan hetkelld, ovat ne
voimassa kaikilla ajan hetkilld yhtaloiden (2.1c), (2.1d) ja (2.3) perusteella.

Usein tarkastellaan aikaharmonisia kenttis, joiden aikariippuvuus on sini-

muotoista taajuudella w. Talloin Maxwellin yhtdlét hieman yksinkertaistuvat
ja tilanteen analysointi on helpompaa. Yleisemp&a muotoa olevien kenttien voi-
daan my0s ajatella olevan eri taajuuksisten aikaharmonisten kenttien lineaari-
kombinaatioita. Merkint6jen selkeyden vuoksi méaritelldan aikaharmoniset ken-

lisotrooppinen = aallon etenemisnopeus aineessa ei riipu etenemissuunnasta tai polarisaa-
tiosta



tat kompleksisen kentén reaaliosana seuraavasti

D(x,1) = Re (¢ “D(x))

H(x,t) = Re (e_“”tICI(X)) ,
B(x,t) = Re (e*iwtl‘a(x)) :
d(x,1) = Re (eI (x)),
p(x,t) = Re (e i(x))

Kun ndma kompleksiset aikaharmoniset kentét sijoitetaan Maxwellin yhtél6ihin,
supistuu aikariippuvuus pois ja paikkariippuville kentille saadaan

vV-D =, (2.4a)
V-B=0, (2.4b)
V x E = iwB, (2.4¢)
VxH=—iwD+17, (2.4d)

josta varaustiheys p voidaan eliminoida ottamalla viimeisestd yhtdlostd diver-
genssi ja sijoittamalla se ensimmaéiseen, eli

1 -
p=—V-J 2.5
p=— (2.5)
Johtavassa materiaalissa sdhkékenttd synnyttdd virtaa. Olettaen, ettéd kenttien
voimakkuudet eiviit ole kovin suuria, voidaan tétd johtavuusvirtaa kuvata Oh-
min lailla

Jd=oc€&. (2.6)
Kéayttamalla Ohmin lakia voidaan virrantiheys J jakaa sihkokentin aiheutta-
maan johtavuusvirtaan ja muuhun virtaan J,,

J=0E+7J. (2.7)

Muuta virtaa voi olla esimerkiksi elektronisuihku tai johdinlangassa kulkeva
virta. Sijoitetaan yhtalot (2.2), (2.5) ja (2.7) yhtdlsihin (2.4), jolloin ne saavat
muodon

~ 1 N N
V- (B) =~V (oB +Ta), (2.8a)
V- (uH) =0, (2.8b)
V x B =iwuH, (2.8¢)
V x H=—iwek + 0B + J,. (2.8d)

Usein johtavuusvirta huomioidaan méiéarittelemalld kompleksinen permittiivi-

Syys _
10

¢= et —, 2.9

=t (2.9)



jolloin yht&lot (2.8) voidaan kirjoittaa

L1
J(éB) = —V - J,, 2.1

V- (€E) iwv (2.10a)

V- (uH) =0, (2.10b)

V x E = iwpH, (2.10c)

V x H = —iwék + J,. (2.10d)

Yhtéloistd (2.10) tarvitaan vain kaksi jalkimmaistd, silld ottamalla niiden diver-
genssi saadaan kaksi muuta yhtaloa.

Jatkossa (kappaleet 3 ja 4) tarkastellaan aikaharmonisia kenttid isotrooppi-
sessa homogeenisessa viliaineessa, jossa J. = 0. Tillsin ¢ ja 1 ovat vakioita ja
merkinn6illa

E=¢/E H=4'?H

saadaan yhtalot (2.10¢) ja (2.10d) muotoon

V xE—ikH =0, (2.11a)
V xH+ikE =0, (2.11b)

jossa
k = w+\/ue . (2.12)

Jotta merkinnét ovat fysikaalisesti mielekkaitd (yhtéloiden (2.11) ratkaisujen
pitdd vaimentua johtavassa aineessa), tdytyy kompleksisen permittiivisyyden é
nelidjuuri valita siten ettd Im(k) > 0. Yhtiloitd (2.11) kutsutaan aikaharmoni-
siksi Maxwellin yhtél6iksi homogeenisessa véliaineessa.

3 Helmholtzin yhtalo
Etsittiessd aaltoyhtildlle
1 0%
c2 ot?
aikaharmonisia ratkaisuja, v(x,t) = u(x)e !, paidytisin Helmholtzin yhtilson

Av(x,t) =

Au(x) + k*u(x) = 0, (3.1)

jossa vakio k = w/c on reaalinen. Tassa kappaleessa tutkitaan Helmholtzin yh-
taloa, koska osoittautuu, ettd sen ratkaisujen kiyttdytymisen ymmértidminen
on tirkedd myds sihkOmagneettisten sirontaongelmien kisittelyssa. Liitteessd
B esitetyt Greenin kaavat ja Gaussin lause ovat tarkeitéd tyokaluja monissa to-
distuksissa ja siksi miaritellasin aluksi, mitd paloittain siledreunaisella alueella
tarkoitetaan [SV02, Miil69, CK83]. 2

Miidritelma 3.1 Joukko I' C R? on kéyrd, jos on olemassa jatkuva bijektio
x : [0,1] — R? siten, etti I' = x([0,1]). Kdyrd on suljettu, jos x(0) = x(1).
Kuvausta x sanotaan kiyrin parametrisoinniksi.

2Seuraavat masritelmit ovat yhdistelma mainituissa kirjoissa esitetyistd muotoiluista. Aja-
tuksena on esittdd selkedsti riittdvat mutta ei liian tiukat vaatimukset alueille, joissa jatkossa
esiteltdvit lauseet patevit.



Maaritelma 3.2 Sdanndllinen kdyrankaari on kdyrd, jolla on jatkwvasti deri-
voituva parametrisointi x siten, ettd |x'(t)| > 0 kaikilla t € [0, 1].

Maiiritelmé 3.3 Kdyrd on sddnnéllinen, jos se koostuu ddrellisestd madrdstd
saannollisid kayrankaaria.

Maiiritelma 3.4 Sddnndllinen pinnanpala S on joukko, joka voidaan jossain
karteesisessa koordinaatistossa esittid muodossa

S ={(x1,22,33) €R®: (21,12) € G, w3 = g(x1,22)},

jossa G C R? on kompakti joukko, jonka reuna on sidinndéllinen suljettu kdyrd
J

ja g € C?*(Q).

Mairitelma 3.5 Rajoitetun alueen® D C R? reuna 0D on paloittain siled, jos
se on yhdiste ddarellisestd mdadardistd sadanndllisid pinnanpaloja.

3.1 Perusratkaisut ja Sommerfeldin siteilyehto

Helmholtzin yht&lon perusratkaisuiksi sanotaan funktioita, jotka toteuttavat yh-
talon
—(A + F*)u(x) = 6(x),

jossa d on Diracin deltafunktio [SV02]. Perusratkaisu ei ole yksikésitteinen. Voi-
daan osoittaa, ettd siteittdisesti symmetriset lineaarisesti riippumattomat rat-

kaisut ovat ] )
elk|x| efzk|x|

47|x| s drlx|

Néisté kuitenkin vain ensimmaéinen toteuttaa Sommerfeldin sdteilyehdon, joka
médritellddin seuraavaksi [CK98|.

Miéritelméd 3.6 (Sommerfeldin sédteilyehto) Helmholtzin yhtdlon ratkaisu
u(x), joka on mddritelty jonkin pallon ulkopuolella, toteuttaa Sommerfeldin sd-
teilyehdon ja on siteilevd jos

lim r(% —iku) =0 (3.2)

r—oo r
tasaisesti kaikissa suunnissa x/|x| kun r = |x|.*

Siteilyehto karakterisoi poispéin kulkevat aallot. Ensimmaistd pallosymmetris-
té ratkaisua vastaava aikariippuva aalto Re(e?**|=%* /(47|x|)) on origosta pois-
piin etenevd palloaalto. Ratkaisua e~"*I*| /(47|x|) vastaava aalto sen sijaan on
sisddnpain etenevd aalto. Toisaalta séiteilyehto takaa, ettd ratkaisu vaimenee 43-
rettomyydessd seuraavan lauseen mukaisesti.

Lemma 3.7 Olkoon u Sommerfeldin sdteilyehdon toteuttava Helmholtzin yhtd-
lon ratkaisu. Tdlloin

/ W ds=0(1), r— oo, (3.3)
0,

3Alue on avoin ja yhteniinen joukko.
deliVe >0 3JRop >0 se |x-Vu(x)—ik|x|u(x)] <e kun |x|> Ro



Todistus:
Olkoon 2, r-séteinen origokeskinen pallo. Sateilyehdosta seuraa

2 _
/ Ou + k2 |u]* 4 2k Im (u%) ds = /
o0, ov oQ,

v
Olkoon D niin suuri pallo, etti u € C*(R*\D) ja u toteuttaa Helmholtzin
yhtélon alueessa R3\D. Valitaan r riittdvéin suureksi ja sovelletaan Greenin
kaavaa (B.15) alueessa D, = {y € R3\D : |y| < r}, jolloin

2

ou / ou 9 / 2 / 2
u— ds = u—ds —k ul” dy + Vu|” dy. 34
| ugpds= | ug 1l v (3.9
Kun sijoitetaan tdmén yhtdlon imaginiiriosa edelliseen saadaan
2 _
lim Ou + K |u|* ds = —2k Im u@ ds. (3.5)
T Jaq,. op OV

Koska yhtélon vasemmalla puolen molemmat termit ovat positiivisia, taytyy
niiden kummankin erikseen olla rajoitettuja. Eli (3.3) pétee. a

Siteilyehto myos rajaa Helmholtzin yht&lon ulkoalueen reuna-arvo-ongelmien
ratkaisut yksikisitteisiksi. Tdmin todistamisessa kiytetddn Rellichin lemmaa.

Lemma 3.8 (Rellich) Olkoon D rajoitettu Jjoukko, joka on rajoittamattoman
alueen avoin komplementti. Olkoon u € C?(R3\ D) Helmholtzin yhtilin ratkaisu,
joka toteuttaa

lim lu(x)]* ds(x) =0 . (3.6)
7= Jix|=r

Téllgin v = 0 koko alueessa R3\D.

Todistus:

Katso [CK83] tai [CK98]. O

Lause 3.9 Olkoon D C R3 rajoitettu joukko, joka on rajoittamattoman pa-
loittain siledreunaisen alueen avoin komplementti.® Olkoot f ja g D:n reunalla
mdadriteltyja jatkuvia funktioita. Ongelmalla

Au(x) + k*u(x) =0, x € R3\D

u(x) = f(x), x€0D; CID

)
Z(VX =g(x), x€dD\dD;

~—

on enintiin yksi siteilyehdon (3.2) toteuttava ratkaisu u € C%(R3\D).

Todistus:

Tehd&din vastaoletus, ettd ratkaisuja on kaksi. T&ll6in niiden erotus u on sé-
teilyehdon toteuttava ratkaisu ongelmalle, jossa reunaehdot f(x) = g(x) = 0.
Siispa reunaehtojen perusteella

ou
u— ds = 0.
»/8D 31/

Toisaalta myGs nyt patee (3.5), joten ehto (3.6) toteutuu. Rellichin lemman
perusteella u = 0, joten ratkaisuja on enintdin yksi. |

5Huomataan, ettd niin miiriteltyns D:n ei tarvitse olla yhteniinen.



3.2 Siteilevi perusratkaisu ja Helmholtzin esityslause
Jatkossa tarvitaan siteilyehdon tayttavaa Helmholtzin yhtdlon perusratkaisua,
jonka singulariteetti on siirretty pisteeseen y. Maaritellddn siis

eik‘x7y|

P(x,y) = (3.7)

dmjx —y|
Funktio ¢(x,y) toteuttaa yhtilon
—(A+E)o(x,y) = d(x—y)

ja on ddrettémin monta kertaa jatkuvasti derivoituva kun x # y. Tamén omi-
naisuuden voi todeta esimerkiksi lauseen A.3 perusteella.

Tarkastellaan ¢(x,y):n asymptoottista kdyttdytymista, kun y on kiinnitetty
ja |x| — oco. Funktion (1 + s)! Taylorin sarjaa kiyttdmélld saadaan

x—yl" = ((x—y) (x=y)"

t/2
o ey P\
=\ K {1-2—%+ 3 (3.8)
=

= x| = tx|" %y + 0 (IxI7%).

Tamé&n perusteella

bxy) = S iy o (3.9)
X,y) = e Y + — . .
Y x|
Vastaavasti saadaan gradientille
ik 1
Vxo(x,y) = o(x,y - X—y
(x,¥) = 6 )<m—y| |X_y|2>< )
1
= iko(x,y)— + O [ — (3.10)
x| x|

ik|x| o 1
=ik Y3 40| = |.
47 |X| |X|

Esitelldédn vield Helmholtzin esityslause, joka kertoo, etté rajoitetun siledreu-
naisen alueen sisdlld Helmholtzin yhtalon ratkaisu voidaan esittdd pintaintegraa-
lina, jonka arvoon vaikuttavat ainoastaan ratkaisun ja sen normaaliderivaatan
arvot alueen reunalla.

Lause 3.10 (Helmbholtzin esityslause) Olkoon D rajoitettu alue, jonka reu-
na on paloittain siled, ja u € C?(D). Téllin

_ OulY) 4 o) — () 22EY) Y
w) = [ (B otxn) - utn) 25 asty)

— /D o(x,y)(A + k*)u(y)dy, x€D.

(3.11)

Todistus:
Katso esimerkiksi [CK98]. O



3.3 Greenin funktio

Perusratkaisu ¢ on Helmholtzin operaattorin (A + k?) Greenin funktio ja sen
avulla voidaan etsis epdhomogeeniselle Helmholtzin yhtilolle ratkaisu. Tarkas-
tellaan siis epdhomogeenista yhtaloa

(A +EHu(x) = —f(x), x€R®, (3.12)

jossa f on jatkuva ja kompaktikantajainen funktio eli f € Cy(R?). Merkit#in
F = {x € R?: f(x) # 0}. Funktion f voi ajatella ilmaisevan aaltojen lihteet.
Greenin kaava (B.16) voidaan kirjoittaa my6s seuraavaan muotoon

ou ov

2 — U 2U = V7— — U S.
Je@sru—u@spay = [ wg—ug)a

Sijoitetaan tdhin v(y) = ¢(x,y) ja oletetaan, ettd u toteuttaa yhtélon (3.12),
jolloin

/G (—6(x.y) £(y) + uly) 5(x — y)) dy

_ ) 00X y)
- [ @een T —un) 25 asiy).

Valitaan integroimisalueeksi G origokeskinen r-séteinen pallo €,.. Kun |x| < r
niin

u(x) = /Q o(x,y)(y) dy
" (3.13)
+

Quly)  \0xy),
| 00752 -0 %5 dsty)

Kun 7 — oo niin u(x) = [os ¢(x,y)f(y) dy = [ o(x,y)f(y) dy toteuttaa
yhtalon (3.13), koska t#lloin pintaintegraali hdvida. Voisimme ¢(x,y):m sijaan
kiiyttis Greenin funktiona myds toista perusratkaisua e~"*1*=¥!/(47|x — y]|).
Niin saatu ratkaisu u ei kuitenkaan toteuttaisi Sommerfeldin siteilyehtoa.

Jotta u(x) = [, #(x,y)f(y) dy olisi yht&ldn (3.12) ratkaisu klassisessa mie-
lessa, taytyisi sen olla kahdesti derivoituva. Pelkks f:n jatkuvuus ei kuitenkaan
takaa tatd, vaan vaaditaan Holder-jatkuvuutta.

Maiiritelmé 3.11 Reaali- tai kompleksiarvoinen funktio u, joka on mddritelty
joukossa G C R®, on Hélder-jatkuva eksponentilla o € (0,1], jos on olemassa
vakio c siten, ettd

lu(x) —u(y)| <clx—y|* Vx,y€eGqG. (3.14)

Kiytetdsin merkintdsd C%(G) joukossa G Holder-jatkuville funktioille ekspo-
nentilla «. Merkintd CP“(G) puolestaan tarkoittaa p-kertaa jatkuvasti deri-
voituvia funktioita, joiden p:nnen kertaluvun derivaatat ovat Holder-jatkuvia
eksponentilla «.. Seuraavaa lausetta tarvitaan myds myShemmin.

Lause 3.12 Olkoon f jatkuva ja integroituva funktio R3:ssa. Mdadritellidn u
seuraavasti

w6 = [ o)) dy. xe B



Jos f € Co(R3) niin u € CH*(R3) ja derivoinnin ja integroinnin jirjestyksen
saa vaihtaa. Jos f € Co(R3) N CY*(R3) niin u € C>%(R?) ja

(A + EHu(x) = —f(x), x€R
Jos edelleen f € Co(R3) N CL2(R?) niin u € C3(R3).

Todistus:

Lause on peréisin kirjasta [CK98], jossa sité ei kuitenkaan todisteta vaan viita-
taan edelleen teokseen Gilbarg, Trudinger: Elliptic partial differential equations
of second order, Springer 1977. Tapaus u € C?(R3) jos f € Co(R3) N C%(R3)
todistetaan my0s esimerkiksi kirjassa [Miil69] (Lemma 10 sivulla 41). 0

3.4 Yleistetty Helmholtzin yhtilo

Epdhomogeenisessa viliaineessa aaltoliikkeen nopeus ei vilttdmétta ole vakio.
Tallsin Helmholtzin yht#lo (3.1) ei sovi kuvaamaan tilannetta ja tarkastelun
kohteeksi taytyy ottaa seuraavan kaltainen yleisempi yhtalo

Au(x) + k2 n(x)u(x) = —f(x), x€R> (3.15)

Funktion n voi ajatella kuvaavan aineen epitasaisuutta ja funktion f aaltojen
1dhteitd. Johdetaan seuraavaksi muutama lause, joita tulemme tarvitsemaan
my6hemmin kappaleessa 5.2. Ensin kuitenkin vain todetaan seuraava lemma.

Lemma 3.13 (Yksikiisitteisen jatkamisen periaate) Olkoon G alue R3:ssa
ja ui,...,up € C*(G) reaaliarvoisia funktioita, jotka toteuttavat epiyhtilin

P
|Aup(x)] < ¢ (Jug(®)] + [Vug(x)]), ¥xeG (316)
q=1

kaikilla p = 1,..., P jollain vakiolla c. Jos u, hdaviid pisteen xo € G ympd-
ristossd katkilla p = 1,..., P niin silloin u, on identtisesti nolla G:ssi kaikilla
p.

Todistus:

Katso [CK98]. 0

Lause 3.14 Olkoon vakio k > 0 ja n € C(R3) siten, ettd (1 —n) € Co(R3) ja
Im(n) > 0. Talléin ongelman

Au(x) + E*n(x)u(x) =0, x € R? (3.17)
Tlir&r <% - lku) =0 (3.18)

ainoa ratkaisu on u(x) = 0.

Todistus:

Jos w on (3.17):n ratkaisu niin huomataan ettd u; := Re(u) ja ug := Im(u)
toteuttavat ehdon (3.16), koska n on rajoitettu. Siispd lemman 3.13 perusteella
riitt#8 osoittaa, ettd v hividi jossain R3:n avoimessa osajoukossa.
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Olkoon D niin suuri origokeskinen pallo, ettd n = 1 alueessa R®\D. Sovel-
tamalla Greenin kaavaa (B.15) pallossa D saadaan

/ u% ds :/ [Vul> — k2 ju)” dy,
op OV D

josta seuraa

m [ u2% ds(y) = l<;2/ Tm(n) [uf? dy > 0. (3.19)
D

Toisaalta samalla tavalla kuin johdettiin (3.5) voidaan johtaa

2

ou

ey + k2 ul® ds = —2k Im u% ds, (3.20)

lim
oD 8V

rT—00 8Q

Yhtélsista (3.19) ja (3.20) ndhdééin, ettd ehto (3.6) toteutuu. Koska u toteuttaa
R*\D:ssé tavallisen Helmholtzin yhtélén (3.1), niin Rellichin lemman mukaan
u héviad R3\ D:ssi. Siispd u(x) = 0 kaikilla x € R3. O

Lause 3.15 Olkoon vakio k > 0 jan € C%*(R3) siten, ettd (1—n) € Co(R?) ja
Im(n) > 0. Jos u € C%(R®) on ongelman (3.17)-(3.18) ratkaisu niin se toteuttaa
yhtdlon

u(x) = —k? g o(x,y)(1 —n(y))uly) dy, xeR’ (3.21)

Kidntden, jos u € C(R?) on (3.21):n ratkaisu, niin silloin u € C*(R?) ja u on
ongelman (3.17)-(3.18) ratkaisu.

Todistus:

“(3.17)-(3.18)=(3.21)"

Olkoon x € R? mielivaltainen. Olkoon D niin suuri pallo, ett se sisiltii x:n ja
ettd n = 1 sen ulkopuolella. Helmholtzin esityslauseen mukaan

_ OulY) e o) — () 22EY) Y
w) = [ (B otxy) - utn) 25 sty

R /D 6(x,y)(1 - n(y)u(y) dy, x€ D,

koska (A + k?)u = k?(1 — n)u. Yht#ls (3.21) seuraa, kun niytetiifin, etté pin-
taintegraali hivids siteilyehdon perusteella. Olkoon €. riittdvan suuri pallo ja
médritelldéin D, = {y € R*\D : |y| < r}. Soveltamalla Greenin toista kaavaa
(B.16) alueessa D, saadaan

/6D <8g—(3’)¢(x,>') - U(Y)M) ds(y)

ov(y)
— [ (B2 o) w0 %2 asty)
= o d(x,y) (ag(yy) —ikU(y)) ds(y)
+ /8m u(y) (agz(/i)({;ri’) —iko(x, Y)> ds



Silld Schwarzin epayhtalon avulla

2
ds —0, r— o

|Il|§/ o|? ds/ O _ ik
o0, a0, v
2
|12 S/ |u|2 ds 99 —tk¢| ds—0, r— o0
09, 9, ov(y)

koska sekd u ettd ¢(x,y) toteuttavat Sommerfeldin séteilyehdon.
“(3.21)=(3.17)-(3.18)”
Koska n on nyt my6s Holder-jatkuva, seuraa lauseesta 3.12, ettd u € C%(R?) ja

(A + E?)u(x) = E2(1 — n(x))u(x).

Siispa u toteuttaa (3.17):mn. Yhtélon (3.21) ratkaisuna u toteuttaa my6s (3.18):m,
koska ¢(x,y) toteuttaa sen ja (1 — n)m kantaja on kompakti. o

Lauseista 3.14 ja 3.15 seuraa suoraan seuraava tulos.

Seuraus 3.16 Yhtdlon (3.21) ainoa ratkaisu on u = 0.

3.5 Yhteys aikaharmonisiin Maxwellin yht&l6ihin

Kappaleessa 2 ndhtiin, ettd homogeenisessa isotrooppisessa viliaineessa Maxwel-
lin yhtéloiden aikaharmonisten ratkaisujen paikkariippuvien kenttien E ja H tu-
lee toteuttaa aikaharmoniset Maxwellin yht&lot (2.11). Seuraavaksi todistettava
lause kertoo, etta télloin sekd E ettd H toteuttavat my6s Helmholtzin vektoriyh-
tilon.

Lause 3.17 Olkoon E,H € C'(D) aikaharmonisten Mazwellin yhtildiden (2.11)
ratkaisu alueessa D C R3. Télloin E ja H ovat lihteettomid ja toteuttavat Helm-
holtzin vektoriyhtalot

AE+K*E=0, (3.22)
AH+EH=0, (3.23)

alueessa D.

Kadntden, jos E (tai H) on Helmholtzin yhtdlon ratkaisu, jolle V - E = 0 (tai
V-H = 0), niin silloin E ja H := LV XE (tai H jo E := — 2V xH) toteuttavat
atkaharmoniset Mazwellin yhtalot.

Todistus:

“:>”

Oletetaan, etti E,H ¢ C?(D). Mydhemmin n#hdiin, ettd timi ei ole lisi-
oletus, koska (2.11):n ratkaisut ovat aina &drettoman monta kertaa jatkuvasti
derivoituvia funktioita (ks. Lause 4.3). Ottamalla yht&loista (2.11) divergenssi
nidhdadn kaavan (B.10) avulla, ettd V- E = 0 ja V- H = 0. Eli kentét ovat
lahteettomid. Talloin voidaan soveltaa kenttidin E kaavaa (B.11):

VXx(VXE)=—-AE+V(V-E) = 0=AE+V x(VxE)
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Kéayttamalla perdkkiin yhtaloita (2.11) saadaan edelleen

0=AE+V x (VxE)
= AE + V x (ikH)
= AE + ik(—ikE)
= AE + k°E

Helmholtzin yhtalé H:lle saadaan vastaavasti.

“ <:”

Oletetaan, ettd on annettu ldhteeton Helmholtzin yhtélon ratkaisu E. Ensim-
maisen Maxwellin yhtalon toteutuminen ndhddéan heti H:n méaritelméstd H :=
iv x E. Toinen yhtdlo seuraa ottamalla H:n roottori ja soveltamalla kaavaa
(B.11). Tapaus, jossa on annettu H E:n sijaan, menee samaan tapaan. O

4 Sironnan suora esteongelma

4.1 Ongelmanasettelu

Homogeenisessa véliaineessa tarkastelun kohteena on yleensd ns. sironnan es-
teongelma. Talloin tutkitaan siteilyn sirontaa kappaleesta D, jota ympéroi ho-
mogeeninen johtamaton viliaine (o = 0).6 Oletuksena on, ettd sisdfintuleva
kenttd E;, H; tunnetaan. Tarkoituksena on m#arittdé sironnut kenttd Eg, H,
siten, ettd kokonaiskenttd

E=E,+E;,, H=H,;+H;,

toteuttaa aikaharmoniset Maxwellin yht#lot alueessa R*\ D ja sopivan reunaeh-
don kappaleen reunalla. Jos oletetaan kappale téydelliseksi johteeksi, jonka pin-
nalla sdhkokentin tangentiaalinen komponentti hivida, tiytyy vaatia reunaehto

v(x)xE(x) =0 x€dD . (4.1)

Téssd v(x) on pinnan 9D ulkonormaali pisteessd x. My6s muita reunaehtoja
on mahdollista kiyttds kuvaamaan erilaisia fysikaalisia tilanteita, mutta niita
ei tissd erikoistyOssi kasitelld [CK98],[CK83].

Sironneen kentdn ratkaisemista, kun esteen muoto tunnetaan, kutsutaan
suoraksi esteongelmaksi ja se on Maxwellin yhtildiden ulkoalueen reuna-arvo-
ongelma. Jotta ongelman ratkaisu olisi yksikésitteinen ja fysikaalisesti mielekis,
taytyy lisdksi vaatia, ettd sirontaratkaisu toteuttaa Silver- Millerin sdteilyehdon,
joka on Sommerfeldin séteilyehdon yleistys vektorikentille.

Kappaleessa 4.2 méiritellaan Silver-Miillerin siteilyehto ja johdetaan inte-
graaliesitykset aikaharmonisten Maxwellin yhtdldiden ratkaisuille sisd- ja ulkoa-
lueessa. Ulkoalueen integraaliesityksen tirkein anti on se, ettd Maxwellin yh-
taloiden ratkaisut rajoittamattomassa alueessa voidaan lausua pintaintegraali-
na rajoitetun pinnan yli. TAmin periaatteen pohjalta on mahdollista osoittaa
suoran esteongelman ratkaisun olemassaolo ja yksikésitteisyys ja kehittdd nu-
meerisia ratkaisumenetelmid [CK 98|, [CK83]. Tat4 kisitellddn hieman enemmén
kappaleessa 4.3.

6T3l118in yht4ldissd (2.11) k on reaalinen ja kappaleen 3 tulokset pitevit.
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4.2 Integraaliesitykset ja sidteilyehto

Lause 4.1 Olkoon D rajoitettu alue, jonka reuna on paloittain siled’ . Merki-
tidn v:lld reunan 0D yksikkiulkonormaalia. Vektorikentille E,H € C'(D) N

C(D) pdtee Stratton-Chu kaava
= [ uy) x Bly)aty) ds(y)
D

+V [ v(y) E(y)é(xy) ds(y)
oD

ik / v (y) x H(y)$(x,y) ds(y)
oD
LV X / (V x E(y) — ikH(y))é(x,y) dy
D

v /D 6(x,y)V - E(y) dy

E(x) xeD

+ ik/D(V x H(y) +ikE(y))o(x,y) dy = {0 x € R\ D

jossa tilavuusintegraalit ovat heikosti singulaarisia. Vastaavanlainen kaava, jos-
sa E ja H vaihtavat paikkaa, on myds voimassa.

Todistus:

8 Kisitelldén ensin tapaus x € D. Olkoon x € D mielivaltainen ja mé#dritelldin
alue D, := {y € D : [x—y| > p}. Eli D:std leikataan pois pallonkuoren
00(x; p) := {y € R : |x — y| = p} rajaama alue x:n ympérilti. Perusratkaisun
¢(x,y) madritelmésta (3.7) seuraa, ettd Viod(x,y) = —Vyo(x,y) kun x # y.
Siispi alueessa D, vektorikentille E, H € C'(D) pitee (kaavojen (B.5) ja (B.4)
mukaan)

Vy x (¢(x,y)E(y)) = ¢(x,5)V x E(y) — Vi x (¢(x,¥)E(y))
Vy - (0(x,y)E(y)) = o(x,y)V - E(y) = Vx - (6(x,¥)E(y))
Vy x (¢(x,y)H(y)) = ¢(x,y)V x H(y) — Vx x (¢(x,y)H(y)) .
Otetaan ensimmaisestd yhtalosté roottori, toisesta gradientti ja kerrotaan kol-
mas ik:lla ja lasketaan saadut kolme yht#load puolittain yhteen. K&yttamalla

oikealla puolella kaavaa (B.11) ja tietoa Ax(¢(x,¥)E(y)) = —k2¢(x,y)E(y)
piddytadn yhtiloon

Vx x Vy x (¢(x,y)E(y))
- VX(vx : (¢(X7 Y)E(Y))
+ikVy x (¢(x,y)H(y)))
= Vx X (¢(x,¥)(V x E(y) — ikH(y)))

— Vi(o(x,y)V - E(y))
+ikd(x,y)(V x H(y) + ikE(y))

"Vertaa teoreemaan 6.1 kirjassa [CK98]. Paloittain siled reuna riittinee t&ssa?

8Vertaa lauseen 6.1 todistukseen kirjassa [CK98]. Jos Gaussin lauseen oletukset ovat kuten
liitteesss A, tapausta E, H ¢ C (D) ei tarvinne kisitells erikseen. Vaikka kaava (4.3) ei olekaan
voimassa reunalla, Gaussin lausetta voidaan silti soveltaa.

(4.3)
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Integroidaan tidma yhtalo puolittain alueen D, yli ja vaihdetaan derivoinnin ja
integroinnin jarjestystd. Nain voidaan tehd&, koska singulariteetti on poistettu
(ks. liite A). Vasemmalla puolella voidaan kiyttdd Gaussin lausetta (kaavat
(B.12) ja (B.13)). Saadaan

vX/ v(y) x B(y)o(x,y) ds(y)
dDUAQ(x;p)

-V v(y) - E(y)é(x,y) ds(y)
ODUAN(x;p)

ik /8 oy Y % HOIOGY) ds(3)
L(xip (4.4)
—V /D (V x B(y) — ikH(y))é(x,y) dy

P

-V i o(x,y)V - E(y) dy

kY x /D (V x H(y) + ikE(y))o(x,y) dy |

P

jossa pallonkuorella 9(x; p) normaalivektori ¥ on mééritelty osoittamaan si-
sadnpdin. Kun y € 0Q(x; p), niin

eikp
4d7tp
joten kiyttdmalla kaavaa (B.8) ndhddan

Vx x (v(y) x E(y)o(x,y)) — Vx(v(y) - E(y)é(x,y))
=v(y)(E(y)  Vxo(x,y)) — w(y) - Vx)(o(x,y)E(y))

oy) = Taoloy) = (1 - k) ),

4d7tp

— () - E@y))Vxo(x,y) (4.5)
=—(v(y) Vxo(x,y))E(y)
1 1
Yhtalostd (4.5) seuraa integraalilaskun viliarvolauseen nojalla, ettd

Vi [ uly) % B)oty) dsy) (46)
0(x;p))

-V v(y) - E(y)o(x,y) ds(y) (4.7)
0(x;p)

ik [ uly) < HyOy) dsy) 2 B . p0. (49
0Q(x;p)

jolloin (4.2) seuraa (4.4):sta.

Tapaus x € R?\ D on yksinkertaisempi. Yht#l6 (4.3) voidaan integroida koko
alueen D yli, koska singulariteettia ei ole. Soveltamalla Gaussin lausetta kuten
(4.4):ssa saadaan yht#lon (4.2) oikealle puolelle suoraan 0. a

Jos E, H on aikaharmonisten Maxwellin yhtiloiden ratkaisu alueessa D, ti-
lavuusintegraalit kaavasta (4.2) havidvit. Muokkaamalla jaljelle jadvia reunain-
tegraaleja paddytdin seuraavaan lauseeseen.
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Lause 4.2 Olkoon D rajoitettu alue, jonka reuna on paloittain siled. Merkitddn
v:lli reunan 0D yksikkoulkonormaalia. Olkoon E,H € C*(D)N C (D) aikahar-
monisten Mazwellin yhtildiden (2.11) ratkaisu alueessa D. Tdlléin pitee’

-V x / v(y) x E(y)é(x,y) ds(y)
oD

(4.9)
1 E(x) xe€D
— H d = _
+ VX VX /8D v(y) x H(y)o(x,y) ds(y) {0 x € RA\D
ja
[ uy) % Hy)otx.y) ds(y)
(4.10)
1 H(x) xeD
- = E d = _
Y <V /aD v(y) x Bly)ox,y) ds(y) {0 x eR)\D .
Todistus:
10 K3sitelldsin ensin tapaus x € D. Miéritellidn jilleen D, :== {y € D :

Ix —y| > p}, 00x;p) == {y € R® : |x—y| = p} ja merkitdéin pallonkuo-
ren 00Q(x; p) sisadnpdin osoittavaa yksikk6normaalia v:lla. Kayttamélla Gaus-
sin lausetta ja toista Maxwellin yhtil64 saadaan

V[ uly) x Hy)éxy) ds(y) = / v(y) x H(y) - Vd(x,y) ds(y) =
oD oD

/ V() - H(y) x Vao(x,y) ds(y) =
oD

/D V- (Hy) x Vuobey) dy = [ vly) x Hiy) - Vuolxy) ds(y) =

P 9Q(x;p)

=0, koska v||Vx¢ kun y€edQ(x;p)

/ (Vy x H(y)) - Vad(x,y)) dy =

P

Jo

ik / v(y) - E(y)é(x, ) ds(y) + ik / v(y) - By)d(x,y) ds(y) -
oD 15}

Q(x;p)

IKE(y) - Vyd(x,y) dy = ik /D Yy - (B(y)é(x.)) dy =

=:1,

Téssd neljas yhtdsuuruus seuraa kaavasta (B.7) ja siitd, ettd
vy X Vx¢(x, y) = _vy X vy¢(xv y) =0. (4'11)
Kuudes yhtasuuruus seuraa E:n lihteettomyydesté. Koska

ezkp

(| < k [E(y)| ds(y) =0, p—0

O0Q(x;p) 471—/)

9Selkeyden vuoksi kirjoitamme periikkiiset roottorit usein ilman sulkuja V x (V x a) =
V xV xa.

10Kaava (4.12) johdetaan téssd eri tavalla kuin kirjoissa [CK98] ja [CK83]. Mielestani kirjan
[CK98] todistus on ongelmallinen, jos E,H ¢ C1(D).
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V- [ viy) xH(y)o(x,y)ds(y) =ik | v(y) E(y)o(x,y)ds(y) . (4.12)
oD oD

Kéyttden nyt kaavaa (B.11) ja yht&loa (4.12) saadaan

iVxVXéwawaw@mﬁMw=

i - —Ax(v(y) x H(y)d(x,y)) + Vx(Vx - (v(y) x H(y)o(x,y))) ds(y) =
—ik | v(y) x H(y)o(x,y) ds(y) +V [ v(y) -E(y)é(x,y) ds(y)
oD oD
(4.13)

Kun tdmé yhtalo ja aikaharmoniset Maxwellin yhtalot sijoitetaan kaavaan (4.2)
saadaan haluttu yhtalo (4.9) tapauksessa x € D. Esitys (4.10) H:lle seuraa

(4.9):sta, kun tiedetédin, ettd H(x) = +V x E(x). Nimittiin,

+ VXV [ V- (uly) x Hiy)é(x,y)) ds(y)
:—vavX/ v(y) x B(y)é(x, y) ds(y)
oD

_vX/’wwamwxw@@»
oD

jossa viimeinen yhtdsuuruus seuraa siité, etté gradienttikentin roottori on aina
nolla.

Tapauksessa x € R?*\D yht#lon (4.12) johtaminen on hieman yksinkertai-
sempaa, koska singulariteetti jad D:n ulkopuolelle. Niinpa yht&lo (4.13) péitee
myds kun x € R3\D. Téllgin yht#lsissi (4.9) ja (4.10) tapaus x € R3\D saa-
daan samaan tapaan kuin edelld tapaus x € D, kun sovelletaan oikeaa muotoa
yhtalosta (4.2). a

Lauseen 4.2 avulla saadaan seuraava tulos, johon viitattiinkin jo lauseen 3.17
todistuksessa.

Lause 4.3 Olkoon E,H € C'(D) N C(D) aikaharmonisten Mazwellin yhtdldi-
den ratkaisu alueessa D. Talloin E,H € C*°(D).

Todistus:
Jokaisella pisteelld x € D on ympiristd Q(x;p) == {y € R® : |[x —y| < p} C
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D, joka on rajoitettu ja siledreunainen. Tdssd ympdéristossd voidaan soveltaa
lausetta 4.2. Télloin E:n ja H:n darettomésti derivoituvuus seuraa ¢(x,y):n
adrettomésti derivoituvuudesta esitysten (4.9) ja (4.10) perusteella. (Derivoinnit
muuttujien z; suhteen voi viedd integraalin sisdén, ks. liite A.) Koska x € D
oli mielivaltainen, ovat E ja H direttomén monta kertaa jatkuvasti derivoituvia
koko alueessa D. |

Seuraavaksi méaritelldan Silver-Miillerin siteilyehto ja aikaharmonisten Maxwel-
lin yhtéloiden sdteilevit ratkaisut.

Maiidritelma 4.4 Aikaharmonisten Mazwellin yhtdloiden ratkaisu, joka on mdd-
ritelty jonkin pallon ulkopuolella, on sdteileva ja toteuttaa Silver-Millerin sd-
teilyehdon, jos ainakin toinen'! seuraavista ehdoista toteutuu

lim r(Hx%—E)=0, (4.14)
lim r(Exx+H)=0. (4.15)

Tdssd on merkitty r = |x| ja vaaditaan, etti suppeneminen on tasaista kaikissa
suunnissa X = x/ |x|.

Ennen kuin johdetaan lausetta 4.2 vastaavan esityslauseen ulkoalueessa to-
distetaan seuraava lemma, joka muistuttaa lemmaa 3.7.

Lemma 4.5 Olkoon E,H € C*(R3\Qg) aikaharmonisten Mazwellin yhtdiléi-
den ratkaisu, joka on mddritelty R-sdteisen pallon ulkopuolella ja tdyttid sdtei-
lyehdon (4.14). Merkitdin 0),.:lld r-sateisen origokeskisen pallon pintaa. Tdl-
loin pdtee

/ E* ds=0(1), r— oo (4.16)
o0,

Todistus:
Merkitadn v:114 09,.:n yksikkoulkonormaalia. Ehdosta (4.14) seuraa

/ Hx v+ [E[> -~ 2Re (Hx v E) ds =
o, (4.17)

1
/ |H><1/—E|2ds:—2/ rH xx—E)]?ds —0, r — o0
Q. r .
Valitaan r > R ja méadritelldén alue D, := {y € R?: R < |y| < r}. Huomataan,
ettdi Hx v-E = v - E x H, jolloin soveltamalla Gaussin lausetta alueessa D,

saadaan Maxwellin yhtiloiden avulla

Hxv -Eds=
Q-

P—Ixu-Eds+/ V- (ExH)dy =
D,

on (4.18)
Hxv-Eds+ | H- (VXxE)-E-(VxH)dy =
121977} D,
ﬂxu~Eds+ik/ H|* — |E|* dy
1219773 D,

1 Myshemmin nihdisn, ettid aikaharmonisten Maxwellin yht#ldiden ratkaisuille joko mo-
lemmat ehdot toteutuvat tai ei kumpikaan toteudu.
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Yhtélostéd (4.17) saadaan

lim H x v + [E|” ds = lim 2 Re (
Qr T—00

T—00

ﬂxu-Eds) )
a9,

Sijoittamalla oikealle puolen yhtalon (4.18) reaaliosa saadaan

T—00

lim H x v|* + |E|? ds:ZRe( ﬁxu-Eds) : (4.19)
Q.

1219573

Vasemmalla puolen molemmat termit ovat positiivisia. Niiden taytyy kumman-
kin olla rajoitettuja, koska niiden summa ldhestyy darellista raja-arvoa. On siis
todistettu haluttu kiyttdytyminen kentille E. O

Lause 4.6 Olkoon D rajoitettu joukko, joka on rajoittamattoman paloittain si-
ledreunaisen alueen avoin komplementti. Merkitaan v :lld reunan 0D yksikkoul-
konormaalia, joka osoittaa D:n komplementtiin piin. Olkoon E,H € C*(R3\D)N
C(R3\D) aikaharmonisten Mazwellin yhtilsiden (2.11) ratkaisu, joka on sitei-
levd. Tdlléin pdtee

V x / v(y) x E(y)é(x,y) ds(y)
oD

0 xeD (4.20)

1
— EV x V x AD V(Y) X H(y)¢(xa y) ds(Y) = {E(X) x € RS\D

ja

v x / v(y) x H(y)(x, y) ds(y)
oD

4.21
0 X€ED ( )

1
+ %V X V x /aD v(y) x E(y)o(x,y) ds(y) = {H(x) x € RA\D.

Todistus:

Oletetaan ensin, ettd ehto (4.14) toteutuu. Kiinnitetéifin x € R3. Valitaan r niin

suureksi, ettd D ja x jadvat r-siteisen origokeskisen pallon €, sisdén.
Todistetaan aluksi, ettd tdlloin pitee (vertaa yhtaloon (4.12))

V. v(y) x H(y)o(x,y) ds(y) = ik v(y) E(y)o(x,y) ds(y) . (4.22)
00, o0,

Kayttamalls kaavoja (B.4) ja (B.5) ndhdaan, ettd
Ve (v(y)xH(y)o(x,y)) = —¢(x,y)v(y)-(Vy xH(y))+v(y)-Vy x (6(x, y)H(y)).

Integroimalla puolittain ja kdyttamé&lla toista Maxwellin yhtdloa (2.11b) saa-
daan edelleen

V- v(y) x H(y)o(x,y) ds(y) =
0,

ik v(y) - E(y)o(x,y) ds(y) +/ v(y) - (Vy x (o(x,y)H(y))) ds(y) ,
20, 2%,
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jossa jalkimmaiinen integraali yli suljetun pinnan 02, héviad Stokesin lauseen
perusteella ja pdddytaan yhtaloon (4.22).
Vastaavalla laskulla kuin yht&l6ssa (4.13) saadaan yhtalostéa (4.22), ettd

EV X V x /89 v(y) x H(y)o(x,y) ds(y) =

“ik [ ()} H)o0xy) ds(y) 4V [ wly) E(y)o0xy) ds(y)
o0,

o0,
(4.23)

Niinpa soveltamalla lausetta 4.2 alueessa Q,,\D nidhdiin, ettd

X€eD 0

x € R\ D E(X)} =Vx /6D v(y) x E(y)é(x,y) ds(y)

_ iv x V x /8D v(y) x H(y)o(x,y) ds(y)

U / v(y) x B(y)é(x,y) ds(y) (4.24)
0,
+V v(y)-E(y)o(x,y) ds(y)
0,

— ik v(y) x H(y)o(x,y) ds(y) .
0,

Yhtilo (4.20) saadaan, kun niytetdidn, ettd lausekkeen kolme viimeistd termid
havidvat r:n 1ldhestyessé daretontd. Muokataan termejd hieman. Aloitetaan vie-
malld yhtélon (4.24) kolmannessa termissé roottori integraalin sisdén ja kiytté-
malld kaavoja (B.2) ja (B.3),

-V x / v(y) x E(y)o(x,y) ds(y)
Q.

_ / (Vyo(x.y) x v(y)) x E(y) ds(y)
/ ¥))Vy6(x,y) ds(y)
/ Vyo(x,y)E(y) ds(y)

:/ (Vyo(x,y) x v(y)) x E(y) ds(y)
0,

-V v(y)-E(y)o(x,y) ds(y)
o0,
- / iko(x, y)E(y) ds(y)
00,
- /8 B () Vyolxy) - iko(xy) ds(y)

Tamén avulla saadaan yhtdlon (4.24) kolme viimeistd termid kirjoitettua seu-
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raavasti

Y / v(y) x E(y)é(x,y) ds(y)
0,

+V v(y) E(y)o(x,y) ds(y)
0,

— ik v(y) x H(y)o(x,y) ds(y)
00,

- /8 (Vyolx,y) % () x By) ds(y)
_ / (Vyo(x,y) x B(y)) x v(y) ds(y)
o0,
+V v(y)-E(y)o(x,y) ds(y)
00,
ik / v(y) x H(y)o(x,y) ds(y)
00,
_ / (Vyo(x,y) x v(y)) x E(y) ds(y)
o0,
-V v(y) - E(y)o(x,y) ds(y)
0,
- / iko(x,y)E(y) ds(y)
Q.
_ /8 BE)#() Vyoboy) - kotx,y)) ds(y)
+V v(y) - E(y)o(x,y) ds(y)
0,
+ /8 o iko(x,y)E(y) ds(y)
- /8 ko y)(v(y) x H(y) + B(y)) ds(y)
— [ (Vy06xy) x vy) X Bly) ds(y)
0,
- /a E@)@y) - Vyolxy) - ikox.y) ds(y)

- /8 koY) ((y) x H(y) + E(y)) ds(y)
=I, -I,-1Is,

jossa vilivaiheissa on kiytetty kaavoja (B.3) ja (B.5) ja lopuksi on viimeisen
muodon pintaintegraaleille otettu kiytt6on merkinndt Iy, I, ja Is.

Kun x on kiinnitetty ja y € 0, niin v(y) = g—‘ ja o(x,y) = O (ﬁ)
Samoin kuin saatiin (3.10) saadaan tll6in

Vyo(x,y) = iko(x, y)l + 0 % , (4.25)
vl |

21



ja edelleen

v(y) - Vyd(x,y) — ikd(x,y) = O (#) ; (4.26)
Vyo(x,y) x vly) = O (ﬁ) . (4.27)

Kayttamalld Schwartzin epayhtilod saadaan yhtéloiden (4.26) ja (4.27) seké
lemman 4.5 perusteella

|11|—]/ (Vyo(x,y) x vy ))xE(y)ds<y>\

< [Vy¢ x v| [le200) |l 1Bl lIz200,) — 0, 7 — 00,

| B0wls) - 06y - ihox.y) ds<y>}

< || |E[ [lzz@aa0ll [V - Vyd —ik¢| ||z2(50,) — 0, T — 00,

o] =

Schwarzin epayhtélon ja sateilyehdon (4.14) perusteella saadaan
Ll = | [ ikotey)(uly) x Hy) + E) ds(y)
< [K| | (x,y)[ [H(y) x v(y) — E(y)| ds(y)
<|k|/ ds/ Hxv—E’ds -0, r—oo.

Nyt on siis todistettu kaava (4.20) olettaen ehto (4.14). Kaava (4.21) seuraa
jélleen (4.20):sta, koska H = =V x E.
Jos oletetaan, ettd ehto (4 15) toteutuu (4.14):n sijaan, voidaan maaritelld

kentit E := —H ja H := E, jotka toteuttavat aikaharmoniset Maxwellin yhti-
16t seki séteilyehdon (4.14). Niin lauseen todistus palautuu edelld kisiteltyyn
tapaukseen. ]

Nyt voidaan todistaa ehtojen (4.14) ja (4.15) yhtédpitdvyys aikaharmonisten
Maxwellin yhtéléiden ratkaisuille ulkoalueessa.

Lause 4.7 Sateilyehdot (4.14) ja (4.15) ovat yhtapitivit.

Todistus:
Olkoon ratkaisu E, H € C'(R3\Qr) mééritelty R-siteisen pallon Qg ulkopuo-
lella. Lauseen 4.6 mukaan voidaan kirjoittaa

E(x) = /a  Buxy) dsly) + /8  Bixy) ds(y) (4.28)

H(x) = - H. ds(y) — - Ho(x,y) ds(y) , (4.29)

kun maéaaritelldan

En(x,y) = Vy x (@3)6(x,y)),  Hu(xy) =~y x Bu(x,y)

ik

1
__vx X He(X;Y) ’

Ho(x,y) = Vi x (b(y)o(x,y)),  Ee(xy)i=——
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jossa on merkitty

a(y) == v(y) x E(y), b(y) :=v(y) x H(y) .

Vo x (6%, y)aly)) = ik (crxxam =0 (220)) - wan)

ja kaksoisroottorille patee

ezk\x|

Vo x T x (0(x,y)aly) =K (5 aty) x5 0 (B2).

x| x|
(4.31)
Kun y € Qg niin a(y) on rajoitettu ja kaavojen (4.30) ja (4.31) perusteella

Fou(5,¥) % % — 1Bun(6,y) =77 (Vi % Vic % (a(y)0x,)) % x
~ x| T x (aly)00x,¥))

o)

1
H,(x,y) Xxx —rE,(x,y) =0 (m) , r=|x|—> o0

Siispé

tasaisesti kaikissa suunnissa x/ |x| kaikilla y € 0Qg. Vastaavasti saadaan myos
1

En(x,y) xx+rHy(x,y) =0 ) r=|x| — o0 (4.32)
x

Té&ysin samanlainen asymptoottinen kiyttiytyminen saadaan parille E., H, [CK98].
Eli kumpikin pari E,, Hy, ja Ee, He toteuttaa molemmat Silver-Miillerin ehdot
kaikilla y € OQg. Esityksien (4.28) ja (4.29) perusteella myés ratkaisu E, H to-
teuttaa ne molemmat. Eli (4.14) ja (4.15) ovat yhtapitavét. O

4.3 Ongelman ratkaisuista

Kappaleessa 4.1 esitelty suora esteongelma voidaan tiivistdd seuraavasti, kun
este oletetaan tédydelliseksi johteeksi.

Ulkoalueen esteongelma

Olkoon D C R3? rajoitettu joukko, joka on rajoittamattoman paloittain siledreu-
naisen alueen avoin komplementti. Tehtdvind on etsid aikaharmonisten Mazwel-
lin yhtdloiden

V x E(x) —ikH(x) = 0, V x H(x) +ikE(x) =0, x€R*\D
siteilevd ratkaisu Eq, Hy € C1(R?*\D) N C(R3\D), joka toteuttaa reunaehdon

v(x) x Eg(x) =c(x), x€09D,
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Jjossa kenttd c(x) on tunnettu.
Kokonaiskentille reunaehto on muotoa (4.1), mutta sironneelle kentélle reunaeh-
to riippuu sisdédntulevasta aallosta E;, H;. Tassa on siis otettu tangentiaaliselle
vektorikentélle —v(x) x E;(x), x € 0D kiytto6n merkintd c(x).

Rellichin lemman avulla voidaan todistaa, ettd ulkoalueen esteongelmalla on
korkeintaan yksi ratkaisu.

Lause 4.8 Ulkoalueen esteongelmalla on korkeintaan yksi ratkaisu.

Todistus:

Tehd&in vastaoletus ja oletetaan, ettd ongelmalla on ratkaisut Eq, H; ja Eo, Ho.
Tillsin myds E := E; — Ey, H := H; — H, on Maxwellin yhtilsiden ratkaisu
alueessa R3\ D, mutta reunaehdolla

v(x)xE(x)=0, x€dD. (4.33)
Kuten lemman 4.5 todistuksessa saatiin yht#ld (4.19), saadaan 12
N 2 2 .=
lim ’qu‘ +’E’ ds:2Re/ vxE-Hds.  (4.34)
r=oe o, oD

Yhtaloistd (4.33) ja (4.34) seuraa
2
E|

lim ds=0.

r—00 a0, ‘
Nyt lauseesta 3.17 ja Rellichin lemmasta seuraa, etti E = 0. Tistd seuraa
edelleen, ettd H=0 ja ratkaisut E;, H; ja Es, Hy ovatkin samat koko alueessa
R3\ D. O

Olettaen ettd D:n reuna ja funktio ¢ ovat riittévén sileitd voidaan osoittaa,
ettd ulkoalueen esteongelmalla on aina ratkaisu ja ettd ratkaisu riippuu jatku-
vasti reunadatasta [CK98]. Téssé todistusta ei kisitelld vaan viitataan kirjoihin
[CK98]| ja [CK83]. Lyhyesti mainitaan kuitenkin todistuksen perimmaéinen idea,
koska se my6s hieman valottaa ldhestymistapoja ongelman numeeriseen ratkai-
suun. Ulkoalueen esteongelman ratkaisua etsitdin muodossa

E(x) = V /8 aly)ox.y) ds(y)

LNV XV x /a vly)  (SE)(¥)0lx.y) dsy)

H(x) = iv x E(x) ,

jossa parametri ) # 0 ja Sy on integraalioperaattori

_ 1 a(y)

(Soa)) = o [ 2 asy)
Funktiolle a on mahdollista johtaa integraaliyhtild, jolla voidaan osoittaa aina
olevan yksikésitteinen ratkaisu. Samaista reunaintegraaliyhtdl6d voidaan rat-
kaista myts numeerisesti. Oleellista on, ettd niin aikaharmonisten Maxwellin
yhtaloiden rajoittamattomassa kolmiulotteisessa alueessa médrittelemd ongel-
ma saadaan muutettua integraaliyhtdloksi yli kaksiulotteisen ja rajoitetun pin-
nan.

12gkalaarikolmitulossa pisteen ja ristin paikan saa vaihtaa!
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5 Sironta epahomogeenisessa viliaineessa

Viliaineen sdhkoiset ominaisuudet voivat vaihdella paikan funktiona. T&llGin
my0s sihkomagneettisen aaltoliikkeen etenemisnopeus on erilainen eri kohdissa,
miki saa aikaan siteilyn siroamista. Sironnan suorana ongelmana on selvittaa
sironnut kenttd, kun sisdéintuleva kenttd ja viliaineen ominaisuudet tunnetaan.
Seuraavassa oletetaan, ettd viliaineen ominaisuudet muuttuvat jatkuvasti ja et-
td kaukana origosta viliainetta voi pitdd homogeenisena eristeend. Kappaleessa
5.1 méadritellddn sirontaongelma matemaattisesti ja kappaleessa 5.2 osoitetaan
ongelmalla olevan yksikésitteinen ratkaisu.

5.1 Ongelman méiéirittely

Tarkastellaan epihomogeenista isotrooppista ainetta R3:ssa, jossa permittiivi-
syys on €(x) ja johtavuus o(x). Useimmilla materiaaleilla magneettinen perme-
biliteetti on ldhes sama kuin tyhjitssd, joten oletetaan, ettd p > 0 on vakio
kaikkialla.'® Lisiksi oletetaan, ettd riittivin kaukana origosta permittiivisyys
on vakio ja johtavuus nolla eli

JR>0 se. €e(x)=¢€¢>0 ja o(x)=0 kun [x]> R. (5.1)
Sijoittamalla, yht#loihin (2.10¢) ja (2.10d)

E:eol/zE ja I:I:,u_l/QH

ja merkitsemalld

k=w\/le >0, (5.2)
1 €(x ia(x)
o) = = () +i720) (5.3

saadaan aikaharmoniset Maxwellin yhtil6t epdhomogeenisessa, aineessa

VxE—ikH=0,
V xH+ikn(x)E = 0.

Oletuksesta (5.1) seuraa, ettd funktiolla m := 1 —n on kompakti kantaja. Koska
o(x) > 0 niin Im(n) > 0. Vield oletetaan, etti n € C1%(R?), ja miéritelldin
ongelma seuraavasti.

Viliaineongelma

Olkoon E;, H; € C! (R3) homogeenisten aikaharmonisten Maxwellin yhtdloiden
(2.11) ratkaisu kaikkialla R®:ssa. Tehtivind on etsii ratkaisu E,H € C1(R?)
yhtaloille

V xE—ikH =0, (5.4a)
V xH+ ikn(x)E =0, (5.4b)

siten, ettd sironnut kenttd
E, =E - E,, H, =H - H;, (5.5)

13Ratkaisun olemassaolo ja yksikisitteisyys voidaan osoittaa myds yleisemmaissi tapaukses-
sa pu = p(x), ks. [Miil69)].
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toteuttaa séteilyehdon 14

lim r(E, x X+ H,) =0, (5.6)

T —00

tasaisesti kaikissa suunnissa X.

5.2 Ratkaisun olemassaolo ja yksikisitteisyys

Todistetaan aluksi seuraava lause.

Lause 5.1 Olkoon E,H € C'(R3) wviliaineongelman (5.4)-(5.6) ratkaisu. Tdl-
loin E toteuttaa integraaliyhtdlon

B() =Bi(x) ~ 1 [ 0(x,y)(1 —n(y)B() dy
(5.7)

+V » %Vn(y) ‘E(y)p(x,y) dy, xecR3.

Todistus:

Olkoon x € R3 mielivaltainen ja B niin suuri origokeskinen pallo, ett3 se sisaltis
pisteen x ja funktion (1 — n):n kantajan. Soveltamalla kaavaa (4.2) ratkaisuun
E, H saadaan

E(x) = - V x / v(y) x B(y)é(x.y) ds(y)

OB

+V [ v(y) E(y)é(x,y) ds(y)
OB

—ik - v(y) x H(y)o(x,y) ds(y) (5.8)
LV /B %vmy) E(y)é(x,y) dy
yE / 6(x,y)(1 — n(y))E(y) dy.

B

silld V x H+4kE = ik(1 —n)E janV - E = —Vn - E. Soveltamalla kaavaa (4.2)
edelleen ratkaisuun E;, H; saadaan

Ei(x) = — V x /8 () % Bi(y)olx,) ds(y)

+V | v(y) Ei(y)o(xy) ds(y) (5.9)
OB

ik / v(y) x Hi(y)o(x, y) ds(y)-
0B

Pallon B ulkopuolella n = 1 ja sielld my6s sironnut kenttd Eg, H toteuttaa
homogeenisen aineen aikaharmoniset Maxwellin yhtalot (2.11), jolloin lauseen

M Koska siteilyehdot (4.14) ja (4.15) osoitettiin yhtépitéviksi, voidaan kiyttds kumpaa hy-
véansi. Siteilyehdon (4.14) suora todistaminen lauseessa 5.2 tuotti kuitenkin vaikeuksia, vaikka
[CK98] toteaa sen seuraavan helposti.
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4.6 mukaan saadaan (kaava (4.23) pétee pinnalla JB)

0——Vx /8 vly) % Bu(y)(x.y) ds(y)

VI v(y) - Es(y)o(x,y) ds(y) (5.10)
— ik g v(y) x Hs(y)o(x,y) ds(y).
B
Koska E = E; + E;, saadaan haluttu yhtdld (5.7) laskemalla (5.9) ja (5.10)
puolittain yhteen ja sijoittamalla tulos yht&loon (5.8). O

Seuraavaksi osoitetaan, ettd ratkaisemalla yhtls (5.7) saadaan myos ongelman
(5.4)-(5.6) ratkaisu. Niinpa integraaliyhtalo (5.7) on erds mahdollinen lihtokohta
suoran véliaineongelman numeeriselle ratkaisemiselle.

Lause 5.2 Olkoon E € C(R®) yhtilon (5.7) ratkaisu. Téllgin E jo H := LV x
E ovat viliaineongelman (5.4)-(5.6) ratkaisu.

Todistus:

Koska (1 —n):114 on kompakti kantaja, niin lauseen 3.12 mukaan E € C1<(R?).
Samaisen lauseen mukaan voidaan seuraavassa derivointi vied4 integraalin si-
sddn ja saadaan

v / 6(x,y)(1 — n(y))E(y) dy
]RS

- / (1 - n(y))E(y) - Vyd(x,y) dy

-/
[, 663V, - (1= () E) dy (511
= [ Vy-(¢(xy)(1 —n(y))E(y)) dy

R3
= [ o3IV, - (1 = n)EW) dy,

jossa viimeinen yhtdsuuruus seuraa kiyttamailla Gaussin divergenssilausetta ja
(1 — n):n kompaktikantajaisuutta. Edelleen lauseen 3.12 perusteella
1 1
A—|—k2/ ——Vn(y) - E(y)o(x,y) dy = ———Vn(x) - E(x). 5.12
(A4 #2) [ s Vny) Bly)otxy) dy =~ sTn(x) B, (312)

Ottamalla yht&losté (5.7) divergenssi ndhdasn yhtaloiden (5.11) ja (5.12) avulla,
ettd

1
= -V - - (nE
u nV (nE)
toteuttaa integraaliyhtdlon (3.21). Siispéd seurauksen 3.16 mukaan
V-(nE)=0 (5.13)
ja yhtdlo (5.7) voidaan kirjoittaa muodossa
E(x) ~Bix) — 1 | 0(x.y)(1 = n(y)E() dy

(5.14)

+V . o(x,y)V - E(y) dy
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Koska H := -V x E niin

Hix) = Hi(x) + bV % [ o(xy)(1=n()EW) dy, (.19

josta lauseen 3.12 perusteella seuraa H € C1%(R3), koska oli E € C1(R?).
Kéyttden ensin yhtaloita (5.14) ja (5.15), sitten kaavaa (B.11) ja lopuksi yhtaloa
(5.13) saadaan

V x H(x) + ikE(x) =ik(V x V x —k?) [ ¢(x,y)(1 — n(y))E(y) dy

R3

—ikV g o(x,y)V - E(y) dy

= —ik(A + k?) g o(x,y)(1 —n(y))E(y) dy

—ikV g (%, y)V - (n(y)E(y)) dy
=ik(1 — n(x))E(x),

joten E, H toteuttaa yhtilot (5.4).
Vield tdytyy osoittaa siteilyehto. Madritelmén (5.5) mukaan seuraa yhté-
16isté (5.7) ja (5.15), etté

B0 =~ 1 [ 0(x.y)(1 —n(y)E() dy

+V [ s Vnly)  E(y)olx.y) dy.

HL() = iV % [ ox,y)(1 = n(y)E() dy.
Kun merkitddn yhtaloissé esiintyvid kompaktikantajaisia funktioita seuraavasti
a(y) := (1 - n(y))E(y),
1
b(y) := —=Vnl(y) - E(y),
n(y)
saadaan kaavojen (3.9), (3.10) ja (4.30) avulla

Eq(x) x x + |x| Hg(x :—k2/¢xy ) X xdy
+/ b(y)Vxo(x,y) x x dy
R3
wik [l (@ y)aty) dy

:/3 (_ k26ik|x|e—ikﬁ~ya(y) N
R

+ b(y)ike**le=Fxy g » %
eikIx|

- e Y5 x a(y )) dy +0 (_>

+ ik |x] kS —
x|

0 (ﬁ) .
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Siis sateilyehto toteutuu. ]
Hieman samaan tapaan kuin todistettiin lause 3.14 voidaan yksikisitteisen

jatkamisen periaatteen avulla todistaa seuraava lause.

Lause 5.3 Viliaineongelmalla (5.4)-(5.6) on korkeintaan yksi ratkaisu.

Todistus:

Katso [CK98] O

Ratkaisun olemassaolon todistamisessa voidaan nyt kiyttdd hyviksi ongelman
muotoilua integraaliyht&loni. Funktionaalianalyysistd tunnetaan nimittdin seu-
raavat tulokset.

Miiritelmi 5.4 Olkoon G C R? paloittain sileireunainen rajoitettu alue. In-

tegraalioperaattori T : C(G) — C(G),

(Tu)(x) = /GK(x,y)u(y)dy7 x € G, (5.16)

on heikosti singulaarinen, jos ydin K : (G x G)\{x=y} — C on jatkuva ja on
olemassa vakio \ € [0,3) siten, ettd K toteuttaa epdyhtilon

K(x,y)] < clx—y| 7™, (5.17)
jollain vakiolla c.

Lause 5.5 Heikosti singulaarinen integraalioperaattori T : C(G) — C(G) on
kompakti.

Todistus:
Katso [Vai03]. O

Lause 5.6 Olkoon T : V — V kompakti lineaarinen operaattori normisvaruu-
dessa V. Yhtdlolld

u=Tu+v (5.18)
on ratkaisu u kaikilla v € V' jos ja vain jos vastaavalla homogeenisella yhtiloll
u="Tu (5.19)

on ainoastaan ratkaisu v = 0. Tdssd tapauksessa operaattorilla (I —T) on ra-
joitettu kddnteisoperaattori.

Todistus:
Katso [Kre89]. O
Siispd sironnan viliaineongelman ratkaisuista voidaan todeta seuraavaa.

Lause 5.7 Viliaineongelmalla (5.4)-(5.6) on olemassa yksikasitteinen ratkaisu
E,H € C(R?), joka riippuu jatkuvasti sisdintulevasta kentistd E;, H;.

Todistus:
Olkoon B jokin pallo, jonka ulkopuolella n = 1. Kun mééritelldén integraalio-
peraattori T, : C(B) — C(B) seuraavasti

(T.E)(x) = — /B 6(x,y)(1 - n(y))E(y) dy

+ /B vx¢<x,y>$wy> ‘E(y)dy, xeB,

(5.20)
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voidaan yhtal6 (5.7) kirjoittaa muodossa
E(x) = (T.E)(x) + Ei(x), x€ B, (5.21)

koska lauseen 3.12 mukaan derivoinnin voi (5.7):n viimeisessi termissi vied4 in-
tegraalin sisddn. Kun yleistetdsn masritelma 5.4 operaattoreille, jotka operoivat
vektoriarvoisiin funktioihin, ndhd&in, etti T, on heikosti singulaarinen.Siispa se
on kompakti. Lauseista 5.2 ja 5.3 seuraa, ettd homogeenisella yhtdlolla E = T, E
on vain ratkaisu E = 0. Siispi lauseen 5.6 mukaan kaikilla E; yht&lolla (5.21)
on olemassa yksikisitteinen ratkaisu

E=(-T.,)'E; (5.22)

joka riippuu jatkuvasti E;:std. Lauseen 5.2 mukaan véliaineongelman ratkaisu
saadaan, kun asetetaan H = %V x E. Ratkaisu E, H voidaan mé#aritelld koko
R3:ssa, koska palloa B voidaan suurentaa mielivaltaisen suureksi. m]

6 Lopuksi

Tyossd madriteltiin kaksi sihkomagneettisen siteilyn sirontaongelmaa ja osoi-
tettiin niilld olevan yksikasitteinen ratkaisu. Toinen ongelma kuvasi kentén si-
roamista homogeenisen eristeen ympéardimastd johdekappaleesta ja toinen si-
rontaa epdhomogeenisessa viliaineessa. Esitetyt todistukset pohjautuivat kir-
jaan [CK98|. Koska sdhks- ja magneettikentédt ovat vektorikenttis, muodostu-
vat todistukset helposti tyoldammiksi kuin vastaavat todistukset skalaarikentil-
le. Niinpé osa tuloksista jouduttiin esittim&in ilman todistusta. Tavoitteena oli
kuitenkin kisitelld aihetta siind miirin tdsmaéllisesti, ettd lukijalle muodostuisi
kisitys todistusten rakenteesta ja ongelmien matemaattisen muotoilun taustalla
olevista oletuksista.
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A Kompleksiarvoiset vektorikentat

Olkoon G C R? alue, jossa on méiéritelty funktio F : G — C3. Avaruuksissa R3
ja C3 on normi méiritelty tavalliseen tapaan sisitulon avulla:

x| = V< X,X > = V21ZT1 + 222 + 2373, xeC?

Pistetulon kahden vektorin vililld sen sijaan méarittelemme ilman kompleksi-
konjugointia
Z-W = 21wy + 2ows + 23W3, Z,W E C3.

Maéaritelladn seuraavaksi, mitd kompleksiarvoisen vektorikentdn jatkuvuudella
ja derivoituvuudella tidsméllisesti tarkoitetaan.

Miiritelma A.1 Funktio F : G — C? on jatkuva pisteessi xo € G jos
Ve>0 35>0 se |F(x)—F(xo)|<e kun [|x—xo|<$

Miiritelmi A.2 Funktio F : G — C3 on derivoituva pisteessi xo € G jos on
olemassa sellainen rajoitettu lineaarikuvaus F'(xo) : R3 — C3 etti

Ve>0 36>0 se |F(xo+h)—F(xo)—F(x0)h| <elh] kun [|x—x0|<3d

Lineaarikuvausta ¥'(xq) sanotaan F:n derivaataksi pisteessi xo. F on jatku-
vasti derivoituva G:ssd, jos kuvaus F' : G — L(R3,C?) on jatkuva.

Vastaavasti voidaan médritelli funktion F' : G — L(R3,C3) derivaatta F” :
G — L(R3,L(R3,C3)) (eli F:n toinen derivaatta) ja niin edelleen. Funktion
F derivoituvuutta voidaan kuitenkin tutkia myos seuraavan tuloksen kautta
[Kiv97].

Lause A.3 Olkoot funktiolla v : R® — R jatkuvat osittaisderivaatat'® kertalu-
kuun n asti alueessa G C R3. Téllsin u on G:ssi n kertaa jatkuvasti derivoituva
ja merkitiin u € C™(G).

Vektorikentdn F n kertaa jatkuvasti derivoituvuus tarkoittaa yksinkertaisesti
sitd, ettd F:n karteesisten komponenttien reaali- ja imaginddriosat ovat n kertaa
jatkuvasti derivoituvia alueessa G. My0s télloin merkitdsin F € C™(G).
Muotoa [, F(x)dx ja [ F(x)ds(x) olevat integraalit voidaan tulkita si-
ten, ettd integroidaan F:n karteesisten komponenttien reaali- ja imagind&riosat
erikseen, jolloin kysymyksessi ovat tavanomaiset avaruus- ja pintaintegraalit.
Olkoot F : G — C? ja ¢ : G x G — C jatkuvia funktioita ja integroituvia
alueessa D. Usein voi olla tarpeen derivoida muotoa [, F(y)¢(x,y)dy olevia
lausekkeita muuttujan x suhteen. Jos ¢(x,y) on jatkuvasti derivoituva muuttu-

jan x suhteen ja sekd ¢(x,y) ettd % ovat rajoitettuja integroimisalueessa

x;

D, niin Lebesquen dominoidun konvergenssin lauseesta seuraa, ettd

o - 9¢(x,y)
5 [ P&ty = [ B3y

[Rud74]. My6s pintaintegraalin tapauksessa integroinnin ja derivoinnin jirjes-
tyksen vaihtaminen on sallittua vastaavin oletuksin.

15%, i € {1,2,3}, kaikkiaan 3™ kappaletta
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B Vektorilaskennan kaavoja

B.1 Skalaarikolmitulo ja vektorikolmitulo

Seuraavat tutut kaavat piatevit myds C3:mn vektoreille

a-bxc=axb-c (B.1)
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c (B.2)
(axb)xc=(a-c)b—(b-c)a (B.3)

B.2 Derivointikaavoja

Olkoot a ja b kerran jatkuvasti derivoituvia vektoriarvoisia funktioita ja ¢ ker-
ran jatkuvasti derivoituva skalaarifunktio. Tall6in patevit seuraavat laskusdédn-
not.

V-(ya)=a -Vy+9yV-a (B.4)
V x (Ya) =V xa+ 9V x a (B.5)
V(a-b)=(a-V)b+ (b-V)a+ax (Vxb)+bx(Vxa) (B.6)
V-(axb)=b-(Vxa)—a-(Vxb) (B.7)
Vx(axb)=a(V:-b)—b(V-a)+(b-V)a—(b-V)b (B.8)

Jos a ja 1 ovat kaksi kertaa jatkuvasti derivoituvia niin
VxVy=0 (B.9)
V- (Vxa)=0 (B.10)
Vx(Vxa)=V(V-a)—Aa. (B.11)

B.3 Gaussin lause

Olkoon G € R3 rajoitettu alue, jonka reuna JG on paloittain siled. Funktiolle
A:G— C3 AcC(G)NCHG), pitee Gaussin lause

/ V-A(x) dx = / v(x) - A(x) ds(x), (B.12)
G oG

jossa v(x) on pinnan G yksikkdulkonormaali ja ds(x) on pinnan pinta-ala-alkio
pisteessd x.
Gaussin lause patee my0s seuraavissa muodoissa [AWO1]:

/ V x A(x) dx = / v(x) x A(x) ds(x) (B.13)
G oG

/ Vi(x) dx = Y(x)v(x) ds(x) (B.14)
G oG

B.4 Greenin kaavat

Olkoon G € R? rajoitettu alue, jonka reuna G on paloittain siled. Olkoot
u,v € C?(G) N CY(G). Sijoittamalla Gaussin divergenssilauseeseen vuorotellen
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A =vVu ja A = vVu — uVu saadaan seuraavat Greenin kaavat

/(VU-VU—H)Au)dx:/ v%ds,
G oc Ov

Ju Ov
/G(v Au —u Av) dx = /ac(v% - u%) ds,
ou

jossa 3 = v - Vu on w:n derivaatta ulkonormaalin suuntaan.

B.5 Stokesin lause

(B.15)

(B.16)

Olkoon S pinnanpala, jonka parametriesitys on paloittain kahdesti jatkuvasti
derivoituva ja joka on siind mielessd suunnistuva, ettd reunan 0S ja pinnan
normaalin v suunta voidaan ristiriidatta valita toisiinsa ndhden positiivisesti
suunnistetuiksi [Kiv97]. Olkoon A jatkuvasti derivoituva vektorikenttd, joka on
madritelty pinnalla S reuna 65 mukaanluettuna. T&ll6in on voimassa Stokesin

lause

/S(V x A(x)) - v(x) ds(x) = A(x) - dr(x) .

S
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