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1 Johdanto

Téssé tyossa tarkastellaan ns. numeeristen polunseurausmenetelmien - erityisesti ns. ennuste-
korjausmenetelmien - matemaattisia perusteita ja rakenteiden mekaniikassa kiiytettyjs so-
velluksia. Matemaattisten perusteiden pohjana on pisasiassa viite [1], joten témin esityksen
kunkin luvun alussa on mainittu ne viitteen [1] luvut, joihin esitys perustuu. Tami luku
perustuu viitteen [1] lukuun 1.

Tyypillinen ongelma, jonka ratkaisemiseksi voidaan kiyttds polunseuraus-, homotopia- tai
upotusmenetelmid, on seuraavaa muotoa: On ldydettéivd piste x € R", joka toteuttaa yhté-
16n

F(z) =0, (1)

missd kuvaus F': R" — R" on silei eli tarvittavan monta kertaa jatkuvasti derivoituva.

Jos yhtdlén (1) ratkaisulle eli kuvauksen F nollakohdalle £ = T € R" tiedetiin riitti-
vin hyvé likiarvo zo € R™, voidaan tarkempaa ratkaisua hakea ns. Newton-iteraatiolla

Tip1 =z — A7 F (), (2)
missd 1 = 0,1,... ja A; on kuvauksen F' derivaatan F'(z;) sopiva likiarvo.
Jos yhtdlon (1) ratkaisulle ei ole olemassa niin hyvii likiarvoa, etti Newton-iteraatio (2)

suppenisi kohti tarkkaa ratkaisua Z, voidaan mééritell homotopia H : R™ x R — R" siten,
etta

H(z,1) = G(z)ja (3)
H(.’L‘,O) = F($)> (4)

missd G : R — R" on sellainen siled kuvaus, jonka nollakohdat tunnetaan. Usein homoto-
piaksi H valitaan ns. konveksi homotopia

H(z,\) = AG(z) + (1 = \)F(=z). (5)

Jos z1 € R™ tiedetdin kuvauksen G nollakohdaksi, kuvauksen F nollakohta 7 etsitiin seu-
raamalla homotopian H implisiittisesti médrittelemés - polkuparametrin s mukana lihto-
pisteestd (z1, 1) ratkaisupisteeseen (Z,0) kulkevaa - polkua c(s) € H~1(0).

Toinen tyypillinen valinta homotopiaksi H on ns. globaali homotopia
missd 7 € R™.
Usein ongelman asettelu voi olla jo valmiiksi samaa muotoa kuin edells esitetty homoto-

pian H médrittelemd polunseurausongelma: On siis 16ydettivi z € R, joka toteuttaa
yhtilon

H(z) =0, (7)



missd kuvaus H : R""! — R™ on siledi. Esimerkiksi useat rakenteiden mekaniikan ongelmat
voidaan esittdd tdssd muodossa, jolloin z = (x, \), missié A € R on tehtévin asettelusta seu-
raava luonnollinen fysikaalisesti tulkittavissa oleva parametri ja 2 € R".

Jotta voidaan puhua yhtdlén H = 0 ratkaisukiyrin seuraamisesta, tiytyy 16ytii vastaus
ainakin seuraaviin kysymyksiin:

(1) Milld ehdoilla polku ¢(s) € H~1(0) on olemassa ja siled?

(2) Jos kyseinen siled polku on olemassa, niin milld ehdoilla ratkaisupiste (Z,0) saavutetaan
adrelliselld polkuparametrin s arvolla?

(3) Miten kyseistd polkua voidaan seurata numeerisesti?

Ensimmiistd kysymysté késitelldan luvussa 2.2 ja siithen saadaan vastaus implisiittifunk-
tioteoreeman avulla. Toinen kysymys liittyy epélineaarisen analyysin olemassaololauseisiin
Ja asteteoriaan. Niit4 aihepiirejd ei kéisitelld tésséd tydssd. Kolmannen kysymyksen perustei-
ta kiisitellddn eri ratkaisumenetelmatyyppien osalta luvuissa 2.3, 2.4 ja 2.5. Lisiksi luvussa
3 on vertailtu erityisesti rakenteiden mekaniikassa kiiytettyjs ratkaisumenetelmii.



2 Polunseurausmenetelmien perusperiaatteet

2.1 Upotusmenetelmit

Tamé luku perustuu viitteen [1] lukuun 1. Jos yhtdlén (7) implisiittisesti madrittelems polku
¢ voidaan parametrisoida parametrin A suhteen, voidaan kiiyttii klassisia upotusmenetel-
mid, jotka voidaan esittdd parametriarvosta A = 1 arvoon A = 0 polkua ¢ seuraavan algo-
ritmin muodossa. Algoritmin avulla saadaan polun ¢ likiarvopisteet (z1,A1),. .., (Tm, Am)-

2.1.1 Algoritmi upotusmenetelmille.

1. Valitaan lahtopiste zo € R™ siten, ettd H(zg,1) = 0.

2. Valitaan kokonaisluku m > 0 ja asetetaan parametrimuutos: A\ = 1/m.
3. Suoritetaan kohdat 3a - 3c askelille 7 = 1,... ,m :

da. Lahtoarvo: xgo)
3b. Askeleen parametriarvo: A; = 1 — iA)

3c. Ratkaistaan iteratiivisesti parametriarvoa A; vastaava ratkaisu z; yht#lostd H (z;, A;) = 0

()

i

= Tj-1

kiyttden lahtdarvoa z

Jos kohdan 1 kokonaisluku m on riittdvén suuri eli parametrimuutos A\ on riittévin pieni,
niin kohdan 3a lihtdarvo x§°) on yleensé niin ldhelld kohdan 3c ratkaisua z;, ettd iteraatio
suppenee kohti ratkaisua kaikilla askelilla ¢ = 1,... ,m ja viimein saavutetaan parametriar-
voa A = Ap, = 0 vastaava ratkaisu z,,. Joissakin tapauksissa ratkaisun 16ytaminen saattaa
kuitenkin vaatia hyvin pienen parametrimuutoksen A\ eli vastaavasti hyvin suuren arvon
kokonaisluvulle m. Témé parametrivilin jakoon perustuva menetelms ei kuitenkaan toimi,
jos polulla c on ns. kiiinnepiste parametrin A suhteen eli parametrilla A on polulla ¢ lokaali
dériarvo.

Edelld kuvattujen upotusmenetelmien yksinkertaisen parametrivalinnan aiheuttamat heik-
koudet voidaan vilttad valitsemalla parametrin ) sijasta polulle ¢ luonnollisempi polkupara-
metri kaarenpituus s. Numeerisissa tarkasteluissa kaarenpituudelle voidaan kiyttis sopivaa
likiarvoa eli ns. pseudokaarenpituutta. Yhtils

Hc(s)) =0 (8)

madrdd siis implisiittisesti polun c(s), jonka polkuparametrina on nyt kaarenpituus s. Yhtils
(8) voidaan differentioida kaarenpituuden s suhteen, jolloin saadaan yhtalst

H(c)e = 0, 9)
c(0) = (21,1) ja (10)
el = L (11)

Yhtéldiden (9) - (11) ratkaisuun voidaan kiyttéd alkuarvotehtivien numeerisia ratkaisume-
netelmid, mutta tehokkaampia menetelmid saadaan aikaan ottamalla huomioon, ettd polku ¢
koostuu kuvauksen H nollakohdista, jolloin voidaan kiyttid hyviksi kuvauksen H lokaalisti
kontraktiivisia ominaisuuksia suhteessa Newton-tyyppisiin iteraatiomenetelmiin. Yht#ls (9)
voidaan nimittdin integroida likimadrdisesti, jolloin saadaan aikaan hyvé ratkaisuennuste,
johon voidaan soveltaa Newton-tyyppistd iteraatiota. Tim# periaate on pohjana seuraavissa



luvuissa kisiteltéville ns. ennuste-korjausmenetelmille (predictor-corrector (PC) methods).

Toista polun seuraukseen kédytettivii menetelmiityyppis ovat ns. paloittain lineaariset me-
netelmit (piecewise linear (PL) methods), joita kiisitelldin vain lyhyesti luvussa 2.4. Nam&
menetelméat eivit vaadi kuvauksen H sileyttd, joten niitd voidaan ainakin periaatteessa so-
veltaa laajemmin kuin ennuste-korjausmenetelmid, joita pidetiin kuitenkin tehokkaampina
menetelmind - erityisesti silloin, kun yhtéléryhmén dimensio n on suuri.

2.2 Implisiittisesti méaritellyt kiiyrit

Tém4 luku perustuu viitteen [1] lukuun 2.1. Kuvauksella H oletetaan olevan seuraavat omi-
naisuudet:

2.2.1 Oletus. Kuvaus H : R"*! — R" on siles.
2.2.2 Oletus. On olemassa piste ug € R™! siten, ettd
(1) H(uo) =0 ja

(2) Jacobin matriisilla H'(ug) on maksimaalinen rangi eli rankH'(u) = n.

Koska dimrangeH'(ug) = rankH'(up) = n ja matriisin H'(ug) kuva-avaruus on sen pys-

tyvektorien hy,i = 1,... ,n + 1, viritelmi eli rangeH'(up) = span{hi}?;?, voidaan valita
indeksi j siten, etté dzmrcmgeH’ (ug) = dimspan{h; |i=1,...,7~1,7+1,... ,n+1} =n,

missd, H' ;(uo) on siis matriisi, Joka saadaan ottamalla matr1151sta H'(ug) 7 :s pystyvekto-
ri pois. Oletusten 2.2.1 ja 2.2.2 perusteella indeksi j voidaan siis valita siten, ettd matriisi
H ;(uo) on ei-singulaarinen. Implisiittifunktioteoreeman mukaan ratkaisujoukko H~!(0) voi-
daan parametrisoida lokaalisti j mnen koordinaatin suhteen. Uudelleenparametrisoinnilla
(parametrinvaihdolla) saadaan seuraava lemma:

2.2.3 Lemma. Jos oletukset 2.2.1 ja 2.2.2 ovat voimassa, on olemassa siled kiiyré c(a) €
R ! nollan sisaltiviltd avoimelta vililts J siten, ettd kaikilla o € J pitee:

(a) ¢(0) = uo,

(b) H(c(a)) =0,
(c) mnk:H’( ( ) =n ja
(d) (a) #

Polkuparametrina voidaan kiyttdd myds kaarenpituutta s, jolle pitee

n+1
ds = [i (g‘cdi(f‘))Z]lfzda, (12)
3=l

missd ¢; on ¢ 1 :s koordinaatti. Korvaamalla parametri a kaarenpituudella s ja merkitse-

mailld ¢(s) = gg saadaan

le(s)l =1 (13)



kaarenpituutta s vastaavalla lemman 2.2.3 mukaisella parametrivililli. Koska laajennettu
Jacobin matriisi
H'(c(s))
1

on ei-singulaarinen kaarenpituutta vastaavalla parametrivililli, sen etumerkki siilyy kysei-
selld vililld vakiona, joten kéyrd ¢ voidaan suunnistaa laajennetun Jacobin matriisin deter-
minantin etumerkin mukaan. Yhteenvetona saadaan seuraava lemma:

2.2.4 Lemma. Jos
(1) ¢(s) on positiivisesti suunnistettu kaarenpituuden s mukaan parametrisoitu ratkaisukéy-
T,
(2) ¢(0) =y ja
(3) H(c(s)) =0,
kun J on nollan siséltdvd avoin vili sekd s € J, niin silloin kaikille s € J tangentti ¢(s)
toteuttaa seuraavat ehdot:
(a) H'(e(s))é(s) = 0,
(b) lle(s)]] = 1 ja
H'(c(s))
(c) det ( is)* > 0.
Ehdot (a) - (c) madrddvit yksikésitteisesti tangentin ¢(s), joten tangentille voidaan esit-
tdd seuraava méadritelma:

2.2.5 Méiritelmd. Jos A on n x (n + 1)-matriisi ja rankA = n, niin vektoria t = t(A) €
"R™*1 jolle pitee

(1) At =0,
2) It =1 ja
(3) det( i

sanotaan A :n indusoimaksi tangenttivektoriksi, joka on yksikisitteinen.

Implisiittifunktioteoreemasta seuraa myts seuraava tangenttikuvauksen sileyden takaava
lemma.

2.2.6 Lemma. Jos M on kaikkien n x (n + 1)-matriisien, joilla on maksimaalinen ran-
gi, indusoimien tangenttivektoreiden joukko, niin M on avoin ja kuvaus A = t(A), A€ M,
on siled.

Lemman 2.2.4 mukaan ratkaisukéyrélld c on siis polkuparametrin s suhteen derivaatta ¢(s),
joka on Jacobin matriisin H'(c(s)) indusoima mééritelm#in 2.2.5 mukainen tangenttivektori.
Sama asia voidaan sanoa toisin méirittelemalls kiyrd ¢ alkuarvotehtéivin ratkaisuna.

2.2.7 Alkuarvotehtiviméirittely. Kiyri c on seuraavan alkuarvotehtivin ratkaisu:
(1) 4 =t(H'(u)) ja

(2) u(0) = u,

missd kuvaus H toteuttaa oletukset 2.2.1 ja 2.2.2 seki tangentti ¢ miiritelméin 2.2.5.



Yhtalon 2.2.7 (1) oikea puoli on médritelty vain niissi pisteissi u, joissa Jacobin matrii-
sin H'(u) rangi on maksimaalinen.

2.2.8 Miééritelm4. Jos kuvaus f : RP — RY on siled ja

(a) jos Jacobin matriisin f'(z) rangi on maksimaalinen eli rankf'(z) = min{p, ¢}, niin
z € R? on f :n sdénndllinen piste;

(b) jos € RP on sidnndllinen piste kaikilla z € f~'(y), niin y € R? on f :n sdénndllinen
arvo.

(c) Jos € RP ei ole f :n sddnnéllinen piste, se on f m singulaarinen piste.

(d) Jos y € RY ei ole f :n sdénnéllinen arvo, se on f :n singulaarinen arvo.

Jos y & rangef, niin f~(y) = 0, jolloin y on f m sdinnéllinen arvo. Sardin teoreeman
mukaan f :n sdénnollisid arvoja ovat melkein kaikki y € RY. Lisiksi sainnéllisten pisteiden
joukko on avoin.

2.2.9 Lause (Sardin teoreema). Jos U C RP on avoin ja f : U — R? on r kertaa
Jatkuvasti derivoituva, r > max{p — ¢, 0}, niin sekd f :n singulaaristen pisteiden etti f n
singulaaristen arvojen joukon Lebesguen mitta on nolla.

2.2.10 Lemma. Jos kuvaus f : RP — RY on siled, niin f :n sidénnollisten pisteiden joukko
S on avoin.

Lemmoista 2.2.6 ja 2.2.10 ndhdédén nyt, ettd alkuarvotehtiivin 2.2.7 yhtilén (1) oikea puo-
li t(H'(u)) on siled vektorikenttd, joka on médritelty kuvauksen H siinnollisistd pisteisti
koostuvassa avoimessa joukossa. Lisiksi saadaan my6s seuraava lemma:

2.2.11 Lemma. Jos u = u(s) on differentiaaliyhtélén & = ¢(H'(u)) ratkaisu, niin H (u(s))
on vakio.

Koska ug on oletuksen 2.2.2 (2) ja méaéritelmén 2.2.8 (a) mukaan kuvauksen H sidnnéllinen
piste, niin klassisten olemassaolo- ja yksikésitteisyystulosten perusteella alkuarvotehtivin
2.2.7 ratkaisun c(s) olemassaololle on olemassa maksimaalinen vili (a,b), missi a,b € R.
Kiéyré c(s) voidaan siis médritelld kyseiseksi maksimaaliseksi ratkaisuksi. Oletuksen 2.2.2
(1) ja alkuarvotehtdvimairittelyn 2.2.7 (2) mukaan H(c(0)) = H(ug) = 0. Seuraavan lem-
man mukaan kaikki ratkaisukdyrin c(s) pisteet ovat kuvauksen H s#innollisis nollakohtia.

2.2.12 Lemma. Olkoon kéyrd c(s) alkuarvotehtiviin 2.2.7 maksimaalinen ratkaisu.
(a) Jos —o0 < @, niin

(i) kéiyrd c(s) suppenee rajapisteeseen %, kun s — a ja s > a ja lisiksi

(i) @ on H :n singulaarinen nollakohta.

(b) Jos vastaavasti b < oo, niin

(i) kdyrd c(s) suppenee rajapisteeseen i, kun s — b ja s < b ja lisdksi

(ii) @ on H :n singulaarinen nollakohta.

[Iman oletusta 2.2.2 (2) ratkaisukéyrélla c(s) saattaisi esiintyé ns. bifurkaatio- eli haarautu-



mispisteitd, jotka ovat kuvauksen H singulaarisia pisteitd, mutta niiti pisteitd ei kisitelld
téssd tyOssd. Edellisen lemman avulla saadaan ratkaisukiiyrin kiiyttdytymistd kuvaava ja
ratkaisukdyrén seuraamisen kannalta oleellinen tulos:

2.2.13 Lause. Jos nolla on kuvauksen H siinnéllinen arvo, niin alkuarvotehtivin 2.2.7
maksimaalinen ratkaisu ¢ on méaéritelty koko R :ssi ja toteuttaa toisen seuraavista ehdois-
ta:

(1) Kéyréd ¢ on diffeomorfinen ympyréin kanssa eli on olemassa jakso T' > 0 siten, ettd
c(s1) = c(s2), jos ja vain jos s; — s on T' :n monikerta.

(2) Kéyrd ¢ on diffeomorfinen reaaliakselin kanssa eli kiyri c(s) on injektio ja silli ei ole
kasautumispistettd, kun s — +oo.

2.3 Ennuste-korjausmenetelmien (PC methods) perusidea

Tamé luku perustuu viitteen [1] lukuun 2.2. Ennuste-korjausmenetelmilld on tarkoitus seu-
rata likiméaraisesti luvussa 2.2 késiteltyd kiyridd c ldhtien alkupisteesti ug € R™*1, joka on
kuvauksen H sdinndéllinen piste ja jolle pitee H(ug) = 0. Kayrid seurataan muodostamalla
jono pisteitd u; € R* 1,4 =1,..., jotka ovat halutun tarkkuuden rajoissa kyseiselld kéyral-
14 eli toteuttavat ehdon || H (u;)|| < € valitulla € > 0.

Oletetaan, ettd on valittu e > 0 ja piste u; € R on halutulla tarkkuudella kiyralli ¢ eli
| H (u;)]| < e. Jos u; on kuvauksen H sidnnollinen piste, luvun 2.2 tulosten mukaan alkuar-
votehtévalld 2.2.7 on olemassa alkuarvolla u; maksimaalisella ratkaisuvalilliin J mésritelty
yksikésitteinen ratkaisukdyrd ¢; : J — R™t!. Siis alkuarvotehtivilld

i = t(H'(u)) ja (15)
u(0) = wuy (16)

on yksikisitteinen maksimaalinen ratkaisu ¢;. Seuraavaa pistettd u;.; varten saadaan en-
nuste integroimalla yhtdlot (15) ja (16) numeerisesti. Esimerkiksi ns. Eulerin ennuste on
muotoa

vip1 = u; + ht(H' (w;)), (17)

missd A > 0 on ns. askelpituus. Jos w;;; on kiiyrdn c piste, joka on Euklidisen normin
suhteen ldhinnd ennustetta v;y), se on ratkaisu minimointiongelmalle

lwit1 — vita|] = min{[lw — vipa || | H(w) = 0}. (18)

Jos piste u; on riittévin lahelld kiyrad ¢ ja askelpituus A on riittivin pieni, niin my6s ennuste
v;+1 on léhelld kiyréd ¢ ja minimointiongelman ratkaisu w;. on yksikésitteinen. Ratkaisulle
w;+1 haetaan kuitenkin ainoastaan likiarvo, joka hyviksytiin seuraavaksi kiiyran c pistettd
w;+1 approksimoivaksi pisteeksi u;y1, jos || H (uit1)| < e. Likiarvo u;;1 haetaan korjaamalla
Newton-tyyppiselld iteroinnilla ennustetta v 1.

Kéyrén c likiméédrdinen seuraaminen tapahtuu siis vuorotellen toistuvilla ennuste- ja kor-
jausvaiheilla. Ennuste-korjausmenetelmien tehokkuus riippuu mm. seuraavista tekijoisti:



(1) Askelpituuden mukauttaminen ratkaisukiyrin kdyttiytymisen suhteen.

(2) Eulerin ennustetta korkeampiasteisten ennusteiden kiytto.

(3) Korjausvaiheen Newton-tyyppisten iterointimenetelmien tehokkuus.

(4) Erikoispisteiden kuten kifinne- ja bifurkaatiopisteiden kisittely.

Téssd tyossd késitellddin korjausvaiheen tehokkuuteen ratkaisevasti vaikuttavaa kohtaa (3)
ja kohdan (4) kddnnepisteitd (luvut 2.1, 2.2 ja 2.5 sekd luku 3). Kohtia (1) ja (2) sekii koh-
dan (4) bifurkaatiopisteitd ei kiisitelld erityisemmin téissd tySssi.

2.4 Paloittain lineaaristen menetelmien (PL methods) perusidea

Témé luku perustuu viitteen [1] lukuun 2.3. Kun edellisen luvun 2.3 ennuste-korjausmenetelmills
seurataan likimédrdisesti luvussa 2.2 kisiteltyd tarkkaa ratkaisua ¢, niin paloittain lineaa-
risilla menetelmilld seurataan tarkasti paloittain lineaarista kiyrid c,, joka approksimoi
kéyrdd c. Kéyrd c; on monikulmiopolku, joka m#iriytyy alla méiriteltivin R*! :n kol-
mioinnin 7 suhteen.

2.4.1 Médritelmd. Olkoon vy, ... ,vj41 € R" § < n+1, affiinisti riippumattomia eli ol-

koot vy —wv1, k = 2,...,7 + 1, lineaarisesti riippumattomia. Konveksi verho (V15 0j41) =
co{vi,... ,vj41} on R :n j-simpleksi, jonka kulmat ovat vy, . .. yVj41. Joukon {wy, ... , w1} C
{v1,... ,vj41} konveksi verho (wy,... ,wy11) on konveksin verhon (v1,... ,vj41) r-tahko.

2.4.2 Mi#ritelmd. R™"! :n kolmiointi 7 on R™! :n osajako n + 1 :een simpleksiin si-
ten, etta

(1) kaksi 7 :n simpleksid leikkaavat joko yhteisessd tahkossa tai eivit leikkaa lainkaan ja
(2) R™! :n rajoitettu joukko leikkaa vain direllisen monta T :n simpleksia.

2.4.3 Mééritelmd. Kuvauksen H : R""! — R™ paloittain lineaarinen approksimaatio
H, maéirittelyjoukon R™*! kolmioinnin 7 suhteen on seuraavien ehtojen yksikisitteisesti
madradmi kuvaus:

(1) H.(v) = H(v) kaikissa 7 :n kulmissa

(2) H;|o eli kuvauksen H, rajoittuma simpleksiin ¢ = (v1,... ,vp49) € 7 on affiinikuvaus
eli Hrlo — H;|o(0) on lineaarikuvaus.

Jos u = ?2'12 a;v; € o, sen painopistekoordinaatit a;,7 = 1,... ,n + 2, toteuttavat eh-
dot ?:'*'12 a; =1 ja a; > 0. Koska H, on affiinikuvaus, niin
n-+2
Hy(u) =" aH(v). (19)
i=1

Joukko H1(0) sisiltds monikulmiopolun ¢, : R — R joka approksimoi kiyrid c. Paloit-
tain lineaarisilla menetelmilld polkua ¢, seurataan lineaarisen ohjelmoinnin kuten simplex-
menetelmien kaltaisilla askelilla. Paloittain lineaaristen menetelmien etuna on se, ettei ku-
vauksen H tarvitse olla siled. Ennuste-korjausmenetelmis ja paloittain lineaarisia menetel-
mid voidaan my06s yhdistés esimerkiksi kiyttdmélld ennuste-korjausmenetelmien ennusteena
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paloittain lineaarisen polun e, pisteiti.

2.5 Moore-Penrose-kiinnds Newton-iteraatiossa

Tamé luku perustuu viitteen [1] lukuihin 3.1, 3.2 ja 3.3. Luvun 2.3 perusteella ennuste-
korjausmenetelmét voidaan esittdd seuraavan algoritmin muodossa:

2.5.1 Algoritmi ennuste-korjausmenetelmille.

1. Valitaan lahtopiste u € R™"*! siten, ettd H(u) = 0.

2. Valitaan askelpituus A > 0.

3. Tehdadn ennuste seuraavaksi pisteeksi v € R™*! siten, ettd H(v) ~ 0 ja Jlu — v|| =~ h.

4. Korjataan iteratiivisesti ennustetta v € R"*! etsimilli likimadrdinen ratkaisu w € R
minimointitehtavalle

min {|lw —v|| | H(w) = 0}. 20
_min_{[w = ol | Hw) =0} (20)
5. Asetetaan minimointitehtévén likim&4rainen ratkaisu w uudeksi lahtdpisteeksi v ja pala-
taan kohtaan 3.

Jos kuvaus H algoritmin 2.5.1 kohdassa 4 olisi kuvaus avaruudelta R” itselleen, minimoin-
titehtdvin likiméérdistd ratkaisua voitaisiin etsid luvun 1 yht#lén (2) mukaisella Newton-
iteraatiolla. Koska H : R**! — R™ Jacobin matriisi H’ ei ole nelidmatriisi eikd siis myds-
kidn kddntyvi, joten Newton-iteraatiota ei voida sellaisenaan kiyttii. Koska derivaatalla
H' on kuitenkin oletuksen 2.2.2 mukaan maksimaalinen rangi n, voidaan Newton-iteraatiota
modifioida kiyttdmailla ns. Moore-Penrose-kisnnosti. Moore-Penrose-kidinnés voidaan méi-
ritelld yleisemmin n X m-matriiseille, joilla on maksimaalinen rangi, mutta tissi tapauksessa
kéisitellddn vain maksimaalisen rangin omaavia n x (n + 1)-matriiseja.

2.5.2 Méiritelma. Jos A on n x (n+ 1)-matriisi, jolla on maksimaalinen rangi eli rankA =
n, niin A :n Moore-Penrose-kiéinngs AT = A*(44*)71.

2.5.3 Lemma. Jos A on n x (n + 1)-matriisi, jolla on maksimaalinen rangi, ja t(A) sen in-
dusoima tangenttivektori, niin seuraavat ehdot ovat yhtipitivia kaikilla b € R™ ja z € R**!
(1) Az =b ja t(A)*z =0,

(2)z=A%b ja

(3)  on ratkaisu minimointitehtéville min, ¢ pn+1 {|Jw]| | Aw = b}.

2.5.4 Lemma. Jos A on n x (n + 1)-matriisi, jolla on maksimaalinen rangi, niin

(1) A*A on ortogonaaliprojektio avaruudelta R™*! avaruudelle {¢(4)}* = rangeA* eli
AT A =T — t(A)t(A)",

(2) AA* =1 ja

(3) jos B on A n oikeanpuoleinen kii#innds eli AB = I, niin At = (I — tt*)B.

Vilttdméton ehto minimointitehtévén (20) ratkaisulle saadaan Lagrangen kertoimia kiyt-
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tamélld: Jos w € R™*! on algoritmin 2.5.1 kohdan 4 minimointitehtavin

min {Jfw - v|| | H(w) = 0} (21)

weRnt!

ratkaisu, se toteuttaa Lagrangen yhtalot

Hw) = 0 ja (22)
w—v = H(w)*\, (23)

missd A € R"*1. Jilkimmiinen yht#l6 on yhtépitivi sen kanssa, ettd w—v € rangeH' (w)* =
{t(H'(w))}*, joten ratkaisun w on toteutettava yhtalot

Hw) = 0 ja (24)
t(H (w))*(w-v) = 0. (25)

Newtonin menetelméssd yhtalot (24) ja (25) linearisoidaan pisteessid v eli muodostetaan
Taylorin kehitelmét pisteessd v :

H(w) = H(v)+H'(v)(w—v)+O0(lw-2|’) ja (26)
tHH (w)*(w—v) = ¢(H'(v))"(w~v)+O(lw - v[?), (27)

joista poistetaan Landaun symbolilla O merkityt korkean asteen termit. Niin saadaan likiar-
vo N(v) yhtalsiden (24) ja (25) ratkaisulle w. Likiarvoratkaisu N{(v) toteuttaa siis yhtilst

H@)+ H@)(N@w)—v) = 0 ja (28)
tH'(v))*(N(v) —v) = 0. (29)

Lemman 2.5.3 avulla saadaan seuraava méairitelmai:

2.5.5 Miiritelmi. Jos v € R™™! on kuvauksen H : R""! — R™ sidnnéllinen piste,
niin minimointitehtdvin (20) ratkaisun likiarvo eli Newtonin piste

N@) =v— H'(v)TH(v). (30)

Kuvauksen H sddnnéllisille pisteille ndin midriteltys kuvausta N : R — R"*! sanotaan
Newtonin kuvaukseksi.

Vertaamalla méiritelmén 2.5.5 Newtonin kuvausta luvun 1 Newtonin iteraatioon (2), huo-
mataan, ettd ainoa muodollinen ero on tavallisen kidnteismatriisin korvaaminen Moore-
Penrose-kdannokselld. Algoritmia 2.5.1 voidaan nyt tarkentaa kohtien 3 ja 4 osalta kiiytté-
mélld luvun 2.3 yhtdlén (17) mukaista Eulerin ennustetta ja Newtonin kuvauksen méérit-
telemid korjausta.

2.5.6 Algoritmi Euler-Newton-tyyppiselle ennuste-korjausmenetelmille.

1. Valitaan lahtopiste u € R™? siten, ettd H(u) = 0.

2. Valitaan askelpituus & > 0.

3. Tehdddn ennuste seuraavaksi pisteeksi v € R™"! kiiyttamailld Eulerin ennustetta v =
u + ht(H'(u)).
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4. Korjataan iteratiivisesti ennustetta v € R"*! etsimilld likim&drdinen ratkaisu w € R*t!
minimointitehtiville

_min_ {|lw =l | H(w) =0} (31)
4a. korjaamalla ennustetta v Newtonin kuvauksella N : w = N(v) = v — H'(v)TH(v) ja
4b. asettamalla niin saatu likiarvoratkaisu korjatuksi ennusteeksi v = w sekd palaamalla
kohtaan 4a, kunnes H(w) = 0.

5. Asetetaan minimointitehtévin likim&4rainen ratkaisu w uudeksi lihtdpisteeksi u ja pala-
taan kohtaan 3.

Algoritmin 2.5.6 korjausvaiheen iteraatiokuvauksena voidaan kiiyttii myds ns. modifioi-
tua Newtonin kuvausta, jossa kohdan 4a kidinnos H'(v)™ piivitetiiin vain jokaisen askeleen
alussa. Algoritmin kohdassa 2 valittava askelpituus A riippuu luonnollisesti jollakin tavalla
tarkkuudesta, jolla ratkaisukdyrdd halutaan seurata, mutta askelpituudelle voidaan esittis
my0s tarkempia arvioita. Askelpituus voidaan paivittdé esimerkiksi Newton-korjausvaiheen
kontraktiosuhteeseen perustuvalla asymptoottisella strategialla tai Newton-korjausvaiheen
virhemalliin perustuvalla strategialla, jota voidaan soveltaa edellistd laajemmin. Molem-
missa malleissa péivitetdsin Eulerin ennustetta, joka on ensimmiisen asteen ennuste. Myds
korkeampiasteisille ennusteille, jotka voivat perustua esimerkiksi polynomi-interpolaatioon,
on kehitetty erilaisia péivitysmenetelmis. Naitd aihepiirejd on kisitelty viitteen [1] luvussa
6.
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3 Ennuste-korjausmenetelmit rakenteiden mekaniikassa

Seuraavissa luvuissa késitellddn ennuste-korjausmenetelmien soveltamista rakenteiden me-
kaniikan tehtéviin. Tdma luku perustuu padasiassa viitteeseen [6]. Muut viitteet on mainittu
erikseen asiayhteydessdan.

3.1 Tasapainoyht&ld ja Newton-Raphson-menetelmi

Rakenteiden mekaniikassa tehtévit saatetaan #irellisulotteisiksi usein elementtimenetelmin
avulla, jolloin péddytdén rakenteen ulkoisen kuorman p : R™! + R" ja sisdisen voiman
r: R" — R" viliseen tasapainoyhtilosn

p(ua A) = T(U)v (32)

missé u € R"™ on rakenteen siirtymaé ja A € R kuormakerroin. Jos ulkoinen kuorma p on riip-
pumaton siirtymésté u ja kuormakertoimella X\ suoraan verrannollinen referenssikuormaan
Pref € R™, niin tasapainoyhtils (32) voidaan esittis muodossa

f('u,, /\) = )‘pref - T(U) =0, (33)

missi f : R"*! + R" on elementtimenetelmin tapauksessa ainakin kerran derivoituva ku-
vaus. Luvussa 1 mainittua Newton-iteraatiota voidaan kiyttdi luvun 2.1 upotusmenetelmien
yhteydessd, jolloin saadaan ratkaisumenetelmi, josta kiytet#fin usein nimitystid Newton-
Raphson-menetelmé. Linearisoimalla yhtdls (33) pisteessd (uj, A;) saadaan
of of
f(u]‘, /\j) -+ _6—1;(“3" )\j)éu -+ E‘X(uj, /\j)5>\ = {, (34)
missi %(uj,/\j) = Dref, f(Uj, A;) = Ajpres — 7(u;) ja ns. jiykkyysmatriisi K = ——-%5. Nyt

—%(Uj,)\j) = —g—;(uj), joten
f(uj, /\j) - K(uj)éu +pmf5)\ = (. (35)

Koska f(uj, Aj) = \jprer — r(uj), saadaan vield rakenteiden mekaniikassa usein esiintyva
muoto

K(uj)ou = (Aj + 6\)pres — r(uj). (36)

Kuormittamattomassa rakenteessa eli tapauksessa A = 0 voidaan asettaa u = 0 ja f(0,0) =
0, joten hiukan muuttamalla ja tarkentamalla algoritmia 2.1.1 saadaan Newton-Raphson-
menetelmén algoritmi.

3.1.1 Algoritmi Newton-Raphson-menetelmille.

1. Valitaan kokonaisluku m > 0 ja ldhtopiste ug € R™ siten, ettd f(ug,0) = 0; usein ug = 0.
2. Asetetaan parametrimuutos: AX = 1/m, jolloin A; = ¢A\.

3. Suoritetaan kohdat 3a - 3c askelille i = 1,... ,m :

3a. Siirtymén lahtoarvo: u = u;_;

3b. Askeleen parametriarvo: \; = A\ + A

3c. Ratkaistaan iteratiivisesti parametriarvoa \; vastaava siirtymé u; yhtilosta f(u;, A;) = 0
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kéyttéen siirtymaélle ldhtéarvoa u :

3c.0. Alustus: k = 0,u® = 4.

3c.1. Uusi iteraatiokierros: k = k + 1.

3c.2. Siirtymin muutos: dul® = K (u*=)"1((N\_q + A/\)pref — r(uh-1)).

3c.3. Iteraatiokierroksen siirtyma: u®) = w1 4+ gy (k

3c.4. Palataan kohtaan 3c.1, kunnes f(ul® );) = ()\1_1 + AN)pres — m(u®) ~ 0, jolloin
asetetaan u; = ulk).

Kun k£ =1 algoritmin 3.1.1 kohdassa 3c.2, niin saadaan ennuste

u® = u® 4+ K@®) 7 (Aoy + ANpres — r(u®))
u© + A/\K(u(o))'lpref, (37)

jota voidaan pitdd algoritmin 2.5.6 mukaisena Eulerin ennusteena askelpituudella AX. Kun
k > 1, niin saadaan korjattu ennuste

u® = u®D 4 K (uED) (o) 4+ AN)pres — r(u®D)), (38)

Newton-Raphson-menetelmé on siis Euler-Newton-tyyppinen ennuste-korjausmenetelms, mut-
ta klassista upotusmenetelméd vastaavan parametrivalinnan takia kuitenkin yksinkertaisem-
pi kuin esimerkiksi algoritmin 2.5.6 Moore-Penrose-kddnnoksen siséltdvi menetelmé. Jos
Newton-Raphson-algoritmin kohdassa 3c.2 kiytetdisin jaykkyysmatriisin K (u(*~1) tilalla
kyseisen askeleen alun jaykkyysmatriisia K (u(9)), saadaan ns. modifioitu Newton-Raphson-
menetelmé.

Jos algoritmin 3.1.1 kohdan 2 parametrimuutos AX on riittéiviin pieni, kohdan 3a siirty-
mén ldhtdarvo on niin lahelld kohdan 3c siirtymé#, etté iteraatio suppenee kohti ratkaisua
kaikilla askelilla ¢ = 1, ... ,m ja viimein saavutetaan parametriarvoa \,, = 1 vastaava siir-
tymé upm,. Jos ratkaisukdyrilld f~'(0) on raja- eli kiifinnepiste parametrin A suhteen, niin
iteraatio hajaantuu jollakin ¢ = 4., < m ja ratkaisukiiyrin seuraaminen keskeytyy. Kdinne-
pisteessd jiykkyysmatriisi K on singulaarinen.

3.2 Kaarenpituusmenetelmien rajoiteyht#lot ja ositustekniikka

Kéénnepiste voidaan ohittaa ns. kaarenpituusmenetelmilld, joissa ratkaisukdyrin seuraa-
mista ei kontrolloida ainoastaan parametrin A suhteen vaan myos siirtymén u suhteen kiyt-
tamalld ratkaisukdyrén parametrina kaarenpituutta a. Kaarenpituuden muutosta Aa vas-
taavat ennusteaskeleen siirtymimuutos du(!) ja kuormakerroinmuutos A maaraytyvat
yhtélostad

16uM]2 + AND? = Ag?, (39)

missé on kiytetty Newton-Raphson-algoritmin 3.1.1 merkintda sul®) = AN K (u()~1p,, ..
Ennusteaskeleen kuormakerroinmuutokseksi saadaan siis

A = 5 Aa , (40)

VI K ()=, |2
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missd etumerkki o voidaan valita esimerkiksi ns. Berganin jaykkyysparametrin etumerkin
mukaan [2]:

(K(U(O))“lpref) 'pref' (41)
(K(uz('e))—lpref) *Pref

Kaarenpituuden muutoksen Ae piivittdmiseen kiytetdin usein luvussa 2.5 mainittuja as-
kelpituundenmukauttamismenetelmié tai niiden johdannaisia.

g = 819N

Korjausvaihetta ajatellen kaarenpituuteen perustuva uudelleenparametrisointi voidaan esit-
taa lisaamalld tasapainoyhtdlon (33) rinnalle ns. rajoiteyhtild

c(u, A) =0, (42)
missi ¢ : R"T! — R. Linearisoimalla rajoiteyhtils (42) pisteessi (uj, \;) saadaan

de Jdc
cluj, Aj) + 29—1;(’“]" Aj) - ou + EX(“J" Aj)6A = 0. (43)

Jos merkitddn c; = c(uj, Aj), ¢ = %(uj, Aj), 6 = —g—f\(Uj, A;), linearisoitu rajoiteyhtals (43)
tulee muotoon

¢j+ ;- du+ ¢6A = 0. (44)
Useissa tapauksissa jiykkyysmatriisi K on symmetrinen ja nauhamainen, joten yhtéloparia

i f(Uj,Aj) — K(u])éu +pref6)\ . -
g(u, A) = < cj + ¢ - du + ¢j0N =0, (45)

missd g : R — R™*1 ei kannata ratkaista suoraviivaisesti vaan ns. ositustekniikalla, jol-
loin jaykkyysmatriisin erityisrakennetta voidaan kiyttaa hyviksi: Annettua kaarenpituuden
muutosta Aa vastaava siirtymélisdys du jaetaan kuormitusta ja epétasapainoa vastaaviin
osiin, jolloin

du = dus + 6Aduy, (46)

missd duy, 0\ ja dup ratkaistaan yhtéldistd

K(uj)oup; = f(uj,Aj) = Ajpres — r(uy) (47)
K(uj)oup; = pres (48)
OA(Gj + ¢ - dups) = —(cj+¢j - duyy). (49)

Useissa tapauksissa linearisoitu rajoiteyhtals (44) voidaan esittdd muodossa
tj-n; —e; =0, (50)

missd ¢, n; € R' ja e; € R. Vektorit ¢; ja n; sekd vakio e; on lueteltu eri rajoiteyhtaldil-
le liitteessd A. Kaarenpituusmenetelmien ero Newton-Raphson-menetelméén ja luvun 2.5
ennuste-korjausmenetelmédn ndhdéddn vertaamalla seuraavaa algoritmia Newton-Raphson-
algoritmiin 3.1.1 ja Moore-Penrose-kddnnoksen siséltdviin algoritmiin 2.5.6.
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3.2.1 Algoritmi kaarenpituusmenetelmille.

1. Valitaan 18htopiste ug € R™ siten, ettd f(ug,0) = 0; usein ug = 0.

2. Valitaan kaarenpituuden muutos Aa > 0, jolloin ag = 0 ja a; = a;—; + Aa.

3. Suoritetaan kohdat 3a - 3c askelille 1 = 1,2,... :

3a ja 3b. Lahtdpiste: (u, A) = (uj—1, Aj—1)-

3c. Ratkaistaan iteratiivisesti kaarenpituuden muutosta Aa vastaava ratkaisupiste (u;, A;)
yhtéloparista f(u;, A;) = 0 ja c(us, ;) = 0 kilyttden kohdan 3a ja 3b lihtdpistettd (u, ) :
3c.0. Alustus: & = 0, (19, XO) = (4, \)

3c.1. Uusi iteraatiokierros: k =k + 1

3c.2. Siirtymén ja kuormakertoimen muutokset:

Kuormakerroinmuutos, ennuste (k = 1):

sl =0 (51)
5u1(,1) = K(u(()))‘lpmf (52)

A = Aan/1+ |lsulV 2 (53)

Kuormakerroinmuutos, korjaus (k > 1) |, liite B:

ouf) = K@E) T AE D, — r(uD)) (54)
ul = Kt D) lp, (55)
(k—1) 4 J(k=1) _ 5, (k)
c +c du
AR = / (56)

eb=1) 4 k=1) . 5u7(,k)
Siirtymamuutos:
u® = sul + sAP5u ) (57)

3c.3. Iteraatiokierroksen kuormakerroin- ja siirtymé#arvot:

AR) = N1 g 5p () (58)
ANFY = AB) o= ANEED 4 5B (59)
u® = =D 45y k) (60)
Au®) = B gy ) = A0 4 5y (61)

3c.4. Palataan kohtaan 3c.1 kunnes f(u(*), )\(k)) ~ 0, jolloin asetetaan u; = u(® ja \; = A(#),

Algoritmin kohtaa 3c.2 voidaan luonnollisesti modifioida kilyttimalla jaykkyysmatriisin K (u<k“1))
tilalla kyseisen askeleen alun jiykkyysmatriisia K (ugo)). Jos algoritmin kohdassa 3c.2 asete-

taan SAM) = AX ja 6A®) = 0 kaikilla k > 1, kaarenpituusmenetelmien algoritmista saadaan
Newton-Raphson-menetelmén algoritmi. Newton-Raphson-menetelmii voidaan itse asiassa
pitdd kaarenpituusmenetelméng rajoitekuvauksella c(u, ) = A; — .

Liitteen C kuvassa 1 on esitetty esimerkit ratkaisun kulusta eri rajoiteyht#lsills tapauk-
sessa n = 1.
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A Rajoiteyhtiloiden rajoitevektorit

Normaalitaso [8]:

Péivitetty normaalitaso [7]:

Ortogonaali trajektori [4]:

Konsistentti linearisointi [9]:

Elliptinen [3]:

(k)

n(®

o)

+ (k)

(B

o)

(B

n(k) —

RO

Ay(D
- (a0)

Sul®)
B (M)
= 0

Au(k——l)
N (A/\M)

Ayk-1)
()

Sul®
Gy

(&) 4(k) @¢®) . k) _ Aa)

k
() _ Au
@ = (a)

ANF

B = Ag?
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Elliptinen kahdessa vaiheessa [5]:

Aylk=1)

Ik)

= A,\UH))
(Tk)

ne) _ f Ou >

+E)
AXE=D) 4 gAUTE)

5u(Ik)
SATR) )

k) — Aa2(t(k) L. Aa)/t(k) . (B (67)

Ayt 4 §o(TF) )

|
-
<
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B Kuormakerroinmuutos rajoiteyhtilgille
Normaalitaso [8]:

Aub . 5u§¢k)
A 4 Au) - 5P

a® = (68)

Péivitetty normaalitaso [7]:

k-1 (k)
I L (69)
AXE=D) 4 Agyh-1) . gy

Ortogonaali trajektori [4]:

ul) - sl

(k)
D) NG (70)
Konsistentti linearisointi [9]:
(k) . 06) (k) . (k) _ (b=1) . gy, (B
sA® (BB ® 40— Ag) + Ay Suy o
ANE=D 4 Ayk-1) . 5y
Elliptinen [3]:
k
o® —B® 4 \/B®2 _ 4 A()C(k) (72)
2AK)
AR = 14 6ul . gu® (73)
B® = 20 4 5ul® - 5ul + sull) . Autk-D) (74)
C® = AB2_ A% + Au® . Au®) 4 2AL®) . 5u§ek) + Ju;k) . Ju(fk) (75)
Elliptinen kahdessa vaiheessa [5]:
(k—1) _ 5 (Tk)
NG _ Ay duy (76)
AXNE=1) 4 Agk—1) . 5u§,lk)
bull™ = ) 4 AT 50 (77)
AcP(t®) - 10) — Ag)tE) . 48] 4 (AylE=1) 4 g, (TR)) . 5y, {TF)
o® Bl )/ ( ) - duy 78)

(AXE=1) 4 dAUTR)) + (Ault=1) 4 §u(TR)) . gui®)
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C Iteroinnin kulku tapauksessa n =1

|

S0

péivitetty u ortogonaali

v

konsistentti elliptinen

Kuva 1. Iteroinnin kulku eri rajoiteyhtlsilld tapauksessa n = 1.
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