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1 Johdanto

Yleistetty ominaisarvotehtivi [6]
Ax = ABx, (H

missd 4 ja B ovat nxn-matriiseja, x nollasta poikkeava n-vektori sekd A skalaari, on ollut pitkdin eri-
laisten sovellusalueiden kannalta tirked laskennallinen tehtiiva [S]. Kun matriisi B on yksikkdmatriisi
1, kyseessd on tavallinen ominaisarvotehtivd [6]. Tehtdvin ratkaisut, mahdolliset # ominaisarvo—
ominaisvektori-paria (4, x) voivat kuvata esimerkiksi rakenteen ominaisvirihtelytaajuuksia ja -
muotoja. Yhtdloryhmin dimensio » voi olla kymmenid tuhansia, jolloin laskenta vie paljon aikaa,
vaikka ratkaistaisiinkin vain muutama ominaisarvo esimerkiksi ominaisarvojoukon eli spektrin &ri-
pédisti tai tietyltd vililta. [5]

[5] Krylovin aliavaruuteen perustuvat ratkaisumenetelmit ovat osoittautuneet useissa suurten ja har-
vojen matriisien tapauksissa paremmiksi menetelmiksi kuin vektori-iteraatiot (suora tai ké#nteinen)
[3], transformaatiomenetelmit (Jacobi, Hausholder tai Givens) [3] tai determinanttihaku [1]. Lahts-

vektoriin g, I‘h“z =1, liittyvd matriisin 4 Krylovin aliavaruus

K(4, q1,j) = span{qy, Aqi, ..., #'q1} )

eli vektorien q,, Aq,, ..., Ag;., virittimé aliavaruus. Osoittautuu, ettd Jonon j :s vektori suppenee nor-
meerattuna kohti matriisin 4 suurinta ominaisarvoa vastaavaa ominaisvektoria. Lanczos-iteraatiossa
muodostetaan kanta Krylovin aliavaruudelle ja alkuperdinen ominaisarvotehtivi projisoidaan tihin
kantaan, jolloin tuloksena on alkuperdisti tehtédvikokoa pienempi tridiagonaalisen matriisin tavallinen
ominaisarvotehtdvd, joka voidaan ratkaista tehokkaasti useilla eri menetelmilli. [3]

Lanczos-iteraatiosta saadaan vield tehokkaampi ja kdyténnollisempi ratkaisumenetelmé muuntamalla
se lohkomuotoon ja kéyttdmilld spektrin viipalointia. Lohko-Lanczos-iteraatiossa vektorin q; tilalla
on nxp-matriisi O; = [¢;'"" ¢, ... ;7] 0"01 =1, 1 <p<<n, missi p on lohkokoko, jolloin vastaava

Krylovin aliavaruus

K(Aa ij):span{QbAQh‘"sAJ;IQI}' (3)

Lohkoversion avulla erityisesti moninkertaiset ominaisarvot 16ytyvit paremmin. Spektrinviipalointi-
menetelmaéssé suoritetaan ns. siirros- ja inversiovaiheet, joista inversiovaihe vaatii my®&s matriisin LU-
hajotelman muodostamisen. Siirros-inversiomenettely nopeuttaa siirroksen lihelld sijaitsevien omi-
naisarvojen suppenemista, mutta on kuitenkin huomattava, ettid LU-hajotelman muodostaminen vie
ainakin osan sadstetystd ajasta. Perdkkaisilld siirros—inversio-vaiheilla ominaisarvot voidaan ratkais-
ta pienissd osissa viipale kerrallaan. Jos halutaan ratkaista suuri mari ominaisarvoja tai spektri on
kimputtunut, timd menettely tekee ratkaisualgoritmista normaalia versiota huomattavasti tehokkaam-
man.[5]

Témin ty6n luvussa 2 késitelldsn Lanczos-algoritmien perusteita seuraten viitteit [21, 3], [6] ja [7].
Luvussa 3 kiésitellddn yleistetyn ominaisarvotehtivin (1) ratkaisuun tarkoitettua Lanczos-sovellusta

[5].



2 Lanczos-iteroinnin perusteet

[3] Tarkasteilaan tavallista ominaisarvotehtivii
Ax = Ax, (4)

missd 4 on suuri, symmetrinen, harva ja reaalinen nxzn-matriisi, x nollasta poikkeava n-vektori ja i
reaaliluku. Tehtdvin (4) ratkaisuun — erityisesti suurimpien tai pienimpien ominaisarvojen A suhteen
— soveltuvan Lanczos-iteraation perusidea voidaan esittdd esimerkiksi Krylovin aliavaruuden 2)
kannanmuodostuksen nidkdkulmasta.

2.1 Krylovin aliavaruuden kannanmuodostus

[3] Rayleigh’n suhteen

T
oy = LA 5)

X X

missd x # 0, maksimi- ja minimiarvot ovat matriisin 4 maksimi- ja minimiominaisarvot 2V(4) ja
A™(4). Olkoon {g;} < R ortonormaalien vektorien jono ja luvut

"(UTAU,
M, = A0 (UJ.TAUJ) = n;laoxz-—g—’—T——f)—y— = max r(U,y)< AV (4) ja (6)
* yy =1
"uT4u
m, =A"(U AU )= minw =min (U, y) 2 A" (4), (7)
' y#0 vy I7l,=t1 !
missid y € R ja
U,=lq, - q,]. (®

Lanczos-iteraatio voidaan johtaa vastaamaan seuraavaan kysymykseen: Miten vektorit q1, ..., gy olisi
valittava, jotta luvut M; ja m; olisivat indeksin j edetessd aina vain paranevia ominaisarvojen A(4) ja
A™(4) arvioita.

Oletetaan, ettd u, € span{q, ..., g;} siten, ettd M, = r(x,). Koska suhde r(x) kasvaa nopeimmin gradi-
enttinsa

2(Ax —r(x)x)

Vr(x) = Ty

€

suunnassa, niin M.; > M, jos g, madritellddn siten, ettd Vr(w) € span{q,, ..., g1} (olettaen, ettd
Vr(u) # 0). Vastaavasti, jos v; € span{q,, ..., ¢;} siten, ettd m; = r(v)), niin m.; < my, jos g;.; médritel-
lddn siten, ettd Vr(v,) € span{q, ..., fj+1} -

Koska Vr(x) € span{x, Ax}, niin edell4 asetetut oletukset ja niisti johdetut vaatimukset thyttyvit, jos

span{q,. ..., q ;} = span{q,, Aq,, ..., A7g v = K(A, g, /) ja (10
Spanig,. -, .} =spaniqy, Aqy, .., 47q,} = K(4, q,, j +1). (1D



Vektorien gy, ..., g; on siis muodostettava Krylovin aliavaruuden K(4, ¢y, /) ortonormaali kanta.

Luonnollisesti kantavektorijoukko {g;} voitaisiin muodostaa monella eri tavalla. Periaatteessa matriisi
A voitaisiin tridiagonalisoida ortogonaalimatriisilla, jonka ensimmdinen sarake on vektori q:: Jos
Q'4Q = T, missi T on tridiagonaalimatriisi ja Qe; = 1, niin Krylovin matriisin QR-hajotelmaksi saa-
daan

[9, A, ... A" q,1=Qle, Te, .T"e,]. (12)

Tridiagonalisointi voitaisiin suorittaa esimerkiksi Householder-muunnoksilla, mutta useissa harvan
matriisin tapauksissa timid menetelmé ja muut ns. piivitysmenetelmit eivit ole kiyttokelpoisia, silld
matriisi 4 ei vilttdmittd pysy endd péivitettdessi harvana.

Lanczos-iteraatio perustuu siihen, etti tridiagonaalimatriisin

a, B 0
rer =P = (13)
K B
0 B a,
alkiot pyritddn laskemaan suoraan madritelmin avulla. Asettamalla O = [g, ... ¢,,] saadaan yhtilst
bygo =0 ja (14)
Aq; = Bragata; 4,18, 4,0 (15)
kaikillaj =1, ..., n — 1. Koska vektorijoukko {qi, ..., g,} on ortonormaali, niin
a; :qu Agq;.
Liséksi, jos
rp=A-a,Dg, =B, 04, (16)
on nollasta poikkeava, niin
i
qjn= E,— > (17)
missd ff = £, )

2.2 Lanczos-iteraatio

[3] Yhtélsistd (13) — (17) saadaan Lanczos-iteraatio, jossa matriisilla 4 kerrotaan ainoastaan vektoria
q;; matriisia A4 ei siis kisitelld millddn muulla tavalla.
2.2-1 Lanczos-iteraatio.

I. Alustus:
I.l.ro=q1,ﬂ<)= 1, ¢=0,/=0



II. Lanczos-iteraatioaskeleet:
Toistetaan seuraavat rivit kunnes g, = 0:
L. gu=r/p,
2. j«j+1
IL3. ;= q,'Aq,
4. 7= (A~ gD)g; = f1gj
5. 4=l

L. Lopetus:

Ratkaistaan ominaisarvot (ja -vektorit):
L1, 7;s%= g9 s®
(L2, x%=usY)

Lanczos-iteraatiossa muodostuvia vektoreita gy, ..., q; sanotaan Lanczos-vektoreiksi. Lanczos-
iteraation tehokkuus nahdésn algoritmin 2.2-1 kohdasta II: Jos halutaan ratkaista vain ominaisarvoja
¢, uuden Lanczos-vektorin g;+1 laskentaa varten Lanczos-vektoreista gy, ..., g, ei tarvitse siilyttdd
kuin kaksi viimeistd. Jos halutaan laskea myos ominaisvektoreita x*, kohdasta I1I nahdéén, etts kaikki
Lanczos-vektorit on sdilytettivd. Kohdan III projisoitu ominaisarvotehtivi voidaan ratkaista esimer-
kiksi kdyttdmélld symmetristd QR-algoritmia [3]. Lanczos-iteraation perusominaisuudet kiyvit ilmi
seuraavasta lauseesta [3]:

2.2-2 Lause. Olkoon 4 symmetrinen ja reaalinen nxn-matriisi, ¢, € R" ja nqlllz = 1. Silloin Lanczos-

iteraatio 2.2-1 etenee, kunnes j = rank[q; 4q; ... AT 1] =: m. Lisdksi kaikillaj = 1, ..., m pétee
q q p

AU, = UJT, + re], (18)

J

missé 7; on yhtdlon (13) tridiagonaalimatriisi, yhtilon (8) matriisin Uj sarakkeet ovat ortogonaaliset ja
rangeU, = K(4, q.).

2.3 Lanczos-iteraation suppenemisominaisuudet

[3] Kun £ = 0 Lanczos-iteraatiossa 2.2-1, niin on muodostunut invariantti aliavaruus (jos ehdosta 0 =
x € K seuraa, ettd 4x e K, niin aliavaruus K on invariantti matriisin 4 suhteen), jolloin kaikki I,

ominaisarvot ovat supenneet ja A7) < A(4). Kdytdnndssd B on harvoin tasan nolla tai edes hyvin
pieni. Seuraava lause antaakin paremman arviointikriteerin ominaisparien suppenemiselle.

2.3-1 Lause. Olkoon
SIT.S, =diag(6", ..., 8Y)) (19)

Lanczos-iteraation askeleen ; tridiagonaalimatriisin 7; Schurin hajotelma, missi S, = (Spg). Jos merki-
tddn

Y, =y ...y,1=U,S,, (20
niin kaikilla k= 1, ..., j pétee

i ]

E}Ay(if; ~ g g[ =g, Ejsﬂ*} : ey



Lauseesta 2.3-1 saadaan virhearvio matriisin 7, ominaisarvoille 6 :

min |0 ~ 1|8 Jsul k=1 ) (22)

uel(A)

Lanczos-iteraation suppenemisominaisuuksia koskevat tulokset tunnetaan nimelli Kaniel—Paige-
teoria [3]. Seuraavien lauseiden mukaan spektrin #4rip4éin ominaisarvot suppenevat nopeasti [3]. Lau-
seissa esiintyvd j :s Chebychevin polynomi mééritelldsn rekursiolla ¢,(x) = 2xcq(x) — ¢a(x), o =1, ¢
= x. Polynomi on ykkdselld rajoitettu vililla [-1,1] ja kasvaa hyvin nopeasti vilin ulkopuolella. [6]

2.3-2 Lause. Olkoon 4 symmetrinen ja reaalinen nxn-matriisi, jonka ominaisarvot ovat A < ... < A

ja vastaavat ortonormaalit ominaisvektorit z(”), - Y. Olkoot 0¥ < ... < 8 Lanczos-iteraation 2.2-1
matriisin 7; ominaisarvot. T&ll5in

AV —e<oV < 4D, (23)
(/1(1) ~,l("))tan2 (p(l)

A(l) “2’(2)

missi £= seki cosp® = |gM7 ;O , pV =22 ja ¢, on j-1 :s Che-
¢, (1+2pM)? ¢ ;q P _gm A g ony

bychevin polynomi.

2.3-3 Seuraus. Lauseen 2.3-2 oletuksilla

AP <9 < 2 4 o (24)

O _ 2y tan? o™ X ) e )

missi £= @4 =47 ar(ln)(pz sekd cosp'™” =|q(wz(") , o =—~(;—)————£:17 ja ¢ on j—1 :s Che-
¢ (1+2p") AR )

bychevin polynomi.

2.4 Lanczos-vektorien uudelleenortogonalisointi

2.4.1 Téydellinen uudelleenortogonalisointi
[3] Lauseen 2.2-2 yhtélon (18) likiarvovastineelle pitee

AU, =0T, +Fel +C,, (25)
missd

[c. ], =44

miké on erityisen hyvi tulos. Liukulukupy®ristyksen f7 ja ykkosen pyoristysvirheen u vililld on yhteys
Ax)=x(1+ o), |o|<u Jos

) (26)

B, = A 27)
ja

. 7

4. :ﬂ<§~ : (28)

niin saadaan



BiGa=7+w,, (29)

missi
b, =f |, =4, (30)
Joten kaikilla k=1, ..., j pétee
AT ~ A
A;rl‘?/c = 'y j'““ ”2 ' (31)
A

Vektorit gy, ..., g; menettdvit siis keskindisen ortogonaalisuuden (jopa ideaalitapauksessa ij U ;,=0)

erityisesti silloin, kun S, on pieni eli silloin, kun osa ominaisarvoapproksimaatioista on jo hyvin
tarkkoja, mikd ndhddén lauseen 2.3-1 yhtilostd (21). Ortogonaalisuuden menetys kulkee siis rinnan
ominaisarvojen suppenemisen kanssa [6]. Ortogonaalisuuden menetys ei siis johdu pédasiassa asteit-
tain kasautuvista pyGristysvirheistd vaan normin g , pienentymisen aiheuttamasta epitarkkuudesta

vektorin 7, laskennassa [3].

2.4.1-1 Lause. Jos yhtils (25) on voimassa, niin on olemassa ominaisarvot ym, e ;1(’) e A(A) siten,
ettd kaikilla k= 1, ..., j pétee

PG __mk)(jvj )I < \/EW’ (32)

J

missd o; tarkoittaa j :nneksi suurinta singulaariarvoa.

[3] Ominaisarvoapproksimaatioiden tarkkuutta voidaan siis parantaa ortogonalisoimalla jokainen uusi
Lanczos-vektori kaikkien edellisten Lanczos-vektorien suhteen eiki siis vain kahden edellisen suh-
teen. Tastd menetelmistd kiytetddn nimitystd tiydellinen uudelleenortogonalisointi. Lanczos-
iteraation 2.2-1 kohtaan I1.4 lisitésn tilloin korvaukset V1) — gnlqn’ ), m <j [6]. On huomattava,
ettéd tdlloin kaikki Lanczos-vektorit ¢,,, m <, thytyy siilyttia.

Koska useiden ortogonalisointien suorittaminen vie aikaa ja vaatii vektoreiden sdilyttdmisen, on kehi-
tetty edullisempia ortogonalisointimenetelmid selvittimalld tarkemmin, miten ortogonaalisuus mene-
tetddn [3].

2.4.2 Valikoiva uudelleenortogonalisointi

[3] Oletetaan, ettd on saatu projisoidun ominaisarvotehtdvin ominaisarvoille ja ominaisvektoreille
likiarvoratkaisut 90, ..., 8 ja 5V, .., §0. Jos alkuperdisen ominaisarvotehtiviin ominaisvektorien
matriisi

S () £ = 2

ro=y" .y = AUS), (33)
missd projisoidun ominaisarvotehtivin ominaisvektorien matriisi S, =(8,,), niin kaikilla k=1, ..., j

pétee



€L))

j+l

AT A(k)’ = ”“A“z

’Sﬂ)

“ AP _ o 5,(10“2 ~ l’g

18l (35)

Viimeisin laskettu Lanczos-vektori §,,, voi siis sisdltdd minké tahansa supenneen Ritzin vektorin

7% syuntaisia komponentteja. Titd ei-toivottua ominaisuutta voidaan kompensoida ortogonalisoi-

malla Lanczos-vektori ¢,,, kaikkien supenneiden Ritzin vektorien suhteen. Usein ortogonalisointi

suoritetaan kuitenkin vain joidenkin parhaiten supenneiden Ritzin vektorien suhteen. Tisti menetel-
méstd kdytetdéin nimitystd valikoiva uudelleenortogonalisointi [6]. Lanczos-iteraation 2.2-1 kohtaan
I1.4 lisitddn tilloin korvaukset r, < #, — X(®7 1), joillakin k < j [2]. On huomattava, ettd t4lldin
kaikki Lanczos-vektorit gy, k <, tiytyy siilyttid ominaisvektorien x* laskemista varten.

2.5 Lohko-Lanczos-iteraatio

[6] Koska tridiagonaalimatriisilla T; ei voi olla moninkertaisia ominaisarvoja, on moninkertaisten
ominaisarvojen ratkaisuun kaytettava tavanomaisen Lanczos-iteraation suhteen analogista lohkover-
siota. Lohkokoon p on oltava vihintisin yhtd suuri kuin ominaisarvojen monikerroista suurin.
Lanczos-iteraatiossa 2.2-1 on suoritettava seuraavat korvaukset [3]:

1. vektori g, < nxp-matriisi O,

2. vektori 7, < nxp-matriisi R,

3. reaaliluku ¢ <« pxp-matriisi F;

4. reaaliluku § <« pxp-ylikolmiomatriisi G;
F G, 0

. I o . .. G £
5. tridiagonaalimatriisi 7; < lohkotridiagonaalimatriisi T, = . G
j-1

0 G, F

Lohko-Lanczos-iteraatio voidaan esittds seuraavassa muodossa [6]:

2.5-1 Lohko-Lanczos-iteraatio.

1. Alustus:
LIR=0,0/'"01=1L Go=1 0y=0, ju <nlp,j =0

II. Lanczos-iteraatioaskeleet:
Toistetaan seuraavat rivit askelille j = 1, ... kunnes halutut ominaisparit ovat supenneet taij = jia:
IL1. R = O,G;.1, QR-hajotelma
2. R = A9, - 0.G"
3. F,=0'R,
4. R, <~ R, — Q/F,
Ratkaistaan ominaisarvot (ja -vektorit):
IL.5. 7,59 = g9 ®
(IL6. xY=Us®)



Lanczos-iteraation tehokkuuden oleelliset tekijét sdilyvit myos lohkoversiossa: Jos halutaan ratkaista
vain ominaisarvoja @, uuden Lanczos-lohkon 0.1 laskentaa varten Lanczos-lohkoista Qy, ..., O, ei
tarvitse siilyttad kuin kaksi viimeistd. Jos halutaan laskea my6s ominaisvektoreita x*, kaikki
Lanczos-lohkot on séilytettdvi. Lohko-Lanczos-iteraation 2.5-1 kohdan Il QR-hajotelma voidaan
muodostaa esimerkiksi modifioidulla Gram—Schmidt-menetelmalli [3], [5]. Jos lohko-Lanczos-
iteraation yhteydessé kéytetidsn esimerkiksi luvun 2.4.2 valikoivaa uudelleenortogonalisointia, jota
voidaan pit4d suositeltavana ortogonalisointimenetelméni [6], matriisin R;., sarakkeet voidaan or-
togonalisoida valittujen Ritzin vektorien x* suhteen Gram—Schmidt-menetelmilli 4 [3], [5] (ks. luku
24.2).

2.6 Lohko-Lanczos-iteraation suppenemisominaisuudet

Lohkokoko p vaikuttaa myos ominaisarvojen suppenemiseen [3]:

2.6-1 Lause. Olkoon 4 symmetrinen ja reaalinen nxn-matriisi, jonka ominaisarvot ovat A" < .. < A®
ja vastaavat ortonormaalit ominaisvektorit z*, ..., 2. Olkoot 47 < ... < 4" lohko-Lanczos-iteraation
matriisin 7; p suurinta ominaisarvoa. Jos Z; = [z(]) (”)] ja coso?” = O",,(Zl 1) > 0, missi g, tarkoittaa
p ‘nneksi suurinta singulaariarvoa, niin kaikilla k= 1, ..., p pitee

/1(’4) - < ,u(k) < 4% , (36)
0 _ a0 2 gp) ﬂ(k) _/1(%“1)
missi e = 4 /11 3tan ¢ seki y* = W Jja ¢4 onj—1 :s Chebychevin polynomi.
;/ J—

ATy

Virherajat siis paranevat, kun lohkokoko p kasvaa. Matriisin 7; ominaisarvojen vaatima laskentatys
on kuitenkin verrannollinen lohkokoon p toiseen potenssiin [6].



3  Lanczos-sovelluksessa kiytetyt ratkaisutekniikat

3.1 Yleistetty ominaisarvotehtivi

Yleistetyn ominaisarvotehtidvén (1) ominaisarvot voidaan mééritelld seuraavalla tavalla [2]:

3.1-1 Miiiritelmi. Olkoot 4 ja B nxn-matriiseja. Jos det(4 — AB) ei ole identtisesti nolla, niin matriisi
A — AB (tai matriisipari (4, B)) on sdinnéllinen, muussa tapauksessa singulaarinen. Jos 4 — AB on
sddnnollinen, polynomi p(A) = det(4 — AB) on matriisin 4 — AB karakteristinen polynomi ja matriisin
A — AB ominaisarvot ovat joko

1. yhtélon p(2) = 0 juuret tai
2. oo (monikertana n — deg(p)), jos deg(p) <n.

[6] Yleistetylld ominaisarvotehtévélld (1) on kolme oleellista uutta ominaisuutta verrattuna tavalliseen
ominaisarvotehtdvéin (4): Kaikki skalaarit voivat olla jotakin ominaisvektoria vastaavia ominaisarvo-
Jja; ominaisarvona voi olla oo; ominaisarvot voivat olla kompleksisia, vaikka matriisit 4 ja B olisivat-
kin symmetrisid. Seuraava lause antaa kuitenkin ehdot ominaisarvojen reaalisuudelle:

3.1-2 Lause. Olkoot 4 ja B symmetrisid nxn-matriiseja. Jos matriisi B on liséksi positiividefiniitti,
niin matriisiparilla (4, B) on n reaalista ominaisarvoa vililld [-]| B'4 |, || B'4 || ] ja n vastaavaa line-
aarisesti riippumatonta ominaisvektoria. Liséksi, jos ominaisarvoille pitee A” = A¥ | niin vastaavat
ominaisvektorit ovat B-ortogonaaleja: 2B = 0. Jos AV = 4V , niin vastaavat ominaisvektorit voi-
daan valita siten, ettd ne ovat B-ortogonaaleja.

[7] Yleistetty ominaisarvotehtdvd (1) voidaan redusoida tavalliseen muotoon (4) usealla eri tavalla
riippuen matriisien 4 ja B ominaisuuksista: Jos matriisi B on ei-singulaarinen, voidaan kiyttis esi-
merkiksi muotoa B™'Ax = Ax; jos taas matriisi 4 on ei-singulaarinen, voidaan kiyttdd esimerkiksi
muotoa A Bx = (1/A)x [4]. Jos matriisit 4 ja B ovat hermiittisid ja esimerkiksi matriisi B on positiivi-
definiitti, niin kaikki tavallisen hermiittisen ominaisarvotehtdvin tyypillisimmit ominaisuudet ovat
voimassa, jos euklidinen sisétulo korvataan B-sisitulolla [7] (vrt. lause 3.1-2).

3.2 Yleistetty lohko-Lanczos-iteraatio

Seuraavaksi tarkastellaan Lanczos-iteraation soveltamista yleistettyyn ominaisarvotehtiviin pédasias-
sa viitteen [5] mukaisesti. Muut viitteet on merkitty asiayhteyteensi. Lohko-Lanczos-iteraatiota sovel-
letaan yleistettyyn ominaisarvotehtivdén (1), jossa matriisi B on positiivi(semi)definiitti. Lisiksi ole-
tetaan, ettd matriisit 4 ja B ovat reaalisia ja symmetrisid. Jotta kaikki ominaisarvot olisivat reaalisia,
oletetaan viel4, ettd on olemassa matriisien 4 ja B positiividefiniitti lineaarikombinaatio.

Jos o on ominaisarvosta poikkeava reaaliluku, niin yleistetty ominaisarvotehtivi (1) voidaan esittis
muodossa



BA'Bx = Bx, (37)

-
missd A, = A — oB. Tillsin sekd symmetria ettd ominaisvektorit sdilyvit, mutta ominaisarvoksi tulee
nyt 1/(A — o). Yhtil6 (37) voidaan esittdd myds yksinkertaisemmassa muodossa A, 'Bx = 1/(1 — o)x,
miss# operaattori A, 'B on itse-adjungaatti matriisin B suhteen [7], minki takia sen ominaisarvot ovat
reaaliset [6].

Lanczos-iteraatiossa ominaisarvojen suppeneminen riippuu ominaisarvojen jakautumisesta, mutta
yleensd spektrin ddripdiden ominaisarvot suppenevat nopeimmin. Siirroksen ja inversion jilkeen
alunperin siirroksen molemmin puolin olleet ominaisarvot ovat yhtildn (37) mukaisessa tehtivinaset-
telussa spektrin daripdissd ja suppenevat siis yleensd ensimmaiiseni. Perikkiisilld siirros—inversio-
vaiheilla ominaisarvot voidaan ratkaista pienissd osissa viipale kerrallaan (luvut 3.6 ja 3.8).On kui-
tenkin huomattava, etti inversiovaihe vaatii myds LU-hajotelman muodostamisen, mikd vie ainakin
osan ajasta, joka sidstyy suppenemisen nopeutuessa.

Yhtdlon (37) tehtdvinasettelua vastaava lohko-Lanczos-iteraatio saadaan muuntamalla lohko-
Lanczos-iteraatiota 2.5-1 ottamalla huomioon luvun 3.1 huomautukset ja lause 3.1-2. Lanczos-
iteraation johtamisessa kiytettyd Krylovin aliavaruutta (2) tai (3) vastaa nyt aliavaruus K(4,'B, O, D
= span{Qy, (4, B)Oy, ..., (4, "B) 01} [4].

3.2-1. Yleistetty lohko-Lanczos-iteraatio.

1. Alustus:
L1. Valitaan lohkokoko p, iteraatioaskelten enimméislukumair ji, ja suppenemistoleranssi fo/
[.2. Valitaan siirros o ja mééritetdéin siirrosmatriisi 4,= 4 — oB
L.3. Asetetaan ldhtoarvot Oy =0ja Ry # 0
L.4. Muodostetaan hajotelma Ry = O,G siten, ettd Q,'BQ, = I (QR-hajotelma, luku 3.4)

II. Lanczos-iteraatioaskeleet:
Suoritetaan askeleet j =1, ..., jiax
I1j.1. Matriisitulo ja yhtélonratkaisu: R, = 4, BQ, (LU-hajotelma)
I1j.2. Matriisitulo ja korvaus: R, « R, — 0,,G,
I1j.3. Matriisitulo, pistetulo ja korvaus: F, <~ O;'BR,
ILj.4. Matriisitulo ja korvaus: R; «— R, — Q/F;
I1j.5. Hajotelma: R, = Q,.1G,.; siten, ettd Q. 'BQ,.; = I (QR-hajotelma, luku 3.4)
I1j.6. Tarvittaessa ), :n ja Q. :n ortogonalisointi U, ; :n suhteen (luku 3.5)
I1j.7. Lisdykset: matriisi O, kantaan U; seki lohkot F, ja G, matriisiin 7T,
I1j.8. Projisoidun ominaisarvotehtivin ratkaisu: 7;5° = ¥ s® k=1, ..., pxj

I1.j.9. Ominaisarvoapproksimaatiot: Zg’" =0 +1/ Hj(k), k=1, ..,pxj

)|
sl

| « 1 ‘ |
VIR g upp—

J ky _ 274
}tj lo

=l
I i

I
Jos riittivd médrd ominaispareja on supennut, siirrytisin kohtaan II1.

I1.,;.10. Suppenemistesti: ? 1}3 <tol k=1, ..., pxj

i

B

II1. Lopetus:
Supenneiden ominaisparien ominaisvektoriapproksimaatiot: ¥ j(k ) = U,sj(k)

Yleistetyn lohko-Lanczos-iteraation 3.2-1 kohdassa 11.j.10 vektori tj(k) siséltdd vektorin sj{m p pohjim-
maista alkiota. Lanczos-iteraation tehokkuuden oleelliset tekijit sdilyvit myds yleistetyssd versiossa:
Jos halutaan ratkaista vain ominaisarvoja 4%, uuden Lanczos-lohkon Q-1 laskentaa varten Lanczos-
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lohkoista Oy, ..., O ei tarvitse sdilyttad kuin kaksi viimeisti [7]. Jos halutaan laskea myos ominaisvek-
toreita x®©, kalkkl Lanczos-lohkot on séilytettivi.

Kun lohko-Lanczos-iteraation j askelta on suoritettu, kanta

U,=10, 0, ... 0,1, (3%
7T — T

U/BU, =1 ja (39)

U/BA]'BU, =T,. (40)

Siis, kun yleistetty ominaisarvotehtdvd projisoidaan kantaan U,, symmetristd matriisia B4, ‘B vastaa
symmetrinen lohkotridiagonaalimatriisi 7}. Projisoidun ominaisarvotehtévin (luku 3.3)
N Co Ry 1 N 09
T/Sj - 9} S (41)

ominaispareista (@(k), sj(k)) saadaan alkuperiisen ominaisarvotehtévin ominaispareille approksimaatiot
eli Ritzin arvot

1 N (42)
ja Ritzin vektorit (ks. myos luku 3.7)
0=, (43)

Kun s(k)T (k)— 1, niin x(k)TB‘J(’” =1.

3.3 Projisoitu ominaisarvotehtivi

Projisoitu ominaisarvotehtévd (41) voidaan ratkaista esimerkiksi redusoimalla matriisi T T; tridiagonaa-
limuotoon ja kdyttimalld symmetristd QR-algoritmia [3]. Redusoidun tehtivin ratkalsualka kasvaa
luonnollisesti lohkokoon p kasvaessa. Kuitenkin useissa tapauksissa projisoidun tehtivin spektrin
ddripdiden ominaisarvoista saadaan hyvid approksimaatioita alkuperiisen tehtdvin ominaisarvoille,
vaikka j << . Virhevektorin

1
k) _ (k)
BA;' Bx T BX| (44)
J
suuruutta voidaan arvioida normilla
| i
1 i ’
141 (k) ~(k) _r7 (k) (k) (R (k) Bl _ gk
EAU B)ch 00 *y % - l/j(Tij '91 Sy )+RJEJS; ? iR E S [ HGhlt " "ﬂj
i j e 13
(45)

missd normi on otettu matriisin B suhteen, matriisin £, j :s lohko on yksikkdmatriisi Jja muut lohkot
ovat nollia sekd vektori £ sisilti vektorin 5% p pohj 1mmaista alkiota.
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3.4 QR-hajotelman muodostaminen

Lohko-Lanczos-iteraation 3.2-1 kohdan ILj.5 QR-hajotelma R, = Q;.,G,., saadaan aikaan modifioidul-
la Gram—Schmidt-menetelmélld [3] — mahdollisesti 2p kertaa iteroiden, jotta || Q ;" BQ ju1 — 1 |
saadaan riittdvén pieneksi. Lisidksi voidaan suorittaa matriisien O, ja Q.. erillinen ortogonalisointi
(luku 3.5). Témén laskentavaiheen yhteydessd huomataan, jos matriisin R; sarakkeiden B-normit ovat
hyvin pienid, jolloin matriisin G}, normi on hyvin pieni ja on siis muodostunut ldhes invariantti alia-
varuus (luku 2.3).

3.5 Lanczos-vektorien ortogonaalisuuden siilyttiiminen

Yleensd muutaman askeleen jilkeen kannan U, vektorien riittévé ortogonaalisuus menetetiiéin johtuen
sekd laskennan pyoristysvirheistd ettd ominaisparin (ﬂff) R f}k)) suppenemisesta. Niitd tekijoitd voi-

daan kuvata lisdtermilld yhtdl5ssi
R, =0,,Gy = 4,'B0, -~ O,F, -0, ,G/. (46)

Ortogonaalisuuden menetystd voidaan kompensoida suorittamalla luvun 2.4.1 mukainen tiydellinen
uudelleenortogonalisointi eli ortogonalisoimalla R; edellisten lohkojen O, , i < suhteen, miki voidaan
toteuttaa siten, ettd yleistetyn lohko-Lanczos-iteraation 3.2-1 kohdat I1.j.3 ja I1j.4 toistetaan niin, etti
matriisin ¢, tilalla on matriisi O, i <. Témé menettely aiheuttaa kuitenkin niin paljon ylimé4rdisti
laskentaa jokaisella askeleella, ettd on tyydyttivd jonkinlaiseen kompromissiin ja suoritettava vain
vilttimaton médrd ortogonalisointeja.

Luvun 2.4.2 mukaisella valikoivalla uudelIeenortogonaliscinnilla matriisin R; sarakkeet pyritd4n pité-
miéfn ortogonaalisina kaikkien supenneiden Ritzin vektorien X x ) suhteen. Aina kun virhe ﬁj(k) alittaa

vaaditun suppenemistoleranssin, lasketaan ja talletetaan vastaava Ritzin vektori ¥ x . Seuraavilla as-
kelilla matriisi R; ortogonalisoidaan vektorin X x ¥® suhteen riippuen normista 7% = X, T BO 2,

Jjolle saadaan arvio kiyttaméttd eksplisiittisesti vektorla x}k ),

Myés osittaisella uudelleenortogonalisoinnilla matriisi R, pyritdén pitiméain ortogonaalisena kaikkien
matriisien Q; , i <j, suhteen. Ortogonaalisuuden taso mitataan normilla v, = Q,-TBQN II., jolle saa-
daan arvio ilman matriisitulojen eksplisiittistd laskemista. Aina kun normi v, +1 Oon suurempi kuin
vaadittu toleranssi, 0., ortogonalisoidaan vastaavan Q;:n suhteen.

Téssd tyOssd kuvattavassa sovelluksessa Ritzin vektorit lasketaan vasta kunkin iterointikokonaisuuden
lopussa, joten valikoiva ortogonalisointi suoritetaan ainoastaan, jos on tarvittu iterointikokonaisuuden
uudelleenaloitusta (luku 3.8). Osittainen ortogonalisointi suoritetaan siten, ettd kaikki edelliset mat-
riisit Q;, i <j, otetaan huomioon eli itse asiassa joillakin askelilla suoritetaan tiydellinen ortogonali-
sointi. Lisdksi molemmissa ortogonalisointimenetelmissd sekd O, etti Q. ortogonalisoidaan, koska
molempia tarvitaan Q. :n laskennassa.

Valikoivaan ortogonalisointiin tarvittava laskentamérs on verrannollinen supenneiden ominaisarvo-

Jjen lukumédrddn ja osittaiseen ortogonalisointiin tarvittava laskentamisrd askelten lukumasridn. Mo-
lemmissa tapauksissa laskennan méa#rd kasvaa lohkokoon p kasvaessa.
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3.6 Spektrin viipalointi

Yhtilon (37) mukaisella siirros—inversio-menettelylld alunperin siirroksen lihelld olevat ominaisar-
vot sijaitsevat uuden akselin déripdissd (kuva 1), jolloin niitd vastaavat approksimaatiot ovat hyvin
tarkkoja jo kohtuullisella toleranssilla:

A ;T gl .

h-ifsLoep, @)

7

’2

Kun siirrosmatriisille 4, kdytetizin LDL -hajotelmaa, niin siirrosmenettelylld saadaan my®s tietyn
vilin ominaisarvolukuméirit selville soveltamalla ns. Sturmin tarkistusta [1], [3], jossa ominaisarvo-
Jen lukumédrd vililld [o1, or] saadaan vastaavien siirrosmatriisihajotelmien diagonaalimatriisien Dy
Ja D negatiivisten alkioiden lukumddrien erotuksena. T4ma perustuu siihen, etti matriisien 4, ja D
inertiat eli kolmikot (negatiivisten ominaisarvojen lkm, nollaominaisarvojen lkm, positiivisten omi-
naisarvojen lkm) ovat samat.

v

Kuva 1. Spektrin siirros—inversio-muunnos.

Spektrin viipalointi on tehokas menetelmd, jos halutaan ratkaista suuri misrs ominaisarvoja tai spektri
on kimputtunut. T&ll6in saattaa olla tehokkaampaa tehdé uusi hajotelma uudelle siirrosmatriisille 4,
kuin jatkaa kyseisti iterointikokonaisuutta pidemmiille. Automaattisen siirrostamisen kriteeriksi voi-
daan asettaa CPU-ajan ja suppenemisnopeuden vertailuun perustuvat ehdot:
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1. 2p pienintd virhettd ,Bj(k), Jjoita vastaavat ominaisparit eivit supenneet, ekstrapoloidaan edellisen
askeleen vastaavien virheiden avulla, ja arvioidaan johtaisivatko ne suppenemiseen seuraavalla as-
keleella.

2. Kannanmuodostukseen kulunutta CPU-aikaa verrataan ortogonalisointiin kuluvaan aikaan.

3. Kannanmuodostukseen kulunutta CPU-aikaa verrataan siirrosmatriisin 4, LDL"-hajotelman muo-
dostamiseen kuluvaan aikaan.

Uuden siirroksen suuruus arvioidaan kyseisen siirroksen aikana supenneiden ominaisarvojen avulla:
Uusi siirros asetetaan joko kauimmaisen supenneen ominaisarvon ja sitd seuraavan suppenemattoman
ominaisarvon vilille tai arviointiin kiytetin vastaavia edellisilti askelilta saatuja suppenemissiteiti.

Viipalointimenetelmi on toteutettu siten, ettd tietyn vélin ominaisarvot voidaan ratkaista joko lihtien
vilin ylédrajasta alaspdin tai alarajasta ylospdin. Vaihtoehtoisesti voidaan ratkaista myos tiettyi siir-
rosarvoa ldhinni olevat ominaisarvot.

3.7 Matriisin B positiivisemidefiniittisyyden aiheuttamat muutokset

Jos matriisi B on positiivisemidefiniitti, voi olla y'By = 0 jollakin y = 0, Jjolloin yleistetylld ominais-
arvotehtévilld voi olla ominaisarvo . Tehtdvin muotoilu on tissdkin tilanteessa pitevi, jos ominais-
vektorit pidetddn sallitussa avaruudessa eli niistd poistetaan matriisin B nolla-avaruuden komponentit:
Yleistetyn lohko-Lanczos-iteraation 3.2-1 matriisi Ry korvataan matriisilla BR, ja kaikille supenneille
Ritzin vektoreille suoritetaan inverssi-iteraation yksi askel suorittamalla yhtildssi (43) korvaus

1

= (k) = (k) %)

X7« X; +9(k) QMG}HIJ . (48)
J

3.8 Iterointikokonaisuuden uudelleenaloitus

Tietyssd siirroskohdassa suoritettava iterointikokonaisuus voidaan aloittaa alusta uudelleen, jos kaikki
halutut ominaisarvot eivét ole supenneet tai uudelleenaloitus katsotaan edullisemmaksi kuin uuden
siirroksen suorittaminen. Uudelleenaloituksessa aloitusvektoreiksi valitaan lineaarikombinaatioita,
Jjoiden muodostuksessa on otettu huomioon viimeisimmin askeleen pienimpii virheiti ﬂ}(k) vastaavat
2p suppenematonta ominaisvektoria.

14



3.9 Ohjelmoinnin toteutus

Yleistetyn lohko-Lanczos-iteraation 3.2-1 mukainen algoritmi on toteutettu siten, ettei matriiseja 4 ja
B ei kisitelld parametreina, vaan kaikki niitd koskevat operaatiot suoritetaan varsinaisen koodin ulko-
puolella, jolloin on mahdollista kiyttas erilaisia yhtélonratkaisumenetelmii ja matriisintalletusmuoto-
ja. Kuvan 2 vuokaaviossa on esitetty ohjelman kulku oleellisten parametrien eli nxp-matriisien U jav
sekd ohjausparametrin OHJAUS avulla. Varsinainen iterointi suoritetaan AJURI-aliohjelmassa, joka
toimii vilittdjand kuvan 2 oikean laidan toimenpiteille, jotka suoritetaan varsinaisen koodin ulkopuo-
lella.

Alku, OHJAUS =0

A 4

AJURI (OHJAUS,U,V) ¢
@;s =1= V=LDL"Y'U >
@;s =2 => V=BU >
@t’}s =3=> As=LDL" >
QHJA;S =4 => V=170 >

v

Jos OHJAUS = 0, loppu

Kuva 2. Lanczos-sovelluksen vuokaavio.
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3.10 Esimerkkitapaus

Lanzos-sovellukseen [5] yhdistetyilldi luvun 3.9 mukaisilla matriisioperaatiolisiyksilld lasketun
esimerkkitapauksen ominaisarvot ja -vektorit vastaavat paistisn vapaasti kiinnitetyn palkin ominais-
taajuuksia ja -muotoja. Palkki mallinnettiin elementtimenetelmills ja tuloksena oli symmetrinen jayk-
kyysmatriisi 4 ja diagonaalinen massamatriisi B; tehtivin dimensio n = 1806. Kuvissa 3, 4 ja5on
esitetty iteraation kulku tapauksissa p = 1ja = 0; p = 1 ja o= 100 (Hz); p=3ja o=0.pon lohko-
koko ja o yhtilon (37) siirros. Kuvista 3 ja 5 nihdén, ettd pienimmét ominaisarvot (lahelld siirrosta
o= 0) suppenevat jo muutaman iteraatiokierroksen jilkeen. Kuvasta 4 nikyy siirrosta o= 100 (Hz)
ldhelld olevien ominaisarvojen nopea suppeneminen.

#Series?
W Series2
A Series3
X Series4
X Series5
® Series6
+ Series7
-Series8
—Series?
<& Series10
{1Series11
| ASeries12

100 -

Ominaisarvo

10 4

0 2 4 6 8 10 12
Redusoidun ominaisarvotehtivan dimensio = iteraatiokierros

Kuva 3. Yleistetty lohko-Lanczos-iterointi lohkokoolla p = 1 jasiirroksella o= 0.
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‘@ Series! |
W Series2

A Series3

X Series4

X Series5

@ Series6

+ Series7
-Series8
-~ Series9

<& Series10
[ Series11
O Series12

1,00E+04

1,00E+03 -

1,00E+02

Ominaisarvo

1,00E+01

1,00E+00 * e ,
0 2 4 6 8 10 12
Redusoidun ominaisarvotehtivin dimensio = iteraatiokierros

Kuva 4. Yleistetty lohko-Lanczos-iterointi lohkokoolla p =1 jasiirroksella o= 100 (Hz).

100000 -

10000 ‘®Series1

M Series2
A Series3
X Series4
X Series5
@ Series6
+ Series7
- Series8
- Series9
© Series10
O Series11
| ASeries12

1000 -

100

Ominaisarvo (Hz)

10

0 2 4 6 8 10 12
Redusoidun ominaisarvotehtin dimensio = 3*iteraatiokierros

Kuva 5. Yleistetty lohko-Lanczos-iterointi lohkokoolla p = 3 ja siirroksella o= 0.
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