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1 Johdanto

Gleick (1987) on lainannut von Neumannin ajatusta tieteestä ja matemaattisesta malli nnuk-

sesta:

Tiede ei koeta selittää, se ei koeta edes tulkita, se tekee pääasiassa malle-

ja. Mallill a tarkoitetaan matemaattista rakennelmaa, joka yhdistettynä

määrättyihin sanalli siin tulkintoihin kuvaa havaittuja ilmiöitä. Tällaisten

matemaattisten rakennelmien oikeutus on vain ja ainoastaan siinä, että

niiden odotetaan toimivan.

— John von Neumann

Ajatuksen tieteestä muuntaisin toiseen muotoon: Tieteen ei pitäisi yrittää selittää tai tulkita

enempää, kuin mihin sill ä on mahdolli suuksia. Matemaattisten malli en oikeutus seisoo mie-

lestäni vahvemmalla pohjalla kuin siteerauksessa, sill ä usein malli en voidaan todeta toimivan

riittävän hyvin. Toisaalta, jos matemaattiset rakennelmat ylipäänsä tarvitsevat oikeutuksen,

siihen tulisi riittää pelkästään niiden mielenkiintoisuus ja kauneus.

1.1 Lineaarinen ja epälineaarinen tehtävänasettelu

Kun luonnontieteissä — ja myös monill a muill a tieteenaloill a — tutkitaan jotakin ilmiötä,

ilmiön oleelli set piirteet muotoill aan usein matemaattiseksi malli ksi. Yleensä matemaattinen

malli käsittää differentiaali- ja/tai integraaliyhtälöitä, jotka kuvaavat jotakin säilymislakia.

Matemaattisen malli nnuksen tarkkuudesta riippuen yhtälöt voivat olla tutkittavien muuttuji-

en suhteen joko lineaarisia tai epälineaarisia. Lineaarinen malli kuvaa yleensä tarkasteltavaa

ilmiötä vain varsin rajalli sesti ja on siis malli nnuksen hierarkiassa alimmalla tasolla (Kouhia

1999).

Lineaarisen malli n ratkaisun olemassaolo ja yksikäsitteisyys ovat yleensä helposti todistet-

tavissa, ja ratkaisu on usein myös helposti löydettävissä, mutta epälineaarisen malli n kohdal-

la tilanne on yleensä huomattavasti vaikeampi (Kouhia 1999): Ratkaisun olemassaolo tai

yksikäsitteisyys voidaan osoittaa mahdolli sesti vain joissakin erikoistapauksissa, ja ratkaisul-

le löydetään usein vain likiarvo, jonka etsiminen voi olla työlästä ja viedä huomattavan pal-

jon aikaa.
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Rakenteiden suunnittelussa törmätään yhä useammin tilanteeseen, jossa rakenteen on oltava

— esimerkiksi kustannussyistä — kevyt ja ohut, mutta sen kuormankantokyvyn on oltava

suuri. Tällöin suunnittelun perustana olevien laskelmien ja siis myös taustalla olevien mate-

maattisten malli en on oltava yhä tarkempia ja luotettavampia. Epälineaarinen malli ntaminen

on näin tullut tarpeelli seksi myös insinöörisuunnittelussa, jossa on ennen pärjätty lineaarisill a

malleilla (Kouhia 1999).

Epälineaaristen ilmiöiden ymmärtämiseen ja niihin lii ttyvien yhtälöiden ratkaisemiseen tarvi-

taan sekä kvantitatiivista että kvalitatiivista tietoa. Numeeriset ratkaisumenetelmät tarjoavat

kvantitatiivista tietoa, ja esimerkiksi bifurkaatio-, katastrofi- ja singulaariteoria antavat kvali-

tatiivisia keinoja, joiden avulla numeerisia tuloksia voidaan tulkita ja ymmärtää (Seydel

1994). Tämän työn luvussa 4 käsiteltävill ä numeerisill a menetelmill ä saadaan kvantitatiivista

tietoa rakenteen globaalisesta käyttäytymisestä. Sitä voidaan tulkita luvun 3 rakenteiden

mekaniikan stabiili usteorian tarjoamilla keinoill a, jotka antavat kvalitatiivista tietoa raken-

teen lokaalisesta käyttäytymisestä.

1.2 Työn tarkoitus, pääkohdat ja tavoitteet

Tämän työn tarkoituksena on käsitellä epälineaaristen algebralli sten yhtälösysteemien ratkai-

semiseen käytettäviä numeerisia polunseurausmenetelmiä — sekä matemaattista teoriaa että

ohjelmoinnin toteutukseen lii ttyviä erityispiirteitä — monipuoliseen kirjalli suuteen perust u-

en. Epälineaariset yhtälösysteemit ovat hyvin yleisiä monill a sovellusalueill a, ja niihin kyt-

keytyvät aihepiirit ovat usein hyvin laajoja.

Tässä työssä käsiteltävien polunseurausmenetelmien sovelluskohteena ovat rakenteiden me-

kaniikan epälineaariset tehtävät — erityisesti stabiili ustarkastelut. Sovelluskohteelle on ta r-

koitus antaa fysikaalinen taustakuva käsittelemällä lyhyesti myös rakenteiden mekaniikan

stabiiliusteoriaa.

Ratkaisumenetelmien ohjelmoinnin tavoitteena on ollut sisällyttää lujuuslaskennan element-

timenetelmään perustuvaan ohjelmistoon käyttäjien kannalta tärkeimpiä ja kohtuulli sen

helppokäyttöisiä epälineaarisen analyysin ratkaisumenetelmiä. Ohjelmiston entisten ratkai-

sumenetelmien rinnalle ja tilalle on ollut tarkoitus lisätä uusia ratkaisumenetelmiä ja entistä

monipuolisempia vaihtoehtoja ohjata analyysia. Uusia ratkaisumenetelmiä on testattu laske-

malla sekä yksinkertaisia esimerkkitapauksia että ohjelmiston käyttäjien ongelmatapauksia ja

vertaamalla tuloksia kirjalli suudessa esitettyihin tuloksiin. Ohjelmiston käyttäjien ongelma-
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tapauksia ei ole sisällytetty tähän työhön. Lisätavoitteena on ollut laatia käyttäjill e malli n-

nuksen ja laskennan oleellisia piirteitä ja erilaisia esimerkkejä sisältävä ohjelmaseloste.
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2 Ratkaisumenetelmiä rakenteiden mekaniikan tehtävill e

Tässä luvussa mainitaan yleisiä ratkaisumenetelmätyyppejä, joita tarvitaan erilaisten raken-

teiden mekaniikan tehtävien yhteydessä. Lisäksi mainitaan ratkaisumenetelmätyypit, jotka

sivuavat luvussa 4 käsiteltäviä polunseurausmenetelmiä. Joitakin näistä ratkaisumenetelmä-

tyypeistä on käsitelty tarkemmin luvussa 4.

2.1 Dynaaminen ja staattinen tehtävä

Rakenteiden mekaniikan ilmiöiden matemaattisen malli nnuksen oleelli nen osa on Cauchyn

ensimmäinen lii keyhtälö: Liikemäärän säilymisen periaate ja massan säilymislaki johtavat

rakenteen paikalli seen epälineaariseen differentiaaliyhtälöön. Se voidaan esittää myös glo-

baalisena integraaliyhtälönä, josta käytetään nimitystä lii keyhtälön heikko muoto. Numeeri-

sia tarkasteluja varten lii keyhtälön heikko muoto voidaan saattaa äärelli sulotteiseksi esi-

merkiksi elementtimenetelmän avulla, jolloin päädytään dynaamisessa eli ajasta riippuvassa

tapauksessa epälineaariseen differentiaaliyhtälösysteemiin ja staattisessa eli ajasta riippumat-

tomassa tapauksessa epälineaariseen algebralli seen yhtälösysteemiin (Kouhia 1999). Yhtälöt

voivat olla myös lineaarisia riippuen rakenteen geometrian, materiaalin ja lii tosten malli n-

nuksesta (Zienkiewicz ja Taylor 1991).

Lineaarisen dynaamisen tehtävän ratkaisemiseen voidaan käyttää kahta menetelmätyyppiä:

moodien superpositio -menetelmiä tai suora aikaintegrointi -menetelmiä. Suora aikainteg-

rointi -menetelmät soveltuvat myös epälineaarisen dynaamisen tehtävän ratkaisemiseen

(Kardestuncer ja Norrie 1987 sekä Crisfield 1997). Ns. moniaskelaikaintegrointimenetelmil-

lä dynaaminen tehtävä voidaan esittää ajan suhteen paikalli sesti samassa muodossa kuin

staattinen tehtävä (Kouhia 1999).

Rakenteen stabiili uden menetys on luonteeltaan aina epälineaarinen ja dynaaminen tapahtu-

ma. Kuitenkin, jos rakennetta ei haluta tutkia koko stabiili uden menetyksen ajan vaan aino-

astaan ennen stabiili uden menetystä, kriittisen tilan ympäristössä ja stabiili uden menetyksen

jälkeen, rakennetta voidaan tarkastella tietyissä tapauksissa staattisena tapauksena (Pajunen

1998).
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2.2 Polunseurausmenetelmiä sivuavat ratkaisumenetelmät

Tässä työssä käsitellään pääasiassa epälineaaristen algebralli sten yhtälösysteemien ratkaise-

miseen käytettäviä numeerisia polunseurausmenetelmiä ja niiden soveltamista rakenteiden

mekaniikan epälineaarisiin tehtäviin. Pääpaino on ns. ennuste—korjaus-menetelmill ä, jotka

perustuvat epälineaarisen yhtälösysteemin linearisointiin ja ratkaisuennusteen iteratiiviseen

korjaamiseen. Jokaisella iteraatiokierroksella ratkaistaan linearisoinnin mukainen lineaarinen

algebralli nen yhtälösysteemi, joten epälineaarisen yhtälösysteemin ratkaisemisessa myös

lineaarisen yhtälösysteemin ratkaisumenetelmillä on oleellinen osa (Kouhia 1999).

Epälineaarisen yhtälösysteemin bifurkaatiopisteen ympäristössä ratkaisu ei ole yksikäsittei-

nen vaan haarautuu kahteen tai useampaan osaan. Ratkaisuhaaran valintaan käytetään

useimmissa menetelmissä bifurkaatiopisteen tangentiaalisen jäykkyysmatriisin ominaisvekto-

reita, joiden määrittämiseen tarvitaan tavalli sen lineaarisen ominaisarvotehtävän ratkaisume-

netelmiä (Kouhia 2000).

Rakenteen stabiili uden kannalta kriittisten muotovirheiden oletetaan usein olevan kuormit-

tamattoman rakenteen lineaarisen stabiili usanalyysin ominaismuotojen yhdistelmiä. Raken-

teen stabiili uden ja häiriöherkkyyden tutkimiseen tarvitaan siis myös yleistetyn lineaarisen

ominaisarvotehtävän ratkaisumenetelmiä (Kouhia 2000).

Edellä mainituista epälineaaristen yhtälösysteemien ratkaisemiseen lii ttyvistä ratkaisumene-

telmistä käsitellään luvussa 4 lähinnä vain lineaarisen yhtälösysteemin ratkaisumenetelmien

niitä erityispiirteitä, jotka ovat rakenteiden mekaniikan sovellusten kannalta oleelli sia. Line-

aaristen ominaisarvotehtävien ratkaisumenetelmiä on käsitelty paljon numeerisen lineaarial-

gebran kirjalli suudessa (mm. Bathe ja Wilson 1976, Parlett 1980, Saad 1992, Golub ja Van

Loan 1996 sekä Demmel 1997).
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3 Rakenteiden mekaniikan stabiili usteor ian perusteita

Tässä luvussa käsitellään lyhyesti sekä epäelastisten että elastisten rakenteiden stabiili usteo-

rian perusteita. Tarkoituksena on antaa perusmääritelmien ja -lauseiden muodossa fysikaali-

nen taustakuva luvussa 4 käsiteltävill e polunseurausmenetelmien rakenteiden mekaniikan

sovelluksill e. Rakenteiden mekaniikan stabiili usteorian historiaa ovat esitelleet lyhyesti mm.

Pacoste (1993) ja Kouhia (1999).

3.1 Peruskäsitteitä

Tässä luvussa esitetään mekaanisen systeemin stabiili uden määritelmä ja määritellään joita-

kin mekaaniseen systeemiin lii ttyviä peruskäsitteitä kuten systeemin konservatiivisuus ja

erilaiset voimat.

3.1.1 Mekaaninen systeemi

Fetterin ja Waleckan (1980) mukaan mekaaninen systeemi voi koostua esimerkiksi N kappa-

leesta partikkeleita, joill a on kullakin kolme vapausastetta, jolloin koko systeemillä on 3N ≡
m vapausastetta. Systeemin tila voidaan siis esittää koordinaateill a xj, j = 1, ..., m. Systeemin

tilalla voi olla myös rajoitteita, jotka vähentävät vapausasteiden lukumäärää (Fetter ja Wa-

lecka 1980 sekä Pignataro, Rizzi ja Luongo 1991):

Määritelmä 3-1. Holonominen rajoite. Mekaanisen systeemin holonominen rajoite voi-

daan ilmaista rajoiteyhtälönä, joka koskee vain systeemin koordinaatteja ja aikaa.

Määritelmä 3-2. Skleronominen rajoite. Mekaanisen systeemin skleronominen rajoite ei

riipu ajasta.

Seuraavissa luvuissa tarkastellaan systeemejä, joiden rajoitteet ovat sekä holonomisia että

skleronomisia. Jos esimerkiksi m vapausastetta sisältävällä systeemillä on k holonomista

rajoitetta, niin vapausteiden lukumäärä vähenee arvoon m − k ≡ n. Koordinaatteja qj, j = 1,

..., n, joill a systeemin tila voidaan esittää täydelli sesti, sanotaan systeemin yleistetyiksi

koordinaateiksi (Fetter ja Walecka 1980).
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Pignataro, Rizzi ja Luongo (1991) ovat tarkastelleet mekaanista systeemiä differentiaaliyhtä-

lösysteeminä

y
�

(t) = A(y, t), ( 3-1 )

missä y(t) = (y1(t), ..., yn(t)) ∈ Rn, t ∈ R, A : Rn × R → Rn ja y
�

(t) ≡ dy/dt. Yhtälö (3-1)

kuvaa systeemin tilan muutosta ajan suhteen. Kuvauksen A perusteella voidaan erotella

kaksi perustapausta:

Määritelmä 3-3. Heteronominen ja autonominen systeemi. Yhtälösysteemi (3-1) on

heteronominen eli ei-autonominen, koska se riippuu eksplisiittisesti ajasta t. Autonominen

systeemi ei riipu eksplisiittisesti ajasta, jolloin yhtälössä (3-1) A(y, t) = A(y).

3.1.2 Mekaanisen systeemin voimat

Zieglerin (1968) mukaan systeemin luvalli sella siirtymällä tarkoitetaan sellaista siirtymää,

jonka seurauksena systeemin tila on luvalli nen eli systeemin rajoitteiden mukainen. Holo-

nomisessa systeemissä luvalli nen siirtymä voidaan kuvata yleisimmässä muodossaan mieli-

valtaisesti valittuna joukkona yleistettyjen koordinaattien differentiaaleja.

Määritelmä 3-4. Konservatiivinen voima. Systeemiin vaikuttava voima on konservatiivi-

nen, jos sen tekemä työ minkä tahansa systeemin luvalli sen siirtymän suhteen riippuu ainoas-

taan systeemin alku- ja lopputilasta.

 
Systeemiin vaikuttavat voimat voidaan jaotella Zieglerin (1968) sekä Bazantin ja Cedolinin

(1991) mukaan aktiivisiin voimiin eli kuormiin ja reaktiivisiin voimiin eli reaktioihin. Kuor-

mat ja reaktiot voidaan jaotella vielä seuraavalla tavalla:
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Kuormat:

1.  Ei-stationaariset kuormat, p = p(q, q
�

, t)

— riippuvat ajasta

— ei-konservatiivisia

2.  Stationaariset kuormat, p = p(q, q
�

)

— eivät riipu ajasta

a. Nopeusriippuvaiset, p = p(q, q
�

)

i. Dissipatiiviset, dW < 0

— ei-konservatiivisia

— tekevät työtä, kun rakenne liikkuu

ii. Gyroskooppiset, dW = 0

— konservatiivisia

— ei voida johtaa potentiaalienergiasta

— eivät tee työtä, kun rakenne liikkuu

b. Nopeusriippumattomat, p = p(q)

i. Sirkulatoriset, dW ≠ −dΦ
— ei-konservatiivisia

— ei voida johtaa potentiaalienergiasta

ii. Ei-sirkulatoriset, dW = −dΦ
— konservatiivisia

— voidaan johtaa potentiaalienergiasta

Reaktiot:

1.  Reaktiot, jotka eivät tee työtä, dW = 0

— konservatiivisia

— voidaan johtaa potentiaalienergiasta

— esimerkiksi tukivoima

2.  Dissipatiiviset reaktiot, dW < 0

— ei-konservatiivisia

— esimerkiksi viskoosin vaimentimen tai kitkaliitoksen reaktiovoima

Kuormien ja reaktioiden jaottelussa dW on voiman tekemä differentiaalinen työ ja −dΦ
kuorman potentiaalienergian differentiaali. Skleronomisessa systeemissä reaktioiden tekemä

työ ei ole koskaan positiivinen (Ziegler 1968).

Määritelmä 3-5. Konservatiivinen systeemi. Jos kaikki systeemiin vaikuttavat voimat —

sekä kuormat että reaktiot — ovat konservatiivisia, niin systeemi on konservatiivinen.
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Konservatiivinen systeemi on tärkeä erikoistapaus mm. siksi, että konservatiivisen systeemin

sisäisten ja ulkoisten voimien tekemä työ voidaan lausua systeemin potentiaalienergian

avulla (Ziegler 1968).

3.1.3 Mekaanisen systeemin stabiilius

Stabiili udelle voidaan antaa eri tarkoituksiin soveltuvia erilaisia määritelmiä, joista ns. dy-

naamiset määritelmät ovat käyttökelpoisia kaikkiin rakenteiden mekaniikan tarkasteluihin

(Bazant ja Cedolin 1991). Ziegler (1968) on esittänyt systeemin yleistettyjen siirtymien q =

(q1, ..., qn) määräämän tasapainotilan stabiili udelle sekä asymmetrisen että symmetrisen

määritelmän:

Määritelmä 3-6 (asymmetrinen). Stabii lius. Tasapainotila q(t) = 0 on stabiili , jos |qk(t)|

on mielivaltaisen pieni kaikill a k = 1, ..., n ja t > 0, kun alkuarvot |qk(0)| ja |q
�

k (0)| ovat riit-

tävän pieniä kaikilla k = 1, ..., n.

Määritelmä 3-7 (symmetrinen). Stabii lius. Tasapainotila q(t) = 0 on stabiili , jos |qk(t)| ja

|q
�

k (t)| ovat mielivaltaisen pieniä kaikill a k = 1, ..., n ja t > 0, kun alkuarvot |qk(0)| ja |q
�

k

(0)| ovat riittävän pieniä kaikilla k = 1, ..., n.

Pacoste (1993) on johtanut symmetriselle tapaukselle käyttökelpoisemman muodon: Kon-

servatiivisen systeemin liikettä voidaan kuvata Lagrangen yhtälöillä

∂Π/∂qk + (d/dt)(∂Γ/∂q
�

k) − ∂Γ/∂qk = 0, k = 1, ..., n, ( 3-2 )

missä Π = Π(q, λ) on potentiaalienergia ja Γ = Γ(q, q
�

) lii ke-energia. Parametri λ ∈ Rm ku-

vaa systeemin geometristen häiriöiden (esim. rakenteen muotovirheet), mekaanisten häiriöi-

den (esim. rakenteen alkujännitykset) ja ulkoisten kuormien vaikutusta potentiaalienergiaan.

Kvasistaattisessa tapauksessa tasapainoyhtälö pelkistyy muotoon

∂Π/∂qk = 0, k = 1, ..., n. ( 3-3 )

Oletetaan, että systeemin tila riippuu yleistetyistä koordinaateista sk, k = 1, ..., n, ja että

systeemi on tasapainotilassa sk = s* k, k = 1, ..., n. Koordinaatiston siirrolla qk = sk − s* k, k =

1, ..., n, systeemin tasapainotila on uusien yleistettyjen koordinaattien qk, k = 1, ..., n, avulla

lausuttuna origossa qk = 0, k = 1, ..., n.
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Määritelmä 3-8. Stabii lius (L iapunov). Oletetaan, että systeemin tasapainotilaa q = 0,

häiritään hetkellä t = t0 alkuarvoill a q0 ja q
� 0. Tasapainotila on stabiili , jos mielivaltaisesti

valitulle ε > 0 on olemassa sellainen δ > 0, että aina kun alkuarvoille pätee

|| q0 ||2 < δ ja

|| q
� 0 ||2 < δ,

niin ratkaisulle pätee

|| q(t) ||2 < ε ja

|| q
�

(t) ||2 < ε

kaikilla t > t0. Jos lisäksi lim t → ∞ q(t) = 0, niin tasapainotila on asymptoottisesti stabiili.

Jos parametriarvo λ on kiinnitetty, Lagrangen yhtälöt (3-3) voidaan lausua muuttujan vaih-

doksen y2k−1 = qk ja y2k = q
�

k, k = 1, ..., n, avulla 2n ensimmäisen asteen differentiaaliyhtälöä

sisältävässä kanonisessa muodossa

y
�

(t) = A(y(t), t), ( 3-4 )

missä y ∈ R2n, t ∈ R ja A : R2n × R → R2n. Koordinaattimuuttujat yk, k = 1, ..., 2n, muodos-

tavat ns. faasiavaruuden.

Jos kanonisen muodon (3-4) mukainen systeemi on hetkellä t = t0 alkutilassa y(t0) = y10, niin

yhtälöstä (3-4) saadaan ratkaisu y(t) = y1(t), joka kuvaa systeemin tilaa hetkellä t. Jos ky-

seessä on staattinen tapaus, niin systeemi pysyy alkutilassaan eli y1(t) = y10. Kun tutkitaan

ratkaisun y1 stabiili utta, on selvitettävä, mitä ratkaisulle y1 tapahtuu, jos alkuarvoa y10 hiu-

kan muutetaan. Jos alkuarvossa y10 tapahtuu muutos v0, niin muuttunutta alkuarvoa y10 +

v0 vastaava ratkaisu

y(t) = y1(t) + v(t), ( 3-5 )

missä v(t) on alkuarvon muutoksesta v0 aiheutuva muutos ratkaisussa y1(t), ja siis v(t0) =

v0. Jos kanonisen muodon (3-4) kuvaus A on analyyttinen, merkitsemällä A’ ≡ ∂A/∂y voi-

daan yhtälö (3-5) derivoituna ajan suhteen esittää Taylor-kehitelmän muodossa

y
�

(t) = y1
�

(t) + v
�

(t) = A(y1(t), t) + A’(y1(t), t)v + ½ A’’(y1(t), t)[v, v] + ... . ( 3-6 )

Koska y1 on yhtälön (3-4) ratkaisu, niin y1
�

(t) = A(y1(t), t), joten merkitsemällä B(y1(t),

t)[v] ≡ ½ A’’(y1(t), t)[v, v] + ... saadaan yhtälö

v
�

(t) = A’(y1(t), t)v + B(y1(t), t)[v]. ( 3-7 )

Kuvauksella B on se erityisominaisuus, että sen Taylor-kehitelmässä pisteessä v = 0 ei ole

lainkaan vakiotermiä eikä ensimmäisen asteen termiä. Yhtälön (3-7) avulla yhtälön (3-4)
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ratkaisun y stabiili ustarkastelu voidaan pelkistää triviaaliratkaisun v = 0 stabiili uden tarkaste-

luksi ja tasapainotilan stabiiliuden määritelmä 3-8 voidaan esittää seuraavassa muodossa:

Määritelmä 3-9. Stabii lius. Oletetaan, että systeemin tasapainotilaa y(t) = y1(t), y1(t0) =

y10, häiritään hetkellä t = t0 alkuarvohäiriöllä v(t0) = v0. Tasapainotila on stabiili , jos mieli-

valtaisesti valitulle ε > 0 on olemassa sellainen δ > 0, että aina kun alkuarvohäiriölle pätee

|| v0 ||2 < δ,

niin vastaavalle ratkaisun muutokselle pätee

|| v(t) ||2 < ε

kaikilla t > t0. Jos lisäksi lim t → ∞ v(t) = 0, niin tasapainotila on asymptoottisesti stabiili.

Systeemi on siis stabiili , jos pienet muutokset alkuarvoissa saavat aikaan ainoastaan pieniä

muutoksia ratkaisussa (Bazant ja Cedolin 1991).

3.2 Stabiiliuskriteereitä

Seuraavaksi tarkastellaan sekä epäelastisten että elastisten rakenteiden stabiili uskriteereitä,

joill a on ns. tangentiaalisen jäykkyysmatriisin kautta yhteys luvussa 4 käsiteltävään polun-

seuraukseen.

3.2.1 Epäelastisen rakenteen stabiiliuskriteereitä

Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan differentiaalista siirtymämuutosta dq vastaava kuor-

man p systeemiin tekemä ulkoinen työ

dW = pT dq. ( 3-8 )

Tätä differentiaalista työtä vastaa termodynamiikan ensimmäisessä pääsäännössä ei-eksakti

differentiaali d*W (Fetter ja Walecka 1980):

Lause 3-1. Termodynamiikan I pääsääntö.

dU = d*Q + d*W,

missä dU on systeemin sisäisen energian differentiaalinen muutos, d*Q systeemin ulkopuo-

lelta sisään virtaavan lämmön ei-eksakti differentiaalinen muutos ja d*W ulkoisen työn ei-

eksakti differentiaalinen muutos.
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Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan systeemin sisäisesti tuottama entropian muutos

(dS)in = dS − d*Q/T, ( 3-9 )

missä dS on systeemin entropian muutos, T systeemin absoluuttinen lämpötila ja (dS)out =

d*Q/T ulkoisesti tuotettu entropianlisäys. Termodynamiikan toinen pääsääntö voidaan täl-

löin esittää seuraavassa muodossa (Bazant ja Cedolin 1991):

Lause 3-2. Termodynamiikan II pääsääntö. Systeemin tilassa tapahtuva muutos, jolle

pätee

a.  (dS)in < 0, ei voi tapahtua;

b.  (dS)in = 0, voi tapahtua;

c.  (dS)in > 0, täytyy tapahtua.

Lauseen 3-2 kohdan b mukainen systeemin tilan muutos säilyttää systeemin termodynaami-

sen tasapainon ja on määritelmän mukaan reversiibeli, jolloin dS = d*Q/T = (dS)out. Kohdan

c mukainen systeemin tilan muutos on irreversiibeli, jolloin dS = d*Q/T + (dS)in = (dS)out +

(dS)in. Termodynamiikan toisen pääsäännön 3-2 mukaan systeemille pätee siis epäyhtälö

dS ≥ d*Q/T, ( 3-10 )

joka saadaan termodynamiikan ensimmäisen pääsäännön 3-1 avulla muotoon

TdS ≥ dU − d*W. ( 3-11 )

Reversiibelissä tapauksessa yhtälöissä (3-10) ja (3-11) pätee yhtäsuuruus. Fetter ja Walecka

(1980) ovat esittäneet termodynamiikan toisen pääsäännön reversiibelill e tapaukselle muo-

dossa dU = TdS − PdV, missä P on systeemin paine ja dV systeemin tilavuuden muutos.

Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan termodynamiikan toisesta pääsäännöstä saadaan ylei-

sin fysikaalisen systeemin tasapainotilan stabiili uskriteeri, jonka mukaan systeemin tasapai-

notila on stabiili , jos poikkeamaa tästä tilasta ei voi tapahtua ilman muutosta systeemiin

kohdistuvissa kuormissa tai systeemin reunasiirtymissä:

Lause 3-3. Systeemin tasapainotila on

a.  stabiili, jos (∆S)in < 0 kaikilla δq;

b.  kriittinen, jos (∆S)in = 0 jollakin δq;

c.  epästabiili, jos (∆S)in > 0 jollakin δq.

Kun systeemin tila tulee epästabiili ksi, energia −T(∆S)in muuttuu systeemin lii ke-energiaksi

ja lopulta lämmöksi dissipatiivisten prosessien kuten kitkan, plastisoitumisen tai murtumisen

kautta (Bazant ja Cedolin 1991).
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Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan Legendren transformaatiolla saadaan termodynaami-

nen tilafunktio nimeltä Helmholtzin vapaa energia:

F = U − TS. ( 3-12 )

Differentioimalla yhtälö (3-12) termodynamiikan ensimmäisen pääsäännön 3-1 ja yhtälön (3-

9) avulla saadaan rakenteen tilafunktioiden — sisäisen energian U ja Helmholtzin vapaan

energian F — differentiaalit

dU = d*W + TdS − T(dS)in ja ( 3-13 )

dF = d*W − SdT − T(dS)in. ( 3-14 )

Jos epäelastinen rakenne korvataan paikalli sesti ns. tangentiaalisesti ekvivalentill a elastisella

rakenteella, jonka muodonmuutokset ovat reversiibelejä, niin systeemin sisäisesti tuottama

entropian muutos (dS)in = 0.

Bazant ja Cedolin (1991) ovat määritelleet konservatiivisten kuormien rakenne—kuorma-

systeemille termodynaamiset tilafunktiot

UG = U − Φ ja ( 3-15 )

FG = F − Φ, ( 3-16 )

missä UG on rakenne—kuorma-systeemin kokonaisenergia, F G rakenne—kuorma-systeemin

Helmholtzin vapaa energia ja −Φ kuorman potentiaalienergia. Yhtälöt (3-15) ja (3-16) ovat

yhtälön (3-29) potentiaalienergian Π yleistyksiä. Yhtälöitä (3-13) ja (3-14) vastaavat raken-

ne—kuorma-systeemin tasapainotilan differentiaalit

dUG = TdS − T(dS)in ja ( 3-17 )

dFG = − SdT − T(dS)in. ( 3-18 )

Yhtälöistä (3-17) ja (3-18) saadaan inkrementaaliset energiat

− T(∆S)in = ∆UG, kun dS = 0, ja ( 3-19 )

− T(∆S)in = ∆FG, kun dT = 0. ( 3-20 )

Isotermisessä tapauksessa, jossa dT = 0, tasapainotilan sisäisen voiman termi

ri = rTi = ∂F(q, T)/∂qi, i = 1, ..., n. ( 3-21 )

Isentrooppisessa tapauksessa, jossa dS = 0, tasapainotilan sisäisen voiman termi

ri = rSi = ∂U(q, S)/∂qi, i = 1, ..., n. ( 3-22 )

Sisäisten voimien avulla tilafunktioiden inkrementeille voidaan johtaa variaatiomuodot

∆UG = δ2UG = ½ δrS
T δq − ½ δpT

 δq ja ( 3-23 )

∆FG = δ2FG = ½ δrT
T δq − ½ δpT

 δq, ( 3-24 )
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jotka pelkistyvät vakiokuormien tapauksessa muotoon

∆UG = δ2UG = ½ δrS
T δq ja ( 3-25 )

∆FG = δ2FG = ½ δrT
T δq. ( 3-26 )

Jos siis epäelastinen rakenne korvataan paikalli sesti tangentiaalisesti ekvivalentill a elastisella

rakenteella, niin isotermisessä tapauksessa lausetta 3-3 vastaa seuraava tulos (Bazant ja Ce-

dolin 1991):

Lause 3-4. Isotermisen kuormien osalta konservatiivisen systeemin tasapainotila on

a.  stabiili, jos −T(∆S)in = ∆FG = δ2FG = ½ δrT
T δq − ½ δpT

 δq > 0 kaikilla δq;

b.  kriittinen, jos −T(∆S)in = ∆FG = δ2FG = ½ δrT
T δq − ½ δpT

 δq = 0 jollakin δq;

c.  epästabiili, jos −T(∆S)in = ∆FG = δ2FG = ½ δrT
T δq − ½ δpT

 δq < 0 jollakin δq.

Isentrooppisessa tapauksessa tilafunktio FG korvataan tilafunktiolla UG ja sisäinen voima rT

korvataan sisäisellä voimalla rS. Vakiokuormien tapauksessa lause 3-4 pelkistyy seuraavaan

muotoon (Bazant ja Cedolin 1991):

Lause 3-5. Jos kuormien osalta konservatiiviseen systeemiin vaikuttavat kuormat ovat va-

kioita, niin systeemin tasapainotila on

a.  stabiili, jos −T(∆S)in = ∆Wr = ½ δrT δq = ½ δqT K(ν)δq > 0 kaikilla δq;

b.  kriittinen, jos −T(∆S)in = ∆Wr = ½ δrT δq = ½ δqT K(ν)δq = 0 jollakin δq;

c.  epästabiili, jos −T(∆S)in = ∆Wr =½ δrT δq = ½ δqT K(ν)δq < 0 jollakin δq.

Isotermisessä tapauksessa sisäisten voimien r = rT tekemä toisen asteen työ ∆Wr = ∆FG =

δ2FG = δ2F, tangentiaalinen jäykkyystermi

Kij(ν) = KTij(ν) = ∂2FG(q, T)/(∂qi∂qj) = ∂2F(q, T)/(∂qi∂qj) ( 3-27 )

ja ν = δq/|| δq ||2. Isentrooppisessa tapauksessa ∆Wr = ∆UG = δ2UG = δ2U, sisäinen voima r

= rS ja tangentiaalinen jäykkyystermi

Kij(ν) = KSij(ν) = ∂2UG(q, S)/(∂qi∂qj) = ∂2U(q, S)/(∂qi∂qj). ( 3-28 )

Luvussa 3.2.2.2 mainitaan lauseen 3-5 erikoistapaus, joka koskee elastisen rakenteen inkre-

mentaalista tangentiaalista jäykkyysmatriisia. Näill ä lauseill a on tangentiaalisen jäykkyys-

matriisin kautta yhteys luvun 4 polunseurauksen erikoispisteisiin.
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3.2.2 Elastisen rakenteen stabiiliuskriteereitä

Jos halutaan selvittää elastisen ei-konservatiivisen systeemin tasapainotilan stabiili us, tarvi-

taan ns. dynaamisia menetelmiä, mikä tarkoittaa, että esimerkiksi kanonisesta muodosta (3-

4) on ratkaistava ajan funktiona ratkaisu y = y(t). Elastisen konservatiivisen systeemin tasa-

painotilan stabiili uden määrittämiseen riittävät ns. energiakriteerit, mikä yksinkertaistaa

stabiiliustarkastelua huomattavasti (Bazant ja Cedolin 1991).

3.2.2.1 Yleisiä energiakriteereitä

Ns. staattisill a menetelmill ä — kuten lineaariseen yleistettyyn ominaisarvotehtävään joht a-

valla lineaarisella stabiili usanalyysill ä — saadaan selvill e systeemin tasapainotila ja konse r-

vatiivisten systeemien kriittinen kuorma muttei tasapainotilan laatua. Staattiset menetelmät

kuuluvat ns. energiamenetelmiin, joihin kuuluu kuitenkin myös sellaisia menetelmiä, joiden

avulla on mahdolli sta saada selvill e myös tasapainotilan laatu, kuten seuraava lause osoittaa

(Ziegler 1968 sekä Bazant ja Cedolin 1991):

 
Lause 3-6. Lagrangen—Dirichlet’ n stabii liuden energiakriteeri. Oletetaan, että sys-

teemi sisältää ainoastaan konservatiivisia ja dissipatiivisia voimia, ja sen kokonaisenergia on

jatkuva. Systeemin tasapainotila on stabiili , jos systeemin potentiaalienergian arvo tasapai-

notilassa on aito lokaalinen minimiarvo, eli systeemin tasapainotilan potentiaalienergia on

positiividefiniitti.

Käänteinen tulos ei päde, eli positiividefiniittisyyden puuttuminen ei välttämättä merkitse

epästabiili utta (Ziegler 1968 sekä Bazant ja Cedolin 1991). Seuraavat lauseet antavat kui-

tenkin kaksi epästabiili a tapausta lauseen 3-6 mukaiselle systeemille (Bazant ja Cedolin 1991

sekä Pignataro, Rizzi ja Luongo 1991):

Lause 3-7. L iapunovin I teoreema. Jos systeemin potentiaalienergian arvo tasapainotilassa

ei ole lokaalinen minimiarvo johtuen potentiaalienergian Taylor-kehitelmän toisen asteen

termeistä, niin systeemin tasapainotila on epästabiili.

Lause 3-8. L iapunovin II teoreema. Jos systeemin potentiaalienergian arvo tasapainotilas-

sa on lokaalinen maksimiarvo, joka määräytyy potentiaalienergian Taylor-kehitelmän alim-

man asteen termeistä, niin systeemin tasapainotila on epästabiili.
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Lähes kaikki rakenteen stabiili utta koskevat tehtävät ovat epälineaarisia ja niiden ratkaise-

minen perustuu usein tehtävän linearisointiin. Seuraavan lauseen perusteella linearisointi ei

vaikuta stabiiliustarkasteluun (Ziegler 1968 sekä Bazant ja Cedolin 1991):

Lause 3-9. Poincaré—Liapunov. Epälineaarisen systeemin tasapainotila on stabiili , jos

vastaava linearisoidun systeemin tasapainotila on stabiili.

3.2.2.2 Inkrementaalinen energiakriteeri

Lauseen 3-6 energiakriteerissä tasapainotilan q potentiaalienergian arvoa verrataan kaikkiin

niihin potentiaalienergia-arvoihin, jotka vastaavat niitä tasapainotilaa infinitesimaalisen lähel-

lä olevia epätasapainotiloja q + δq, joill a on sama kuorman arvo kuin tasapainotilalla. Sovel-

lusten kannalta on usein käytännölli sempää verrata tutkittavan tasapainotilan ja sitä infinite-

simaalisen lähellä olevien eri kuorman arvoa vastaavien tasapainotilojen potentiaalienergia-

arvoja. Tätä vertailua varten stabiili uskriteeri on esitettävä tasapainotilan sisäisten voimien

tekemän työn avulla.

Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan elastisen kuormien osalta konservatiivisen rakenne—

kuorma-systeemin potentiaalienergia

Π = U − Φ, ( 3-29 )

missä sisäinen energia U on elastinen venymäenergia ja −Φ kuorman potentiaalienergia. Jos

Π on sileä funktio, niin se voidaan esittää Taylorin kehitelmänä tasapainotilassa, jolloin

energiainkrementti

∆Π = Π(q + δq, λ) − Π(q, λ) = δΠ + δ2Π + ... . ( 3-30 )

Jos potentiaalienergia Π(q, λ) on ainakin kahdesti derivoituva, niin tasapainotilassa, jossa

määritelmän mukaan energiavariaatio δΠ = 0, yleistettyjen siirtymien q infinitesimaalisten

variaatioiden δq mukainen diskreetin systeemin energiainkrementti

∆Π = δ2Π + ... = ½ Σ i = 1, ..., n Σ j = 1, ..., n Kijδqiδqj + ... , ( 3-31 )

missä tangentiaalinen jäykkyystermi

Kij = ∂2Π/(∂qi∂qj). ( 3-32 )

Variaatioita δnΠ, n > 2, ei tarvitse ottaa stabiili ustarkasteluissa huomioon, jos toisen asteen

variaatio δ2Π ≠ 0.
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Sen sijaan, että tarkasteltaisiin tasapainotilasta poikkeuttavia siirtymiä δq siten, että kuormi-

tus pysyy vakiona, oletetaankin, että kuormat muuttuvat yhtä aikaa variaatioiden δqi kanssa

ja ovat lisäksi yhtäsuuria kuin vastaavat sisäiset voimat, jolloin tila qi + δqi on myös tasapai-

notila.

Potentiaalienergian osittaisderivaatat ∂Π/∂qi esittävät yleistettyihin siirtymiin qi lii ttyviä

yleistettyjä voimia ri, i = 1, ..., n. Sisäisen voiman variaatiotermi

δri = Σ j = 1, ..., n Kijδqj, i = 1, ..., n. ( 3-33 )

Koska Σ i = 1, ..., n riδqi = Σ i = 1, ..., n (∂Π/∂qi)δqi = δΠ = 0 tasapainotilassa qi, i = 1, ..., n, niin

variaatiota δq vastaava inkrementaalinen työ on toisen asteen tarkkuudella

∆Wr = δ2Wr

= Σ i = 1, ..., n (ri + ½ δri)δqi

= ½ Σ i = 1, ..., n δriδqi

= ½ Σ i = 1, ..., n Σ j = 1, ..., n Kijδqiδqj

= δ2Π. ( 3-34 )

Lauseen 3-6 mukaan tasapainotila q on stabiili , jos toisen asteen variaatio δ2Π > 0. Saadaan

siis sisäisten voimien tekemän työn avulla lausuttu energiakriteeri, joka on lauseen 3-5 eri-

koistapaus (Bazant ja Cedolin 1991):

Lause 3-10. Jos tasapainotilan inkrementaalinen työ δ2Wr on positiividefiniitti, niin tila on

stabiili . Ts. jos tasapainotilan inkrementaalinen tangentiaalinen jäykkyysmatriisi K on posi-

tiividefiniitti, niin tila on stabiili. Tarkemmin muotoiltuna:

a.  Jos δ2Wr = ½ δqT Kδq > 0 kaikilla kinemaattisesti luvallisilla siirtymillä δq, niin tasapai-

notila on stabiili.

b.  Jos δ2Wr = ½ δq T Kδq = 0 jollakin kinemaattisesti luvallisella siirtymällä δq, niin tasapai-

notila on kriittinen.

c.  Jos δ2Wr = ½ δq T Kδq < 0 jollakin kinemaattisesti luvallisella siirtymällä δq, niin tasapai-

notila on epästabiili.

Systeemin kinemaattisesti luvalli sella siirtymällä tarkoitetaan sellaista siirtymää, jonka seu-

rauksena systeemin tila on kinemaattisesti luvalli nen eli systeemin kinemaattisten eli geo-

metristen rajoitteiden mukainen (vrt. luvut 3.1.1 ja 3.1.2).

Koska elastisen rakenteen tangentiaalinen jäykkyysmatriisi on symmetrinen, niin lauseen 3-

10 kriittisen tasapainotilan ehto b voidaan lausua muodossa
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det K = 0 ( 3-35 )

eli tangentiaalisella jäykkyysmatriisilla on oltava ominaisarvo nolla, jolloin

Kδq = 0, ( 3-36 )

missä ominaisvektori δq ≠ 0 antaa suunnan rakenteen jälkikriittiselle käyttäytymiselle

(Bazant ja Cedolin 1991). Kriittisen tasapainotilan ehdot (3-35) ja (3-36) tulevat esill e myös

luvun 4 polunseurauksen käänne- ja bifurkaatiopisteiden yhteydessä.

3.3 Jälkikriittinen käyttäytyminen

Pacoste (1993) on soveltanut katastrofiteoriaa (Poston ja Stewart 1981 sekä Arnold 1986)

elastisten rakenteiden stabiili uden tutkimiseen. Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan kata-

strofiteoriaa voidaan soveltaa vain ns. polkuriippumattomille systeemeill e, joiden käyttäy-

tyminen lähellä kriittistä pistettä on kuvattavissa potentiaalipinnalla. Polkuriippumattoman

systeemin tangentiaalinen jäykkyysmatriisi on symmetrinen kun taas polkuriippuvaisen sys-

teemin tangentiaalinen jäykkyysmatriisi on epäsymmetrinen. Epäelastiset rakenteet ovat pol-

kuriippuvaisia, joten niihin katastrofiteoriaa ei voida soveltaa. Seuraavaksi mainitaan sys-

teemin jälkikriittisen käyttäytymisen osalta lähinnä joitakin epäelastisen ja elastisen raken-

teen eroja.

3.3.1 Epäelastisen rakenteen jälkikriittinen käyttäytyminen

Bazant ja Cedolin (1991) ovat esittäneet joitakin epäelastisen rakenteen jälkikriittistä käyt-

täytymistä koskevia tuloksia, joissa bifurkaatiopisteellä tarkoitetaan kriittistä pistettä, jossa

systeemin tasapainotilaa kuvaava ratkaisu haarautuu kahteen tai useampaan osaan. Bifur-

kaatiopiste on määritelty täsmällisemmin luvussa 4.4.6.

Lause 3-11. Epäelastisen rakenteen stabiili tasapainopolku on kaikkien bifurkaatiopisteestä

lähtevien tasapainopolkujen joukosta se, jolla sisäinen entropia (∆S)in maksimoituu.

Stabiili n jälkikriittisen tasapainopolun on luonnolli sesti koostuttava stabiil eista tasapainoti-

loista. Se, että jälkikriittinen tasapainopolku koostuu stabiil eista tiloista, ei epäelastisen ra-

kenteen tapauksessa kuitenkaan takaa sitä, että jälkikriittinen tasapainopolku olisi stabiili

tasapainopolku. Seuraavista lauseista nimittäin nähdään, että epäelastisen rakenteen stabiili n

jälkikriittisen tasapainopolun on toteutettava myös lauseen 3-11 antama vahvempi kriteeri.

Erityisesti seuraavat lauseet eivät päde elastisessa tapauksessa (Bazant ja Cedolin 1991):
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Lause 3-12. Epäelastisen rakenteen kaikki bifurkaatiopisteestä lähtevät jälkikriittiset tasa-

painopolut voivat koostua stabiileista tasapainotiloista.

Lause 3-13. Epäelastisella rakenteella voi olla kaksi tai äärettömän monta jälkikriittistä ta-

sapainopolkua, jotka koostuvat stabiil eista tasapainotiloista ja joiden suunnat ovat äärettö-

män lähellä toisiaan.

Lause 3-14. Epäelastisen rakenteen stabiili tasapainotila, joka on äärettömän lähellä bifur-

kaatiopistettä, voi olla itsekin bifurkaatiopiste, eli tasapainopolku voi koostua äärettömästä

määrästä bifurkaatiopisteitä, jotka ovat äärettömän lähellä toisiaan.

Epäelastisen rakenteen stabiili n jälkikriittisen tasapainopolun on siis sekä koostuttava stabii-

leista tiloista että maksimoitava systeemin sisäinen entropia.

3.3.2 Elastisen rakenteen jälkikriittinen käyttäytyminen

Myös elastisen rakenteen stabiili n jälkikriittisen tasapainopolun on luonnolli sesti koostuttava

stabiil eista tasapainotiloista. Se, että jälkikriittinen tasapainopolku koostuu stabiil eista tilois-

ta, on elastisen rakenteen tapauksessa myös riittävä ehto sill e, että jälkikriittinen tasapaino-

polku on stabiili tasapainopolku. Ehto on elastisen systeemin tapauksessa ekvivalentti lau-

seen 3-11 entropian maksimointia koskevan ehdon kanssa (Bazant ja Cedolin 1991).

Elastisen rakenteen alunperin stabiili tasapainopolku voi muuttua epästabiili ksi joko raja- eli

käännepisteen ohituksen tai bifurkaatiopisteen haarautumisen kautta (kuva 3-1). Thompson

ja Hunt (1973) sekä Bazant ja Cedolin (1991) ovat jaotelleet elastisten rakenteiden kriittisen

tasapainotilan jälkeisen käyttäytymisen seuraavalla tavalla:
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1.  Dynaaminen stabiiliuden muutos

— energiamenetelmät eivät ole riittäviä

2.  Staattinen stabiiliuden muutos

— on olemassa potentiaalienergia

— energiamenetelmät ovat riittäviä

A. Rajapisteen stabiiliuden muutos

— stabiili/epästabiili

— ei häiriöaltis

B. Bifurkaatio

i. Asymmetrinen

— stabiili/epästabiili

— häiriöaltis

ii. Symmetrinen

a. Stabiili

— ei häiriöaltis

b. Epästabiili

— häiriöaltis

Kuvassa 3-1 on esitetty tyyppiesimerkit tasapainopoluista erikoispisteiden ympäristössä yh-

den siirtymävapausasteen tapauksessa. Bifurkaatiolla tarkoitetaan ratkaisun haarautumista

kriittisessä pisteessä ja rajapisteen stabiili uden muutoksella esimerkiksi ns. läpilyöntiä (snap-

through). Näitä erikoispisteitä on käsitelty tarkemmin luvun 4 polunseurauksen yhteydessä.

Symmetrisen bifurkaation jälkikriittinen tasapainopolku on bifurkaatiopisteen ympäristössä

siirtymän suhteen symmetrinen ja asymmetrisen bifurkaation tasapainopolku vastaavasti

asymmetrinen. Häiriöalttiutta on käsitelty seuraavassa luvussa.
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Kuva 3-1. Siirtymä—kuorma-käyrät raja- ja bifurkaatiopisteiden ympäristössä.

3.3.3 Rakenteen häiriöalttius

Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan rakenne on häiriöaltis, jos suurin rakenteen tasapaino-

polulla saavutettava kuorma pienenee, kun rakenteeseen (esim. rakenteen geometriaan) ai-

heutetaan pienikin muutos. Kuvassa 3-2 on esitetty tyyppiesimerkit tasapainopolun muu-

toksista häiriöparametrin η suhteen erikoispisteiden ympäristössä yhden siirtymävapausas-

teen tapauksessa.

q

λ

2A

q

λ

2B.ii.a q

λ

2B.ii.b

q

λ

2B.i

epästabiili
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Kuva 3-2. Siirtymä—kuorma-käyrän riippuvuus häiriöparametrista.

Yhtälön (3-36) mukaan elastisen rakenteen kriittisessä tasapainotilassa tangentiaalisella

jäykkyysmatriisill a on oltava ominaisarvo nolla. Jos kriittinen ominaisarvo on moninkertai-

nen, rakenteen jälkikriittinen käyttäytyminen määräytyy vastaavien ominaisvektorien yhteis-

vaikutuksesta. Usein esimerkiksi ohutseinäisten rakenteiden tapauksessa kyseessä on hyvin

häiriöaltis rakenne. Vaikka kriittinen ominaisarvo ei olisikaan moninkertainen, ja vaikka

kriittisen ominaisarvon lähellä ei olisi muita ominaisarvoja, niin rakenteen ominaismuotojen

yhteisvaikutuksesta saattaa joissakin tapauksissa seurata hyvin häiriöaltista jälkikriittistä

käyttäytymistä (Bazant ja Cedolin 1991).

Bazant ja Cedolin (1991) ovat esitelleet rakenteiden häiriöalttiutta ja ominaismuotojen yh-

teisvaikutusta Koiterin teoriaan perustuen. Mm. Poston ja Stewart (1981), Hunt (1983),

Thompson ja Hunt (1984), Gáspár (1983) sekä Pacoste (1993) ovat käyttäneet katastrofi-

teorian menetelmiä eli hiukan yleisempää lähestymistapaa. Häiriöparametrin vaikutuksen

matemaattista teoriaa ovat käsitelleet mm. Keener ja Keller (1973) sekä Keener (1974).
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4 Numeerinen polunseuraus

Tässä luvussa tarkastellaan sekä numeeristen polunseurausmenetelmien matemaattisia perus-

teita että niiden sovelluksiin ja ohjelmointiin lii ttyviä näkökohtia. Teoreettisten tarkastelujen

tarkoitus on antaa kuva ratkaisumenetelmien ominaisuuksista — sekä vahvuuksista että

heikkouksista — jotka tulevat usein esill e ratkaisumenetelmiä ohjelmoitaessa ja laskentate h-

täviä ratkaistaessa. Pääpaino on ns. ennuste—korjaus-menetelmill ä, joita käytetään erity i-

sesti rakenteiden mekaniikan sovelluksissa. Kouhia (1999) on esitellyt lyhyesti epälineaaris-

ten algebrallisten yhtälösysteemien ratkaisemisen pitkää historiaa.

4.1 Epälineaarinen ominaisarvotehtävä

Kellerin ja Antmanin (1969) mukaan epälineaarisella ominaisarvotehtävällä tarkoitetaan

ratkaisujen etsimistä epälineaariselle yhtälölle

F(x, λ) = 0, ( 4-1 )

missä epälineaarinen operaattori F riippuu parametrista λ ja operoi tuntematonta muuttujaa

x. Yleensä halutaan tietää, onko yhtälöllä (4-1) ratkaisu tai ratkaisuja jollakin tietyllä para-

metrin arvolla, sekä miten ratkaisujen olemassaolo ja lukumäärä riippuvat parametrista λ.

Jos jokin yhtälön (4-1) ratkaisu haarautuu kahdeksi tai useammaksi ratkaisuksi, kun para-

metri λ ohittaa kriittisen arvon, on kyseessä ns. bifurkaatio.

Bifurkaatiota voidaan havainnollistaa tarkastelemalla lineaarista ominaisarvotehtävää

Ax = λx, ( 4-2 )

missä A on lineaarisen normiavaruuden lineaarinen operaattori ja λ reaalil uku. Yhtälöllä (4-

2) on ns. triviaaliratkaisu x = x0 = 0 kaikill a parametriarvoill a λ. Olkoot λ1 < λ2 < .... ope-

raattorin A yksinkertaiset ominaisarvot ja x1, x2, ... vastaavat ominaisvektorit siten, että

Axj = λjxj ja || xj || = 1, j = 1, 2, .... ( 4-3 )

Yhtälön (4-2) muut ratkaisut ovat tällöin

x = cxj, j = 1, 2, ..., ( 4-4 )

missä c on reaalil uku. Triviaaliratkaisun normi || x0 || = 0 ja ratkaisun (4-4) normi || x || = c.

Kuvassa 4-1 (vasen puoli) on havainnolli stettu triviaaliratkaisun x0 = 0 haarautumista yhtä-

lön (4-2) bifurkaatiopisteissä (0, λj), j = 1, ..., 6.
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Kuva 4-1. Lineaarisen ja epälineaarisen ominaisarvotehtävän ratkaisuhaarat.

Olkoon lineaarinen ominaisarvotehtävä (4-2) epälineaarisen ominaisarvotehtävän (4-1) li-

nearisaatio. Kuvan 4-1 bifurkaatiodiagrammissa (oikea puoli) on esitetty erilaisia vaihtoehto-

ja yhtälön (4-1) ratkaisujen käyttäytymiselle:

1.  Kaarevat ratkaisuhaarat.

2.  Ei haarautuvaa ratkaisua.

3.  Useita ratkaisuhaaroja.

4.  Sekundaarinen ratkaisuhaara.

5.  Ratkaisuhaarojen yhdistyminen.

6.  Ratkaisuja, jotka eivät haaraudu triviaaliratkaisusta.

Yksinkertainen esimerkki triviaaliratkaisun haarautumisesta saadaan yhtälöstä

F(x, λ) = Ax + cx3 − λx = 0, ( 4-5 )
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λ
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•
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missä A, x, c ja λ ovat reaalil ukuja (Mittelmann ja Weber 1980). Yhtälöllä (4-5) on triviaali-

ratkaisu x = 0 kaikill a parametriarvoill a λ, ja jos c > 0, niin triviaaliratkaisusta haarautuu

kaksi ratkaisua (kuva 4-2):

x = ± ((λ − A)/c)1/2. ( 4-6 )

Kuva 4-2. Epälineaarisen ominaisarvotehtävän ratkaisun haarautuminen.

Yleisessä bifurkaatioteoriassa F : X × K → Y, missä X, Y ja K ovat Banach-avaruuksia

(Keller 1977). Numeerisissa tarkasteluissa yleensä X = Rn = Y ja K = R.

Rakenteiden mekaniikan tehtävät saatetaan äärelli sulotteisiksi usein elementtimenetelmän

avulla, jolloin päädytään rakenteen ulkoisen kuorman p : Rn+1 → Rn ja sisäisen voiman r : Rn

→ Rn väliseen tasapainoyhtälöön

p(q, λ) = r(q), ( 4-7 )

missä q ∈ Rn on rakenteen siirtymä ja λ ∈ R kuormakerroin. Jos ulkoinen kuorma p on riip-

pumaton siirtymästä q ja kuormakertoimella λ suoraan verrannolli nen referenssikuormaan

pref ∈ Rn, niin tasapainoyhtälö (4-7) voidaan esittää epälineaarisena ominaisarvotehtävänä

(Kouhia ja Mikkola 1995)

f(q, λ) = λpref − r(q) = 0, ( 4-8 )

missä kuvauksen f : Rn+1 → Rn oletetaan olevan ainakin kerran derivoituva.

Seuraavissa luvuissa käsitellään epälineaarisen ominaisarvotehtävän (4-1) numeerista ratkai-

semista. Sill oin, kun kyseessä on menetelmä, jota käytetään tyypilli sesti nimenomaan raken-

teiden mekaniikan sovelluksissa, menetelmien muotoilussa käytetään tasapainoyhtälöä (4-8).

(0, A)

x

λ

•
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4.2 Numeerisen polunseurauksen perusteet

Tämä luku perustuu pääasiassa Allgowerin ja Georgin (1990) esitykseen. Muut viitteet on

mainittu erikseen asiayhteydessään. Tyypilli nen ongelma, jonka ratkaisemiseksi voidaan

käyttää polunseuraus-, homotopia- tai upotusmenetelmiä, on seuraavaa muotoa: On löydet-

tävä piste x ∈ Rn, joka toteuttaa yhtälön

F(x) = 0, ( 4-9 )

missä kuvaus F : Rn → Rn on sileä eli tarvittavan monta kertaa jatkuvasti derivoituva.

Jos yhtälön (4-9) ratkaisulle eli kuvauksen F nollakohdalle x = x* ∈ Rn on olemassa riittä-

vän hyvä likiarvo x0 ∈ Rn, tarkempaa ratkaisua voidaan hakea Newton-tyyppisill ä iteraatioil-

la

xi+1 = xi − Ai
−1 F(xi), ( 4-10 )

missä i = 0, 1, ... ja Ai on kuvauksen F derivaatan F’(xi) sopiva likiarvo.

Jos yhtälön (4-9) ratkaisulle ei ole olemassa niin hyvää likiarvoa, että iteraatio (4-10) sup-

penisi kohti tarkkaa ratkaisua x* , niin ratkaisu x* voidaan etsiä polunseurausmenetelmällä:

Ensin määritellään homotopia H : Rn × R → Rn siten, että

H(x, 1) = G(x) ja ( 4-11 )

H(x, 0) = F(x), ( 4-12 )

missä G : Rn → Rn on sellainen sileä kuvaus, jonka nollakohdat tunnetaan. Usein homotopi-

aksi H valitaan ns. konveksi homotopia

H(x, λ) = λG(x) + (1 − λ)F(x). ( 4-13 )

Jos x1 ∈ Rn tiedetään kuvauksen G nollakohdaksi, kuvauksen F nollakohta x* etsitään seu-

raamalla homotopian H implisiittisesti määrittelemää — polkuparametrin s mukana lähtöpi s-

teestä (x1, 1) ratkaisupisteeseen (x* , 0) kulkevaa — ratkaisukäyrää c(s) ∈ H–1(0). Toinen

tyypillinen valinta homotopiaksi H on ns. globaalinen homotopia

H(x, λ) = F(x) – λF(x1), ( 4-14 )

missä x1 ∈ Rn.

Usein ongelman asettelu voi olla jo valmiiksi samaa muotoa kuin edellä esitetty homotopian

H määrittelemä polunseurausongelma: On siis löydettävä z ∈ Rn+1, joka toteuttaa yhtälön

H(z) = 0, ( 4-15 )
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missä kuvaus H : Rn+1 → Rn on sileä. Esimerkiksi useat virtausmekaniikan tai rakenteiden

mekaniikan ongelmat kuten tasapainoyhtälö (4-8) voidaan esittää tässä muodossa, jolloin z

= (x, λ), missä λ ∈ R on tehtävän asettelusta seuraava luonnolli nen fysikaalisesti tulkittavis-

sa oleva parametri — esimerkiksi Reynoldin luku tai kuormakerroin — ja x ∈ Rn esimerkiksi

virtaus- tai siirtymäkenttä (Huitfeldt ja Ruhe 1990).

Jotta voidaan puhua yhtälön H = 0 ratkaisukäyrän seuraamisesta, täytyy löytää vastaus ai-

nakin seuraaviin kysymyksiin:

1.  Millä ehdoilla ratkaisukäyrä c(s) ∈ H–1(0) on olemassa ja sileä?

2.  Jos ratkaisukäyrä c(s) ∈ H–1(0) on olemassa ja sileä, niin millä ehdoilla ratkaisupiste (x*,

0) saavutetaan äärellisellä polkuparametrin s arvolla?

3.  Miten sileää ratkaisukäyrää c(s) ∈ H–1(0) voidaan seurata numeerisesti?

Ensimmäistä kysymystä käsitellään pääasiassa luvussa 4.2 ja siihen saadaan vastaus impli-

siittifunktioteoreeman avulla. Toinen kysymys lii ttyy epälineaarisen analyysin olemassaolo-

lauseisiin ja asteteoriaan. Allgower ja Georg (1990) ovat käsitelleet näitä aihepiirejä erityi-

sesti numeeristen tapausten osalta. Luvussa 4.4 keskitytään lähinnä kolmanteen kysymyk-

seen.

Tässä työssä käsitellään pääasiassa ns. ennuste—korjaus-menetelmiä (predictor-corrector

methods), joissa otetaan huomioon, että ratkaisukäyrä c koostuu kuvauksen H nollakohdis-

ta, jolloin voidaan käyttää hyväksi kuvauksen H lokaalisesti kontraktiivisia ominaisuuksia

suhteessa Newton-tyyppisiin iterointimenetelmiin. Toista ratkaisukäyrän seuraukseen käy-

tettävää menetelmätyyppiä edustavat ns. paloittain lineaariset menetelmät (piecewise linear

methods), joita käsitellään vain lyhyesti luvussa 4.3. Nämä menetelmät eivät vaadi kuvauk-

sen H sileyttä, joten niitä voidaan ainakin periaatteessa soveltaa laajemmin kuin ennuste—

korjaus-menetelmiä, joita pidetään kuitenkin tehokkaampina menetelminä — erityisesti si l-

loin, kun ratkaistavan tehtävän dimensio n on suuri.

4.2.1 Upotusmenetelmät ja käännepiste

Jos yhtälön (4-15) implisiittisesti määrittelemä ratkaisukäyrä c voidaan parametrisoida pa-

rametrin λ suhteen, voidaan käyttää klassisia upotusmenetelmiä, jotka voidaan esittää para-

metriarvosta λ = 1 arvoon λ = 0 ratkaisukäyrää c seuraavan algoritmin muodossa. Algorit-

min avulla saadaan ratkaisukäyrän c likiarvopisteet (x1, λ1), ... (xm, λm) (kuva 4-3).
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Algoritmi 4-1. Upotusmenetelmät.

1.  Valitaan lähtöpiste x0 ∈ Rn siten, että H(x0, 1) = 0.

2.  Valitaan kokonaisluku m > 0 ja asetetaan parametrimuutos: ∆λ = 1/m.

3.  Suoritetaan kohdat 3a, 3b ja 3c askelille i = 1, ..., m:

3a. Lähtöarvo: xi
(0) = xi–1

3b. Askeleen parametriarvo: λi = 1– i∆λ
3c. Ratkaistaan iteratiivisesti parametriarvoa λi vastaava ratkaisu xi yhtälöstä H(xi, λi) =

0 käyttäen lähtöarvoa xi
(0).

Kuva 4-3. Polunseurauksen kulku upotusmenetelmillä.

Jos algoritmin 4-1 kohdan 1 kokonaisluku m on riittävän suuri eli parametrimuutos ∆λ on

riittävän pieni, niin yleensä kohdan 3a lähtöarvo xi
(0) on niin lähellä kohdan 3c ratkaisua xi,

että iterointi suppenee kohti ratkaisua kaikill a askelill a i = 1, ..., m, ja viimein saavutetaan

parametriarvoa λ = λm = 0 vastaava ratkaisu xm. Joissakin tapauksissa ratkaisun löytäminen

saattaa kuitenkin vaatia hyvin pienen parametrimuutoksen ∆λ eli vastaavasti hyvin suuren

arvon kokonaisluvulle m. Tämä parametrivälin jakoon perustuva menetelmä ei kuitenkaan

toimi, jos ratkaisukäyrällä c on ns. käännepiste parametrin λ suhteen jollakin parametriarvol-

la λ = λcr < 1. Käännepisteelle voidaan antaa seuraava määritelmä (Seydel 1994 sekä Huit-

feldt ja Ruhe 1990):

Määritelmä 4-1. Käänne- eli rajapiste. Käytetään merkintöjä Hx ≡ ∂H/∂x ja Hλ ≡ ∂H/∂λ.

Piste (xkp, λkp) on yhtälön H(x, λ) = 0 käännepiste parametrin λ suhteen, jos

x

λ (x0, 1)

(xm, 0)

•

•

•
•

•
•

•



29

A.  H(xkp, λkp) = 0;

B.  rank Hx(xkp, λkp) = n – 1;

C.  Hλ(xkp, λkp) ∉ range Hx(xkp, λkp) eli rank [ Hx(xkp, λkp)  Hλ(xkp, λkp) ] = n ja

D.  on olemassa parametrisaatio x = x(σ), λ = λ(σ) siten, että x(σkp) = xkp, λ(σkp) = λkp ja

(d2λ/dσ2)(σkp) ≠ 0.

Ehdot A, B ja C takaavat, että ratkaisukäyrän c tangentti (x, λ)-avaruudessa on kohtisuo-

rassa λ-akselia vastaan. Ehto D sulkee pois ns. hystereesipisteen (kuva 4-4). Esimerkiksi

rakenteiden mekaniikkaan lii ttyvissä tehtävissä käännepiste on merkki rakenteen stabiili uden

muutoksesta, joten sillä on sovellusten kannalta tärkeä merkitys (ks. luku 3.3.2).

Kuva 4-4. Käännepiste ja hystereesipiste.

4.2.2 Käännepisteen ohittaminen uudelleenparametrisoinnilla

Edellä kuvattujen upotusmenetelmien yksinkertaisen parametrivalinnan aiheuttamat heik-

koudet voidaan välttää valitsemalla parametrin λ sijasta ratkaisukäyrälle c luonnolli sempi

polkuparametri kaarenpituus s. Numeerisissa tarkasteluissa kaarenpituudelle voidaan käyt-

tää sopivaa likiarvoa eli ns. pseudokaarenpituutta. Yhtälö

H(c(s)) = 0 ( 4-16 )

määrää tällöin implisiittisesti ratkaisukäyrän c(s), jonka polkuparametrina on kaarenpituus s.

Yhtälö (4-16) voidaan derivoida kaarenpituuden s suhteen, jolloin merkitsemällä c
�

 ≡ dc/ds

saadaan yhtälöt

H’(c)c
�

 = 0, ( 4-17 )

c(0) = (x1, 1) ja ( 4-18 )

x

λ

•

x

λ

•
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|| c
�

 ||2 = 1. ( 4-19 )

Yhtälöiden (4-17), (4-18) ja (4-19) ratkaisemiseen voidaan käyttää alkuarvotehtävien nu-

meerisia ratkaisumenetelmiä, mutta tehokkaampia menetelmiä saadaan aikaan ottamalla

huomioon, että ratkaisukäyrä c koostuu kuvauksen H nollakohdista, jolloin voidaan käyttää

hyväksi kuvauksen H lokaalisesti kontraktiivisia ominaisuuksia suhteessa Newton-tyyppisiin

iterointimenetelmiin. Yhtälö (4-17) voidaan nimittäin integroida likimääräisesti, jolloin saa-

daan aikaan hyvä ratkaisuennuste, johon voidaan soveltaa Newton-tyyppistä iterointia. Tä-

mä periaate on pohjana luvussa 4.2 käsiteltäville ennuste—korjaus-menetelmille.

Kuvauksella H oletetaan olevan seuraavat ominaisuudet:

Oletus 4-1. Kuvaus H : Rn+1 → Rn on sileä.

Oletus 4-2. On olemassa piste u0 ∈ Rn+1 siten, että

A.  H(u0) = 0 ja

B.  Jacobin matriisilla H’(u0) on maksimaalinen rangi eli rank H’(u0) = n.

Koska dim range H’(u0) = rank H’(u0) = n ja matriisin H’(u0) kuva-avaruus on sen pysty-

vektorien h(i), i = 1, ..., n + 1, viritelmä eli range H’(u0) = span { h(i) | i = 1, ..., n + 1}, voi-

daan valita indeksi j siten, että dim range Hj’(u0) = dim span { h(i) | i = 1, ..., j – 1, j + 1, ..., n

+ 1} = n, missä Hj’(u0) on siis matriisi, joka saadaan ottamalla matriisista H’(u0) j:s pysty-

vektori pois. Oletusten 4-1 ja 4-2 perusteella indeksi j voidaan siis valita siten, että matriisi

Hj’(u0) on ei-singulaarinen. Implisiittifunktioteoreeman (Rudin 1976) mukaan ratkaisujouk-

ko H–1(0) voidaan parametrisoida lokaalisesti j:nnen koordinaatin suhteen. Uudelleenpara-

metrisoinnilla saadaan seuraava lemma:

Lemma 4-1. Jos oletukset 4-1 ja 4-2 ovat voimassa, on olemassa sileä käyrä c(a) ∈ Rn+1

nollan sisältävältä avoimelta väliltä J siten, että kaikilla a ∈ J pätee:

a.  c(0) = u0,

b.  H(c(a)) = 0,

c.  rank H’(c(a)) = n ja

d.  c’(a) ≠ 0.

Polkuparametrina voidaan käyttää myös kaarenpituutta s, jolle pätee

ds = {Σi = 1, ..., n + 1 (dc(i)(a)/da)2}1/2 da, ( 4-20 )

missä c(i) on ratkaisukäyrän c i:s koordinaatti. Korvaamalla parametri a kaarenpituudella s

saadaan
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|| c
�

 ||2 = 1 ( 4-21 )

kaarenpituutta s vastaavalla lemman 4-1 mukaisella parametrivälill ä. Koska laajennettu Ja-

cobin matriisi

H (c(s))

c (s)

,

T•







 ( 4-22 )

on ei-singulaarinen kaarenpituutta vastaavalla parametrivälill ä, sen etumerkki säilyy kyseisel-

lä välill ä vakiona, joten ratkaisukäyrä c voidaan suunnistaa laajennetun Jacobin matriisin

determinantin etumerkin mukaan. Yhteenvetona saadaan seuraava lemma:

Lemma 4-2. Jos

A.  c(s) on positiivisesti suunnistettu kaarenpituuden s mukaan parametrisoitu ratkaisukäyrä,

B.  c(0) = u0 ja

C.  H(c(s)) = 0,

kun J on nollan sisältävä avoin väli sekä s ∈ J, niin sill oin tangentti c
�

 toteuttaa seuraavat

ehdot kaikilla s ∈ J:

a.  H’(c(s))c
�

 = 0,

b.  || c
�

 ||2 = 1 ja

c.  det
H (c(s))

c

,

 T•







 > 0

Ehdot a, b ja c määräävät yksikäsitteisesti tangentin c
�

, joten tangentill e voidaan esittää seu-

raava määritelmä:

Määritelmä 4-2. Tangentt ivektori. Jos A on n×(n + 1) -matriisi ja rank A = n, niin vekto-

ria t = t(A) ∈ Rn+1, jolle pätee

A.  At = 0,

B.  || t ||2 = 1 ja

C.  det
A

tT







 > 0 ,

sanotaan kuvauksen A indusoimaksi tangenttivektoriksi, joka on yksikäsitteinen.

Implisiittifunktioteoreemasta (Rudin 1976) seuraa myös seuraava tangenttikuvauksen siley-

den takaava lemma:
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Lemma 4-3. Jos M on kaikkien n×(n + 1) -matriisien, joilla on maksimaalinen rangi, in-

dusoimien tangenttivektoreiden joukko, niin M on avoin ja kuvaus A �  t(A), A ∈ M, on

sileä.

Lemman 4-2 mukaan ratkaisukäyrällä c on siis polkuparametrin s suhteen derivaatta c� , joka

on Jacobin matriisin H’(c(s)) indusoima määritelmän 4-2 mukainen tangenttivektori. Sama

asia voidaan sanoa toisin määrittelemällä ratkaisukäyrä c alkuarvotehtävän ratkaisuna.

Määritelmä 4-3. Alkuarvotehtävämäärittely. Käyrä c on seuraavan alkuarvotehtävän

ratkaisu:

A.  u �  = t(H’(u)) ja

B.  u(0) = u0,

missä kuvaus H toteuttaa oletukset 4-1 ja 4-2 sekä tangentti t määritelmän 4-2.

Uudelleenparametrisointi voidaan esittää myös lisäämällä yhtälön (4-15) rinnalle rajoiteyhtä-

lö

g(u, s) = 0, ( 4-23 )

missä g : Rn+2 → R ja u = (x, λ), x ∈ Rn sekä λ ja s ∈ R (Seydel 1994). Yhtälön (4-20)

määrittelemän kaarenpituuden ds = { Σi = 1, ..., n + 1 du(i)
2}1/2 mukainen parametrisointi vastaa

rajoiteyhtälöä

0 = g(x, λ, s) = Σi = 1, ..., n (dx(i)/ds)2 + (dλ/ds)2 – 1, ( 4-24 )

jolle saadaan likiarvovastine eli pseudokaarenpituutta σ vastaava rajoiteyhtälö

0 = gj(u, σ) = Σi = 1, ..., n (x(i) – x(i)(σj))
2 + ((λ – λ(σj))

2 – (σ – σj)
2. ( 4-25 )

Jos (x(σj), λ(σj)) on viimeisin laskettu ratkaisukäyrän piste, niin yhtälöt (4-15) ja (4-25)

määrittelevät pseudokaarenpituuden muutosta

∆σ = σ – σj ( 4-26 )

vastaavan seuraavan ratkaisun (x(σ), λ(σ)) (kuva 4-5). Rajoiteyhtälöitä käsitellään enem-

män luvussa 4.4.2.3.
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Kuva 4-5. Uudelleenparametrisointi rajoiteyhtälön avulla.

4.2.3 Säännöllisten pisteiden implisiittisesti määritelty ratkaisukäyrä

Määritelmän 4-3A yhtälön oikea puoli on määritelty vain niissä pisteissä u, joissa Jacobin

matriisin H’(u) rangi on maksimaalinen. Kuvauksen H Jacobin matriisin rangin perusteella

voidaan määritellä kuvauksen H säännölli set ja singulaariset pisteet ja arvot (Smale 1966

sekä Allgower ja Georg 1990):

Määritelmä 4-4. Säännöllisyys ja singulaarisuus. Jos kuvaus F : Rp → Rq on sileä ja

A.  jos Jacobin matriisin F’(x) rangi on maksimaalinen eli rank F’(x) = min {p,q}, niin x ∈ Rp

on kuvauksen F säännöllinen piste;

B.  jos x ∈ Rp on säännöllinen piste kaikilla x ∈ F–1(y), niin y ∈ Rq on kuvauksen F säännöl-

linen arvo.

C.  Jos x ∈ Rp ei ole kuvauksen F säännöllinen piste, se on kuvauksen F singulaarinen piste.

D.  Jos y ∈ Rq ei ole kuvauksen F säännöllinen arvo, se on kuvauksen F singulaarinen arvo.

Jos y ∉ range F, niin F–1(y) = ∅, jolloin y on kuvauksen F säännölli nen arvo. Sardin teo-

reeman mukaan kuvauksen F säännölli siä arvoja ovat melkein kaikki y ∈ Rq ja lisäksi sään-

nöllisten pisteiden joukko on avoin (Smale 1966 sekä Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-1. Jos U ⊂ Rp on avoin ja kuvaus F : U → Rq on r kertaa jatkuvasti derivoituva, r

> max {p – q, 0}, niin sekä kuvauksen F singulaaristen pisteiden että kuvauksen F singulaa-

risten arvojen joukon Lebesguen mitta (Rudin 1980) on nolla.

x

λ

•σj

σ

x(σ) − x(σj)

λ(σ) − λ(σj)∆σ

s
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Lemma 4-4. Jos kuvaus F : Rp → Rq on sileä, niin kuvauksen F säännölli sten pisteiden

joukko on avoin.

Lemmoista 4-3 ja 4-4 nähdään nyt, että määritelmän 4-3A yhtälön oikea puoli t(H’(u)) on

sileä vektorikenttä, joka on määritelty kuvauksen H säännölli sistä pisteistä koostuvassa

avoimessa joukossa. Lisäksi saadaan myös seuraava lemma:

Lemma 4-5. Jos u = u(s) on differentiaaliyhtälön u �  = t(H’(u)) ratkaisu, niin H(u(s)) on

vakio.

Koska u0 on oletuksen 4-2B ja määritelmän 4-4 mukaan kuvauksen H säännölli nen piste,

niin klassisten olemassaolo- ja yksikäsitteisyystulosten perusteella määritelmän 4-3 alkuar-

votehtävän ratkaisun c(s) olemassaololle on olemassa maksimaalinen väli (a, b), missä a ja b

∈ R. Käyrä c(s) voidaan siis määritellä kyseiseksi maksimaaliseksi ratkaisuksi. Oletuksen 4-

2A ja alkuarvotehtävämäärittelyn 4-3 mukaan H(c(0)) = H(u0) = 0. Seuraavan lemman mu-

kaan kaikki ratkaisukäyrän c(s) pisteet ovat kuvauksen H säännöllisiä nollakohtia.

Lemma 4-6. Olkoon käyrä c(s) määritelmän 4-3 alkuarvotehtävän maksimaalinen ratkaisu.

a.  Jos – ∞ < a, niin

(i) käyrä c(s) suppenee raja-arvopisteeseen u*, kun s → a ja s > a ja lisäksi

(ii) u* on kuvauksen H singulaarinen nollakohta.

b.  Jos vastaavasti b < ∞, niin

(i) käyrä c(s) suppenee raja-arvopisteeseen u*, kun s → b ja s < b ja lisäksi

(ii) u* on kuvauksen H singulaarinen nollakohta.

Ilman oletusta 4-2B ratkaisukäyrällä c(s) saattaisi esiintyä bifurkaatio- eli haarautumispistei-

tä, jotka ovat kuvauksen H singulaarisia pisteitä. Näitä pisteitä käsitellään luvuissa 4.4.6 ja

4.4.7. Edelli sen lemman avulla saadaan ratkaisukäyrän käyttäytymistä kuvaava ja ratkaisu-

käyrän seuraamisen kannalta oleellinen tulos:

Lause 4-2. Jos nolla on kuvauksen H säännölli nen arvo, niin määritelmän 4-3 alkuarvoteh-

tävän maksimaalinen ratkaisu c on määritelty koko R:ssä ja toteuttaa toisen seuraavista eh-

doista:

a.  Käyrä c on diffeomorfinen ympyrän kanssa eli on olemassa jakso T > 0 siten, että c(s1) =

c(s2), jos ja vain jos s1 – s2 on jakson T monikerta.

b.  Käyrä c on diffeomorfinen reaaliakselin kanssa eli käyrä c(s) on injektio ja sillä ei ole

kasautumispistettä, kun s → ±∞.
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4.3 Paloittain lineaaristen menetelmien perusidea

Allgower ja Georg (1990) ovat käsitelleet paloittain lineaarisia menetelmiä, joiden perusteita

käsitellään tässä vain lyhyesti. Kun seuraavan luvun 4.4 ennuste—korjaus-me netelmillä seu-

rataan likimääräisesti luvussa 4.2 käsiteltyä tarkkaa ratkaisua c, niin paloittain lineaarisill a

menetelmill ä seurataan tarkasti paloittain lineaarista käyrää cτ, joka approksimoi ratkaisu-

käyrää c: Avaruuteen Rn+1 muodostetaan ensin sellainen n + 1 -kärkinen monitahokas, jonka

jollakin tahkolla on yhtälön (4-15) ratkaisupiste. Seuraavaksi kuvauksen H arvot lasketaan

monitahokkaan kärjissä ja laskettujen arvojen avulla ratkaisukäyrää c approksimoidaan line-

aarisesti kyseisen monitahokkaan sisällä. Ratkaisukäyrän approksimointia jatketaan muodos-

tamalla uusi monitahokas, jolla on yksi yhteinen tahko edelli sen monitahokkaan kanssa

(kuva 4-6) (Pajunen 1998). Käyrä cτ on monikulmiopolku, joka määräytyy seuraavaksi

määriteltävän avaruuden Rn+1 kolmioinnin τ suhteen.

Määritelmä 4-5. Simpleksi. Olkoon v1, ..., vj+1 ∈ Rn+1, j ≤ n + 1, affiinisti riippumattomia

eli olkoot vk – v1, k = 2, ..., j + 1, lineaarisesti riippumattomia. Konveksi verho (v1, ..., vj+1)

= co { v1, ..., vj+1} on avaruuden Rn+1 j-simpleksi, jonka kärjet ovat v1, ..., vj+1. Joukon { w1,

..., wr+1} ⊂ {v1, ..., vj+1} konveksi verho (w1, ..., wr+1) on konveksin verhon (v1, ..., vj+1) r-

tahko.

Määritelmä 4-6. Kolmiointi. Avaruuden Rn+1 kolmiointi τ on avaruuden Rn+1 osajako n +

1:een simpleksiin siten, että

A.  kaksi kolmioinnin τ simpleksiä leikkaavat joko yhteisessä tahkossa tai eivät leikkaa lain-

kaan ja

B.  avaruuden Rn+1 rajoitettu joukko leikkaa vain äärellisen monta kolmioinnin τ simpleksiä.

Määritelmä 4-7. Kuvauksen H : Rn+1 → Rn paloittain lineaarinen approksimaatio Hτ määrit-

telyjoukon Rn+1 kolmioinnin τ suhteen on seuraavien ehtojen yksikäsitteisesti määräämä ku-

vaus:

A.  Hτ(v) = H(v) kaikissa kolmioinnin τ kärjissä;

B.  Hτ | σ eli kuvauksen Hτ rajoittuma simpleksiin σ = (v1, ..., vn+2) ∈ τ on affiinikuvaus eli Hτ

| σ – (Hτ | σ)(0) on lineaarikuvaus.

Jos u = Σi = 1, ..., n+2 aivi ∈ σ, sen painopistekoordinaatit ai, i = 1, ..., n + 2, toteuttavat ehdot

Σi = 1, ..., n+2 ai = 1 ja ai ≥ 0. Koska Hτ on affiinikuvaus, niin

Hτ(u) = Σi = 1, ..., n+2 aiH(vi). ( 4-27 )
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Joukko Hτ
–1(0) sisältää monikulmiopolun cτ : R → Rn+1, joka approksimoi ratkaisukäyrää c.

Paloittain lineaarisill a menetelmill ä ratkaisukäyrää cτ seurataan lineaarisen ohjelmoinnin ku-

ten simplex-menetelmien kaltaisilla askelilla.

Paloittain lineaaristen menetelmien etuna on se, ettei kuvauksen H tarvitse olla sileä. Ennus-

te—korjaus-menetelmiä ja paloittain lineaarisia menetelmiä voidaan myös yhdistää esime r-

kiksi käyttämällä ennuste—korjaus-menetelmien ennusteena paloittain lineaarisen ratkais u-

käyrän cτ pisteitä. Ainakin sauvarakenteisiin lii ttyvissä rakenteiden mekaniikan tehtävissä

paloittain lineaaristen menetelmien on todettu olevan kilpailukykyisiä ennuste—korjaus-

menetelmien kanssa (Pajunen 1998).

Kuva 4-6. Polunseurauksen kulku paloittain lineaarisilla menetelmillä.

4.4 Ennuste—korjaus-menetelmät

Allgower ja Georg (1990) ovat käsitelleet numeerisia ennuste—korjaus-menetelmiä, joill a

on tarkoitus seurata likimääräisesti määritelmän 4-3 ratkaisukäyrää c lähtien alkupisteestä u0

∈ Rn+1, joka on kuvauksen H säännölli nen piste ja jolle pätee H(u0) = 0. Ratkaisukäyrää

seurataan muodostamalla jono pisteitä ui ∈ Rn+1, i = 1, 2, ..., jotka ovat halutun tarkkuuden

rajoissa kyseisellä käyrällä eli toteuttavat ehdon || H(ui) ||2 ≤ ε valitulla toleranssill a ε > 0

(kuva 4-7).

•

x

λ

•
•

•
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Kuva 4-7. Polunseurauksen kulku ennuste—korjaus-menetelmillä.

4.4.1 Ennuste—korjaus-menetelmien perusidea

Oletetaan, että on valittu toleranssi ε > 0 ja piste ui ∈ Rn+1 on halutulla tarkkuudella ratkai-

sukäyrällä c eli || H(ui) ||2 ≤ ε. Jos ui on kuvauksen H säännölli nen piste, luvun 4.2 tulosten

mukaan määritelmän 4-3 alkuarvotehtävällä on olemassa alkuarvolla ui maksimaalisella rat-

kaisuvälill ään J määritelty yksikäsitteinen ratkaisukäyrä ci : J → Rn+1. Seuraavaa pistettä ui+1

varten saadaan ennuste integroimalla määritelmän 4-3 yhtälöt numeerisesti. Esimerkiksi

Eulerin ennuste on muotoa

vi+1 = ui + h t(H’(ui)), ( 4-28 )

missä h > 0 on ns. askelpituus. Jos wi+1 on ratkaisukäyrän c piste, joka on Euklidisen normin

suhteen lähinnä ennustetta vi+1, se on minimointiongelman ratkaisu

|| wi+1 – vi+1 ||2 = min { || w – vi+1 ||2 | H(w) = 0, w ∈ Rn+1 }. ( 4-29 )

Jos piste ui on riittävän lähellä ratkaisukäyrää c ja askelpituus h on riittävän pieni, niin myös

ennuste vi+1 on lähellä käyrää c ja minimointiongelman ratkaisu wi+1 on yksikäsitteinen. Rat-

kaisulle wi+1 haetaan kuitenkin ainoastaan likiarvo, joka hyväksytään seuraavaksi käyrän c

pistettä wi+1 approksimoivaksi pisteeksi ui+1, jos || H(ui+1) ||2 ≤ ε. Likiarvo ui+1 haetaan kor-

jaamalla Newton-tyyppisellä iteroinnill a ennustetta vi+1. Ennuste—korjaus-me netelmät voi-

daan esittää seuraavan algoritmin muodossa:

Algoritmi 4-2. Ennuste—korjaus-menetelmät.

1.  Valitaan lähtöpiste u ∈ Rn+1 siten, että H(u) = 0.

2.  Valitaan askelpituus h > 0.

3.  Tehdään ennuste seuraavaksi pisteeksi v ∈ Rn+1 siten, että H(v) ≈ 0 ja || u – v ||2 ≈ h.

x

λ

•
•

•
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4.  Korjataan iteratiivisesti ennustetta v ∈ Rn+1 etsimällä likimääräinen ratkaisu w ∈ Rn+1

minimointitehtävälle min { || w – v ||2 | H(w) = 0, w ∈ Rn+1 }.

5.  Asetetaan minimointitehtävän likimääräinen ratkaisu w uudeksi lähtöpisteeksi u ja pala-

taan kohtaan 3.

Ratkaisukäyrän c likimääräinen seuraaminen tapahtuu siis vuorotellen toistuvill a ennuste- ja

korjausvaiheill a. Ennuste—korjaus-menetelmien tehokkuus riippuu mm. seuraavista tek i-

jöistä:

1.  Askelpituuden mukauttaminen ratkaisukäyrän käyttäytymisen suhteen.

2.  Eulerin ennustetta korkeampiasteisten ennusteiden käyttö.

3.  Korjausvaiheen Newton-tyyppisten iterointimenetelmien tehokkuus.

4.  Erikoispisteiden kuten käänne- ja bifurkaatiopisteiden käsittely.

Kohtaa 1 käsitellään luvussa 4.4.5. Allgower ja Georg (1990) ovat käsitelleet kohtaa 2.

Korjausvaiheen tehokkuuteen ratkaisevasti vaikuttavaa kohtaa 3 käsitellään luvuissa 4.4.2,

4.4.3, 4.4.4 ja 4.4.8 sekä kohtaa 4 luvuissa 4.2.1, 4.4.6 ja 4.4.7.

4.4.2 Korjausvaiheen iterointi

Tässä luvussa tarkastellaan algoritmin 4-1 kohdan 3c ja algoritmin 4-2 kohdan 4 korjausite-

raatioissa tarvittavia ratkaisumenetelmiä.

4.4.2.1 Newton—Raphson-menetelmät

Käyttämällä luvun 4.2.1 upotusmenetelmän mukaista parametrivalintaa, luvussa 4.2 mainit-

tua Newton-tyyppistä iterointia ja Eulerin ennustetta saadaan rakenteiden mekaniikan teh-

tävien yhteydessä usein esiintyvä ratkaisumenetelmä, josta käytetään nimitystä Newton—

Raphson-menetelmä (Zienkiewicz ja Taylor 1991).

Linearisoimalla tasapainoyhtälö (4-8) pisteessä (qj, λj) saadaan

f(qj, λj) + (∂f/∂q)(qj, λj)δq + (∂f/∂λ)(qj, λj)δλ = 0, ( 4-30 )

missä (∂f/∂λ)(qj, λj) = pref ja ns. tangentiaalinen jäykkyysmatriisi K �  – (∂f/∂q). Nyt

– (∂f/∂q)(qj, λj) = (∂r/∂q)(qj), joten

f(qj, λj) – K(qj)δq + pref δλ = 0. ( 4-31 )
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•

•

x

λ

Koska f(qj, λj) = λjpref – r(qj), saadaan vielä rakenteiden mekaniikassa usein esiintyvä muoto

(Kouhia ja Mikkola 1989)

K(qj)δq = (λj + δλ)pref – r(qj). ( 4-32 )

Kuormittamattomassa rakenteessa eli tapauksessa λ = 0 voidaan asettaa q = 0 ja f(0, 0) = 0,

joten hiukan muuttamalla ja tarkentamalla algoritmia 4-1 saadaan Newton—Raphson-

menetelmän algoritmi:

Algoritmi 4-3. Newton—Raphson-menetelmä (kuva 4-8).

1.  Valitaan kokonaisluku m > 0 ja lähtöpiste q0 ∈ Rn siten, että f(q0, 0) = 0; usein q0 = 0.

2.  Asetetaan kuormakerroinmuutos: ∆λ = 1/m, jolloin λi = i∆λ.

3.  Suoritetaan kohdat 3a, 3b ja 3c askelille i = 1, ..., m:

3a. Siirtymän lähtöarvo: q = qi−1

3b. Askeleen kuormakerroin: λi = λi−1 + ∆λ
3c. Ratkaistaan iteratiivisesti kuormakerrointa λi vastaava siirtymä qi yhtälöstä f(qi, λi) =

0 käyttäen siirtymälle lähtöarvoa q:

3c.0. Alustus: k = 0, q(0) = q.

3c.1. Uusi iteraatiokierros: k = k + 1.

3c.2. Siirtymän muutos: δq(k) = K(q(k–1))–1 ((λi−1 + ∆λ)pref – r(q(k–1))).

3c.3. Iteraatiokierroksen siirtymä: q(k) = q(k–1) + δq(k).

3c.4. Palataan kohtaan 3c.1 kunnes f(q(k), λi) = (λi−1 + ∆λ)pref – r(q(k)) ≈ 0, jolloin asete-

taan qi = q(k).

Kuva 4-8. Iteroinnin kulku Newton—Raphson-menetelmällä.
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Kun k = 1 algoritmin 4-3 kohdassa 3c.2, niin saadaan ennuste

q(1) = q(0) + K(q(0))–1 ((λi−1 + ∆λ)pref – r(q(0)))

 = q(0) + ∆λK(q(0))–1 pref, ( 4-33 )

jota voidaan pitää algoritmin 4-2 mukaisena Eulerin ennusteena askelpituudella ∆λ. Kun k >

1, niin saadaan korjattu ennuste

q(k) = q(k–1) + K(q(k–1))–1 ((λi−1 + ∆λ)pref – r(q(k–1))). ( 4-34 )

Newton—Raphson-menetelmä on siis Euler—Newton-tyyppinen ennuste—korjaus-me ne-

telmä, jossa parametrivalinta vastaa klassisen upotusmenetelmän parametrisointia. Raken-

teiden mekaniikan tehtäviin menetelmää ovat soveltaneet mm. Crisfield (1979) sekä Bathe ja

Cimento (1980). Jos Newton—Raphson-algoritmin kohdassa 3c.2 käytetään tangentiaalisen

jäykkyysmatriisin K(q(k–1)) tilalla kyseisen askeleen alun tangentiaalista jäykkyysmatriisia

K(q(0)), saadaan modifioitu Newton—Raphson-menetelmä (Zienkiewicz ja Taylor 1991).

Jos algoritmin 4-3 kohdan 2 kuormakerroinmuutos ∆λ on riittävän pieni, kohdan 3a siirty-

män lähtöarvo on niin lähellä kohdan 3c siirtymää, että iterointi yleensä suppenee kohti rat-

kaisua kaikill a askelill a i = 1, ..., m, ja viimein saavutetaan kuormakerrointa λm = 1 vastaava

siirtymä qm. Kuitenkin, jos ratkaisukäyrällä f–1(0) on käännepiste kuormakertoimen λ suh-

teen jollakin kuormakertoimella λ = λcr < 1, niin iterointi hajaantuu jollakin i = icr < m ja

ratkaisukäyrän seuraaminen keskeytyy (Riks 1972). Määritelmän 4-1 mukaan tangentiaali-

nen jäykkyysmatriisi K on käännepisteessä singulaarinen, sill ä rank K = n – 1 eli dim ker K =

1.

4.4.2.2 Moore—Penrose-käännös Newton-iteraatiossa

Allgower ja Georg (1990) ovat käsitelleet Moore—Penrose-käännöksen soveltamista al-

goritmin 4-2 kohdan 4 minimointiongelman iteratiiviseen ratkaisemiseen: Jos kuvaus H al-

goritmin 4-2 kohdassa 4 olisi kuvaus avaruudelta Rn itselleen, minimointitehtävän likimää-

räistä ratkaisua voitaisiin etsiä luvun 4.2 yhtälön (4-10) mukaisella Newton-tyyppisellä ite-

roinnill a. Koska H : Rn+1 → Rn, Jacobin matriisi H’ ei ole neliömatriisi eikä siis myöskään

kääntyvä, joten luvun 4.2 Newton-tyyppistä iterointia ei voida sellaisenaan käyttää. Koska

derivaatalla H’ on kuitenkin oletuksen 4-2B mukaan maksimaalinen rangi n, luvun 4.2

Newton-tyyppistä iterointia voidaan modifioida käyttämällä Moore—Penrose-käännöstä.

Moore—Penrose-käännös voidaan määritellä yleisemmin n×m -matriiseill e, joill a on maksi-
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maalinen rangi, mutta tässä tapauksessa käsitellään vain maksimaalisen rangin omaavia n×(n

+ 1) -matriiseja:

Määritelmä 4-8. Moore—Penrose-käännös.  Jos A on n×(n + 1) -matriisi, jolla on maksi-

maalinen rangi eli rank A = n, niin matriisin A Moore—Penrose-käännös A+ = AT (AAT)–1.

Lemma 4-7. Jos A on n×(n + 1) -matriisi, jolla on maksimaalinen rangi, ja t(A) sen in-

dusoima tangenttivektori, niin seuraavat ehdot ovat yhtäpitäviä kaikilla b ∈ Rn ja x ∈ Rn+1

a.  Ax = b ja t(A)T x = 0,

b.  x = A+ b ja

c.  x on ratkaisu minimointitehtävälle min {|| w ||2 | Aw = b, w ∈ Rn+1}.

Lemma 4-8. Jos A on n×(n + 1) -matriisi, jolla on maksimaalinen rangi, niin

a.  A+A on ortogonaaliprojektio avaruudelta Rn+1 avaruudelle {t(A)}
�

 = range AT eli A+A =

I – t(A)t(A)T,

b.  AA+ = I ja

c.  jos B on matriisin A oikeanpuoleinen käännös eli AB = I, niin A+ = (I – t(A)t(A)T)B.

Välttämätön ehto algoritmin 4-2 kohdan 4 minimointitehtävän ratkaisulle saadaan Lagran-

gen kertoimia käyttämällä (Milne 1980): Jos w ∈ Rn+1 on minimointitehtävän ratkaisu, se

toteuttaa Lagrangen yhtälöt

H(w) = 0 ja ( 4-35 )

w – v = H’(w)T η, ( 4-36 )

missä η ∈ Rn+1. Jälkimmäinen yhtälö on yhtäpitävä sen kanssa, että w – v ∈ range H’(w) T =

{t(H’(w))}
�

, joten ratkaisun w on toteutettava yhtälöt

H(w) = 0 ja ( 4-37 )

t(H’(w)) T (w – v) = 0. ( 4-38 )

Newtonin menetelmässä yhtälöt (4-37) ja (4-38) linearisoidaan pisteessä v eli muodostetaan

Taylorin kehitelmät pisteessä v:

H(w) = H(v) + H’(v)(w – v) + O(|| w – v ||2
2) ja ( 4-39 )

t(H’(w)) T (w – v) = t(H’(v))T (w – v) + O(|| w – v ||2
2), ( 4-40 )

joista poistetaan Landaun symbolill a O merkityt korkean asteen termit. Näin saadaan likiar-

vo N(v) yhtälöiden (4-39) ja (4-40) ratkaisulle w. Likiarvoratkaisu N(v) toteuttaa siis yhtä-

löt

H(v) + H’(v)(N(v) – v) = 0 ja ( 4-41 )
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t(H’(v)) T (N(v) –v) = 0. ( 4-42 )

Lemman 4-7 avulla saadaan seuraava määritelmä:

Määritelmä 4-9. Newtonin kuvaus. Jos v ∈ Rn+1 on kuvauksen H : Rn+1 → Rn säännölli-

nen piste, niin algoritmin 4-2 kohdan 4 minimointitehtävän ratkaisun likiarvo eli Newtonin

piste

N(v) = v – H’(v)+ H(v). ( 4-43 )

Kuvauksen H säännölli sill e pisteill e näin määriteltyä kuvausta N : Rn+1 → Rn+1 sanotaan

Newtonin kuvaukseksi.

Vertaamalla määritelmän 4-9 Newtonin kuvausta luvun 4.2 Newton-tyyppiseen iteraatioon

(4-10) huomataan, että ainoa muodolli nen ero on tavalli sen käänteismatriisin korvaaminen

Moore—Penrose-käännöksellä. Algoritmia 4-2 voidaan nyt tarkentaa kohtien 3 ja 4 osalta

käyttämällä luvun 4.4.1 yhtälön (4-28) mukaista Eulerin ennustetta ja Newtonin kuvauksen

määrittelemää korjausta.

Algoritmi 4-4. Euler—Newton-tyyppinen ennuste—korjaus-menetelmä.

1.  Valitaan lähtöpiste u ∈ Rn+1 siten, että H(u) = 0.

2.  Valitaan askelpituus h > 0.

3.  Tehdään ennuste seuraavaksi pisteeksi v ∈ Rn+1 käyttämällä Eulerin ennustetta v = u +

ht(H’(u)).

4.  Korjataan iteratiivisesti ennustetta v ∈ Rn+1 etsimällä likimääräinen ratkaisu w ∈ Rn+1

algoritmin 4-2 kohdan 4 minimointitehtävälle

4a. korjaamalla ennustetta v Newtonin kuvauksella N: w = N(v) = v – H’(v)+ H(v) ja

4b. asettamalla näin saatu likiarvoratkaisu korjatuksi ennusteeksi v = w sekä palaamalla

kohtaan 4a kunnes H(w) ≈ 0.

5.  Asetetaan minimointitehtävän likimääräinen ratkaisu w uudeksi lähtöpisteeksi u ja pala-

taan kohtaan 3.

Algoritmin 4-4 Euler—Newton-tyyppisen ennuste—korjaus-menetelmän kvadraattiset su p-

penemisominaisuudet käyvät ilmi seuraavasta lauseesta:

Lause 4-3. Olkoon nolla sileän kuvauksen H : Rn+1 → Rn säännölli nen arvo. Sill oin on ole-

massa avoin ympäristö U ⊃ H–1(0) siten, että seuraavat kohdat ovat voimassa:
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a.  Ratkaisukuvaus v �  S(v) ∈ H–1(0), v ∈ U, joka ratkaisee algoritmin 4-2 kohdan 4 mi-

nimointiongelman on yksikäsitteisesti määritelty ja sileä.

b.  Kaikilla v ∈ U Newtonin jono {Ni(v)} i = 1, ..., ∞ suppenee pisteeseen N∞(v) ∈ H–1(0).

c.  Seuraavat arviot pätevät lokaalisesti tasaisesti kaikilla v ∈ U:

c.1. || N2(v) − N(v) ||2 = O(|| N(v) − v ||2
2);

c.2. || N∞(v) − N(v) ||2 = O(|| N∞(v) − v ||2
2);

c.3. || N(v) − S(v) ||2 = O(|| v − S(v) ||2
2);

c.4. || N∞(v) − S(v) ||2 = O(|| v − S(v) ||2
2).

d.  Inkluusio N(U) ⊂ U on voimassa.

Algoritmin 4-4 kohdan 3 tangentin ja 4a Moore—Penrose-käännöksen laskemisessa vo i-

daan käyttää hyväksi mitä tahansa lineaarisen yhtälöryhmän ratkaisumenetelmää, jolla kye-

tään ratkaisemaan vektori x ∈ Rn+1 lineaarisesta yhtälösysteemistä

H’(u)x = y ja ( 4-44 )

eT x = 0, ( 4-45 )

missä vektori y ∈ Rn ja Jacobin matriisi H’(u) on annettu sekä vektori e ∈ Rn+1 on valittavis-

sa sillä ehdolla, että

cond
H (u)

e
cond(H'(u)H'(u)

,

T

T





 ≈ ) . ( 4-46 )

Vektorin e täytyy siis olla mahdolli simman yhdensuuntainen aliavaruuden ker H’(u) kanssa.

Vektori e voidaan esimerkiksi asettaa yksikkövektoriksi e(i), jos indeksi i valitaan ehdon

maxi { e(i)
T t(H’(u)) | i = 1, ..., n + 1} perusteella. Jos esimerkiksi u = (x, λ), missä λ ∈ R,

niin valitsemalla i = n + 1, voidaan ottaa huomioon Jacobin matriisin H’(u) mahdolli set er i-

tyisominaisuudet muuttujan x ∈ Rn suhteen (Allgower, Chien ja Georg 1990). Vektorin e

voidaan ajatella määräävän korjausiteraation lokaalisen parametrisoinnin. Esimerkiksi luvun

4.4.2.1 Newton—Raphson-menetelmissä, joissa kuormakerroin λ pysyy vakiona korjaus-

iteroinnin aikana, on kyse samantyyppisestä lokaalisesta parametrisoinnista. Samoin luvun

4.4.2.3 kaarenpituusmenetelmissä, joiden yhteydessä käsiteltävällä ositustekniikalla Jacobin

matriisin mahdollinen erityisrakenne voidaan myös ottaa huomioon.

Jos yhtälöparin (4-44) ja (4-45) ratkaisu x = By, missä (n + 1)×n -matriisin B ei tarvitse olla

eksplisiittisesti tiedossa, niin tangentti t(H’(u)) saadaan seuraavalla tavalla: Yhtälön (4-44)

mukaan H’(u)x = H’(u)By = y ja yhtälön (4-45) mukaan eT x = eT By = 0, joten

H’(u)B = I ja ( 4-47 )

eT B = 0T. ( 4-48 )
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Jos merkitään, että

τ ≡ e − BH’(u)e, ( 4-49 )

niin yhtälön (4-47) mukaan H’(u) τ = 0 ja yhtälön (4-48) mukaan eT τ = eT e > 0, joten τ ≠ 0.

Siis tangentti

t(H’(u)) = ± τ / || τ ||2, ( 4-50 )

missä etumerkki voidaan laskea helposti yhtälön

sign det 
H (u)

sign det 
H (u)

e

,

T

,

Tτ






 =







 ( 4-51 )

perusteella, sill ä useissa lineaarisen yhtälösysteemin ratkaisumenetelmissä yhtälön oikea

puoli on helposti laskettavissa (Allgower ja Georg 1990). Yhtälöistä (4-47) ja (4-48) sekä

lemmasta 4-8 saadaan Moore—Penrose-käännös

H’(u)+ = [I − t(H’(u))t(H’(u))T]B. ( 4-52 )

4.4.2.3 Kaarenpituusmenetelmien rajoiteyhtälöt ja ositustekniikka

Luvussa 4.2.1 näytettiin, että käännepiste voidaan ohittaa ns. kaarenpituusmenetelmill ä

(Crisfield 1991), joissa tasapainoyhtälön (4-8) ratkaisukäyrän seuraamista ei kontrolloida

ainoastaan kuormakertoimen λ suhteen vaan myös siirtymän q suhteen käyttämällä ratkai-

sukäyrän parametrina kaarenpituutta s.

Kaarenpituuden muutosta ∆s vastaavat ennusteaskeleen siirtymämuutos δq(1) ja kuormaker-

roinmuutos δλ(1) määräytyvät yhtälöä (4-25) vastaavasta yhtälöstä

|| δq(1) ||2
2 + δλ(1)2 = ∆s2, ( 4-53 )

missä on käytetty Newton—Raphson-algoritmin 4-3 merkintää δq(1) = δλ(1) K(q(0))–1 pref.

Ennusteaskeleen kuormakerroinmuutokseksi saadaan siis

δλ(1) = σ∆s / { 1 + || K(q(0))–1 pref ||2
2 } 1/2, ( 4-54 )

missä etumerkki σ voidaan valita esimerkiksi ns. jäykkyysparametrin etumerkin (Bergan,

Horrigmoe, Kråkeland ja Søreide 1978 sekä Bergan 1981) tai jäykkyysmatriisin ominaisar-

vojen (Kouhia ja Mikkola 1989) mukaan:

σ = sign{ (K(q1
(0))–1 pref)

T pref } / { (K(q i
(0))–1 pref)

T pref } tai ( 4-55 )

σ = eigsign{ K(q1
(0)) }, ( 4-56 )

missä eigsign{ K(q1
(0)) } = +1, jos jäykkyysmatriisin kaikki ominaisarvot ovat aidosti posi-

tiivisia, ja muulloin eigsign{ K(q1
(0)) } = −1. Kaarenpituuden muutoksen ∆s päivittämiseen



45

voidaan käyttää erilaisia askelpituudenmukauttamismenetelmiä, joita on käsitelty luvussa

4.4.5.

Linearisoimalla rajoiteyhtälö (4-23) pisteessä (qj, λj, sj), missä qj = q(sj) ja λj = λ(sj), saa-

daan

g(qj, λj, sj) + ((∂g/∂q)(qj, λj, sj))
T δq + (∂g/∂λ)(qj, λj, sj)δλ = 0. ( 4-57 )

Jos merkitään gj ≡ g(qj, λj, sj), g’ j ≡ (∂g/∂q)(qj, λj, sj) ja g,j ≡ (∂g/∂λ)(qj, λj, sj), linearisoitu

rajoiteyhtälö (4-57) tulee muotoon

gj + g’j
T δq + g,j δλ = 0. ( 4-58 )

Useissa tapauksissa linearisoitu rajoiteyhtälö (4-58) voidaan esittää muodossa

gj(q, λ) = tj
T nj – ej = 0, ( 4-59 )

missä tj, nj ∈ Rn+1 ja ej ∈ R (Kouhia 1994). Liitteessä A vektorit tj ja nj sekä vakio ej on

lueteltu Riksin (1972), Crisfieldin (1981), Rammin (1981), Friedin (1984), Schweizerhofin

ja Wriggersin (1986) sekä Forden ja Stiemerin (1987) esittämille rajoiteyhtälöill e. Esimer-

kiksi asettamalla ∆q = q – qj ja ∆λ = λ – λj nähdään, että luvun 4.2.1 pseudokaarenpituuden

yhtälöä (4-25) vastaa Crisfieldin (1981) elli ptinen rajoiteyhtälö. Friedin (1984) ortogonaali-

sen trajektorin kaarenpituusmenetelmä sekä yhtälöiden (4-41) ja (4-42) Allgowerin ja Ge-

orgin (1990) polunseurausmenetelmä vastaavat myös toisiaan. Kouhia ja Mikkola (1995)

ovat lisäksi huomauttaneet, että Haselgrove on esittänyt vastaavan menetelmän jo vuonna

1961.

Useissa tapauksissa tangentiaalinen jäykkyysmatriisi K on symmetrinen ja nauhamainen

(Crisfield 1981) joten yhtälöparia

Gj(q, λ) =
f(q , ) K(q ) q p

c +c q c,
j j j ref

j j
,T

j

λ δ δλ
δ δλ

− +
+







 = 0, ( 4-60 )

missä Gj : R
n+1 → Rn+1, ei kannata ratkaista suoraviivaisesti vaan ns. ositustekniikalla (Chan

1984 ja Rheinboldt 1986), jolloin tangentiaalisen jäykkyysmatriisin erityisrakennetta voidaan

käyttää hyväksi: Annettua kaarenpituuden muutosta ∆s vastaava siirtymälisäys δq jaetaan

kuormitusta ja epätasapainoa vastaaviin osiin (Kouhia ja Mikkola 1995), jolloin

δq = δqf + δλδqp, ( 4-61 )

missä δqf, δλ ja δqp ratkaistaan yhtälöistä

K(qj)δqfj = f(qj, λj) = λjpref – r(qj), ( 4-62 )

K(qj)δqpj = pref  ja ( 4-63 )

δλ(g,j + g’j
T δqpj) = – (gj + g’j

T δqfj). ( 4-64 )
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Linearisoitu rajoiteyhtälö (4-59) voidaan siis ajatella korjausvaiheen Newton-tyyppistä ite-

rointia rajoittavana paikalli sena lisäehtona (Seydel 1994). Kaarenpituusmenetelmien ero

Newton—Raphson-menetelmään ja luvun 4.4.2.2 ennuste—korjaus-menetelmään nähdään

vertaamalla seuraavaa algoritmia Newton—Raphson-algoritmiin 4-3 ja Moore—Penrose-

käännöksen sisältävään algoritmiin 4-4.

Algoritmi 4-5. Kaarenpituusmenetelmät (kuva 4-9).

1.  Valitaan lähtöpiste q0 ∈ Rn siten, että f(q0, 0) = 0; usein q0 = 0.

2.  Valitaan kaarenpituuden muutos ∆s > 0, jolloin s0 = 0 ja si = si−1 + ∆s.

3.  Suoritetaan kohdat 3a, 3b ja 3c askelille i = 1, 2, ... :

3a ja 3b. Lähtöpiste: (q, λ) = (qi−1, λi−1).

3c. Ratkaistaan iteratiivisesti kaarenpituuden muutosta ∆s vastaava ratkaisupiste (qi, λi)

yhtälöparista f(qi, λi) = 0 ja g(qi, λi) = 0 käyttäen kohdan 3a ja 3b lähtöpistettä (q, λ):

3c.0. Alustus: k = 0, (q(0), λ(0)) = (q, λ)

3c.1. Uusi iteraatiokierros: k = k + 1

3c.2. Siirtymän ja kuormakertoimen muutokset:

Kuormakerroinmuutos, ennuste (k = 1):

δqf
(1) = 0

δqp
(1) = K(q(0))–1 pref

δλ(1) = σ∆s / { 1 + || δqp
(1) ||2

2 } 1/2

Kuormakerroinmuutos, korjaus (k > 1), liite B:

δqf
(k) = K(q(k–1))–1 ( λ(k–1) pref – r(q(k–1)) )

δqp
(k) = K(q(k–1))–1 pref

δλ(k) = { g(k–1) + g,(k–1) T δqf
(k) } / { g’ (k–1) + g,(k–1) T δqp

(k) }

Siirtymämuutos:

δq(k) = δqf
(k) + δλ(k) δqp

(k)

3c.3. Iteraatiokierroksen kuormakerroin- ja siirtymäarvot:

λ(k) = λ(k–1) + δλ(k)

∆λ(k) = λ(k) – λi−1 = ∆λ(k–1) + δλ(k)

q(k) = q(k–1) + δq(k)

∆q(k) = q(k) – qi−1 = ∆q(k–1) + δq(k)

3c.4. Palataan kohtaan 3c.1 kunnes f(q(k), λ(k)) ≈ 0, jolloin asetetaan qi = q(k) ja λi = λ(k).
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Kuva 4-9. Iteroinnin kulku kaarenpituusmenetelmällä.

Algoritmin 4-5 kohtaa 3c.2 voidaan luonnolli sesti modifioida käyttämällä tangentiaalisen

jäykkyysmatriisin K(q(k– 1)) tilalla kyseisen askeleen alun tangentiaalista jäykkyysmatriisia

K(q(0)). Jos algoritmin kohdassa 3c.2 asetetaan δλ(1) = ∆λ ja δλ(k) = 0 kaikill a k > 1, kaa-

renpituusmenetelmien algoritmista saadaan Newton—Raphson-menetelmän algoritmi.

Newton—Raphson-menetelmää voidaan itse asiassa pitää kaarenpituusmenetelmänä rajoit e-

yhtälöllä g(q, λ, s) = g(q, λ) = λ – λj+1 (Seydel 1994). Liitteen C kuvassa on esitetty esi-

merkit polunseurauksen kulusta eri rajoiteyhtälöill ä tapauksessa n = 1. Rakenteiden meka-

niikan tehtäviin kaarenpituusmenetelmiä ovat soveltaneet mm. Riks (1972, 1984), Crisfield

(1981, 1982, 1983), Ramm (1981), Fried (1984), Schweizerhof ja Wriggers (1986), Simo,

Wriggers, Schweizerhof ja Taylor (1986), Forde ja Stiemer (1987) sekä Belli ni ja Chulya

(1987).

4.4.3 Lineaarisen yhtälöryhmän ratkaiseminen

Edelli sissä luvuissa käsiteltyjen ennuste- ja korjausvaiheen lineaaristen yhtälöryhmien ratkai-

semiseen käytetään usein ns. suoria yhtälöryhmänratkaisumenetelmiä (esim. nauha- profiili -

ja rintamaratkaisijat, Salonen ja Freund 2000), joissa kerroinmatriisill e muodostetaan esi-

merkiksi LU-hajotelma Gaussin eliminaatiolla. Suorien menetelmien heikkouksia ovat erityi-

sesti hajotelman vaatima laskenta-aika ja tietokonemuistin tarve. Ns. iteratiivisill a yhtälö-

ryhmänratkaisumenetelmill ä muistintarve ja laskenta-aika ovat useissa tapauksissa huomat-

tavasti vähäisempiä (Kouhia ja Mikkola 2000b sekä Golub ja Van Loan 1996).

x

λ

•

•
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Lineaarisen yhtälöryhmän iteratiiviseen ratkaisemiseen käytetään usein Krylovin aliavaruu-

teen (Golub ja Van Loan 1996) perustuvia iterointimenetelmiä, joita Kouhia ja Mikkola

(2000a) ovat esitelleet niin symmetrisill e ja positiividefiniiteill e, symmetrisill e ja indefiniiteill e

kuin epäsymmetrisill ekin matriiseill e. Tässä mainitaan vain esimerkki näistä menetelmistä,

joita mm. Kelley (1995) on käsitellyt laajemmin.

Lineaarisen yhtälösysteemin

Ax = b, ( 4-65 )

missä A on reaalinen n×n -matriisi sekä x ja b ∈ Rn, alustettu muoto on

M1
–1AM2

–1y = M1
–1b, ( 4-66 )

missä M = M1M2 on alustusmatriisi, M2
–1y = x sekä M1 vasen ja M2 oikea alustusmatriisi.

Sopivan iteroinnin suppenemista kiihdyttävän alustusmenetelmän valinta näyttää usein ole-

van ratkaisumenetelmän valintaa tärkeämpi kysymys. Esimerkiksi seuraava alustettu konju-

gaattigradienttimenetelmä on symmetrisill e ja positiividefiniiteill e matriiseill e tarkoitettu

ratkaisumenetelmä:

Algoritmi 4-6. Alustettu konjugaatti-gradienttimenetelmä.

1.  Muodosta M, r0 = b – Ax0, d0 = M–1r0, τ0 = r0
T d0.

2.  Iteraatioaskeleet i = 0, 1, 2, ... kunnes likiarvo xi+1 on riittävän tarkka:

2a. s = Adi, αi = τi / di
T s

2b. xi+1 = xi + αidi, ri+1 = ri – αis

2c. z = M–1ri+1

2d. τi+1 = ri+1
T z, βi = τi+1 / τi

2e. di+1 = z + βidi

Sovellettaessa iteratiivisia menetelmiä rakenteiden mekaniikan tehtäviin — esimerkiksi yht ä-

löön (4-60) — tulee Kouhian ja Mikkolan (2000a) mukaan esill e mm. seuraavia heikkou k-

sia:

1.  Epälineaarisille kuoritehtäville yleisesti käytetyillä ns. epätäydellisillä hajotelmapohjus-

tuksilla ei ole saatu tyydyttäviä tuloksia.

2.  Indefiniiteillä matriiseilla pohjustukset johtavat iteroinnin hitaaseen suppenemiseen.

3.  Tangentiaaliseen jäykkyysmatriisiin perustuvaa askelsuunnan valintaa ei voida käyttää

yhtä helposti kuin suorissa yhtälönratkaisumenetelmissä (ks. luku 4.4.6.3).
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4.4.4 Jacobin matriisin päivittäminen

Edellä käsitellyissä ratkaisumenetelmissä tarvittavien Jacobin matriisien (esimerkiksi tan-

gentiaalinen jäykkyysmatriisi K) laskeminen vie dimensioltaan suurissa tehtävissä huomatta-

van osan koko tehtävän ratkaisemiseen kuluvasta ajasta, joten usein Jacobin matriiseill e

kannattaa käyttää approksimaatioita, joiden päivittäminen ei ole niin raskasta (Allgower ja

Georg 1990). Approksimaatioiden käyttö vaikuttaa kuitenkin korjausiteraatioiden suppe-

nemisnopeuteen, joka saattaa laskea esimerkiksi kvadraattisesta superlineaariseen tai line-

aariseen.

Jos F : Rn → Rn on sileä kuvaus ja F(x*) = 0 sekä Jacobin matriisin F’(x* ) rangi on maksi-

maalinen, niin Newton-iteraatio

xi+1 = xi – F’(xi)
–1 F(xi) ( 4-67 )

on lokaalisesti kvadraattisesti suppeneva:

|| xi+1 – x* ||2 = O(|| xi – x* ||2
2), ( 4-68 )

jos aloituspiste x0 on riittävän lähellä nollakohtaa x* (Allgower ja Georg 1990).

Modifioitu Newton-iteraatio tai kuoro-Newton-iteraatio

xi+1 = xi – F’(x0)
–1 F(xi) ( 4-69 )

on lokaalisesti lineaarisesti suppeneva:

|| xi+1 – x* ||2 = β|| xi – x* ||2, jollakin β ∈ (0, 1), ( 4-70 )

jos aloituspiste x0 on riittävän lähellä nollakohtaa x* ja Jacobin matriisi F’(x 0) on riittävän

lähellä Jacobin matriisia F’(x*) (Allgower ja Georg 1990).

Jos Jacobin matriisill a ei ole mitään erityisominaisuuksia, usein käytetään Broydenin hyvän

päivityksen kaavaa, joka ei säilytä symmetriaa eikä positiividefiniittisyyttä (Allgower ja Ge-

org 1990): Taylorin kaavan mukaan

F’(x i)(xi+1 – xi) = F(xi+1) – F(xi) + O(|| xi+1 – xi ||2
2), ( 4-71 )

mistä saadaan Jacobin matriisin F’(xi) likiarvolle B sekanttiyhtälö

Bsi = yi , ( 4-72 )

missä

si = xi+1 – xi ja ( 4-73 )

yi = F(xi+1) – F(xi). ( 4-74 )

Vaatimalla, että Newton-tyyppisen iteraation (4-10) Jacobin matriisin likiarvo Ai+1 toteuttaa

sekanttiyhtälön ja minimoi etäisyyden matriisiin Ai, saadaan Broydenin hyvän päivityksen
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kaava (Allgower ja Georg 1990): Minimointitehtävän min {|| A − Ai ||F | Asi = yi , A on re-

aalinen n×n -matriisi}, missä Frobenius-normi

|| A ||F = (Σi,j=1, ..., n A(ij)
2 )1/2, ( 4-75 )

ratkaisu

Bi+1 = Bi + (yi – Bisi)si
T / || si ||2

2. ( 4-76 )

Vastaavalle käänteismatriisille pätee (Kouhia ja Mikkola 2000a)

Bi+1
–1 = Bi

–1 + (yi – Bi
–1si)si

T Bi
–1 / si

T Bi
–1si. ( 4-77 )

Broydenin hyvän päivityksen kaavan mukaisen Newton-tyyppisen iteraation

xi+1 = xi – Bi
–1 F(xi) ( 4-78 )

suppeneminen on superlineaarista:

|| xi+1 – x* ||2 / || xi – x* ||2 → 0, kun i → ∞, ( 4-79 )

jos aloituspiste x0 on riittävän lähellä nollakohtaa x* ja Jacobin matriisin likiarvo B0 on riit-

tävän lähellä Jacobin matriisia F’(x 0). Vastaavat päivityskaavat ja suppenemisnopeudet voi-

daan johtaa myös Moore—Penrose-käännösmatriisille (Allgower ja Georg 1990).

Jacobin matriisin erityisominaisuudet kuten symmetria, harvuus tai positiividefiniittisyys on

syytä huomioida varsinkin sill oin, kun matriisin dimensio n on suuri. Kvasi-Newton-

päivityksiä, jotka säilyttävät erityisrakenteen, ovat mm. ns. kakkosrangipäivitykset Broy-

den—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS) (Kouhia ja Mikkola 2000a)

Bi+1 = Bi + yiyi
T / yi

T si − Bisisi
T Bi / si

T Bisi  ja ( 4-80 )

Bi+1
–1 = Bi

–1 + { si(si – Bi
–1 yi)

T + (si – Bi
–1 yi)si

T } / si
T yi

 − (si – Bi
–1yi)

T yi sisi
T / (si

T yi)
2 ( 4-81 )

tai Davidon—Fletcher—Powell (DFP), jotka saadaan vastaavasti yhtälöistä (4-80) ja (4-81)

duaalisella muunnoksella suorittamalla korvaukset

si ↔ yi, Bi ↔ Bi
–1 ja Bi+1 ↔ Bi+1

–1. ( 4-82 )

Rakenteiden mekaniikan sovellusten yhteydessä kvasi-Newton-päivityksiä ovat käsitelleet

myös mm. Matthies ja Strang (1979) sekä Crisfield (1982).

4.4.5 Askelpituuden mukauttaminen

Algoritmin 4-4 kohdassa 2 valittava askelpituus h tai vastaavasti algoritmin 4-5 kohdan 2

kaarenpituuden muutos ∆s riippuvat luonnolli sesti jollakin tavalla tarkkuudesta, jolla ratkai-

sukäyrää halutaan seurata, mutta askelpituudelle voidaan esittää myös tarkempia arvioita.
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Eriksson ja Kouhia (1995) ovat tarkastelleet askelpituuden päivittämistä korjausvaiheen

aikana. Seuraavaksi tarkastellaan ainoastaan ennustevaiheen askelpituuden päivittämistä

Allgowerin ja Georgin (1990) esittämillä Newton-korjausvaiheen kontraktiosuhteeseen pe-

rustuvalla asymptoottisella strategialla ja Newton-korjausvaiheen virhemallii n perustuvalla

strategialla, jota voidaan soveltaa edelli stä laajemmin. Molemmissa malleissa päivitetään

Eulerin ennustetta, joka on ensimmäisen asteen ennuste. Myös korkeampiasteisill e ennusteil-

le (Wagner 1990 ja Eriksson 1993), jotka voivat perustua esimerkiksi polynomi-

interpolaatioon, on kehitetty erilaisia päivitysmenetelmiä (Allgower ja Georg 1990).

4.4.5.1 Asymptoottinen malli

Jos on löydetty ratkaisukäyrän piste u ∈ H–1(0) ja valittu askelpituus h, niin algoritmin 4-4

kohdasta 3 saadaan Eulerin ennuste v(h) = u + h t(H' (u)) ja Newton-tyyppisellä iteroinnill a

korjattu seuraava ratkaisukäyrän piste z(h) ∈ H–1(0). Asymptoottinen askelpituuden mu-

kauttaminen perustuu jälkiarvioon siitä, mikä olisi ollut paras askelpituus h� , jolla olisi saa-

vutettu ratkaisukäyrän piste z(h� ) lähdettäessä Newton-tyyppiseen iterointiin Eulerin ennus-

teella v(h) ratkaisukäyrän pisteestä u. Ideaalinen askelpituus h�  määritetään asymptoottisill a

arvioill a ja sitä käytetään seuraavana ennusteaskeleen pituutena. Tämä ennusteaskeleen pi-

tuuden mukauttamismenetelmä riippuu pääasiassa käytetystä ennuste—korjaus-me netelmäs-

tä ja kriteeristä, jonka perusteella paras askelpituus valitaan.

Algoritmin 4-4 mukaisen edellä mainitun ennusteen v(h) ja ensimmäisen korjauksen

w(h) ≡ v(h) – H’(v(h))+ H(v(h)) ( 4-83 )

avulla määritellään korjausvaiheen kontraktiosuhde

k(u, h) ≡ || H’(v(h))+ H(w(h)) ||2 / || H’(v(h))+ H(v(h)) ||2, ( 4-84 )

jonka askelpituuden h suhteen asymptoottista käyttäytymistä kuvaa seuraava lemma:

Lemma 4-9. Jos ratkaisukäyrän c kaarevuus pisteessä u poikkeaa nollasta, jolloin

H’’(u)[t(H'(u)), t(H'(u))] ≠ 0, ( 4-85 )

missä H’’(u)[ � , �  ] : Rn+1 × Rn+1 → Rn on bilineaarikuvaus, niin kontraktiosuhde

k(u, h) = k2(u)h2 + O(h3), ( 4-86 )

missä k2(u) ≥ 0 on ratkaisun u suhteen sileä ja askelpituudesta h riippumaton.
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Jos määritellään tavoiteltava kontraktiosuhde k
�

, joka riippuu kuvauksesta H ja varmuudes-

ta, jolla ratkaisukäyrää H–1(0) pyritään seuraamaan, niin edellä mainittu ideaalinen askelpi-

tuus h
�

 saadaan lemmasta 4-9: Hyväksymällä ideaalinen askelpituus h
�

 ehdolla k(u, h
�

) ≈ k
�

eli asettamalla k(u, h
�

) = k2(u)h
� 2 + O(h

� 3) ≈ k2(u)h
� 2 = k

�

 saadaan yhtälö

k2(u) = k
�

 / h
� 2. ( 4-87 )

Lemman 4-9 asymptoottisesta arviosta

k(u, h) ≈ k2(u) h2 ( 4-88 )

ja yhtälöstä (4-87) saadaan ideaalinen askelpituus

h
�

 = h { k
�

 / k(u, h) }1/2, ( 4-89 )

jota käytetään seuraavan ennusteaskeleen pituutena.

Askelpituus voidaan mukauttaa kontraktiosuhteen lisäksi myös muiden asymptoottisten

arvioiden avulla. Esimerkiksi ensimmäiseen korjaukseen liittyvä etäisyys

δ(u, h) ≡ || H’(v(h))+ H(v(h)) ||2 ( 4-90 )

approksimoi ennusteen v(h) etäisyyttä ratkaisukäyrästä sekä askeleen lähtöpistettä u ja en-

nustetta v(h) vastaavien tangenttien välinen kulma

α(u, h) ≡ arccos{ t(H’(u))T t(H’(v(h))) } ( 4-91 )

kertoo ratkaisukäyrän kaarevuudesta. Näiden arvioiden askelpituuden h suhteen asymptoot-

tista käyttäytymistä kuvaa seuraava lemmaa 4-9 vastaava lemma:

Lemma 4-10. Etäisyydelle δ ja kulmalle α pätee:

δ(u, h) = δ2(u) h2 + O(h3) ja ( 4-92 )

α(u, h) = α1(u) h + O(h2), ( 4-93 )

missä δ2(u) ja α1(u) ovat ratkaisupisteen u suhteen sileitä ja askelpituudesta h riippumatto-

mia.

Jos määritellään tavoiteltava etäisyys δ�

 ja tavoiteltava kulma α�

, saadaan ideaaliseksi as-

kelpituudeksi etäisyyden mukaan

h
�

 = h { δ�

 / δ(u, h) }1/2 ( 4-94 )

ja kulman mukaan

h
�

 = h α�

 / α(u, h). ( 4-95 )
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Jos korjausvaiheen iteraatiokuvauksena käytetään modifioitua Newtonin kuvausta w = N(v)

= v – H’(u)+ H(v), niin vastaavan kontraktiosuhteen

k(u, h) ≡ || H’(u)+ H(w(h)) ||2 / || H’(u)+ H(v(h)) ||2 ( 4-96 )

asymptoottiseksi arvioksi ja ideaaliseksi askelpituudeksi saadaan

k(u, h) = k1 h + O(h2) ja ( 4-97 )

h
�

 = h k
�

 / k(u, h). ( 4-98 )

Yhtälöiden (4-89) ja (4-98) kaltaisia askelpituuden päivitysmenetelmiä ovat käyttäneet mm.

Crisfield (1981, 1982, 1983), Ramm (1981), Riks (1984), Simo, Wriggers, Schweizerhof ja

Taylor (1986) sekä Belli ni ja Chulya (1987). Näissä sovelluksissa kontraktiosuhde k on

yleensä korvattu iteraatioiden lukumäärällä.

4.4.5.2 Virhemalli

Jos on löydetty ratkaisukäyrän piste u ∈ H–1(0) ja valittu askelpituus h, niin algoritmin 4-4

kohdasta 3 saadaan Eulerin ennuste

v0(h) = u + ht(H’(u)). ( 4-99 )

Jos T on korjausvaiheen iteraatiokuvaus, niin korjattu ennuste

vi+1(h) = T(vi(h)). ( 4-100 )

Newtonin iteraatiossa T(vi(h)) = vi(h) – H’(v i(h))+ H(vi(h)). Lisäksi oletetaan, että askelpi-

tuus h > 0 on niin pieni, että on olemassa raja-arvo

v∞(h) ≡ limi → ∞ vi(h) ∈ H–1(0), ( 4-101 )

ja että erotuksen v0(h) – v∞(h) ja tangentin t(H’(u)) välinen kulma on π/2 + O(h). Tällöin

myös erotuksen v0(h) – c(h) ja tangentin t(H’(u)) välinen kulma on π/2 + O(h) ja || c(h) –

v∞(h) ||2 = O(h3). Taylorin kehitelmän c(h) – v0(h) = c
���

(0) h2 / 2 + O(h3) avulla saadaan

virhenormi

|| v∞(h) – v0(h) ||2 = || c
���

 (0) ||2 h
2/2 + O(h3). ( 4-102 )

Ratkaiseva oletus on se, että on olemassa sellainen vakio γ > 0, että modifioidulle virheelle

εi(h) ≡ γ || v∞(h) – vi(h) ||2 ( 4-103 )

pätee

εi+1(h) ≤ ψ(εi(h)), ( 4-104 )

missä virhemalli funktio ψ : R → R on iteraatiokuvauksesta T riippuva tunnettu monotoni-

nen funktio, jolle pätee ψ(0) = 0. Newtonin iteraatiolle saadaan Newton—Kantorovitch-

teoriasta funktiot
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ψ(ε) = ε2 / (3 – 2ε), 0 ≤ ε ≤ 1, tai ( 4-105 )

ψ(ε) = ε2 (ε + (10 – ε2)1/2) / (3 – 2ε), 0 ≤ ε ≤ 1. ( 4-106 )

Jos näill ä oletuksill a raja-arvo v∞(h) saavutetaan iteroinnin lopetuskriteerin määräämällä

tarkkuudella korjausiteraation k jälkeen, niin iteraatiosuhteelle ω saadaan seuraavat arviot:

ω(h) ≡ || vk(h) – vk–1(h) ||2 / || vk(h) – v0(h) ||2

≈ || v∞(h) – vk–1(h) ||2 / || v∞(h) – v0(h) ||2

= εk–1(h) / ε0(h)

≤ ψk–1(ε0(h)) / ε0(h). ( 4-107 )

Tämän perusteella modifioidun virheen ε0(h) likiarvoksi otetaan yhtälön

ω(h) = ψk–1(ε) / ε ( 4-108 )

ratkaisu ε.

Jos määritellään tavoiteltava iteraatiolukumäärä k
�

, niin ideaalisella askelpituudella h
�

 raja-

arvo v∞(h
�

) tulisi saavuttaa korjausiteraation k
�

 jälkeen eli modifioidun virheen εk � (h
�

) tulisi

olla korjausiteraation k
�

 jälkeen niin pieni, että iteroinnin lopetus- eli suppenemiskriteeri

täyttyy. Epäyhtälön εk � (h
�

) ≤ ψk
�

(ε0(h
�

)) perusteella modifioidun virheen ε0(h
�

) likiarvoksi

otetaan yhtälön

ψk
�

(ε) = ψk(ε0(h)) ( 4-109 )

ratkaisu ε. Asymptoottisen kehitelmän (4-102) perusteella saadaan ideaalinen askelpituus

h
�

 ≈ h { ε0(h
�

) / ε0(h) }1/2. ( 4-110 )

Algoritmissa 4-4 uuden askelpituuden h
�

 laskeminen virhemalli n mukaan edelli sen askeleen

askelpituudesta h > 0 tapahtuu lisäämällä seuraavat vaiheet algoritmin kohtaan 3:

3a. ω = || vk – vk–1 ||2 / || vk – v0 ||2; k on edellisen askeleen iteraatioiden lukumäärä.

3b. Ratkaistaan ε yhtälöstä ω = ψk–1(ε) / ε.

3c. Ratkaistaan ε�

 yhtälöstä ψk
�

(ε�

) = ψk(ε); k
�

 on tavoiteltava iteraatiolukumäärä.

3d. h
�

 = h {ε�

 / ε} 1/2 ja h/2 ≤ h
�

 ≤ 2h.

Jos korjausvaiheen iteraatiokuvauksena käytetään modifioitua Newtonin kuvausta w = N(v)

= v – H’(u)+ H(v), niin virhemallifunktioksi ja ideaaliseksi askelpituudeksi saadaan

ψ(ε) = θhε, 0 < θ < 1, ja ( 4-111 )
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h
�

 = h ω

~

~
k k

(k 1)(2 k)

−
− + ( 4-112 )

4.4.6 Bifurkaatiopiste

Allgower ja Georg (1990) ovat esittäneet seuraavan määritelmän bifurkaatiopisteelle:

Määritelmä 4-10. Bifurkaatiopiste. Olkoon H : Rn+1 → Rn sileä kuvaus ja c : J → Rn+1

sileä käyrä, joka on määritelty nollan sisältävällä avoimella välill ä J ja on parametrisoitu kaa-

renpituuden s suhteen siten, että H(c(s)) = 0 kaikill a s ∈ J. Piste c(0) on yhtälön H = 0 bi-

furkaatiopiste, jos on olemassa ε > 0 siten, että jokaisessa nollan ympäristössä on kuvauksen

H nollakohta, joka ei ole käyrän osalla c(−ε, ε).

4.4.6.1 Bifurkaatioyhtälö Liapunov—Schmidt-reduktiolla

Määritelmistä 4-4 ja 4-10 seuraa, että yhtälön H = 0 bifurkaatiopisteen c(0) on oltava kuva-

uksen H singulaarinen piste. Siis Jacobin matriisin H’(c(0)) nolla-avaruuden dimensio on

vähintään kaksi (Allgower ja Georg 1990).

Oletus 4-3. Olkoon u* sileän kuvauksen H : Rn+1 → Rn nollakohta siten, että dim ker

H’(u*) = 2.

Allgower ja Georg (1990) ovat käyttäneet yksinkertaista bifurkaatiopistettä käsitellessään

Liapunov—Schmidt-reduktiota: Käytetään hajotelmia

Rn+1 = E1 ⊕ E2 ja ( 4-113 )

Rn = F1 ⊕ F2, ( 4-114 )

missä E1 ≡ ker H’(u*), E 2 ≡ E1
⊥, F2 ≡ range H’(u*) ja F1 ≡ F2

⊥ sekä dim E1 = 2, dim E2 = n –

1, dim F1 = 1 ja dim F2 = n – 1. Merkitsemällä ∂i ≡ ∂/∂ui saadaan

H(u) = H(u1, u2) = 
H (u ,u )

H (u ,u )
1 1 2

2 1 2







 , ( 4-115 )

missä ui ∈ Ei ja Hi : Ei → Fi, i = 1, 2, sekä

H’(u) = 
∂ ∂
∂ ∂

1 1 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 2 2 1 2

H (u ,u ) H (u ,u )

H (u ,u ) H (u ,u )







 ( 4-116)
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ja erityisesti

H’(u*) = 
0 0

0 ∂2 2 1 2H (u *,u *)







 , ( 4-117 )

missä ∂2H2(u1* , u2* ) on ei-singulaarinen (n – 1)×(n – 1) -matriisi. Koska yhtälöllä H2(u1* ,

u2* ) = 0 on ratkaisu (u1, u2) = (u1* , u2* ), niin implisiittifunktioteoreeman (Rudin 1976) mu-

kaan on olemassa pisteiden u1* ja u2* ympäristöt U1 ∈ E1 ja U2 ∈ E2 sekä sileä kuvaus ϕ :

U1 → U2 siten, että

H2(u1, u2) = 0, jos ja vain jos u2 = ϕ(u1) ( 4-118 )

kaikill a u1 ∈ U1, u2 ∈ U2. Yhtälöllä H2(u1, u2) = 0 on siis olemassa lokaalinen parametri-

sointi muuttujan u1 suhteen 2-ulotteisessa avaruudessa E1. Lisäksi yhtälö H(u) = 0 on ekvi-

valentti yhtälöparille u2 = ϕ(u1) ja H1(u1, u2) = 0 tai yhtälölle

b(u1) ≡ H1(u1, ϕ(u1)) = 0 ( 4-119 )

kaikill a u1 ∈ U1, u2 ∈ U2. Yhtälöä (4-119) kutsutaan yhtälön H(u) = 0 bifurkaatioyhtälöksi

singulaarisessa pisteessä u*.

Derivoimalla yhtälö H2(u1, ϕ(u1)) = 0 saadaan pisteessä u1 = u1*

∂1H2(u*) + ∂2H2(u*)ϕ’(u1*) = 0. ( 4-120 )

Koska ∂1H2(u*) = 0 ja ∂2H2(u*) on ei-singulaarinen, niin

ϕ’(u1*) = 0. ( 4-121 )

Derivoimalla kahdesti yhtälö b(u1) = H1(u1, ϕ(u1)) saadaan

b’(u1) = ∂1H1(u) + ∂2H1(u)ϕ’(u1) ja ( 4-122 )

b’’(u1) = ∂1
2H1(u) + 2∂2∂1H1(u)ϕ’(u1)

 + ∂2
2H1(u)[ ϕ’(u1), ϕ’(u1) ] + ∂2H1(u)ϕ’’(u 1), ( 4-123 )

missä u = (u1, ϕ(u1)) ja bilineaarikuvaus ∂2
2H1(u)[ �  , �  ] : U1 × U1 → F1. Pisteessä u1 = u1*

b(u1*) = 0 ( 4-124 )

b’(u1*) = 0 ja ( 4-125 )

b’’(u1*) = ∂1
2 H1(u*). ( 4-126 )

Usein Hessin matriisi b’’(u 1* ) on ei-singulaarinen eli sen molemmat ominaisarvot ovat nol-

lasta poikkeavia. Tässä tapauksessa ratkaisujoukon b–1(0) lokaalista käyttäytymistä voidaan

kuvata Morsen lauseen 2-ulotteisella versiolla (Allgower ja Georg 1990):

Lemma 4-11. Olkoon u1* ∈ R2, b : R2 → R sileä, b(u1* ) = b’(u1* ) = 0 ja Hessin matriisill a

b’’(u 1* ) nollasta poikkeavat ominaisarvot ω1 ja ω2. Sill oin on olemassa sellaiset avoimet
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ympäristöt U ja V ⊂ R2, että 0 ∈ U ja u1* ∈ V, sekä diffeomorfismi ψ : U → V siten, että

ψ(0) = u1* ja b(ψ(ξ1, ξ2)) = ω1ξ1
2 + ω2ξ2

2, missä (ξ1, ξ2) ∈ U.

Jos Hessin matriisin b’’(u 1* ) molemmat ominaisarvot ovat samanmerkkiset, niin u1* on bi-

furkaatiokuvauksen b eristetty nollakohta, jolloin siis u* on kuvauksen H eristetty nollakoh-

ta. Tällaisia pisteitä ei voida saavuttaa seuraamalla yhtälön H = 0 ratkaisukäyrää.

Jos Hessin matriisin b’’(u 1* ) ominaisarvot ovat erimerkkiset, niin ratkaisujoukon b–1(0) lo-

kaalinen käyttäytyminen pisteen u1* ympäristössä — ja siis ratkaisujoukon H –1(0) lokaalinen

käyttäytyminen pisteen u* ympäristössä — on esitettävissä kahdella käyrällä, jotka leikka a-

vat toisensa pisteessä u1* — ja vastaavasti pisteessä u* — siten, että vastaavat tangentit

ovat lineaarisesti riippumattomat. Yksinkertainen bifurkaatiopiste voidaan tämän perusteella

määritellä seuraavalla tavalla (Allgower, Chien ja Georg 1990):

Määritelmä 4-11. Yksinkertainen bifurkaatiopiste. Olkoon H : Rn+1 → Rn sileä kuvaus.

Piste u* on yhtälön H = 0 yksinkertainen bifurkaatiopiste, jos seuraavat ehdot ovat voimas-

sa:

A.  H(u*) = 0;

B.  dim ker H’(u*) = 2, jolloin dim ker H’(u*)T = 1, ja

C.  symmetrisellä bilineaarikuvauksella eT H’’(u*)[ �  , �  ] : ker H’(u*) × ker H’(u*) → R on

yksi positiivinen ja yksi negatiivinen ominaisarvo; tässä ker H’(u*)T = span {e}, 0 ≠ e ∈
Rn.

Määritelmässä 4-11 kuvaus eT H vastaa edellä käsiteltyä komponenttikuvausta H1. Liapu-

nov—Schmidt-reduktion tulokset voidaan nyt esittää yksinkertaisen bifurkaatiopisteen

määritelmän 4-11 avulla seuraavan lauseen muodossa (Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-4. Olkoon u* ∈ Rn+1 yhtälön H = 0 yksinkertainen bifurkaatiopiste. Sill oin on ole-

massa kaarenpituuden s mukaan parametrisoidut sileät käyrät c1(s), c2(s) ∈ Rn+1, jotka ovat

määriteltyjä välillä (–ε, ε) riittävän pienellä ε > 0 siten, että seuraavat ehdot ovat voimassa:

a.  H(ci(s)) = 0, i ∈ {1, 2}, s ∈ (–ε, ε);

b.  ci(0) = u*, i ∈ {1, 2};

c.  c1
�

(0) ja c2
�

(0) ovat lineaarisesti riippumattomat;

d.  u* ∉ closure (H–1(0) \ (range c1 ∪ range c2)).

Derivoimalla kahdesti yhtälö eT H(ci(s)) = 0 saadaan seuraava lemma, joka kuvaa ratkaisu-

käyrien tangentteja bifurkaatiopisteessä u* (Allgower ja Georg 1990):
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Lemma 4-12. Jos u* ∈ Rn+1 on yhtälön H = 0 yksinkertainen bifurkaatiopiste, niin

a.  ker H’(u*) = span {c1
�

(0), c2
�

(0)} ja

b.  eT H’’(u*)[c i
�

(0), ci
�

(0)] = 0, i ∈ {1, 2}.

Seuraava lause antaa kriteerin, jonka perusteella yksinkertainen bifurkaatiopiste voidaan

havaita ratkaisukäyrää seurattaessa (Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-5. Jos u* ∈ Rn+1 on yhtälön H = 0 yksinkertainen bifurkaatiopiste, niin laajennetun

Jacobin matriisin determinantin

det
H (c (s))

c

,
i

i
 T•







 ( 4-127 )

merkki vaihtuu parametriarvolla s = 0, i = 1, 2.

Edelli sen lauseen perusteella yksinkertainen bifurkaatiopiste havaitaan suunnanvaihdoksena.

Myös käänteinen tapaus pätee: Jos c(0) on kuvauksen H eristetty singulaarinen piste siten,

että yhtälön (4-127) determinantin etumerkki vaihtuu parametriarvolla s = 0, niin c(0) on

yhtälön H = 0 bifurkaatiopiste, mutta ei välttämättä yksinkertainen (Allgower ja Georg

1990).

Seuraavan lauseen mukaan Euler—Newton-tyyppisellä polunseurausmenetelmällä ratkais u-

käyrää voidaan seurata ohi yksinkertaisen bifurkaatiopisteen (Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-6. Jos u* ∈ Rn+1 on yhtälön H = 0 yksinkertainen bifurkaatiopiste, niin on olemassa

joukon {u ∈ H–1(0) | u on kuvauksen H säännölli nen piste} ympäristö U sekä ε ja δ > 0 si-

ten, että

a.  suppenemislauseen 4-3 johtopäätökset ovat voimassa ja

b.  u* + s(c1
�

(0) + z) ∈ U, kun 0 < |s| < ε ja z ∈ Rn+1 sekä || z ||2 < δ.

4.4.6.2 Bifurkaatioyhtälö ja bifurkaatiopisteiden lajittelu

Yksinkertaiselle bifurkaatiopisteelle voidaan antaa lauseen 4.4 avulla myös seuraava määri-

telmää 4-11 vastaava määritelmä (Seydel 1994 sekä Huitfeldt ja Ruhe 1990):
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Määritelmä 4-12. Yksinkertainen bifurkaatiopiste. Käytetään merkintöjä fq ≡ ∂f/∂q ja fλ

≡ ∂f/∂λ. Piste (qbp, λbp) on yhtälön f(q, λ) = 0 yksinkertainen bifurkaatiopiste, jos

A.  f(qbp, λbp) = 0;

B.  rank fq(qbp, λbp) = n – 1;

C.  fλ(qbp, λbp) ∈ range fq(qbp, λbp) sekä

D.  täsmälleen kaksi ratkaisuhaaraa, joilla on toisistaan eroavat tangentit, leikkaavat pisteessä

(qbp, λbp).

Ehto D voidaan ilmaista täsmälli semmin ns. bifurkaatioyhtälön avulla, jota tarkastellaan seu-

raavaksi tasapainoyhtälön (4-8) merkinnöin (Keller 1977 sekä Pajunen ja Tuomala 1997):

 
Tasapainoyhtälön (4-8) raja- tai bifurkaatiopisteessä eli ns. kriittisessä pisteessä (qcr, λcr)

tangentiaalinen jäykkyysmatriisi K(qcr, λcr) 
�  – (∂f/∂q)(qcr, λcr) on singulaarinen. Merkitse-

mällä fq ≡ (∂f/∂q)(qcr, λcr) voidaan m-kertaista kriittistä pistettä vastaavat nolla- ja kuva-

avaruudet määritellä seuraavasti:

ker fq = span {ϕi | ϕi ∈ Rn, i = 1, ..., m} ja ( 4-128 )

range fq = {x | ψi
T x = 0, x ∈ Rn, i = 1, ..., m}, ( 4-129 )

jos ψi ∈ Rn valitaan siten, että ψi
T ϕj = δij kaikilla i, j = 1, ..., m.

Derivoimalla tasapainoyhtälö (4-8) sekä merkitsemällä fλ ≡ (∂f/∂λ)(qcr, λcr) ja fqq ≡
(∂2f/∂q2)(qcr, λcr)[ � , � ] saadaan

fq dq/ds + fλ dλ/ds = 0 ja ( 4-130 )

fqq dq/ds dq/ds + fq d
2q/ds2 + 2 fqλ dq/ds dλ/ds + fλλ dλ/ds dλ/ds + fλ d

2λ/ds2 = 0.

( 4-131 )

Yhtälöllä (4-130) on ratkaisu, jos fλ dλ/ds ∈ range fq eli ψi
T fλ dλ/ds = 0, siis jos

fλ ∈ range fq (bifurkaatiopiste) tai ( 4-132 )

fλ ∉ range fq, mutta dλ/ds = 0 (käännepiste). ( 4-133 )

Bifurkaatiopisteen tapauksessa on olemassa sellainen yksikäsitteinen v ∈ Rn, että

fq v + fλ = 0 ja ψi
T v = 0. ( 4-134 )

Yhtälön (4-130) yleinen ratkaisu

dq/ds = ξ0v + Σj = 1, ..., m ξjϕj, ( 4-135 )

missä ξ0 = dλ/ds.

Yhtälöllä (4-131) on ratkaisu, jos
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ψi
T (fqq dq/ds dq/ds + 2 fqλ dq/ds dλ/ds + fλλ dλ/ds dλ/ds ) = 0. ( 4-136 )

Sijoittamalla yleinen ratkaisu (4-135) yhtälöön (4-136) saadaan yhtälön (4-131) ratkaisun

d2q/ds2 olemassaololle välttämätön ehto:

Σj = 1, ..., m Σk = 1, ..., m aijkξjξk + Σj = 1, ..., m bijξjξ0 + ciξ0
2 = 0, i = 1, ..., m, ( 4-137 )

missä

aijk = aijk = ψi
T fqqϕjϕk , ( 4-138 )

bij = ψi
T (fqqv + fqλ)ϕj ja ( 4-139 )

ci = ψi
T (fqqvv + 2fqλv + fλλ). ( 4-140 )

Lisäämällä normalisointiyhtälö

Σj = 1, ..., m ξj
2 = 1 ( 4-141 )

saadaan yksinkertaisen bifurkaatiopisteen tapauksessa m = 1 bifurkaatioyhtälö

aξ1
2 + bξ1ξ0 + cξ0

2 = 0, ( 4-142 )

missä

a = ψ1
T fqqϕ1ϕ1 , ( 4-143 )

b = ψ1
T (fqqv + fqλ)ϕ1 ja ( 4-144 )

c = ψ1
T (fqqvv + 2fqλv + fλλ). ( 4-145 )

Koska yhtälöllä (4-142) on kaksi ratkaisua, jos diskriminantti

d = b2 – ac > 0, ( 4-146 )

niin määritelmän 4-12 ehto D voidaan korvata ehdolla (4-146) (Seydel 1994).

Jepson ja Spence (1985) ovat lajitelleet kriittiset pisteet bifurkaatioyhtälön kertoimien mu-

kaan seuraavasti:

Rajapiste:

a ≠ 0, kvadraattinen;

a = 0, ψ1
T (fqqqϕ1ϕ1ϕ1 + 3fqqϕ1v) ≠ 0, kuubinen.

Bifurkaatiopiste:

a ≠ 0, d > 0, transkriittinen;

a = 0, b ≠ 0, hanko;

d < 0, eristetty.
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Iooss ja Joseph (1980) ovat esittäneet hiukan erityyppisen kriittisten pisteiden jaottelun.

Marsden ja Hughes (1983) ja Seydel (1994) ovat esittäneet taulukon 4-1 mukaisen kriittis-

ten pisteiden lajittelun tapauksessa n = 1, kun kriittisenä pisteenä on origo. Indeksi ind vas-

taa negatiivisten ominaisarvojen lukumäärää. Normaalimuoto kuvaa yhtälön f = 0 ratkaisu-

käyrän käyttäytymistä origon ympäristössä. Kodimensio on eräänlainen singulaarisuuden

aste. Kuvassa 4-10 on esitetty (normaalimuodon merkkiä +) vastaavat kuvaajat eristettyä

bifurkaatiopistettä lukuunottamatta. Singulaari-, katastrofi- ja bifurkaatioteorian perusteita

ovat käsitelleet mm. Lu (1976), Chow ja Hale (1982), El Naschie (1990), Chow, Li ja

Wang (1994) sekä Kuznetsov (1995).

Taulukko 4-1. Kriittisten pisteiden lajittelu.

Kriittinen piste Määrittelyehto DegeneroitumattomuusehtoNormaalimuoto Kodimensio

Käännepiste f = fq = 0 fqq ≠ 0, fλ ≠ 0 q2 ± λ 0

Eristetty bifurkaatiopiste f = fq = fλ = 0 fqq ≠ 0, ind D2f = 0 tai 2 q2 + λ2 1

Transkriittinen bifurkaatiopiste f = fq = fλ = 0 fqq ≠ 0, ind D2f = 1 q2 − λ2 1

Hystereesipiste f = fq = fqq = 0 fqqq ≠ 0, fλ ≠ 0 q3 ± λ 1

Hankobifurkaatiopiste f = fq = fλ = fqq = 0 fqqq ≠ 0, fqλ ≠ 0 q3 ± λq 2 *

* 0 symmetriatapauksessa f(−q, λ) = −f(q, λ)
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Kuva 4-10. Kriittisten pisteiden lajittelu.

4.4.6.3 Erikoispisteiden havaitseminen ja paikallistaminen

Seydelin (1994) mukaan tasapainoyhtälön (4-8) kriittisten pisteet voidaan havaita ja paikal-

listaa joko ratkaisemalla tasapainoyhtälön rinnalla ominaisarvotehtävä

fq(q, λ)ϕ = 0, ( 4-147 )

jossa on käytetty edelli sen luvun merkintöjä, tai tarkastelemalla erilaisia testifunktioita. Ta-

sapainoyhtälön (4-8) ja ominaisarvotehtävän (4-147) muodostaman yhtälöparin ratkaisemi-

seen voidaan käyttää esimerkiksi Newton-tyyppisiä iterointimenetelmiä (Jepson ja Spence

x

λ

Käännepiste

x

λ

Transkriittinen bifurkaatiopiste

x

λ

x

λ

Hystereesipiste Hankobifurkaatiopiste
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1985). Testifunktiotarkastelut soveltuvat hyvin suorien yhtälöryhmänratkaisumenetelmien

yhteyteen mutta yleensä huonosti iteratiivisten yhtälöryhmänratkaisumenetelmien kanssa

käytettäviksi (Kouhia ja Mikkola 2000b). Kouhia ja Mikkola (2000b) ovat luetelleet seuraa-

vat yleisesti käytetyt testifunktiot ja niiden ominaisuudet:

1. Tangentiaalisen jäykkyysmatriisin determinantti:

− epäluotettava ilman modifiointia (ei toimi, jos negatiivisten ominaisarvojen lukumäärä

on parillinen; ominaisarvojen tulona muutosnopeus on suuri)

− ei ole käytettävissä iteratiivisen ratkaisijan kanssa

+ helposti laskettavissa (saadaan matriisihajotelman seurauksena)

+ luotettavampi skaalattu muoto: dbstf = chsign(K) sdet(Ki) / sdet(K1), missä sdet(K) =

Πj = 1, ..., n |djj|
β, β = 1/nγ, γ ∈ (0, 1) ja luvut djj ovat tangentiaalisen jäykkyysmatriisin

LDLT-hajotelman diagonaalialkioita. Funktio chsign saa arvot ±1 ja vaihtaa etumerkki-

ään, jos tangentiaalisen jäykkyysmatriisin negatiivisten ominaisarvojen lukumäärä

muuttuu.

2. Jäykkyysparametri (4-55):

– soveltuu vain käännepisteille

+ helposti laskettavissa

+ käytettävissä myös iteratiivisen ratkaisijan kanssa

3. Itseisarvoltaan pienin tangentiaalisen jäykkyysmatriisin ominaisarvo:

+ ehkä luotettavin

+ helposti laskettavissa suorilla ratkaisijoilla

+ helposti laskettavissa myös pohjustamattomalla iteratiivisella ratkaisijalla

4. Pienin pivot-alkio tangentiaalisen jäykkyysmatriisin hajotelmassa:

– ei ole mahdollinen iteratiivisen ratkaisijan kanssa

+ helposti laskettavissa (saadaan matriisihajotelman seurauksena)

Kohdassa 3 mainittu ominaisarvolaskenta voidaan suorittaa esimerkiksi inverssi-iteraatiolla

(Golub ja Van Loan 1996). Tällöin ominaisarvon on oltava yksinkertainen ja lisäksi on

huomattava, että iterointi suppenee itseisarvoltaan pienimpään ominaisarvoon (Kouhia ja

Mikkola 2000b).

Jos testifunktio on havainnut kriittisen pisteen, mutta ei pysty erottamaan käännepistettä ja

bifurkaatiopistettä toisistaan, voidaan menetellä seuraavalla tavalla (Kouhia 1992): Muodos-

tetaan esimerkiksi parabolinen interpolaatiopolynomi kuormakertoimelle λ = λ(s) ja tarkiste-

taan, onko kahden viimeisen ratkaisupisteen välill ä sellainen kriittinen piste kaarenpituusar-

volla scr, että (dλ/ds)(scr) = 0. Jos ehto toteutuu, kyseessä on käännepiste. Muussa tapauk-
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sessa tarkistetaan, päteekö bifurkaatiopistettä vastaava ehto: ϕT pref / ( || ϕ ||2 || pref ||2 ) < ε,

missä ε on valittu toleranssi.

Kaikissa tapauksissa lii an suuret iterointiaskeleet erikoispisteen läheisyydessä vähentävät

testifunktioiden luotettavutta, mistä on esimerkkinä Clarken ja Hancockin (1990) esimerkki-

tapaus, jossa testifunktion 1 havaittiin toimineen käännepisteessä paremmin kuin testifunkti-

on 2. Kun erikoispiste on havaittu testifunktion avulla, voidaan testifuntiolle ja mahdolli sen

erikoispisteen sijainnill e hakea tarkempi arvo lyhentämällä askelpituutta vähitellen lähtien

erikoispistettä edeltäneestä ratkaisupisteestä tai askeltamalla edestakaisin erikoispisteen ym-

pärill ä askelpituutta samalla lyhentäen (Shi ja Crisfield 1994). Erikoispisteen läheisyydessä

iteroinnissa saattaa kuitenkin esiintyä numeerisia ongelmia (Kouhia 1999), jotka saatetaan

välttää käyttämällä interpolaatiomenetelmiä (Kouhia 1992).

4.4.7 Polunvaihto yksinkertaisissa bifurkaatiopisteissä

Jos bifurkaatiopiste on m-kertainen, niin ratkaisuhaarojen lukumäärä on epäsymmetrisessä

tapauksessa välill ä 1 ... 2m – 1 ja täysin symmetrisessä tapauksessa välill ä m ... (3m – 1)/2

(Kouhia ja Mikkola 1995, 1998). Kouhia ja Mikkola (1998, 2000b) ovat esitelleet joitakin

moninkertaisten bifurkaatiopisteiden polunvaihtomenetelmiä, joita tutkitaan yhä aktiivisesti.

Tässä yhteydessä tarkastellaan yksinkertaiseen bifurkaatiopisteeseen lii ttyen sekä ns. häirit-

tyä malli a koskevia perturbaatiomenetelmiä että ns. täydelli stä malli a koskevia haarautu-

mismenetelmiä. Nämä menetelmät antavat käsiteltävästä tapauksesta erityyppistä mutta toi-

siaan täydentävää tietoa (Pajunen 1998).

4.4.7.1 Perturbaatio

Allgower ja Georg (1990) ovat käsitelleet perturbaatiomenetelmiä, joill a seurataan alkupe-

räisestä ratkaisukäyrästä hiukan poikkeutettua käyrää, jolla on vain käännepisteitä — ei siis

lainkaan bifurkaatiopisteitä (Sardin lauseen 4-1 mukaan todennäköisyydellä yksi). Poikkeu-

ma saadaan aikaan seuraamalla ratkaisukäyrän H–1(0) sijasta käyrää H–1(p), missä p ∈ Rn ja

|| p ||2 on pieni.
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Globaalisessa perturbaatiossa häirintävektori p otetaan käyttöön polunseurauksen alusta

lähtien, jolloin ratkaisukäyrällä ei esiinny lainkaan bifurkaatiopisteitä (kuva 4-11, vasen puo-

li). Lokaalisessa perturbaatiossa häirintävektori p otetaan käyttöön vasta sitten, kun bifur-

kaatiopiste on paikallistettu (kuva 4-11, oikea puoli).

Kuva 4-11. Globaalinen ja lokaalinen perturbaatio.

4.4.7.2 Haarautuminen

Suoraviivainen tapa vaihtaa seurattavaa ratkaisukäyrää perustuu haarautuvan ratkaisukäyrän

tangentin ratkaisemiseen bifurkaatioyhtälöiden (4-119) ja (4-142) avulla (Allgower ja Georg

1990 sekä Kuznetsov 1995). Tällöin on laskettava bifurkaatioyhtälön kertoimet, mikä tar-

koittaa, että on laskettava esimerkiksi tasapainoyhtälön (4-8) kuvauksen f toisen asteen de-

rivaatat tai niill e approksimaatiot. Toisen asteen derivaattojen laskeminen on työlästä ja ap-

proksimaatioiden käyttäminen aiheuttaa epätarkkuutta bifurkaatioyhtälön kertoimiin, joita

käytetään kriittisen pisteen tyypin määrittämiseen (Kouhia ja Mikkola 1989).

Rheinboldt (1978) on esittänyt menetelmän, jossa ei tarvita bifurkaatioyhtälön kertoimia,

vaan iteroidaan lähtien siirtymätilasta q = qcr + ξϕ, missä ξ on ennalta valittu vakio ja ϕ
kriittistä pistettä (qcr, λcr) vastaava ominaisvektori. Numeeristen esimerkkien perusteella

menetelmä ei tunnu olevan kovin herkkä vakion ξ valinnalle (Kouhia 1992).

Kouhia ja Mikkola (1989) ovat soveltaneet menetelmää jättämällä vakioarvon ξ tuntemat-

tomaksi: Lisäyhtälön

x

λ

x

λ
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qT f(q, ξ, λ) = 0 ( 4-148 )

avulla tasapainoyhtälön (4-8) ja linearisoidun rajoiteyhtälön (4-59) muodostamaa yhtälöpa-

ria vastaavaksi yhtälöryhmäksi saadaan

f(q, ξ, λ) = 0, ( 4-149 )

qT f(q, ξ, λ) = 0 ja ( 4-150 )

gj(q, ξ, λ) = 0. ( 4-151 )

Liitteiden A ja B Crisfieldin (1981) elli ptisen rajoiteyhtälön kanssa päädytään menetelmään,

jossa alkuperäiset kertoimet A(k), B(k) ja C(k) korvataan hiukan muuttuneilla kertoimilla:

A(k) ← A(k) + γ(k)2
, ( 4-152 )

B(k) ← B(k) + γ(k)(∆q(k–1)T ϕ1 + ε(k)) ja ( 4-153 )

C(k) ← C(k) + ε(k)(2∆q(k–1)T ϕ1 + ε(k)), ( 4-154 )

missä

γ(k) = – f(k–1)T δqp
(k) / (2f(k–1)T ϕ1) ja ( 4-155 )

ε(k) = – f(k–1)T δqf
(k) / (2f(k–1)T ϕ1). ( 4-156 )

Tämä menetelmä ei kuitenkaan toimi, jos primaaripolku ja ominaisvektori ϕ ovat lähes yh-

densuuntaiset.

Kouhia (1992) on esittänyt vielä yksinkertaisemman polunvaihtomenetelmän, joka ei vaadi

edes kriittisen pisteen luokittelua käänne- tai bifurkaatiopisteeseen: Kun kriittinen piste on

ohitettu, mutta ollaan kuitenkin riittävän lähellä kriittistä pistettä — mikä on erityisen tärk e-

ää symmetrisessä bifurkaatiossa — käytetään Friedin (1984) ortogonaalisen trajektorin ka a-

renpituusmenetelmässä ennustetta (∆sϕT, 0). Aitoa Newton-iterointia käyttämällä iteroinnin

suppenemisen seurauksena saavutetaan tasapainotila jälkikriittisellä ratkaisukäyrällä. Ky-

seessä on primaaripolku, kun kriittinen piste on käännepiste, ja sekundaaripolku, kun kriitti-

nen piste on bifurkaatiopiste.

4.4.8 Rajoiteyhtälön skaalaus

Linearisoidussa rajoiteyhtälössä (4-59) voidaan käyttää positiivi(semi)definiittiä skaalaus-

matriisia C = diag(W, α), missä W on n×n -diagonaalimatriisi ja α reaalil uku (Kouhia 1998).

Tällöin linearisoitu rajoiteyhtälö tulee muotoon

tj
T Cnj – ej = 0. ( 4-157 )
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Skaalauksen avulla voidaan painottaa tiettyjä vektorikomponentteja. Kouhia ja Mikkola

(1989, 1992) ovat esittäneet skaalausmenetelmän, jonka avulla on tarkoitus kontrolloida

iteroinnin aikana eniten kasvavia komponentteja. Solmun t ensimmäisen iteraatiokierroksen

siirtymäsuurevektori

δq(1) 
t = (δq(1) 

t (1) , ..., δq(1) 
t (m))

T, ( 4-158 )

missä m on solmun t vapausasteiden lukumäärä. Skaalaustermi

W(ii) = 1/(avet δq(1) 
t (j))

2 ( 4-159 )

missä avet tarkoittaa kaikki indeksit t kattavaa keskiarvoa ja globaalinen vapausaste i saa-

daan lokaalisesta vapausasteesta j. Termit päivitetään askeleen alussa yhtälöllä

W(ii) k+1 = γ { |v(i) k+1| / |v(i) k)| }1/2 W(ii) k, ( 4-160 )

missä vektori

v = ∂q/∂s ≈ ∆q/∆s ( 4-161 )

ja kerroin γ saadaan yhtälöstä

trace(Wk+1) = trace(Wk). ( 4-162 )

Schweizerhof ja Wriggers (1986) ovat ehdottaneet seuraavia tehtävätyyppikohtaisia skaa-

laustapoja:

1.  W = I ja α >> 1.

2.  W(ii) = 1 siirtymäkomponenteille i, W(ii) = 0 kiertymäkomponenteille i ja α = 0.

3.  W(ii) = 0 siirtymäkomponenteille i, W(ii) = 1 kiertymäkomponenteille i ja α = 0.

4.  W(ii) = 1/δq(1)
(i)

2 ja α = 1/δλ(1)2.

Esimerkiksi jäykistyvill e rakenteill e suositellaan valittavan nollasta poikkeava arvo skaalaus-

kertoimelle α. Neljättä vaihtoehtoa suositellaan erityisesti vahvasti epälineaarisill e tapauksil-

le.

4.4.9 Suppenemiskriteerit

Bathe ja Cimento (1980) sekä Hinton (1992) ovat esitelleet ja vertaill eet erilaisia suppene-

miskriteerejä, joita käytetään arvioitaessa esimerkiksi algoritmeissa 4-3 ja 4-5 esiintyvää

suppenemisehtoa f ≈ 0. Epätasapainokriteerissä voidaan käyttää esimerkiksi epäyhtälöä

|| f(k) || < ε{ θ|| p(k) || + (1 − θ)|| r(k) || }, ( 4-163 )
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missä iteraatiokierroksen k epätasapaino f(k) = f(q(k), λ(k)), ulkoinen kuorma p(k) = p(λ(k)) ja

sisäinen voima r(k) = r(q(k)) sekä ε on valittu suppenemistoleranssi (esimerkiksi ε = 1/100) ja

0 ≤ θ ≤ 1. Energiakriteerissä käytetään epäyhtälöä

f(k)T δq(k) < ε f(1)T δq(1). ( 4-164 )

Energiakriteeriä ei pitäisi käyttää ainoana suppenemiskriteerinä, sill ä se voi joissakin tapa-

uksissa johtaa virheelli sesti iteroinnin suppenemiseen suurill akin epätasapainokomponenteil-

la. Siirtymäsuurekriteerissä voidaan käyttää epäyhtälöä

|| δq(k) || < ε || δq(1) || tai ( 4-165 )

|| δq(k) || < ε || ∆q(k) ||. ( 4-166 )

Epäyhtälöiden (4-163), (4-165) ja (4-166) normina || �  || käytetään usein euklidista normia,

erilaisia keskiarvonormeja tai skaalattuja normeja. Vektorikomponentteja voidaan myös

ryhmitellä esimerkiksi fysikaalisten laatuyksiköiden perusteella, jolloin kutakin komponentti-

ryhmää vastaa yksi epäyhtälö.
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5 Laskentamenetelmien ohjelmointi

Osa luvussa 4 käsitellyistä ennuste—korjaus-tyyppisistä polunseurausmenetelmistä on o h-

jelmoitu osaksi lujuuslaskennan elementtimenetelmään perustuvaa FINNSAP-ohjelmistoa,

johon lii ttyvät FINNGEN-esikäsittelyohjelma ja FINNDRAW-jälkikäsittelyohjelma. Ratkai-

sumenetelmien ohjelmoinnin tavoitteena on ollut sisällyttää ohjelmistoon käyttäjien kannalta

tärkeimpiä ja kohtuulli sen helppokäyttöisiä epälineaarisen analyysin ratkaisumenetelmiä.

Ohjelmiston entisten ratkaisumenetelmien rinnalle ja tilalle on lisätty uusia ratkaisumene-

telmiä ja entistä monipuolisempia vaihtoehtoja ohjata analyysia. Lisäksi käyttäjill e on laadit-

tu epälineaarisen malli nnuksen ja laskennan oleelli sia piirteitä sekä erilaisia esimerkkejä sisäl-

tävä ohjelmaseloste (FINNSAP 1999).

Jatkossa epälineaarisen analyysiin ratkaisumenetelmiin on tarkoitus sisällyttää joitakin lisä-

ominaisuuksia kuten haarautumis- ja perturbaatiomenetelmät yksinkertaisessa bifurkaa-

tiopisteessä. Nämä lisäykset voidaan toteuttaa tämän työn selvitysten pohjalta.

5.1 Epälineaarisen analyysin laskentamenetelmät

Kaikkia luvun 4 ratkaisumenetelmiä ei ole katsottu tarpeelli siksi ohjelmiston nykyisiin käyt-

tötarkoituksiin. Joitakin luvussa 4 käsiteltyjä menetelmiä on tarkoitus lisätä ohjelmistoon

myöhemmin. Osa menetelmistä on jätetty myöhempään toteutusvaiheeseen aihepiireihin

liittyvän tutkimuksen keskeneräisyyden takia.

Ohjelmointikielenä on käytetty Fortran 77 -standardia. Tämän työn yhteydessä toteutettu

polunseurausmenetelmiin lii ttyvä ohjelmakoodi sisältää kommentteineen noin 10200 riviä.

Ohjelmakoodista noin kaksi kolmannesta lii ttyy suoranaisesti laskenta-algoritmeihin ja yksi

kolmannes ohjauslukujen käsittelyyn ja tulostuksiin.

Kuvan 5-1 kaaviossa on esitetty epälineaarisen analyysin laskennan kulku pääpiirteittäin.

Kaavion merkinnät vastaavat algoritmien 4-3 ja 4-5 merkintöjä, kun käytetään ortogonaali-

sen trajektorin rajoiteyhtälöä (lii tteet A, B ja C) sekä jäykkyysmatriisin jatkuvaa päivitystä.

Epälineaarisen analyysin laskenta on jaettu kolmeen toisistaan selkeästi irralli seen osaan:

askellusrutiinit, lineaarisen yhtälöryhmän ratkaisurutiinit ja elementtirutiinit. Tässä työssä on

keskitytty pääasiassa askellusrutiineihin. Elementti- ja yhtälöryhmänratkaisurutiinit ovat

olleet käytettävissä ja niihin on tehty vain joitakin muutoksia.
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FINNSAP-ohjelmiston epälineaarisen analyysin elementtivaihtoehtoina ovat palkki-, levy-,

kuori-, solidi- ja kontaktielementit. Levy-, kuori- ja solidielementit voivat olla geometrisen

epälineaarisuuden lisäksi myös materiaalisesti epälineaarisia. Lineaarisen yhtälöryhmän rat-

kaisemiseen epälineaarisessa analyysissä käytetään ns. suoraa nauharatkaisijaa.
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Kuva 5-1. Epälineaarisen analyysin laskennan kulku.

q(1) = qi–1 + δλ(1)δqp
(1)

 K(0) = K(k)

 i → i + 1, k = 0

 pref, ∆s0, I0 = Ides, q0 = 0, i = 1, k = 0

 ∆si = ∆si−1{I des / Ii−1}1/2

 δλ(1) = ±∆si / {α + δqp
(1)T Wδqp

(1) } 1/2

 λ(1) = λi−1 + δλ(1)

  K(0) = K(0)(q0)

 δqp
(1) = K(0)–1 pref

 r(k) = r(k)(q(k))

 f(k) = λ(k)pref − r(k)

 || f(k) || < ε|| λ(k)pref ||

 δλ(k) = −δqp
(k)T Wδqf

(k) /{ α + δqp
(k)T Wδqp

(k) }

 λ(k) = λ(k−1)
 + δλ(k)

 λi = λi−1 + δλ(k)

 q(k) = q(k−1)
 + δqf

(k) + δλ(k)δqp
(k)

 qi = qi−1  + δqf
(k) + δλ(k)δqp

(k)

 δqp
(k) = K(k−1)–1 pref

 δqf
(k) = K(k−1)–1 f(k)

  K(k) = K(k)(q(k))

 k → k + 1

 Elementtirutiini Askellusrutiini  Yhtälönratkaisurutiini

 OK

 NOT
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5.2 Epälineaarisen analyysin ohjausluvut

Epälineaarisen analyysin laskentamenetelmistä on pyritty tekemään sekä tehokkaita että eri

tarkoituksiin mukautuvia. Taulukoissa 5-1, 5-2 ja 5-3 luetelluill a lähtötiedoill a eli ohjauslu-

vuill a (FINNSAP 1999) saadaan aikaan useita erilaisia laskentastrategioita. Ohjausluvuill e

on pyritty valitsemaan sellaiset oletusarvot, joill a ratkaisu onnistuisi useimmissa tapauksissa

kohtuulli sen varmasti ja nopeasti. Esimerkissä 5-1 on näytetty, että ohjauslukuvalinnoill a on

huomattava merkitys sekä laskennan tuloksiin että ratkaisuaikaan.

Laskentamenetelmien toteutuksen lisäksi käyttäjill e on kirjoitettu ohjelmaseloste (FINNSAP

1999, 105 s.), joka sisältää seuraavat luvut: 1 Epälineaarisen analyysin lähtötiedot; 2 Epä-

lineaarisen analyysin erityispiirteitä; 3 Epälineaarisen analyysin esimerkkitapauksia; 4 Epä-

lineaarisen analyysin ratkaisumenetelmät.

Taulukko 5-1. Ratkaisumenetelmille yhteiset epälineaarisen analyysin ohjausluvut.

Ohjausluvut asiakokonaisuuksittain

Lähtötietojen muuttaminen kesken ajon

Muutettavien ohjauslukujen lukutapa

Askeleet, joilla muutettavat ohjausluvut luetaan

Kuormitustapaus ja tulostus

Kuormitustapausnumero

Tekstitiedoston tulostusaskeleet

Kuvatiedoston tulostusaskeleet

Iteraatiokierrosten lisätulostustapa

Kuormakerroinarvo, jolla teksti- ja kuvatiedostot tulostetaan

Ratkaisumenetelmä ja jäykkyysmatriisin päivitys

Ratkaisumenetelmä

Jäykkyysmatriisin päivitysmenetelmä

Iteraatiokierrokset, joilla jäykkyysmatriisi päivitetään

Ensimmäinen askel ja ajon tavoite

Askelten enimmäislukumäärä

Ajon alun kuormakerroinlisäys

Kuormakertoimen maksimiarvo

Jäykkyysmatriisin käyttö ominaisarvotehtävässä

Suppenemiskriteerit
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Suppenemiskriteeri

Vertailukuormakertoimen minimiarvo

Vertailuvoimakomponentin minimiarvo

Vertailumomenttikomponentin minimiarvo

Suppenemistestissä ohitettavat vapausasteet

Suppenemistoleranssit

Voimatoleranssi

Momenttitoleranssi

Energiatoleranssi

Siirtymätoleranssi

Kiertymätoleranssi

Ajon ja askeleen lopetusehdot

Kuormakertoimen minimiarvo

Iteraatiokierrosten enimmäislukumäärä

Askeleen uudelleenaloitusten enimmäislukumäärä

Taulukko 5-2. Kaarenpituusmenetelmien ohjausluvut.

Ohjausluvut asiakokonaisuuksittain

Ajon ja askeleen lopetustavat kaarenpituusmenetelmissä

Toiminta iteroinnin hajaantuessa

Askelpituuden muutoskerroin uudelleenaloituksessa

Toiminta käännepisteen jälkeen

Käännepisteen etsintätarkkuus

Kaarenpituuden päivitys

Kaarenpituuden päivitys

Tavoiteltava iteraatiokierroslukumäärä

Kaarenpituuden pidennys

Iteraatiokierrosraja kaarenpituuden pidennykselle

Kaarenpituuden pidennyksen kerroin

Kaarenpituuden pidennyksen suhteellinen yläraja

Kaarenpituuden lyhennys

Iteraatiokierrosraja kaarenpituuden lyhennykselle

Kaarenpituuden lyhennyksen kerroin



74

Kaarenpituuden lyhennyksen suhteellinen alaraja

Kaarenpituusmenetelmien rajoiteyhtälön skaalaus ja kuorma-askeleen etumerkki

Ajon alun kaarenpituusarvo

Kuormakertoimen skaalaus

Siirtymäsuureiden skaalaus

Kuormakerroinlisäyksen merkki

Taulukko 5-3. Newton—Raphson-menetelmien ohjausluvut.

Ohjausluvut asiakokonaisuuksittain

Ajon ja askeleen lopetustavat Newton—Raphson-menetelmissä

Toiminta iteroinnin hajaantuessa

Askelpituuden muutoskerroin uudelleenaloituksessa

Kuorman ajo ylös—alas

Kuormakerroinlisäyksen päivitys Newton—Raphson-menetelmissä

Askelpituuden päivitys

Tavoiteltava iteraatiokierroslukumäärä

Lineaarisen askelpituuspäivityksen kerroin

Askelpituuden muutoskerroin

Esimerkki 5-1. Eräs plastisoitumistapaus malli nnettiin noin tuhannella 9-solmuisella CBR-

levyelementill ä (Continuum Based Resultant), jolloin vapausastelukumäärä oli 2080 ja nau-

hanleveys 65. Taulukkoon 5-4 on listattu, kuinka monta kuorma-askelta ja kuinka paljon

aikaa tarvittiin saman kokonaiskuormakertoimen saavuttamiseksi, kun käytettiin eri ohjaus-

lukuyhdistelmiä. Ohjauslukujen lähtöarvoina käytettiin oletusarvoja paitsi kuorma-askelten

enimmäislukumääränä käytettiin arvoa 1000 sekä suppenemiskriteerinä energiakriteeriä ja

suppenemistoleranssina arvoa 0,005. Iteraatiokierroslukumäärien muutoksessa iteraatiokier-

rosten enimmäislukumäärä kaksinkertaistettiin arvoon 16 ja tavoitearvo 4 pidettiin ennal-

laan. Kuormakerroin- ja siirtymäsuureskaalauksen muutoksen jälkeen kuormakerrointa pai-

notettiin nollan sijasta jäykkyysparametrin itseisarvolla ja siirtymäsuureet skaalattiin ajon

pienimmän askeleen siirtymäsuuremuutoksen normin sijasta ajon suurimman askeleen siir-

tymäsuuremuutoksen normilla.
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Taulukko 5-4. Ohjauslukuvalintojen vertailu.

Oletusarvoista poikkeavat
epälineaarisen analyysin ohjausluvut

Kuorma-
askeleita

Ajoaika
(s)

Viimeisen askeleen
kuormakerroinlisäys

Suppenemistoleranssina energiatoleranssi518 16750 8,1×10–5

Suppenemistoleranssina energiatoleranssi ja
iteraatiokierroslukumäärien muutos

293 9580 1,7×10–4

Suppenemistoleranssina energiatoleranssi ja
skaalauksen muutos

642 20910 2,1×10–5

Suppenemistoleranssina energiatoleranssi,
iteraatiokierroslukumäärien muutos ja
skaalauksen muutos

356 11650 1,7×10–5

Suppenemistoleranssina energiatoleranssi,
iteraatiokierroslukumäärien muutos ja
jatkuva jäykkyysmatriisin päivitys

86 5300 1,9×10–4

Suppenemistoleranssina energiatoleranssi,
iteraatiokierroslukumäärien muutos,
jatkuva jäykkyysmatriisin päivitys ja
skaalauksen muutos

14 1390 9,4×10–3

Taulukosta 5-4 nähdään, että oletusarvon mukaisella jäykkyysmatriisin päivityksellä iteraa-

tiokierrosten enimmäislukumäärän kasvattaminen nopeuttaa laskentaa, mutta skaalauksen

muutos hidastaa laskentaa. Jäykkyysmatriisin jatkuvan päivityksen lisääminen nopeuttaa

laskentaa edelleen. Jatkuvan päivityksen kanssa myös skaalauksen muutos nopeuttaa lasken-

taa huomattavasti.
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6 Esimerkkitapauksia

Tässä luvussa käsitellään yksinkertaisia rakenteiden mekaniikan epälineaarisen analyysin

esimerkkitapauksia, joista käy ilmi joitakin oleelli sia ratkaisumenetelmiin, malli ntamiseen ja

laskentaan lii ttyviä piirteitä. Esimerkkitapaukset on ratkaistu eri elementtijakoja käyttäen ja

pääosin FINNSAP-ohjelmiston epälineaarisen analyysin ohjauslukujen oletusarvoill a. Tu-

loksia on vertailtu kirjalli suudessa esitettyihin kokeelli siin ja laskennalli siin tuloksiin. Ratkai-

suista on esitetty kuormakerroin—siirtymä-käyriä ja siirtymäkuvia. Epälineaarisen analyysin

lähtötiedot on selostettu pääpiirteittäin luvussa 5.2 ja tarkemmin viitteessä FINNSAP

(1999).

6.1 Sylinterikuori

Alla on lueteltu kuvan 6-1 esimerkkitapauksen lähtöarvot. Myös tulokset on esitetty yksi-

köissä N ja mm.

Suoran sivun pituus L 508 mm
Kaarevan sivun kaarevuussäde R 2540 mm
Kaarevan sivun avauskulma a 0,2 rad
Paksuus t 12,7 mm, 0,635 mm
Kimmokerroin 3102,75 N/mm2

Poisson’n vakio 0,3
Pistevoima P 1000 N

Ra

L

P

t

Kuva 6-1. Lähtöarvot.

Kuvan 6-1 suorilta sivuiltaan niveltuettua ja kaarevilta sivuiltaan vapaata sylinterikuorta

kuormitettiin keskikohdastaan pistekuormalla. Sylinterikuoren neljännes malli nnettiin 16

CBR-kuorielementill ä (Continuum Based Resultant) kahdella eri paksuudella. Paksummassa
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tapauksessa paksuuden ja kaarevuussäteen suhde t/R oli 1/200 ja ohuemmassa 1/400. Mal-

linnuksessa käytettiin sekä 4-solmuisia ANS4-elementtejä että 9-solmuisia ANS9-

elementtejä (Assumed Natural Strain). Oletusarvoista poikkeavat epälineaarisen analyysin

lähtötiedot olivat: paksummalle kuorelle kokonaiskuormakertoimen maksimiarvo 4,0 ja

ohuemmalle kuorelle kahden peräkkäisen ratkaisupisteen väliseen kulmaan perustuva kuor-

makerroininkrementin merkinvalintavaihtoehto.

Paksumpi kuori. Kahden käännepisteen kautta kokonaiskuormakertoimen 4,0 ylitykseen

kului 4-solmuisill a elementeill ä 52 kuorma-askelta ja 179 iteraatiokierrosta sekä 9-

solmuisilla elementeillä 50 kuorma-askelta ja 171 iteraatiokierrosta.

Ohuempi kuori. Neljän käännepisteen kautta kokonaiskuormakertoimen 1,0 ylitykseen

kului 4-solmuisill a elementeill ä 96 kuorma-askelta ja 374 iteraatiokierrosta sekä 9-

solmuisilla elementeillä 73 kuorma-askelta ja 282 iteraatiokierrosta.

Taulukoissa 6-1 ja 6-2 on vertailtu ratkaisun kulkua eri tapauksissa. Kuvissa 6-2 — 6-5 on

esitetty ratkaisujen kuormakerroin—siirtymä-käyrät. Kuvissa koko kuoren keskipisteen

taipuman (wk) ja vapaan reunan keskipisteen taipuman (wr) arvot on esitetty kokonaiskuor-

makertoimen funktiona. Bergan, Horrigmoe, Kråkeland ja Søreide (1978), Crisfield (1979,

1981, 1983), Schweizerhof ja Wriggers (1986), Belli ni ja Chulya (1987) sekä Argyris, Bal-

mer ja Doltsinis (1987) ovat saaneet hyvin samansuuntaisia tuloksia kuin tässä esitetyt eri-

tyisesti 9-solmuisella elementillä lasketut tulokset.

Taulukko 6-1. Ratkaisun kulku eri elementeillä paksumman kuoren tapauksessa.

Ratkaisun vaihe ANS4-elementti ANS9-elementti

Kuormakerroin / keskipisteen taipuma / askel
— 1. käännepiste (huippu)
— 2. käännepiste (laakso)
— kokonaiskuormakerroin > 4,0

2,05   / 10,0  / 28
0,583 / 19,4  / 42
4,18   / 31,1  / 52

2,22   / 10,6  / 26
0,529 / 19,3  / 40
4,20   / 31,3  / 50
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Taulukko 6-2. Ratkaisun kulku eri elementeillä ohuemman kuoren tapauksessa.

Ratkaisun vaihe ANS4-elementti ANS9-elementti

Kuormakerroin / keskipisteen taipuma / askel
— 1. käännepiste (kuormahuippu)
— 2. käännepiste (siirtymähuippu)
— 3. käännepiste (siirtymälaakso)
— 4. käännepiste (kuormalaakso)
— kokonaiskuormakerroin > 1,0

  0,625 / 14,2  / 16
  0,379 / 16,9  / 24
–0,192 / 16,3  / 30
–0,365 / 13,6  / 52
  1,08   / 31,9  / 96

  0,591   / 13,1  / 14
  0,0950 / 16,8  / 27
–0,313   / 14,9  / 45
–0,380   / 16,0  / 51
  1,04     / 31,9  / 73

Taulukossa 6-3 on vertailtu paksumman kuoren tapauksessa ratkaisun kulkua eri kaarenpi-

tuusmenetelmill ä. Oletusarvoista poikkeavat epälineaarisen analyysin lähtötiedot olivat: ko-

konaiskuormakertoimen maksimiarvo 4,0 ja rajoiteyhtälövalinnat ortogonaalinen trajektori

(OT), päivitetty normaali (PN), konsistentti linearisointi (KL), yhden vaiheen elli ptinen ra-

joiteyhtälö (E1) tai kahden vaiheen elli ptinen rajoiteyhtälö (E2) sekä ensimmäisen askeleen

alun kuormakerroinlisäys 0,5 tai 1,0. Taulukosta 6-3 nähdään, että laskenta on edennyt eri

rajoiteyhtälöill ä lähes identtisesti. Jatkuva jäykkyysmatriisin päivittäminen on vähentänyt

tarvittavien askelten ja erityisesti iteraatiokierrosten lukumäärää, mutta kasvattanut lasken-

ta-aikaa. Suurempi aloitusaskel on vähentänyt tarvittavien askelten ja iteraatiokierrosten

lukumäärää, minkä myötä laskenta-aikakin on lyhentynyt. Ohjauslukuvalintoja on vertailtu

myös esimerkissä 5-1, jossa jatkuva jäykkyysmatriisin päivittäminen on nopeuttanut lasken-

taa huomattavasti.

Taulukko 6-3. Ratkaisun kulku eri menetelmillä paksumman kuoren tapauksessa.

Rajoiteyhtälö Jäykkyysmatriisin päivitys Askelia IteraatiokierroksiaRatkaisuaika (s)

Ensimmäisen askeleen alun kuormakerroinlisäys 0,5

OT modifioitu 18 62 101,3

PN modifioitu 18 62 101,6

KL modifioitu 18 62 101,2

E1 modifioitu 18 62 101,5

E2 modifioitu 18 62 101,5

OT jatkuva 16 45 132,2

Ensimmäisen askeleen alun kuormakerroinlisäys 1,0

OT modifioitu 16 59 94,5
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D
I
S
P

0.000

0.420

0.840

1.260

1.680

2.100

2.520

2.940

3.360

3.780

4.200

LOAD FACTOR (  0.000E+00  ...    4.177E+00 )

     0.00  -6.21E+00  -1.24E+01  -1.86E+01  -2.49E+01  -3.11E+01

Kuva 6-2. Paksumpi kuori, ANS4.

D
I
S
P

0.000

0.420

0.840

1.260

1.680

2.100

2.520

2.940

3.360

3.780

4.200

LOAD FACTOR (  0.000E+00  ...    4.195E+00 )

     0.00  -6.26E+00  -1.25E+01  -1.88E+01  -2.50E+01  -3.13E+01

Kuva 6-3. Paksumpi kuori, ANS9.

D
I
S
P

-0.37

-0.22

-0.07

0.08

0.23

0.38

0.53

0.68

0.83

0.98

1.13

LOAD FACTOR ( -3.648E-01  ...    1.077E+00 )

     0.00  -6.38E+00  -1.28E+01  -1.91E+01  -2.55E+01  -3.19E+01

Kuva 6-4. Ohuempi kuori, ANS4.

D
I
S
P

-0.39

-0.24

-0.09

0.06

0.21

0.36

0.51

0.66

0.81

0.96

1.11

LOAD FACTOR ( -3.801E-01  ...    1.041E+00 )

     0.00  -6.38E+00  -1.28E+01  -1.91E+01  -2.55E+01  -3.19E+01

Kuva 6-5. Ohuempi kuori, ANS9.
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6.2 Ympyränkaari

Alla on lueteltu kuvan 6-8 esimerkkitapauksen lähtöarvot. Myös tulokset on esitetty yksi-

köissä N ja mm.

Säde 100 mm
Keskuskulma215°
Poikkipinta-ala 0,009 mm2

Jäyhyysmomentti 0,083333 mm4

Kimmokerroin 12,0×106 N/mm2

Pystykuorma 100 N

Tapaus laskettiin 20 palkkielementin mallill a. Oletusarvoista poikkeavat epälineaarisen ana-

lyysin lähtötiedot olivat: ensimmäisen askeleen alun kuormakerroinlisäys 1,0; kokonais-

kuormakertoimen maksimiarvo 10 ja suppenemistoleranssi 0,005.

Ratkaisu päättyi normaalisti täyteen askelmäärään 100, jolloin kokonaiskuormakerroin oli

6,15 ja suurin pystysiirtymä 124,1. Suurin vaakasiirtymä 69,3 saavutettiin askeleella 82.

Kuorma-askeleen 65 jälkeen saatiin varoituksia negatiivisesta jäykkyysmatriisin diagonaalis-

ta. Askeleen 65 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 8,95. Analyyttisen ratkaisun mukainen

stabiili udenmenetyskuorma on 8,97×EI/R2 = 897, joka vastaa kokonaiskuormakerrointa

8,97. Tässä saadun ratkaisun mukaan käännepisteen kokonaiskuormakerroin oli 8,95, joka

poikkeaa analyyttisestä tuloksesta noin 0,2%. Poikkeama johtuu mm. siitä, että sileä ympy-

ränkaari on malli nnettu suorill a elementeill ä murtoviivana. Zienkiewicz ja Taylor (1991)

ovat saaneet toisenlaisella elementill ä tuloksen 9,24, eli poikkeama analyyttisestä tuloksesta

on ollut noin 3%. Zienkiewiczin ja Taylorin (1991) vertailutulokset on esitetty kuvissa 6-8

ja 6-9. Kuvassa 6-9 pystykoordinaattina tulisi olla PR2/EI.

Kuva 6-6 on otettu askelil ta 10, 30, 50 ja 100. Kuvan siirtymät on esitetty malli n mittakaa-

vassa. Kuvassa 6-7 on esitetty ratkaisun kuormakerroin—siirtymä-käyrät, joissa kaaren l a-

kipisteen pysty- (V) ja vaakasiirtymä (U) on esitetty kokonaiskuormakertoimen funktiona.
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Kuva 6-6. Siirtymät.

D
I
S
P

0.000

0.900

1.800

2.700

3.600

4.500

5.400

6.300

7.200

8.100

9.000

LOAD FACTOR (  0.000E+00  ...    8.951E+00 )

     0.00  -2.39E+01  -4.79E+01  -7.18E+01  -9.57E+01  -1.20E+02

Kuva 6-7. Kuormakerroin—siirtymä-
käyrät.

Kuva 6-8. Rakennemalli ja siirtymät. Kuva 6-9. Kuormakerroin—siirtymä-
käyrät.

V

U
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6.3 Yksiaukkoinen tasokehä

Alla on lueteltu kuvan 6-14 esimerkkitapauksen lähtöarvot. Myös tulokset on esitetty yksi-

köissä lb (pauna = 4,45 N) ja in (tuuma = 25,4 mm).

Korkeus 120 in
Pituus 120 in
Poikkipinta-ala 11,77 in2

Jäyhyysmomentti 310,1 in4

Kimmokerroin 3,0×107 lb/in2

Pystykuorma 2 × 1,0×106 lb
Vaakakuorma 1,0×104 lb

Tapaus laskettiin kolmen ja yhdeksän palkkielementin malleill a, joissa oli vastaavasti yksi ja

kolme elementtiä sauvaa kohti. Oletusarvoista poikkeavat epälineaarisen analyysin lähtötie-

dot olivat: kuorma-askelten enimmäislukumäärä 30; ensimmäisen askeleen alun kuormaker-

roinlisäys 5,0 ja kokonaiskuormakertoimen maksimiarvo 100.

3 elementin mall i. Ratkaisu päättyi normaalisti täyteen askelmäärään 30, jolloin kokonais-

kuormakerroin oli 5,35 ja suurin vaakasiirtymä 77,3 sekä suurin pystysiirtymä 39,6. Kuor-

ma-askeleen 8 jälkeen saatiin varoituksia negatiivisesta jäykkyysmatriisin diagonaalista. As-

keleen 8 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 4,69. Kuorma-askeleesta 9 eteenpäin saatiin

varoituksia siitä, että kuorma-askeleen kuormakerroinlisäyksen etumerkin ennuste oli poi-

kennut askeleen suppenemisen jälkeisestä toteutuneesta kuormakerroinlisäyksen etumerkis-

tä. Askeleen 9 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 4,72.

9 elementin mall i. Ratkaisu päättyi normaalisti täyteen askelmäärään 30, jolloin kokonais-

kuormakerroin oli 5,05 ja suurin vaakasiirtymä 100,7 sekä suurin pystysiirtymä 95,1. Kuor-

ma-askeleella 8 saatiin varoitus siitä, että kuorma-askeleen kuormakerroinlisäyksen etu-

merkin ennuste oli poikennut askeleen suppenemisen jälkeisestä toteutuneesta kuormaker-

roinlisäyksen etumerkistä. Askeleen 8 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 4,67. Kuorma-

askeleen 22 jälkeen saatiin varoituksia negatiivisesta jäykkyysmatriisin diagonaalista. Aske-

leen 22 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 5,40.

Taulukossa 6-4 on vertailtu ratkaisun etenemistä eri tapauksissa. Kuvat 6-10 ja 6-11 on

otettu molemmista malleista askelil ta 5, 10, 15 ja 30. Kuvien siirtymät on esitetty malli n

mittakaavassa. Kuvissa 6-12 ja 6-13 on esitetty ratkaisujen kuormakerroin—siirtymä-käyrät,
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joissa kehän suurin vaakasiirtymä eli vasemman ylänurkan vaakasiirtymä on esitetty koko-

naiskuormakertoimen funktiona.

Taulukko 6-4. Ratkaisun kulku eri elementtijaoilla.

Ratkaisun vaihe 3 elementtiä 9 elementtiä

Kokonaiskuormakerroin / kuorma-askel
— ensimmäinen negatiivinen diagonaalialkio
— ensimmäinen etumerkin poikkeama
— käännepiste (huippu)
— viimeinen askel

4,69 / 8
4,72 / 9
        -
5,35 / 30

  5,40 / 22
         -
  5,40 / 22
  5,05 / 30

Suurin saavutettu siirtymä / kuorma-askel
— vaakasiirtymä
— pystysiirtymä

77,3 / 30
39,6 / 30

100,7 / 30
  95,1 / 30

 

 

Kuva 6-10. Kolmen elementin malli.
 

 

Kuva 6-11. Yhdeksän elementin malli.
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D
I
S
P

0.000

0.540

1.080

1.620

2.160

2.700

3.240

3.780

4.320

4.860

5.400

LOAD FACTOR (  0.000E+00  ...    5.346E+00 )

   7.73E+01   6.18E+01   4.64E+01   3.09E+01   1.55E+01

Kuva 6-12. Kolmen elementin malli.

D
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P

0.000

0.540

1.080

1.620

2.160

2.700

3.240

3.780

4.320

4.860

5.400

LOAD FACTOR (  0.000E+00  ...    5.403E+00 )

   1.01E+02   8.05E+01   6.04E+01   4.03E+01   2.01E+01

Kuva 6-13. Yhdeksän elementin malli.

Oranin ja Kassimalin (1976) vertailutuloksia on esitetty kuvassa 6-14. Tässä esimerkissä

käytetyt lähtöarvot vastaavat tapausta n = 1/100.

Kuva 6-14. Rakennemalli ja kuormakerroin—siirtymä-käyrät.
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6.4 Avaruuskehä

Alla on lueteltu kuvan 6-15 esimerkkitapauksen lähtöarvot. Myös tulokset on esitetty yksi-

köissä lb (pauna = 4,45 N) ja in (tuuma = 25,4 mm).

Sauvan pituus 24 in
Poikkileikkaus 0,703 × 0,703 in2

Kimmokerroin 439800 lb/in2

Korkeus 1,75 in2

Pystykuorma 1,0 lb

Kuva 6-15. Rakennemalli.

Avaruuskehä pääsi lii kkumaan vapaasti vaakatasossa (lukuunottamatta jäykän kappaleen

lii kkeitä). Tapaus laskettiin sekä 12 että 48 palkkielementin malleill a, joissa oli vastaavasti

yksi elementti ja neljä elementtiä sauvaa kohti. Oletusarvoista poikkeavat epälineaarisen

analyysin lähtötiedot olivat: ensimmäisen askeleen alun kuormakerroinlisäys 10 ja kokonais-

kuormakertoimen maksimiarvo 100.

12 elementin mall i. Ratkaisu päättyi normaalisti täyteen askelmäärään 100, jolloin suurin

pystysiirtymä oli 1,6 ja kokonaiskuormakerroin 28,4. Kuorma-askeleesta 9 eteenpäin saatiin

varoituksia negatiivisista jäykkyysmatriisin diagonaaleista (3 kpl). Askeleen 9 kokonais-

kuormakertoimen arvo oli 57,2.

48 elementin mall i. Ratkaisu päättyi askelmäärään 40, jolloin ylitettiin kokonaiskuormaker-

toimen maksimiarvo 100. Suurin pystysiirtymä oli tällöin 3,7 ja kokonaiskuormakerroin
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102,1. Kuorma-askeleesta 9 eteenpäin saatiin varoituksia negatiivisesta jäykkyysmatriisin

diagonaalista. Askeleen 9 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 57,0. Askeleen 8 kokonais-

kuormakertoimen arvo oli 57,3. Askeleen 11 jälkeen tuli kaksi negatiivista diagonaalialkiota

lisää. Askeleen 11 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 44,7. Askeleen 20 jälkeen edellä

mainitut kaksi negatiivista diagonaalialkiota taas hävisivät. Askeleen 20 kokonaiskuorma-

kertoimen arvo oli 21,1. Askeleen 29 jälkeen ei enää esiintynyt lainkaan negatiivisia diago-

naalialkioita. Askeleen 29 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 8,5.

Taulukossa 6-5 on vertailtu ratkaisun etenemistä eri tapauksissa. Kuvissa 6-15 ja 6-16 on

esitetty ratkaisujen kuormakerroin—siirtymä-käyrät, joissa suurin pystysiirtymä eli kuorm i-

tuspisteen pystysiirtymä on esitetty kokonaiskuormakertoimen funktiona.

Taulukko 6-5. Ratkaisun kulku eri elementtijaoilla.

Ratkaisun vaihe 12 elementtiä 48 elementtiä

Kokonaiskuormakerroin / kuorma-askel
— ensimmäinen negatiivinen diagonaalialkio,
     käännepiste (huippu)
— ei negatiivisia diagonaalialkioita,
     käännepiste (laakso)
— viimeinen askel

57,2 / 9

       -

  8,4 / 100

 57,0 / 9 (57,3 / 8)

   8,5 / 29

102,1 / 40

Suurin saavutettu pystysiirtymä / kuorma-askel   1,6 / 100     3,7 / 40

D
I
S
P

0.0

5.8

11.6

17.4

23.2

29.0

34.8

40.6

46.4

52.2

58.0

LOAD FACTOR (  0.000E+00  ...    5.724E+01 )

     0.00  -3.22E-01  -6.43E-01  -9.65E-01  -1.29E+00  -1.61E+00

Kuva 6-16. 12 elementin malli.

D
I
S
P

0.

11.

22.

33.

44.

55.

66.

77.

88.

99.

110.

LOAD FACTOR (  0.000E+00  ...    1.021E+02 )

     0.00  -4.78E-01  -9.56E-01  -1.43E+00  -1.91E+00  -2.39E+00

Kuva 6-17. 48 elementin malli.
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Chun ja Rampetsreiterin (1972) analyyttisesti, kokeelli sesti ja elementtimallill a saadut vertai-

lutulokset on esitetty kuvassa 6-18. Kokeelli sesti saatu stabiili udenmenetyskuorma oli 56,5.

Myös Meekin ja Tanin (1984) sekä Chanin (1988) tulokset ovat hyvin lähellä tässä esitettyjä

tuloksia. Kouhian (1992) laskemat stabiili udenmenetyskuormat olivat 260 N ja 253 N, jotka

vastaavat kuormia 58,4 ja 56,9 eli poikkeavat alle 2% tässä esitetyistä tuloksista.

Kuva 6-18. Kuormakerroin—siirtymä-käyrät.
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7 Yhteenveto ja johtopäätökset

Työssä on käsitelty epälineaaristen algebralli sten yhtälösysteemien ratkaisemiseen käytettä-

viä numeerisia polunseurausmenetelmiä — sekä matemaattisia perusteita että sovelluksiin ja

ohjelmointiin lii ttyviä näkökohtia. Pääpaino on ollut ennuste—korjaus-me netelmissä, jotka

soveltuvat erityisen hyvin rakenteiden mekaniikan tehtäviin.

Ennuste—korjaus-me netelmien sovelluskohteena ovat olleet rakenteiden mekaniikan epä-

lineaariset tehtävät — erityisesti stabiili ustarkastelut. Tämän takia työssä on käsitelty sekä

epäelastisten että elastisten rakenteiden stabiili usteorian perusteita. Lisäksi työssä on käsitel-

ty lyhyesti erilaisia ratkaisumenetelmätyyppejä, jotka sivuavat polunseurausmenetelmiä.

Sovellusten kannalta tärkeimmiksi katsotut ratkaisumenetelmät on ohjelmoitu osaksi ele-

menttimenetelmään perustuvaa lujuuslaskentaohjelmistoa. Ohjelmiston entisten ratkaisume-

netelmien rinnalle ja tilalle on lisätty uusia ratkaisumenetelmiä ja entistä monipuolisempia

vaihtoehtoja ohjata analyysia. Lisäksi ohjelmiston käyttäjill e on laadittu malli nnuksen ja las-

kennan oleellisia piirteitä ja erilaisia esimerkkejä sisältävä ohjelmaseloste.

Toteutettuja ratkaisumenetelmiä on testattu laskemalla sekä yksinkertaisia esimerkkitapa-

uksia että ohjelmiston käyttäjien ongelmatapauksia ja vertaamalla tuloksia kirjalli suudessa

esitettyihin tuloksiin. Lasketut tulokset vastaavat hyvin vertailutuloksia. Ohjelmiston käyttä-

jien ongelmatapauksia ei ole sisällytetty tähän työhön.

Työn tavoitteet voidaan katsoa saavutetuiksi niin laskentamenetelmiä koskevien selvitysten

kuin ohjelmistokehityksenkin osalta. Jatkossa ohjelmiston epälineaarisen analyysiin ratkai-

sumenetelmiin on tarkoitus sisällyttää joitakin lisäominaisuuksia kuten haarautumis- ja per-

turbaatiomenetelmät yksinkertaisessa bifurkaatiopisteessä. Nämä lisäykset voidaan toteuttaa

tämän työn selvitysten pohjalta. Teoriapuolen osalta olisi luontevaa perehtyä joihinkin seu-

raavista tässä työssä mainituista aihepiireistä: moninkertaisten bifurkaatiopisteiden käsittely;

katastrofiteorian soveltaminen elastisiin rakenteisiin; rakenteiden häiriöalttiustarkastelut;

rakenteiden dynaaminen epälineaarinen käyttäytyminen. Tutkimuksessa tulisi selvittää erityi-

sesti mahdolli suudet soveltaa teorioiden antamia keinoja laskentaohjelmiston käyttötarkoi-

tuksiin.
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Lii tteet

A Rajoitevektor it eri rajoiteyhtälöill e

Normaalitaso (Riks 1972):

t(k) = (∆q(1) ∆λ(1))T ( A-1 )

n(k) = (δq(k) δλ(k))T ( A-2 )

e(k) = 0 ( A-3 )

Päivitetty normaalitaso (Ramm 1981):

t(k) = (∆q(k–1) ∆λ(k–1))T ( A-4 )

n(k) = (δq(k) δλ(k))T ( A-5 )

e(k) = 0 ( A-6 )

Ortogonaalinen trajektori (Fried 1984):

t(k) = (δqp
(k) 1)T ( A-7 )

n(k) = (δq(k) δλ(k))T ( A-8 )

e(k) = 0 ( A-9 )

Konsistentti linearisointi (Schweizerhof ja Wriggers 1986):

t(k) = (∆q(k–1) ∆λ(k–1))T ( A-10 )

n(k) = (δq(k) δλ(k))T ( A-11 )

e(k) = t(k)T t(k) (t(k)T t(k) − ∆s) ( A-12 )

Elliptinen rajoiteyhtälö (Crisfield 1981):

t(k) = (∆q(k) ∆λ(k))T ( A-13 )

n(k) = (∆q(k) ∆λ(k))T ( A-14)

e(k) = ∆s2 ( A-15 )
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Elliptinen rajoiteyhtälö kahdessa vaiheessa (Forde ja Stiemer 1987):

t(Ik) = (∆q(k–1) ∆λ(k–1))T ( A-16 )

n(Ik) = (δq(Ik) δλ(Ik))T ( A-17 )

e(Ik) = 0 ( A-18 )

δq(Ik) = δqf
(Ik) + δλ(Ik) δqp

(Ik) ( A-19 )

t(k) = (∆q(k–1) + δq(Ik) ∆λ(k–1) + δλ(Ik))T ( A-20 )

n(k) = (δq(Ik) δλ(Ik))T ( A-21 )

e(k) = ∆s2 (t(k)T t(k) − ∆s) / (t(k)T t(k)) ( A-22 )
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B Kuormakerroinmuutos eri rajoiteyhtälöill e

Normaalitaso (Riks 1972):

δλ(k) = − { ∆q(1)T δqf
(k) } / { ∆λ(1) + ∆q(1)T δqp

(k) } ( B-1 )

Päivitetty normaalitaso (Ramm 1981):

δλ(k) = − { ∆q(k–1)T δqf
(k) } / { ∆λ(k–1) + ∆q(k–1)T δqp

(k) } ( B-2 )

Ortogonaalinen trajektori (Fried 1984):

δλ(k) = − { δqp
(k)T δqf

(k)} / { 1 + δqp
(k)T δqp

(k) } ( B-3 )

Konsistentti linearisointi (Schweizerhof ja Wriggers 1986):

δλ(k) = − { t (k)T t(k) (t(k)T t(k) – ∆s) + ∆q(k–1)T δqf
(k) } / { ∆λ(k–1) + ∆q(k–1)T δqp

(k) } ( B-4 )

Elliptinen rajoiteyhtälö (Crisfield 1981):

δλ(k) = { − B(k) ± {B (k)2 − 4A(k)C(k)} 1/2 } / {2A (k)} ( B-5 )

A(k) = 1 + δqp
(k)T δqp

(k) ( B-6 )

B(k) = 2 (λ(k) + δqp
(k)T δqf

(k) + δqp
(k)T ∆q(k–1) ) ( B-7 )

C(k) = λ(k)2 − ∆s2 + ∆q(k)T ∆q(k) + 2∆q(k)T δqf
 (k) + δqf

 (k)T δqf
(k) ( B-8 )

Elliptinen rajoiteyhtälö kahdessa vaiheessa (Forde ja Stiemer 1987):

δλ(Ik) = – { ∆q(k–1)T δqf
(Ik) } / { ∆λ(k–1) + ∆q(k–1)T δqp

(Ik) } ( B-9 )

δq(Ik) = δqf
(Ik) + δλ(Ik) δqp

(Ik) ( B-10 )

δλ(k) = – { ∆s2 (t(k)T t(k) – ∆s) / (t(k)T t(k)) + (∆q(k–1) + δq(Ik))T δqf
(Ik) } /

{ (∆λ(k–1) + δλ(Ik)) + (∆q(k–1) + δq(Ik))T δqp
(Ik) } ( B-11 )
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C Iteroinnin kulku eri rajoiteyhtälöill ä

 

�

�

•

•
�

Konsistentti linearisointi

n(2)

t(2)

�

�

•

•

�

Elliptinen rajoiteyhtälö

t(2) = n(2)

�

�

•

•

Ortogonaalinen trajektori

n(2) δλ(2)t(2)

•

�

�

�

•

Päivitetty normaalitaso

δqf
(2)

δλ(2)δqp
(2)

δλ(2)

δλ(1)

t(2)

∆s f = 0

δq (1) δq (2)

n(2)

u

λ


