TEKNILLINEN KORKEAKOULU
Teknillisen fysiikan ja matematiikan osasto
Teknillisen fysiikan koulutusohjelma

Jarkko Niiranen
EPALINEAARISTEN YHTALOSYSTEEMIEN RATKAISUMENETELMIA

RAKENTEIDEN MEKANIIKAN STABIILIU STEHTAVIIN

Diplomi-insindorin tutkintoa varten tarkastettavaksi jatetty diplomityd

Tybn valvoja professori Gennadi Vainikko
Ty6n ohjaajat professori Martti Mikkola, diplomi-insin66ri Eero Torkkeli

Espoo 5.9.2000



TEKNILLINEN KORKEAKOULU DIPLOMITYON TIIVISTELMA
Teknillisen fysiikan ja matematiikan osasto

PL 2200, 02015 TKK
5.9.2000

Tekiji: Jarkko Niiranen

Osasto: Teknillisen fysiikan ja matematiikan osasto

Piaaine: Matematiikka

Sivuaaineet:  Mekaniikka

Tyon nimi:  EPALINEAARISTEN YHTALOSYSTEEMIEN RATKAISUMENETELMIA
RAKENTEIDEN MEKANHIKAN STABIILIUSTEHTAVIIN

English title: SOLUTION METHODS FOR NONLINEAR EQUATION SYSTEMS OF
STRUCTURAL STABILITY PROBLEMS

Sivamaédra: 100

Professuuri: Matematiikka

Tyén . professori Gennadi Vainikko

valvoja:

;lg on ohjaaja professori Martti Mikkola, diplomi-insiné&ri Eero Torkkeli

Tiivistelmi:  Tutkimuksessa kisitelldén epilineaaristen algebrallisten yhtilésysteemien
ratkaisemiseen kéytettivid numeerisia polunseurausmenetelmii. Sovelluskohteena
ovat rakenteiden mekaniikan epilineaariset tehtivit.
Numeeristen polunseurausmenetelmien osalta kisitelldin seki matemaattisia
perusteita ettd sovelluksiin ja ohjelmointiin liittyvii nikékohtia. Pidpaino on
ennuste—Kkorjaus-menetelmilld, joita kiytetién erityisesti rakenteiden mekaniikan
stabiiliustarkasteluissa. Tyossd on kisitelty seki epielastisten etti elastisten
rakenteiden stabiiliusteorian perusteita.
Ratkaisumenetelmid on ohjelmoitu osaksi elementtimenetelmiizin perustuvaa
lujuuslaskentaohjelmistoa. Menetelmii on testattu laskemalla esimerkkitapauksia
Ja vertaamalla tuloksia kirjallisuudessa esitettyihin tuloksiin. Lasketut tulokset
vastaavat hyvin vertailutuloksia.

Avainsanat:  epilineaarinen, polunseuraus, stabiilius, numeerinen, elementtimenetelmi

Opintosihteeri tayttaa:
Ty6 hyviksytty:
Tyén sijaintipaikka:




HELSINKI UNIVERSITY OF TECHNOLOGY ABSTRACT OF MASTER'S
Department of Engineering Physics and THESIS
Mathematics
PO Box 2200, FIN-02015 HUT, FINLAND
5.9.2000

Finnish title:

Number of
pages:

Author: Jarkko Niiranen

Department: Department of Engineering Physics and Mathematics

Maj:or Mathematics

subject:

Min.or Theoretical and Applied Mechanics

subjects:

English title: SOLUTION METHODS FOR NONLINEAR EQUATION SYSTEMS OF

STRUCTURAL STABILITY PROBLEMS

EPALINEAARISTEN YHTALOSYSTEEMIEN RATKAISUMENETELMIA
RAKENTEIDEN MEKANIIKAN STABIILIUSTEHTA VIIN

100

Chair:

Supervisor:

Instructor(s):

Mathematics
professor Gennadi Vainikko
professor Martti Mikkola, Master of Science (Eng.) Eero Torkkeli

Abstract:

Keywords:

This is a study of solving nonlinear algebraic equation systems by using
numerical continuation or path following methods — with applications to
nonlinear problems of solid and structural mechanics.

Numerical path following methods are discussed not only in the view of
mathematical foundations — but also in the view of applications and computer
implementation. Special interest is given to predictor-corrector methods which
are widely used for stability problems of solid and structural mechanics.
Therefore the stability theory of elastic and inelastic structures is discussed in
some respects.

Solution procedures have been implemented in a finite element program system.
The implemented procedures have been tested by solving some example
problems. The results are in good agreement with the references studied.

nonlinear, continuation, stability, numerical, finite element method

Study secretary fills:

Thesis approved:
Library code:




Alkulause

Olen tehnyt taman diplotyon FEMdata oy:n palkollisena.

Kiitan tyoni valvojaa professori Gennadi Vainikkoa seka ohjagia professori Martti Mikko-
laaja diplomi-insinb6ri Eero Torkkelia itsendisen tydskentelyn mahdolli staneesta ohjaukses-
ta.

Vaimoani Anna-Maija Niirasta kiitén tuesta ja tekstin tarkistuksesta. Liséks kiitéan vanhem-
piani Pertti ja Hannele Niirasta, joilta olen saanut parhaa eva& niin opiskeluun kuin elé&
maén ylipd&nsa. He ovat olled kiinnostuneita opinnoistani mutta avét ole koskaan esitté
neet kysymysta "Milloinkas siné aiot vaktua?” — toisin kuin monet muut.

Today, the concepts of stability and chaos are commonplace in the
scientific community. Stability is a classical subject, whereas chaos is a
recent field. There is one class of mechanisms that control both, namely,
bifurcations.

— Rudiger Seydel (1994)

Diplomitydssini olen saanut perehtya seka stabiili uteen ettd bifurkaaioihin. Kaaokseen tu-
tustuminen on jaanyt valitettavasti Iahinna arkielaman kokemusten varaan.

Espoossa 22.8.2000

Jarkko Niiranen
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1 Johdanto

Gleick (1987 on lainannut von Neumannin gatusta tieteesta ja matemaatisesta malli nnuk-
sesta:

Tiede @ koeta selitt &8, se @ koeta edes tulkita, se tekeepdéasiassa mall e-
ja. Mallill a tarkoitetaan matemaattista rakennelmaa, joka yhdistettyna
madrattyihin sandli siin tulkintoihin kuvaa havaittuja ilmidita. Tallaisten
matemaattisten rakennelmien akeutus on vain ja anoastaan sing, etta
niiden odotetaan toimivan.

— John von Neumann

Ajatuksen tieteestd muuntaisin toiseen muotoon: Tieteen e pitdis yrittda selittdatai tulkita
enempad kuin mihin sill& on mahdolli suuksia. Matemaatisten mallien oikeutus %isoo mie-
lestani vahvemmalla pohjalla kuin siteqauksessa, sill & usein mallien voidaan todeta toimivan
riittavan hyvin. Toisadta, jos matemadtiset rakennelmat ylipa&nsa tarvitsevat oikeutuksen,
siihen tulisi riittd& pelkastaan niiden mielenkiintoisuus ja kauneus.

11 Lineaarinen ja epdalineaarinen tehtavanasettelu

Kun luonnontieteissa —ja myds monilla muill a tieteenaoill a —tutkitaan jotakin ilmi6ta,
ilmion oledli set piirted muotoillaan usein matemaatiseks malliks. Yleensd matemadtinen
malli kasittaa differentiadi- jaltai integradiyhtal6itd, jotka kuvaavat jotakin sdlymidakia.
Matemadtisen mallinnuksen tarkkuudesta riippuen yhta6t voivat olla tutkittavien muuttuji-
en suhteen joko lineaaisia tal epdlineaaisia. Lineaainen malli kuvaayleensa tarkasteltavaa
ilmi6té vain varsin rgjalli sesti ja on siis mallinnuksen hierarkiassa dimmalla tasolla (Kouhia
1999).

Lineaaisen mallin ratkaisun olemassaolo ja yksik&sitteisyys ovat yleensa helposti todistet-
tavissy, jaratkaisu on usein my6s helposti |6ydettavissh, mutta godlineaaisen mallin kohdal-
la tilanne on yleensa huomattavasti vaikeampi (Kouhia 1999: Ratkaisun olemassaolo tai
yksikasitteisyys voidaan osoittaamahdolli sesti vain joissakin erikoistapauksisss, ja ratkaisul-
le [6ydetdédn usein vain likiarvo, jonka ésiminen voi olla tyolésta ja viedd huomattavan pal-
jon aikaa.



Rakenteiden suunnittelussa tormétaan yha useanmin tilanteeseen, jossa rakenteen on oltava
—esmerkiks kustannusgyista — levyt ja ohut, mutta sen kuormankantokyvyn on oltava
suuri. Tall6in suunnittelun perustana olevien laskelmien ja siis myos taustalla olevien mate-
maatisten mallien on oltava yha tarkempia ja luotettavampia. Epélineaainen malli ntaminen
on rain tullut tarpedli seks my6s insndorisuunnittelussa, jossa on ennen péarjétty lineaaisilla
malleilla (Kouhia 1999).

Epédlineaaisten ilmididen ymmértamiseen ja niihin lii ttyvien yhtéldiden ratkaisemiseen tarvi-
taan seka kvantitatiivista dté kvalitatiivista tietoa. Numeeiset ratkaisumenetelmét tarjoavat
kvantitatiivista tietoa, ja esimerkiks bifurkadio-, katastrofi- ja singulaaiteoria atavat kvali-
tatiivisa keinoja, joiden avulla numeeisia tuloksia voidaan tulkita ja ymmértaa (Seydel
1994). Taman tyon luvussa 4 kasiteltéavilla numeeisilla menetelmill & saadaan kvantitatiivista
tietoa rakenteen globadisesta kayttaytymisesta. Sita voidaan tulkita luvun 3 rakenteiden
mekaniikan stabiili usteorian tarjoamilla keinoilla, jotka atavat kvalitatiivista tietoa raken-
teen lokaalisesta kayttaytysesta.

1.2  Tyon tarkoitus, paédkohdat ja tavoitteet

Tamén tyon tarkoituksena on kasitella godlineaaisten algebralli sten yhtalosysteamien ratkai-
semiseen kaytettdvia numeeisia polunseurausmenetelmid —sekd matemadtista teoriaa éta
ohjelmoinnin toteutukseen liittyvia eityispiirteitda —monipuoliseen kirjalli suuteen perust u-
en. Epdlineaaiset yhtalosysteamit ovat hyvin yleis& monilla sovellusaluellla, ja niihin kyt-
keytyvat aihepiirit ovat usein hyvin laajoja.

Tassa tyossa kasiteltdvien polunseurausmenetelmien sovelluskohteena ovat rakenteiden me-
kaniikan epdlineaaiset tehtavat —erityisesti stabiili ustarkastelut. Sovelluskohtedle on tar-
koitus antaa fysikadinen taustakuva kasittelemala lyhyesti myos rakenteiden mekaniikan
stabiiliusteoriaa.

Ratkaisumenetelmien ohjelmoinnin tavoitteena on ollut sisallyttaa lujuuslaskennan element-
timenetelmaéd perustuvaan ohjelmistoon kayttgien kannata tarkeimpia ja kohtuullisen
helppokayttdisid epdlineaaisen analyysin ratkaisumenetelmid. Ohjelmiston entisten ratkai-
sumenetelmien rinnalle ja tilalle on ollut tarkoitus lisdtd uusia ratkaisumenetelmia ja entista
monipuolisempia vaihtoehtoja ohjata analyysia. Uusia ratkaisumenetelmia on testattu laske-
malla seka yksinkertaisa esimerkkitapauksia @ta ohjelmiston kayttgjien ongelmatapauksia ja
vertaanala tuloksia kirjalli suudessa esitettyihin tuloksiin. Ohjelmiston kayttgjien ongelma-



tapauksia @ ole sisdllytetty tdhan tyohon. Lisdtavoitteena on ollut lagia kayttgill e mallin-
nuksen ja laskennan oleellisia piirteita ja erilaisia esimerkkeja sisaltava ohjebsteaaselo



2 Ratkaisumenetelmia rakenteiden mekanii kan tehtavill e

TassA luvussa mainitaan yleisia ratkaisumenetelmétyyppejd, joita tarvitaan erilaisten raken-
teilden mekaniikan tehtavien yhteydessi Lisdks mainitaan ratkaisumenetelmétyypit, jotka

tyypeista on kasitelty tarkemmin luvussa 4.

2.1 Dynaaminen ja staattinen tehtava

Rakenteiden mekaniikan ilmididen matemadtisen mallinnuksen oledlinen osa on Cauchyn
ensmmainen liikeyhtdl6: Liikem&&an sdilymisen periage ja massan sdilymidaki johtavat
rakenteen paikalliseen epdlineaaiseen differentiadiyhtdl6on. Se voidaan esittaa myos glo-
badi sena integradiyhtaong, josta kaytetd&n nimitysta lii keyhtdon heikko muoto. Numeei-
da tarkasteluja varten liikeyhtdon helkko muoto voidaan sadtaa aéellisulotteiseks es-
merkiks elementtimenetelman avulla, jolloin pa&ytdén dynaamisessa di gasta riippwassa
tapauksessa godlineaaiseen differentiadiyhtalbsysteamiin ja stadtisessa di gjasta riippumat-
tomassa tapauksessa godlineaaiseen algebralli seen yhtélosysteamiin (Kouhia 1999. Y htaot
voivat olla myds lineaaisia riippuen rakenteen geometrian, materiadin ja liitosten malli n-
nuksesta (Zienkiewicz ja Taylor 1991).

Lineaaisen dynaamisen tehtdvan ratkaisemiseen voidaan kayttad kahta menetelmétyyppia
moodien superpositio -menetelmia tai suora akaintegrointi -menetelmid. Suora akainteg-
rointi -menetelmét soveltuvat myods epdineaaisen dynaamisen tehtdvan ratkaisemiseen
(Kardestuncer ja Norrie 1987 seké Crisfield 1997. Ns. moniaskelaikaintegrointimenetelmil-
|4 dynaaninen tehtava voidaan esttdd gan suhteen paikallisesti samassa muodossa kuin
staattinen tetava (Kouhia 1999).

Rakenteen stahiili uden menetys on luontedtaan aina eélineaainen ja dynaaminen tapahtu-
ma. Kuitenkin, jos rakennetta @ haluta tutkia koko stabiili uden menetyksen gjan vaan aino-
astaan ennen stabiili uden menetysta, kriittisen tilan ympéristssa ja stabiili uden menetyksen
jakeen, rakennetta voidaan tarkastella tietyissa tapauksissa stadtisena tapauksena (Pajunen
1998).



2.2 Polunseurausmenetelmia sivuavat ratkaisumenetelmat

TassA tyossA kagitellaan padaiassa godlineaaisten algebrali sten yhtalosysteamien ratkaise-
miseen kéytettdvid numeeisia polunseurausmenetelmia ja niiden soveltamista rakenteiden
mekaniikan epélineaaisin tehtaviin. Padpaino on rs. ennuste—lorjaus-menetelmill & jotka
perustuvat epdlineaaisen yhtalosysteamin lineaisointiin ja ratkaisuennusteen iteratiiviseen
korjaaniseen. Jokaisella iteraaiokierroksella ratkaistaan lineaisoinnin mukainen lineaainen
algebrdlinen yhtalbsysteami, joten epdineaaisen yhtéosysteemin ratkaisemisessaa myos
lineaarisen yhtalosysteemin ratkaisumenetelmilla on oleellinen osa (Kouhia 1999).

Epédlineaaisen yhtalosysteamin hifurkaaiopisteen ympéristossa ratkaisu e ole yksikasittei-
nen vaan hagautuu kahteen tai useampaan osaan. Ratkaisuhaaan vaintaan kaytetaan
usaimmissa menetelmissa bifurkaaiopisteen tangentiadi sen jaykkyysmatriisin ominaisvekto-
reita, joiden ma&ittamiseen tarvitaan tavalli sen lineaaisen ominaisarvotehtévan ratkaisume-
netdmia (Kouhia 2000).

Rakenteen stahiili uden kannelta kriittisten muotovirheiden oletetaan usein olevan kuormit-
tamattoman rakenteen lineaaisen stabiili usanalyysin ominaismuotojen yhdistelmia. Raken-
teen stabiili uden ja harioherkkyyden tutkimiseen tarvitaan sis myos yleistetyn lineaaisen
ominaisarvotehtavan ratkaisumeretié (Kouhia 2000).

Edella mainituista epdineaaisten yhtalosysteamien ratkaisemiseen lii ttyvisté ratkaisumene-
telmista kasitellaan luvussa 4 1&hinna vain lineaaisen yhtéosysteemin ratkaisumenetelmien
niita eityispiirteitd, jotka ovat rakenteiden mekaniikan sovellusten kannalta oledlisia. Line-
aaisten ominaisarvotehtévien ratkaisumenetelmid on kéasitelty paljon numeeisen lineaaial-
gebran kirjalli suudessa (mm. Bathe ja Wilson 1976 Parlett 198Q Saad 1992 Golub ja Van
Loan 1996 sekBemmel 1997).



3 Rakenteiden mekaniikan stabiili usteorian perusteita

Tassa luvussa kasitellaan lyhyesti sekd goadastisten ettd dastisten rakenteiden stabiili usteo-
rian perusteita. Tarkoituksena on antaaperusmaé&itelmien ja -lauseiden muodossa fysikadi-
nen taustakuva luvussa 4 kasiteltéville polunseurausmenetelmien rakenteiden mekaniikan
sovelluksill e. Rakenteiden mekaniikan stabiili usteorian historiaaovat estelled lyhyesti mm.
Pacoste (1993) ja Kouhia (1999).

3.1 Peruskasitteita

Tassi luvussa esitetadn mekaanisen systeamin stabiili uden ma&itelma ja ma&itellaa joita-
kin mekaaniseen systeamiin liittyvid peruskasitteita kuten systeemin konservatiivisuus ja
erilaiset voimat.

3.1.1 Mekaaninen systeemi

Fetterin ja Waledkan (1980 mukaan mekaaninen systeami voi koostua esimerkiksi N kappa-
leesta partikkeleita, joilla on kullakin kolme vapausastetta, jolloin koko systeamilld on 3N =
m vapausastetta. Systeemin tila voidaan siis esittdakoordinaaeillax;, j = 1, ..., m. Systeamin
tilalla voi olla myos rgjoitteita, jotka vahentévét vapausasteiden lukuma&aa (Fetter ja Wa-
lecka 1980 seka Pignataro, Rizzi ja Luongo 1991):

Maéritelma 3-1. Holonominen rajoite. Mekaanisen systeemin holonominen rajoite voi-
daan ilmaista rajoiteyhtaloéna, joka koskee vain systeemin koordinaatteja ja aikaa.

Maéritelma 3-2. Skleronominen rajoite. Mekaanisen systeemin skleronominen rgjoite e
riipu ajasta.

Seuraavissa luvuissa tarkastellaan systeamejd, joiden rgjoitted ovat sek&a holonomisia dtéa
skleronomisia. Jos esimerkiks m vapausastetta sisdltavala systeamilla on k holonomista
rajoitetta, niin vapausteiden lukuméa&éa vahenee avoon m — k = n. Koordinadteja g, j = 1,
..., N, joilla systeamin tila voidaan esittaa taydellisesti, sanotaan systeemin yleistetyiks
koordinaateiksi (Fetter ja ¥lecka 1980).



Pignataro, Rizz ja Luongo (1991]) ovat tarkastelled mekaanista systeemia differentiadiyhta
|6systeemina

y' (1) = Ay, 1), (31)
missa y(t) = (ya(t), ..., ya(t)) OR tOR, A: R"x R - R"jay(t) = dy/dt. Yhtalo (3-1)
kuvaa systeamin tilan muutosta gan suhteen. Kuvauksen A perustedla voidaan erotella
kaksi perustapaa:

Méaéritelma 3-3. Heteronominen ja autonominen systeemi. Yhtdlosysteami (3-1) on
heteronominen €li ei-autonominen, koska se riippuu eksplisittisesti gasta t. Autonominen
systeemi ei riipu eksplisiittisesti ajasta, jolloin yhtalossa (3-1) A(y, t) = A(y).

3.1.2 Mekaanisen systeemin voimat

Zieglerin (1968 mukaan systeemin luvallisella sirtymalla tarkoitetaan sellaista sirtyméag
jonka seurauksena systeamin tila on luvallinen €li systeamin rgjoitteiden mukainen. Holo-
nomisessa systeanissa luvalinen sirtyma voidaan kuvata yleismméssa muodossaan mieli-
valtaisesti valittuna joukkona yleistettyjen komrahattien differentiaaleja.

Mé&éritelma 3-4. Konservatiivinen voima. Systeamiin vaikuttava voima on konservatiivi-
nen, jos $n tekema tyé minka tahansa systeemin luvalli sen siirtyman suhteen riippuuainoas-
taan systeemin alku- japputilasta.

Systeemiin vaikuttavat voimat voidaan jaotella Zieglerin (1968 sek& Bazanitin ja Cedolinin
(1990 mukaan aktiivisin voimiin €li kuormiin ja retiivisin voimiin eli regtioihin. Kuor-
mat ja reaktiot vimlaan jaotella viela seuraavalla tavalla:



Kuormat:
1. Ei-stationaariset kuormat, p = p(d, ¢)
— riippuvat ajasta
— ei-konservatiivisia
2. Stationaariset kuormat, p = p(d)q
— eivat riipu ajasta
a. Nopeusriippuvaiset, p = p(q,)q
I. Dissipatiiviset, dW < 0
— ei-konservatiivisia
— tekevat tyota, kun rakenne liikkuu
il. Gyroskooppiset, dW =0
— konservatiivisia
— ei voida johtaa potentiaalienergiasta
— eivat tee tyota, kun rakenne liikkuu
b. Nopeusriippumattomat, p = p(q)
i. Sirkulatoriset, d\W¢ —d®
— ei-konservatiivisia
— ei voida johtaa potentiaalienergiasta
ii. Ei-sirkulatoriset, dW =d®
— konservatiivisia
— voidaan johtaa potentiaalienergiasta

Reaktiot:
1. Reaktiot, jotka eivat tee ty6ta, dW =0
— konservatiivisia
— voidaan johtaa potentiaalienergiasta
— esimerkiksi tukivoima
2. Dissipatiiviset reaktiot, dW < 0
— ei-konservatiivisia
— esimerkiksi viskoosin vaimentimen tai kitkaliitoksen reaktiovoima

Kuormien ja re&ktioiden jaottelussa dW on woiman tekema differentiadinen tyo ja —d®
kuorman potentiadienergian differentiadi. Skleronomisessa systeanissa rektioiden tekema
ty0 ei ole koskaan positiivinen (Ziegler 1968).

Méaéritelma 3-5. Konservatiivinen systeami. Jos kaikki systeamiin vaikuttavat voimat —
sek& kuormat etta reaktiot — ovat konservatiivisia, niin systeemi on konseneatiiv



Konservatiivinen systeami on térkea eikoistapaus mm. siks, etta konservatiivisen systeanin
gsdisten ja ulkoisten woimien tekeméa tyd voidaan lausua systeamin potentiadienergian
avulla (Ziegler 1968).

3.1.3 Mekaanisen systeemin stabiilius

Stabiili udelle voidaan antaa ei tarkoituksin soveltuvia gilaisia ma&aitelmid, joista ns. dy-
naamiset ma&iteimat ovat kayttokelpoisa kaikkiin rakenteiden mekaniikan tarkasteluihin
(Bazat ja Cedolin 1997). Ziegler (1968 on edittényt systeamin yleistettyjen sirtymien q =
(G, ..., On) Mad&a&mén tasapainotilan stabiili udelle sekd aymmetrisen ettd symmetrisen
maaritéman:

Méaéritelma 3-6 (asymmetrinen). Stabiilius. Tasapainotila q(t) = 0 on stahiili, jos |ok(t)|
on mielivaltaisen pieni kaikilak = 1, ...,njat > 0, kun akuarvot |g(0)| ja|q« (0)| ovat riit-
tavan pienia kaikillak =1, ..., n.

Méaéritelma 3-7 (symmetrinen). Stabiilius. Tasapainotila q(t) = 0 on stahiili , jos |(t)| ja
gk (t)] ovat mielivaltaisen pienid kaikilak = 1, ..., njat > 0, kun alkuarvot |g«(0)| ja |«
(0)| ovat riittavan pienia kaikilla k =1, ..., n.

Paoste (1993 on johtanut symmetriselle tapaukselle kayttokel poisemman muodon: Kon-
servatiivisen systeemin liikketta voidaan kuvata Lagrangen yhtaloilla

OM/agy + (d/d)@r/og) —ar/dgc =0, k=1, ..., n, (3-2)

missa M = (g, A) on potentiadienergiajal” =T (q, ') like-energia. Parametri A 0 R™ ku-
vaasysteamin geometristen héirididen (esm. rakenteen muotovirhed), mekaanisten hairioi-
den (esm. rakenteen alkujdnnitykset) ja ulkoisten kuormien vaikutusta potentiadienergiaan.
Kvasistaattisessa tapauksessa tasapainoyhtal6 pelkistyy muotoon

orn/ogc=0,k=1, ..., n. (3-3)
Oletetaan, ettd systeamin tila riippuu yleistetyistd koordinageista s, k = 1, ..., n, ja dtd
systeaemi on tasapainotilassa s = s*«, k = 1, ..., n. Koordinadiston siirrolla gk = s — $*x, k =
1, ...,n, systeamin tasapainotila on uusien yleistettyjen koordinadtien g, k =1, ..., n, avulla
lausuttuna origossa g 0, k=1, ..., n.



Méaéritelma 3-8. Stabiilius (Liapunov). Oletetaan, ettd systeemin tasapainotilaaq = 0O,
hairitaan hetkella t = t° alkuarvoilla o° ja g°°. Tasapainotila on stabiili , jos mielivaltaisesti
valitulle € > 0 on olemassa sellaindr» 0, etta aina kun alkuarvoille patee

I lk<3ja

la® k<8,
niin ratkaisulle patee

Ila®) [ <eja
Ila() lk<e

kaikilla t > ©. Jos liséksi lim _ . q(t) = 0, niin tasapainotila on asymptoottisesti stabiili.

Jos parametriarvo A on kiinnitetty, Lagrangen yhtaot (3-3) voidaan lausua muuttujan vaih-
doksenyx-1 = Ok jayak =Qq'«, K =1, ..., n, avulla 2n ensmmaisen asteen differentiadiyhtal6a
sisdltavassa kanonisessa muodossa

y'(t) = Ay(1), 1), (3-4)
missiy OR™ t ORjaA : R*"x R - R™. Koordinaatimuuttujat yi, k = 1, ..., 2n, muodos-
tavat ns. faaavaruuden.

Jos kanonisen muodon (3-4) mukainen systeemi on hetkellat = t° alkutilassa y(t% = y1°, niin
yhtélosta (3-4) saadaan ratkaisu y(t) = y1(t), joka kuvaa systeemin tilaa hetkella t. Jos ky-
seessi on stadtinen tapaus, niin systeemi pysyy akutilassaan i y1(t) = y1°. Kun tutkitaan
ratkaisun y1 stabili utta, on selvitettava, mité ratkaisulle y1 tapahtuu, jos alkuarvoa y1° hiu-
kan muutetaan. Jos alkuarvoss y1° tapahtuu muutos VO, niin muuttunutta dkuarvoa y1° +
V° vastaava ratkaisu

y(t) = y1(t) + v(t), (35)
missi v(t) on alkuarvon muutoksesta v° aiheutuva muutos ratkaisuss yi(t), ja sis v(t°) =
v°. Jos kanonisen muodon (3-4) kuvaus A on anayyttinen, merkitseméla A’ = dA/dy voi-
daan yhtalo (3-5) derivoituna ajan suhteen esittaa Taylor-kehitelmdaosaa

y' () =yl (t) + v(t) = A(y1l(t), t) + A'(y1l(t), v + Y2 A”(y1(t), [v, v] +.... (3-6)
Koska y1 on yhtaon (3-4) ratkaisu, niin y1'(t) = A(yL(t), t), joten merkitsemalla B(y1(t),
t)[v] =% A”(y1(t), t)[v, v] + ... sadaan yhtalo

vi(t) = A'(y1(t), t)v + B(y1(t), HIvl. (37)

Kuvauksella B on se eityisominaisuus, ettéd sen Taylor-kehitelmassi pisteessav = 0 @ ole
lainkaan vekiotermia akda ensmmaisen asteen termid. Yhtdlon (3-7) avulla yhtdoén (3-4)
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ratkaisun y stabiili ustarkastelu voidaan pelkistaatriviadiratkaisun v = 0 stabiili uden tarkaste-
luksi ja tasapainotilan stabiiliuden maaritelmé 3-8 voidaan esittaa seuraavassssatuodo

Maéritelma 3-9. Stabiilius. Oletetaan, etté systeemin tasapainotilaay(t) = y1(t), y1(t°) =
y1°, hairitasn hetkellat = t° alkuarvohairiolla v(t%) = \°. Tasapainotila on stabiili, jos mieli-
valtaisesti valitullee > 0 on olemassa sellaindr» 0, ettd aina kun alkuarvohairitlle patee
IV [k <3,
niin vastaavalle ratkaisun muutokselle patee
v [k <e

kaikilla t > ©. Jos liséksi lim _ . v(t) = 0, niin tasapainotila on asymptoottisesti stabiili.

Systeemi on sis gabiili, jos pienet muutokset akuarvoissa saavat alkaan ainoastaan pienia
muutoksia ratkaisussa (Bazant ja Cedolin 1991).

3.2 Stabiiliuskriteereita

Seuraavaks tarkastellaan seka gpadastisten ettd dastisten rakenteiden stabiili uskriteereitd,
joilla on rs. tangentiadisen jaykkyysmatriisin kautta yhteys luvussa 4 kasiteltavaan polun-
seuraukseen.

3.21 Epaelastisen rakenteen stabiiliuskriteereita

Bazantin ja Cedolinin (1991 mukaan differentiadista sirtymamuutosta dq vastaava kuor-
man p systemiin tekema ulkoinen tyo

dw = p’ dq. (3-8)
Tata differentiadista tyota vastaa termodynamiikan ensmmaisessa pa&sadnndssa a-eksakti
differentiaali d*W (Fetter ja Walecka 1980):

Lause 3-1. Termodynamiikan | paasaanto.
duU = d*Q + d*Ww,
missA dU on systeamin sisdisen energian differentiadinen muutos, d*Q systeemin ulkopuo-

lelta sisdén virtaavan lammon ei-eksakti differentiadinen muutos ja d*W ulkoisen tyon ei-
eksakti differentiaalinen muutos.
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Bazantin ja Cedolinin (1991) mukaan systeemin sisaisesti tuottama entropian muutos
(dS), = dS-d*Q/T, (39)
missA dS on systeemin entropian muutos, T systeemin absoluuttinen l&mpdtila ja (dS)oy =

d*Q/T ulkoisesti tuotettu entropianlisdys. Termodynamiikan toinen pa&aatd voidaan tal-
|6in esittéda seuraavassa muodossa (Bazaredali@ 1991):

Lause 3-2. Termodynamiikan Il pa&sdaantd. Systeamin tilassa tapahtuva muutos, jolle
patee

a. (dS), <0, ei voi tapahtua,;

b. (dS), = 0, voi tapahtua;

c. (dS), > 0, taytyy tapahtua.

Lauseen 3-2 kohdan b mukainen systeemin tilan muutos siil yttaé systeanin termodynaami-
sen tasapainon ja on ma&itelman mukaan reversiibeli, jolloin dS = d*Q/T = (dS).«. Kohdan
¢ mukainen systeemin tilan muutos on irreversiibeli, jolloin dS = d*Q/T + (dS)i, = (dS)ou +
(dS),. Termodynamiikan toisen paasaannon 3-2 mukaan systeemille patee siis epayhtalo
dS= d*Q/T, (3-10)
joka saadaan termodynamiikan ensimmaisen paasdannon 3-1 avulla muotoon
TdS=dU - d*W. (3-11)
Reversibelissi tapauksessa yhtddissa (3-10) ja (3-11) péteeyhtasuuruus. Fetter ja Waledka
(1980 ovat esittaned termodynamiikan toisen pag&saanon reversibelill e tapaukselle muo-
dossa dU = TdS PdV, missa P on systeemin paine ja dV systeemin tilavuuden muutos.

Bazantin ja Cedolinin (1991 mukaan termodynamiikan toisesta pagsaannosta saadaan ylei-
sin fysikadisen systeamin tasapainotilan stabiili uskriteei, jonka mukaan systeemin tasapai-
notila on stabiili, jos poikkeamaa tasta tilasta @ voi tapahtua ilman muutosta systeamiin
kohdistuvissa kuormissa taissgemin reunasiirtymissa:

Lause 3-3. Systeemin tasapainotila on
a. stabiili, jos AS), < 0 kaikilladq;

b. kriittinen, jos (AS), = 0 jollakin&q;

c. epastabiili, jos4S), > 0 jollakindqg.

Kun systeemin tila tulee gastabiili ks, energia —T(AS)i» muuttuu systeemin lii ke-energiaksi

jalopulta lammoks disgpatiivisten prosessen kuten kitkan, plastisoitumisen tai murtumisen
kautta (Bazant ja &lolin 1991).
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Bazantin ja Cedolinin (1991 mukaan Legendren transformadiolla saadaan termodynaami-
nen tilafunktio nimeltd Helmholtzin vapaa energia:

F=U-TS. (3-12)
Differentioimalla yht&lo (3-12) termodynamiikan ensmmadisen pagsaannon 3-1 ja yhtaon (3-
9) avulla saadaan rakenteen tilafunktioiden — sisdisen energian U ja Helmholtzin vapaan
energian F — differentiaalit

dU = d*W + TdS- T(dS), ja (313)

dF = d*W- SdT- T(dS)s. (314)
Jos epéadastinen rakenne korvataan paikalli sesti ns. tangentiadisesti ekvivaentilla dastisella

rakentedla, jonka muodonmuutokset ovat reversibelgd, niin systeemin sisdisesti tuottama
entropian muutos (d%)= 0.

Bazait ja Cedolin (1991 ovat ma&itelled konservatiivisten kuormien rakenne—kuwrma-
systeemille termodynaaset tilafunktiot

Us=U-dja (3-15)

Fe=F-®, (3-16)
missA Ug on rakenne—kworma-systeamin kokonaisenergia, F ¢ rakenne—kuwrma-systeanin
Helmholtzin vapaa @ergia ja—® kuorman potentiadienergia. Y htélot (3-15) ja (3-16) ovat
yht&lon (3-29) potentiadienergian M yleistyksia. Yhtdoita (3-13) ja (3-14) vastaavat raken-
ne—kuorma-systeemin tasapainotilan diffeizsuit

dUg = TdS- T(dS), ja (3-17)

dFs = - SdT- T(dS).. (3-18)
Yhtaloista (3-17) ja (3-18) saadaan inkrementaaliset energiat

- T(AS), = AUg, kun dS = 0, ja (3-19)

~ T(AS), = AFg, kun dT = 0. (3-20)
Isotermisessa tapauksessa, jossa dT = 0, tasapainotilan sisédisen voiman termi

rh=rm=0F(q, T)Oqg,i=1, ..., n. (3-21)
Isentrooppisessa tapauksessa, jossa dS = 0, tasapainotilan sisaisen voiman termi

rn=rs=0U(q, S)bq,i=1, ..., n. (3-22)
Sisaisten voimien avulla tilafunktioiden inkrementeille voidaan johtaa vamaatidot

AUg = 8Ug = Y%0rs' 8q - % 0p' &q ja (3-23)

AFs = 8Fc = %0r" 89— Y2 8p' &q, (3-24)
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jotka pelkistyvét vakiokuormien tapauksessa muotoon
AU = U = ¥%0rs' 8q ja (3-25)

AFg = 8Fg = %0811 4. (3-26)
Jos gis epadastinen rakenne korvataan paikalli sesti tangentiadi sesti ekvivalentilla dastisella

rakentedla, niin isotermisessA tapauksessa lausetta 3-3 vastaa seuraava tulos (Bazait ja Ce-
dolin 1991):

L ause 3-4. Isotermisen kuormien osalta konservatiivisen systeeasapainotila on
a stabiili, jos—T(AS), = AFg = 8F¢ = ¥%ar1' 8q — ¥ 8p' dq > 0 kaikilladq;

b. kriittinen, jos—T(AS), = AFg = 8Fc = ¥%20r' 8q — ¥%20p' 8q = 0 jollakindg;

c. epastabiili, jos-T(AS), = AFs = &Fg = ¥%arr' 8q - ¥%28p' dq < 0 jollakindq.

| sentrooppisessa tapauksessa tilafunktio Fg korvataan tilafunktiolla Ug ja Sisdinen voima rr
korvataan sisdisella voimalla rs. Vakiokuormien tapauksessa lause 3-4 pelkistyy seuraavaan
muotoon (Bazant ja Cedolin 1991):

Lause 3-5. Jos kuormien osalta konservatiiviseen systeamiin vaikuttavat kuormat ovat va-
kioita, niin systeemin tasapainotila on

a stabiili, jos—T(AS), = AW, = ¥%ar" &q = ¥5q" K(v)dq > 0 kaikilladq;

b. kriittinen, jos—-T(AS), = AW, = ¥%5r" 8q = ¥%8q" K(v)dq = 0 jollakindq;

c. epastabiili, jos-T(AS), = AW, =%28r' 8q = 289" K(v)dq < 0 jollakindg.

| sotermisessa tapauksessa sisdisten voimien r = ry tekema toisen asteen tyo AW, = AFg =
&Fs = &°F, tangentiaalinen jaykkyystermi

Kij(v) = Krj(v) = 0*Fe(a, T)/@qdq;) = 0°F(q, T)/@ddq) (3-27)
jav = &q/|| 89 [b. sentrooppisessa tapauksessaa AW, = AUg = °Ug = 8°U, siséinen voimar
= s Ja tangentialinen jaykkyystermi

Kij(v) = Ksi(v) = 9°Uc(a, S)/@qidq;) =9°U(a, S)/0qoq). (3-28)

Luvussa 3.2.2.2 mainitaan lauseen 3-5 erikoistapaus, joka koskee éastisen rakenteen inkre-

matriisin kautta yhteys luvun 4 polunseurauksen erikoiggiiste
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3.2.2 Elastisen rakenteen stabiiliuskriteereita

Jos halutaan selvittaad dastisen el-konservatiivisen systeemin tasapainotilan stabiili us, tarvi-
taan rs. dynaamisia menetelmia, mika tarkoittag ettd esmerkiks kanonisesta muodosta (3-
4) on ratkaistava gan funktiona ratkaisu y = y(t). Elastisen konservatiivisen systeemin tasa-
painotilan stabiili uden maittamiseen riittavat ns. energiakriteait, mika yksinkertaistaa
stabiiliustarkastelua huomattavasti (Bazant ja Cedolin 1991).

3.2.2.1 Yleisia energiakriteereita

Ns. stadtisilla menetemilla — kuen lineaaiseen yleistettyyn ominaisarvotehtavaédn joht a-
vala lineaaisella stabiili usanalyysill & — saadaan selville systeamin tasapainotila ja konse r-
vatiivisten systeamien kriittinen kuorma muttei tasapainotilan lagua. Staatiset menetelmét
kuuluvat ns. energiamenetelmiin, joihin kuuluu kutenkin my6s sllaisia menetelmid, joiden
avulla on mahdolli sta saada selvill e myds tasapainotilan lagu, kuten seuraava lause osoittaa
(Ziegler 1968 seka &ant ja Cedolin 1991):

Lause 3-6. Lagrangen—Dirichlet' n stabiiliuden energiakriteei. Oletetaan, etta sys
teami Ssdltaa anoastaan konservatiivisia ja disspatiivisia voimia, ja sen kokonaisenergia on
jatkuva. Systeemin tasapainotila on stabiili, jos g/steemin potentiadienergian arvo tasapai-
notilassa on aito lokadinen minimiarvo, eli systeamin tasapainotilan potentiadienergia on
positiividefiniitti.

Kéaéateinen tulos e pade, el postiividefiniittisyyden puutuminen e valttaméatta merkitse
epastabiili utta (Ziegler 1968 seka Bazant ja Cedolin 1991). Seuraavat laused antavat Kui-
tenkin kaks epéastabiili a tapausta lauseen 3-6 mukaiselle systeamille (Bazait ja Cedolin 1991
sek& Pignataro, Rizzi ja Luongo 1991):

Lause 3-7. Liapunovin | teoreana. Jos g/steanin potentiadienergian arvo tasapainotilassa
e ole lokadinen minimiarvo johtuen potentiadienergian Taylor-kehitelmén toisen asteen
termeista, niin systeemin tasapainotila on epébtabi

Lause 3-8. Liapunovin Il teoreama. Jos g/steemin potentiadienergian arvo tasapainotilas-

sa on lokadinen maksmiarvo, joka ma&aytyy potentiadienergian Taylor-kehitelméan alim-
man asteen termeista, niin systeemin tasapainotila ctabjia
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Lahes kaikki rakenteen stabiili utta koskevat tehtévét ovat epdineaaisia ja niiden ratkaise-
minen perustuu wsein tehtdvan lineaisointiin. Seuraavan lauseen perustedla lineaisointi ei
vaikuta stabiiliustarkasteluun (Ziegler 1968 seka Bazant ja Cedolin 1991):

Lause 3-9. Poincaré—Liapunov. Epélineaaisen systeemin tasapainotila on stabiili, jos
vastaava line@oidun systeemin tasapainotila on stabiili.

3.2.2.2 Inkrementaalinen energiakriteeri

Lauseen 3-6 energiakriteaissA tasapainotilan g potentiadienergian arvoa verrataan kaikkiin
nithin potentiadienergia-arvoihin, jotka vastaavat niita tasapainotilaainfinitesmadi sen l1&hel-
l& olevia goétasapainotiloja g + g, joilla on sama kuorman arvo kuin tasapainotilalla. Sovel-
lusten kannalta on usein kaytanndlli sempaaverrata tutkittavan tasapainotilan ja sité infinite-
simadisen l&hella olevien eri kuorman arvoa vastaavien tasapainotilojen potentiaalienergia-
arvoja. Tata vertallua varten stabiili uskriteai on estettéva tasapainotilan siséisten voimien
tekeméan tyon avulla.

Bazantin ja Cedolinin (1991 mukaan elastisen kuormien osalta konservatiivisen rakenne—
kuorma-systeemin potentiaalergia

N=U-®, (3-29)
missA Siséinen energia U on elastinen venymaenergia ja —® kuorman potentiadienergia. Jos
M on sle& funktio, niin se voidaan esttdd Taylorin kehitelmana tasapainotilassa, jolloin
energainkrementti

AM =M(q +89,A) - M(g,A) =M + &1 + ... . (3-30)
Jos potentiadienergia (g, A) on ainakin kahdesti derivoituva, niin tasapainotilass, jossa
ma&itelman mukaan energiavariadio ol = 0, yleistettyjen sirtymien q infinitesmadisten
variaatiodendq mukainen diskreetin systeemin energiainkrementti

AN =M+ ... =% o1 =1, .. nKi®qdq + ..., (3-31)
missa tangentiaalinen jaykkyystermi
Ki; = 0°T1/(0Gi0q;). (3-32)

Variadioita ®'M, n > 2, & tarvitse ottaa stabiili ustarkasteluissa huomioon, jos toisen asteen
variaatiod’1 # 0.
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Sen djaa, etta tarkasteltaisin tasapainotil asta poikkeuttavia sirtymia oq siten, etta kuormi-
tus pysyy vakiona, oletetaankin, ettéd kuormat muuttuvat yhtd akaavariaaioiden og kanssa
jaovat liséks yhtasuuria kuin vastaavat sisdiset voimat, jolloin tila g + &g on my0s tasapai-
notila.

Potentiadienergian ogittaisderivaaat dl/dq esttavat yleistettyihin sirtymiin g liittyvia
yleistettyja voimiai i = 1, ..., n. Sisdisen voiman variaatiotermi

6ri:Z,-=1,_.,,nK”6q,-,i:1, . N (3—33)

KoskaZi-1 . nlridg = Zi=1 . n(AMN/0g)dq = O = 0O tasgpainotilassa g, i = 1, ..., N, niin
variaatiotadg vastaava inkrementaalinen tyd on toisen asteen tarklkaude

AW, = 3W,

=2i=q1, .. n(r+ %0r)0q;

=13 i=1,.., n6ri6qi
=% -1 nZj=1, ., K000
— 62|—| (3-34)

Lauseen 3-6 mukaan tasapainotila q on stabiili, jos toisen asteen variagio 51 > 0. Saadaan
dis gsdisten woimien tekemén tyon avulla lausuttu energiakriteeai, joka on lauseen 3-5 eri-
koistapaus (Bazant ja Calah 1991):

Lause 3-10. Jos tasapainotilan inkrementadinen tyd &W, on positiividefiniitti, niin tila on

stahiili . Ts. jos tasapainotilan inkrementadinen tangentiadinen jaykkyysmatriiss K on pos-

tilvidefiniitti, niin tila on stabiili. Tarkemmin muotttuna:

a Josd’W, = ¥%28q" Kdq > 0 kaikilla kinemaattisesti luvallisilla siirtymilg, niin tasapa
notila on stabiili.

b. Josd’W, = ¥%:8q ' K&q = 0 jollakin kinemaattisesti luvallisella siirtym&8é, niin tasapia
notila on Kriittinen.

c. JosdW, = ¥%8q" K3q < 0 jollakin kinemaattisesti luvallisella siirtym&84, niin tasapa
notila on epéastabiili.

Systeamin kinemadtisesti luvalli sella sirtymélla tarkoitetaan sellaista sirtyméag jonka seu-
rauksena systeamin tila on kinemaatisesti luvallinen eli systeemin kinemadtisten eli geo-

metristen rajoitteiden mukainen (vrt. luvut 3.1.1 ja 3.1.2).

Koska dastisen rakenteen tangentiadinen jaykkyysmatriis on symmetrinen, niin lauseen 3-
10 kriittisen tasapainotilan ehto b voidaan lausua muodossa
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detK=0 (3-35)
eli tangentiaalisella jaykkyysmatriisilla on oltava ominaisarvo nolla, jolloin

Koq =0, (3-36)
missA ominaisvektori &g # 0 antaa suunnan rakenteen jalkikriittiselle kayttdytymiselle
(Bazant ja Cedolin 1991). Kriittisen tasapainotilan ehdot (3-35) ja (3-36) tulevat esll e my6s
luvun 4 polunseurauksen kd&nne- ja bifurkaatiopisteideasygbssa.

3.3  Jalkikriittinen kayttaytyminen

Paoste (1993 on soveltanut katastrofiteoriaa(Poston ja Stewart 1981 sek& Arnold 1986
elastisten rakenteiden stabiili uden tutkimiseen. Bazaitin ja Cedolinin (1991) mukaan kata-
strofiteoriaa voidaan soveltaa vain rs. polkuriippumattomille systeamelill e, joiden kayttéy-
tyminen lahella kriittista pistettd on kuvattavissa potentiadipinnalla. Polkuriippumattoman
systeemin tangentiadinen jaykkyysmatriis on symmetrinen kun taas polkuriippwaisen sys-
teamin tangentiadinen jaykkyysmatriis on epasymmetrinen. Epadastiset rakented ovat pol-
kuriippwaisia, joten nihin katastrofiteoriaa & voida soveltaa Seuraavaks mainitaan sys-
teamin jakikriittisen kayttdytymisen osalta l&hinna joitakin epadastisen ja dastisen raken-
teen eroja.

3.3.1 Epaelastisen rakenteen jalkikriittinen kayttaytyminen

Bazant ja Cedolin (1991 ovat esitténed joitakin epadastisen rakenteen jakikriittista kéyt-
taytymista koskevia tuloksia, joissa bifurkadiopistedl & tarkoitetaan kriittista pistettd, jossa
systeemin tasapainotilaa kuvaava ratkaisu haaautuu kahteen ta useampaan osaan. Bifur-
kaatiopiste on méaaritelty tasmallisemmin luvussa 4.4.6.

Lause 3-11. Epadastisen rakenteen stabiili tasapainopolku on kaikkien hifurkagiopisteesta
l&htevien tasapainopolkujen joukosta se, jolla sisainen entdP)a aksimatuu.

Stabiili n jakikriittisen tasapainopolun on luonnolli sesti koostuttava stabiil eista tasapainoti-
loista. Se, etta jakikriittinen tasapainopolku koostuu stabiil eista tiloista, e epadastisen ra-
kenteen tapauksessa kuitenkaan takaa sSitd, ettd jakikriittinen tasapainopolku olis stabiili
tasapainopolku. Seuraavista lauseista nimittdin néhdaén, ettd gpadastisen rakenteen stabiili n
jalkikriittisen tasapainopolun on toteutettava myos lauseen 3-11 antama vahvempi kritee.
Erityisesti seuraavat lauseet eivat pade elastisessa tapauksessa (Bazant ja Cedolin 1991):
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Lause 3-12. Epadastisen rakenteen kaikki bifurkadiopisteesta lahtevét jakikriittiset tasa
painopolut voivat koostua stabiileista tasapainotiloista.

Lause 3-13. Epadastisella rakentedla voi olla kaks tai &&ettdman monta jalkikriittista ta-
sapainopolkua, jotka koostuvat stahiil eista tasapainotil oista ja joiden suunnat ovat a&etto-
man lahella tsiaan.

Lause 3-14. Epadastisen rakenteen stabiili tasapainotila, joka on a&ettoman lahella bifur-
kadiopistettd, voi olla itsekin bifurkaaiopiste, eli tasapainopolku voi koostua aaettomasta
maarasta bifurkaatiopisteitd, jotka ovat aarettoman lahella toisiaan.

Epadastisen rakenteen stabiili n jakikriittisen tasapainopolun on siis £ka koostuttava stabii-
leista tiloista ettd maksintava systeemin sisainen entropia.

3.3.2 Elastisen rakenteen jalkikriittinen kayttaytyminen

Myos elastisen rakenteen stabiili n jalkikriittisen tasapainopolun on luonnolli sesti koostuttava
stabiil eista tasapainotiloista. Se, etta jalkikriittinen tasapainopolku koostuu stabiil eista tilois-
ta, on elastisen rakenteen tapauksessa myos riittava ento sill e, etta jalkikriittinen tasapaino-
polku on stahiili tasapainopolku. Ehto on elastisen systeamin tapauksessa ekvivalentti lau-
seen 3-11 entropian maksimointia koskevan ehdon kanssa (Bazant ja Cedolin 1991).

Elastisen rakenteen alunperin stahiili tasapainopolku voi muuttua goastabiili ksi joko rgja- eli
kaanepisteen ohituksen tai bifurkadiopisteen haarautumisen kautta (kuva 3-1). Thompson
jaHunt (1973 seka Bazant ja Cedolin (1997) ovat jaotelled elastisten rakenteiden kriittisen
tasapainotilan jalkeisen kayttaytymisen seuraavalldigava
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1. Dynaaminen stabiiliuden muutos
— energiamenetelmat eivat ole riittavia
2. Staattinen stabiiliuden muutos
— on olemassa potentiaalienergia
— energiamenetelmaét ovat riittavia
A. Rajapisteen stabiiliuden muutos
— stabiili/epastabiili
— el hairibaltis
B. Bifurkaatio
I. Asymmetrinen
— stabiili/epastabiili
— hairigaltis
ii. Symmetrinen
a. Stabiili
— ei hairibaltis
b. Epastabiili
— hairigaltis

Kuvassa 3-1 on egitetty tyyppiesmerkit tasapainopoluista gikoispisteiden ymparistéssa yh-
den sirtyméavapausasteen tapauksessa. Bifurkadiolla tarkoitetaan ratkaisun haaautumista
kriittisessa pisteessi ja rgjapisteen stabiili uden muutoksella esmerkiks ns. 18pilyontia (snap-
through). Naita eikoispisteita on kasitelty tarkemmin luvun 4 polunseurauksen yhteydessi.
Symmetrisen hifurkaaion jalkikriittinen tasapainopolku on hifurkaaiopisteen ympéaristossa
girtyman suhteen symmetrinen ja asymmetrisen hfurkaaion tasapainopolku vastaavasti
asymmetrinen. Hairidalttiutta on kéasitelty seuraavassassavu
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Kuva 3-1. Siirtyma—kuorma-kayrat raja- ja bifurkaatiopisteiden ymparistossa.

3.3.3 Rakenteen hairidalttius

Bazantin ja Cedolinin (1991 mukaan rakenne on héiridaltis, jos suurin rakenteen tasapaino-
polulla saavutettava kuorma pieneneg kun rakenteeseen (esm. rakenteen geometriaan) ai-
heutetaan pienikin muutos. Kuvassa 3-2 on esitetty tyyppiesimerkit tasapainopolun muu-
toksista hairioparametrin n suhteen erikoispisteiden ymparistossa yhden siirtymavapausas-
teen tapauksessa.
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Kuva 3-2. Siirtyma—kuorma-kayran riippuvuus hairioparametrista.

Yhtdon (3-36) mukaan elastisen rakenteen kriittisessA tasapainotilassa tangentiadisella
jaykkyysmatriisilla on oltava ominaisarvo nolla. Jos kriittinen ominaisarvo on moninkertai-
nen, rakenteen jakikriittinen kdyttaytyminen ma&aytyy vastaavien ominaisvektorien yhteis-
vaikutuksesta. Usein esmerkiks ohutseindisten rakenteiden tapauksessa kyseessi on hyvin
hairioaltis rakenne. Vaikka kriittinen ominaisarvo @ oliskaan moninkertainen, ja vaikka
kriittisen ominaisarvon lahella e olis muita ominaisarvoja, niin rakenteen ominaismuotojen
yhteisvaikutuksesta sadtaa joissakin tapauksissa seurata hyvin haridaltista jalkikriittista
kayttaytymista (Bazant ja Cedolin 1991).

Bazant ja Cedolin (199]) ovat edtelled rakenteiden héiridalttiutta ja ominaismuotojen yh-
telsvailkutusta Koiterin teoriaan perustuen. Mm. Poston ja Stewart (1981), Hunt (1983,
Thompson ja Hunt (1984, Gaspar (1983 seka Paste (1993 ovat kayttaned katastrofi-
teorian menetelmia di hiukan yleisempaa lahestymistapaa Haridparametrin vaikutuksen
matemaattista teoriaa ovat kasitelleet mm. Keener ja Keller (1973) seka Keener (1974).
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4 Numeerinen polunseuraus

Tassa luvussa tarkastellaan seka numeeisten polunseurausmenetelmien matemadtisia perus-
teita @ta niiden sovelluksin ja ohjelmointiin lii ttyvid ndkokohtia. Teoredtisten tarkastelujen
tarkoitus on antaa kuva ratkaisumenetelmien ominaisuuksista — sekéa vahvuuksista dta
heikkouksista —jotka tulevat usein esll e ratkaisumenetelmia ohjelmoitaessa ja laskentate h-
tavia ratkaistaessa. Pa&aino on rs. ennuste—lorjaus-menetelmill &, joita kaytetadn erity i-
sesti rakenteiden mekaniikan sovelluksissa. Kouhia (1999 on esitellyt lyhyesti epélineaais-
ten algebrallisten yhtalosysteemien ratkaisemisen pitkaaiaastor

4.1 Epéalineaarinen ominaisarvotehtava

Kelerin ja Antmanin (1969 mukaan epdineaaisella ominaisarvotehtévéla tarkoitetaan
ratkaisujen etsimista epéalineaariselle yhtalo

F(x,A) =0, (4-1)
missA godlineaainen operaatori F riippuu @rametrista A ja operoi tuntematonta muuttujaa
X. Yleensd halutaan tietdg onko yhtal6lla (4-1) ratkaisu tai ratkaisuja jollakin tietylla para-
metrin arvolla, sekd miten ratkaisujen olemassaolo ja lukuma&a riippuwat parametrista A.
Jos jokin yht&lon (4-1) ratkaisu haaautuu kahdeks tai useanmeks ratkaisuks, kun para-
metriA ohittaa kriittisen arvon, on kyseesséa ns. bifurkaatio.

Bifurkaatiota voidaan havainnollistaa tarkastelemalla lineaarista ominaisarvotehtavaa
AX = AX, (4-2)
missA A on lineaaisen normiavaruuden lineaainen operaatori ja A readil uku. Yhtaolla (4-

2) on rs. triviadiratkaisu X = Xo = O kaikilla parametriarvoilla A. Olkoot A; < A; < .... ope-
raattorin A yksinkertaiset ominaiset ja x, X, ... vastaavat ominaisvektorit siten, etta

Ax=Axjallxll=1,j=1,2, .. (43)
Yhtalon (4-2) muut ratkaisut ovat tallgin

X=cx,]=1,2,.., (4-4)
missA con readil uku. Triviadiratkaisun normi || %o || = O ja ratkaisun (4-4) normi || x || = c.

Kuvassa 4-1 (vasen puoli) on havainnolli stettu triviadiratkaisun X, = 0 haaautumista yhta
I6n (4-2) bifukaatiopisteissa (Q\}), j = 1, ..., 6.
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Kuva 4-1. Lineaarisen ja epdalineaarisen ominaisarvotehtavan ratkaisuhaarat.

Olkoon lineaainen ominaisarvotehtava (4-2) epdineaaisen ominaisarvotehtavan (4-1) li-
neaisadio. Kuvan 4-1 bifurkagiodiagrammissa (oikeapuoli) on esitetty erilaisia vaihtoehto-
ja yhtalon (4-1) ratkaisujen kayttaytymiselle:

1.

o Uk~ w D

Kaarevat ratkaisuhaarat.

Ei haarautuvaa ratkaisua.

Useita ratkaisuhaaroja.

Sekundaarinen ratkaisuhaara.

Ratkaisuhaarojen yhdistyminen.

Ratkaisuja, jotka eivat haaraudu triviaaliratkaisusta.

Yksinkertainen esimerkki triviaaliratkaisun haarautumisestdasa yhtalosta

F(x,A\) = AX + cX = Ax = 0, (4-5)
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MISKA A, X, cjaA ovat readl ukya (Mittelmann ja Weber 1980. Y htdoll& (4-5) on triviadi-
ratkaisu x = O kaikilla parametriarvoilla A, ja jos ¢ > 0, niin triviadiratkaisusta haaautuu
kaksi ratkaisua (kuva 4-2):

x =+ ((A = A)/c)"2 (4-6)

(0, A)

v

Kuva 4-2. Epélineaarisen ominaisarvotehtavan ratkaisun haarautuminen.

YleisessA bifurkadioteoriassa F : X x K - Y, missA X, Y ja K ovat Banadh-avaruuksia
(Keller 1977). Nimeerisissa tarkasteluissa yleensa X'=FR ja K = R.

Rakenteiden mekaniikan tehtévéat sadetaan a&ellisulotteisks usein elementtimenetelman
avulla, jolloin paadytasn rakenteen ulkoisen kuorman p : R™ - R" jasisdisen woimanr : R"
- R"viéliseen tasapainoyhtaléon

p(a,A) = r(q), (4-7)
missig 0 R" on rakenteen siirtyméaja O R kuormakerroin. Jos ulkoinen kuorma p on riip-
pumaton sirtymasta q ja kuormakertoimella A suoraan verrannolli nen referensskuormaan
pree O R", niin tasapainoyhtél® (4-7) voidaan esittaa gélineaaisena ominaisarvotehtévana
(Kouhia ja Mikkola 1995)

f(a, A) = Apws = 1(q) = O, (4-8)

missa kuvauksen f ("R — R" oletetaan olevan ainakin kerran derivoituva.
Seuraavissa luvuissa kasitelladn epdineaaisen ominaisarvotehtéavan (4-1) numeeaista ratkai-

semista. Sill oin, kun kyseessa on menetelmd, jota kaytetadn tyypilli sesti nimenomaan raken-
teiden mekaniikan sovelluksissa, menetelmien muotoilussa kaytetaan tasapiaqyhs).
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4.2 Numeerisen polunseurauksen perusteet

Tamé luku perustuu pAdaiassa Allgowerin ja Georgin (1990 esitykseen. Muut viitted on
mainittu erikseen asiayhteydessian. Tyypillinen ongelma, jonka ratkaisemiseks voidaan
kéayttd&polunseuraus-, homotopia- tai upotusmenetelmia, on seuraavaamuotoa: On |6ydet-
tava piste XJ R", joka toteuttaa ykton

F(x) =0, (4-9)

missa kuvaus F :'/R- R" on silea eli tarvittavan monta kertaa jatkuvasti derivoituva.

Jos yhtalon (4-9) ratkaisulle di kuvauksen F nollakohdalle x = x* 0 R" on olemassa riitté
van hyvalikiarvo x, 0 R", tarkempaaratkaisua voidaan hekeaNewton-tyyppisill & iteradioil-
la

Xie1 = % = AT F(X), (4-10)

missd i =0, 1, ... jafon kuvauksen F derivaatan F)(zopiva likiarvo.

Jos yhtalon (4-9) ratkaisulle @ ole olemassa niin hyvaalikiarvoa, etta iteradio (4-10) sup-
penis kohti tarkkaaratkaisua x*, niin ratkaisu x* voidaan etsi&a polunseurausmenetelmall &
Ensin maaritelladn homotopia H® RR - R"siten, etta

H(x, 1) = G(x) ja (4-11)

H(x, 0) = F(x), (4-12)
missAG : R" - R" on sellainen siledkuvaus, jonka nollakohdat tunnetaan. Usein homotopi-
aksi H valitaan ns. konveksi homotopia

H(x, A) =AG(X) + (1- NF(x). (4-13)
Jos x; O R" tiedetaén kuvauksen G nollakohdaksi, kuvauksen F nollakohta x* etsitéan seu-
raamalla homotopian H implisiittisesti ma&ittelemdd— lkuparametrin s mukana l8htopi s-
teesté (x4, 1) ratkaisupisteeseen (x*, 0) kulkevaa—ratkaisukayraa ¢s) O H™(0). Toinen
tyypillinen valinta homotopiaksi H on ns. globaalinen homotopia

H(X, A) = F(X) =AF(x1), (4-14)

missa x [ R".

Usein ongelman asettelu voi ollajo valmiiks samaamuotoa kuin edella esitetty homotopian
H maaérittelemé polunseurausongelma: On siis [dydettaVR%", joka toteuttaa ykton

H(z) =0, (4-15)

26



missi kuvaus H : R™! — R" on sled Esimerkiksi usea virtausmekaniikan tai rakenteiden
mekaniikan ongelmat kuten tasapainoyht&lo (4-8) voidaan esittadtassi muodoss, jolloin z
= (X, A), missAA [ R on tehtavan asettelusta seuraava luonnolli nen fysikadi sesti tulkittavis-
sa oleva parametri —esimerkiksi Reynoldin luku tai kuormakerroin —jax [ R"esimerkiksi
virtaus- tai siirtymakentta (Htfeldt ja Ruhe 1990).

Jotta voidaan puhua yhtdlon H = 0 ratkaisuk&yran seuraamisesta, taytyy |oytaavastaus a-
nakin seuraaviin kysymyksiin:

1. Milla ehdoilla ratkaisukayra c(€) H™(0) on olemassa ja sile&?

2. Jos ratkaisukayra c(8) H™(0) on olemassa ja sile&, niin milla ehdoilla ratkaisupiste (x*,
0) savutetaan aarellisella polkuparametrin s arvolla?

3. Miten sile&é ratkaisukayraa c(8)H*(0) voidaan seurata numeerisesti?

Ensmmaéista kysymysta kasitell&aén pddaiassa luvussa 4.2 ja sihen saadaan vastaus impli-
sittifunktioteoreamnan avulla. Toinen kysymys liittyy epélineaaisen analyysin olemassaolo-
lauseisiin ja asteteoriaan. Allgower ja Georg (1990 ovat késtelled néita ahepiirga eityi-
sesti numeeisten tapausten osalta. Luvussa 4.4 keskitytadn ldhinna kolmanteen kysymyk-
seen.

TassA tyossA kaditelladn padaiassa ns. ennuste—lorjaus-menetelmid (predictor-corredor
methods), joissa otetaan huomioon, etta ratkaisukayra ckoostuu kwauksen H nollakohdis-
ta, jolloin voidaan kéyttad hyvaks kuvauksen H lokadisesti kontraktiivisa ominaisuuksia
suhteessa Newton-tyyppisiin iterointimenetelmiin. Toista ratkaisukéyran seuraukseen kay-
tettdvaa menetelmétyyppia edustavat ns. paloittain lineaaiset menetelmét (piecevise linea
methods), joita késitell&&n vain lyhyesti luvussa 4.3. Nama menetelmét elvat vaadi kuvauk-
sen H sleyttd, joten nita voidaan ainakin periadteessa soveltaalagemmin kuin ennuste—
korjaus-menetelmid, joita pidetdén kuitenkin tehokkaampina menetelmina —erityisesti s |-
loin, kun ratkaistavan tehtavan dimensio n on suuri.

4.2.1 Upotusmenetelmat ja kd&nnepiste
Jos yhtélon (4-15) implisittisesti ma&ittelema ratkaisukdyra c voidaan parametrisoida pa-
rametrin A suhteen, voidaan kayttaaklasssia upotusmenetelmid, jotka voidaan esittdapara-

metriarvosta A = 1 arvoon A = O ratkaisukéyrdd cseuraavan algoritmin muodossa. Algorit-
min avulla saadaan ratkaisukayran c likiarvopisteef\@}, ... (%, Am) (Kuva 4-3).
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Algoritmi 4-1. Upotusmenetelmét.

1. Valitaan lahtopiste xJ R" siten, etta H(x 1) = 0.
2. Valitaan kokonaisluku m > 0 ja asetetaan parametrimufifos: 1/m.
3. Suoritetaan kohdat 3a, 3b ja 3c askelillei=1, ..., m:

3a. Lahtdarvo: ¥ = x_;

3b. Askeleen parametriarv; = 1— AA

3c. Ratkaistaan iteratiivisesti parametriarkpgastaava ratkaisy yhtalosta H(x Aj) =
0 kayttaen lahtdarvoa%.

Kuva 4-3. Polunseurauksen kulku upotusmenetelmill&.

Jos algoritmin 4-1 kohdan 1 kokonaisuku m on riittavan suuri €li parametrimuutos AA on
riittavan pieni, niin yleensa kohdan 3a lahtdarvo x© on niin 1ahell4 kohdan 3c ratkaisua x;,
etta iterointi suppenee kohti ratkaisua kaikilla akelillai = 1, ..., m, ja vimein saavutetaan
parametriarvoa A = A, = 0 vastaava ratkaisu Xn,. Joissakin tapauksissa ratkaisun |6ytéminen
sadtaa kuitenkin vaaia hyvin pienen parametrimuutoksen AA €li vastaavasti hyvin suuren
arvon kokonaiduvulle m. Tama parametrivalin jakoon perustuva menetelma e kuitenkaan
toimi, jos ratkaisukayrédla con ns. kd&nnepiste parametrin A suhteen jollakin parametriarvol-
laA = Ay < 1. K&&nnepistedle voidaan antaaseuraava ma&itelma (Seydel 1994 seka Huit-
feldt ja Ruhe 1990):

Maéritelma 4-1. Kaanne- eli rajapiste. Kéytetd&n merkint6ja Hy = 0H/0x ja Hy = 0H/0A.
Piste (%p, Akp) ON yhtalon H(xA) = 0 kd&nneste parametrik suhteen, jos
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A. H(Xkp, Akp) = 0;

B. rank H(Xkp, Akp) = N — 1,

C. Hx(Xkps Akp) L range H(Xxp, Akp) €li rank [ H(Xkp, Akp) Ha(Xkps Akp) 1 =N ja

D. on olemassa parametrisaatio x @)X = A(0) siten, etté i) = Xp, A(Okp) = Akp Ja
(d*\/do®)(0yp) # O.

Ehdot A, B ja C takaavat, etta ratkaisukayran c tangentti (x, A)-avaruudessa on kohtisuo-
rassa A-akselia vastaan. Ehto D sulkee pois ns. hystereesipisteen (kuva 4-4). Esimerkiksi
rakenteilden mekaniikkaan lii ttyvissa tehtavissi kaanepiste on merkki rakenteen stabiili uden
muutoksesta, joten silla on sovellusten kannalta tarked merkitys (ks. luku 3.3.2).

A
v

Kuva 4-4. Kaannepiste ja hystereesipiste.

4.2.2 Kaannepisteen ohittaminen uudelleenparametrisoinnilla

Edella kuvattujen upotusmenetelmien yksinkertaisen parametrivalinnan aiheuttamat helk-
koudet voidaan vattaa valitsemalla parametrin A gjasta ratkaisukdyrélle ¢ luonnolli sempi
polkuparametri kaaenpituus s Numeeaisissaa tarkasteluissa kaaenpituudelle voidaan kayt-
taa sopivaa likiarvoa eli ns. psakaarenpituutta. Yhtalo

H(c(s)) =0 (4-16)
ma&aatalloin implisittisesti ratkaisukayran c(s), jonka polkuparametrina on kaaenpituus s
Yhtd6 (4-16) voidaan derivoida kaaenpituuden s sihteen, jolloin merkitsemdlla ¢ = dc/ds
saadaanytalot

H'(c)c” =0, (4-17)
c(0) =(x, 1) ja (4-18)
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[[c|k=1. (4-19)
Yhtdoiden (4-17), (4-18) ja (4-19) ratkaisemiseen woidaan kayttda dkuarvotehtavien ru-
meaisia ratkaisumenetelmid, mutta tehokkaampia menetelmia saadaan aikaan ottamala
huomioon, etta ratkaisuk&yrd ckoostuu kwauksen H nollakohdista, jolloin voidaan kayttaa
hyvaks kuvauksen H lokadisesti kontraktiivisia ominaisuuksia suhteessa Newton-tyyppisiin
iterointimenetelmiin. Yhta6 (4-17) voidaan nimittéin integroida likima&aisesti, jolloin saa
daan aikaan hyva ratkaisuennuste, johon woidaan soveltaa Newton-tyyppista iterointia. T&
ma periaate on pohjana luvussa 4.2 kHaigle ennuste—korjaus-metelmille.

Kuvauksella H oletetaan olevan seuraavat ominaisuudet:
Oletus 4-1. Kuvaus H : R . R"on silea.

Oletus 4-2. On olemassa pistg I R™ siten, etta
A.H(uw)=0ja
B. Jacobin matriisilla H'(g) on maksimaalinen rangi eli rank Hjju= n.

Koska dim range H’(uo) = rank H'(uo) = n ja matriisin H'(uo) kuva-avaruus on sen pysty-
vektorien hy, 1 = 1, ...,n+ 1, viritelm& di range H'(uo) = span {h; |i = 1, ...,n + 1}, voi-
daan valitaindeks j siten, etta dim range H;'(ug) =dim span{hg |i=1, ...,j—1,j+ 1, ...,n
+ 1} = n, missi Hj'(uo) on siis matriisi, joka saadaan ottamalla matriisista H'(uo) j:s pysty-
vektori pois. Oletusten 4-1 ja 4-2 perustedla indeks | voidaan sis valita Siten, ettéa matriis
H;'(uo) on ei-singulaainen. Implisiittifunktioteoreeman (Rudin 1976 mukaan ratkaisujouk-
ko H™%(0) voidaan parametrisoida lokadisesti j:nnen koordinadin suhteen. Uudelleenpara-
metnsoinnilla saadaan seuraava lemma:

Lemma 4-1. Jos oletukset 4-1 ja 4-2 ovat voimass, on olemass sled kayra qa) O R™
nollan sisdltavalta avoimelta valiltd J siten, etta kaikilla hptee:

a c(0) = w,

b. H(c(a)) =0,

c. rank H'(c(a)) =nja

d. c'(a)#0.

Polkuparametrina voidaan kayttdd myos kaarenpituutta s, jolle patee
ds = {Zi-1, . n+1(dgy(a)/daf} Y2 da, (4-20)

mMissA Gy on ratkaisukayran c i:s koordinaéti. Korvaamalla parametri a kaarenpituudella s
saadaan
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lfclk=1 (4-21)
kaaenpituutta s vastaavala lemman 4-1 mukaisella parametrivélill & Koska lagennettu Ja-
cobin matriisi

[H'(c(s))U
g o) (422)
dc (s) O

on ei-singulaainen kaaenpituutta vastaavalla parametrivdlill & sen etumerkki sailyy kyseisel-

la vdlll & vakiona, joten ratkaisukayréd c voidaan suunnistaa lagennetun Jacmbin matriisin
determinantin etumerkin mukaan. Yhteenvetona saadaan seuraava lemma:

Lemma 4-2. Jos

A. c(s) on positiivisesti suunnistettu kaarenpituuden s mukaan parametrisoitu ratgaisuka
B.c(O)=uwja

C. H(c(s)) = 0,

kun J on rnollan siséltéva avoin véli seké s [0 J, niin sl oin tangentti ¢’ toteuttaa seuraavat
ehdot kaikilla 47 J:

a H'(c(s))c =0,

b.|lclk=1]a

¢ deed s
Oc™ O

Ehdot a, b ja cmagadvéat yksikéastteisesti tangentin ¢, joten tangentill e voidaan esittaé seu-
raava maaritelma:

Mé&éritelma 4-2. Tangenttivektori. Jos A on nx(n + 1) -matriisi jarank A = n, niin vekto-
riat = t(A) O R™, jolle pitee

A. At =0,

B.lltl}=1ja

C. det ﬁé% 0,

sanotaan kuvauksen A indusoimaksi tangenttivektoriksi, joka on yksikasitteinen.

Implisittifunktioteoreamasta (Rudin 1976 seuraamyds furaava tangenttikuvauksen siley-
den takaava lema:
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Lemma 4-3. Jos M on kaikkien nx(n + 1) -matriisien, joilla on maksimaalinen rangi, in-
dusoimien tangenttivektoreiden joukko, niin M on avoin ja kuvaus A — t(A), A O M, on
silea.

Lemman 4-2 mukaan ratkaisukéyrdlla con siis polkuparametrin s sihteen derivadta ¢, joka
on Jambin matriisin H’(c(s)) indusoima ma&itelman 4-2 mukainen tangenttivektori. Sama
asia voidaan sanoa toisin maarittelemalla ratkaisukayra c alkuarvotehtavammatkais

Maéritelma 4-3. Alkuarvotentavamaarittely. Kéyrd c on seuraavan akuarvotehtdvéan
ratkaisu:

A.u =t(H(u) ja

B. u(0) = w,

missa kuvaus H toteuttaa oletukset 4-1 ja 4-2 seka tangentti t maaritelman 4-2.

Uudelleenparametrisointi voidaan esittadmyos lisadmalla yhtaon (4-15) rinnalle rgjoiteyhta
16

g(u, s) =0, (4-23)
missig: R™ - Rjau=(x, A), x OR"sekd A jas O R (Seydel 1994. Yhtéén (4-20)
maaittelemén kaaenpituuden ds = {3 -1 _ n+1 duy’} 2 mukainen parametrisointi vastaa
rajoiteyhtaloa

0=9g(X,A, S) =Zi-1, . n(dxy/dsf + (d\/dsY — 1, (4-24)
jolle saadaan likiarvovastine eli pseudokaarenpitumttastaava rajoiteyhtalo

0=g(u,0) =Zi=1,_a(X) — X(0))* + (A —A(0))* - (0 - 0))* (4-25)
Jos (x(gj), A(oj)) on vimeisin laskettu ratkaisukayréan piste, niin yhtalot (4-15) ja (4-25)
maarittelevat pseudokaaremjuden muutosta

Ao =0 —0; (4-26)
vastaavan seuraavan ratkaisun (x(o), A(0)) (kuva 4-5). Raoiteyhtaldita kasitella&én enem-
man luvussa 4.4.2.3.
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. A©) - \(©)

Kuva 4-5. Uudelleenparametrisointi rajoiteyhtélon avulla.

4.2.3 Saanndllisten pisteiden implisiittisesti maaritelty ratkaisukgra

Ma&itelman 4-3A yhtalon oikea puoli on ma&itelty vain niss pisteissi u, joissa Jacobin
matriisin H’(u) rangi on maksmadinen. Kuvauksen H Jacobin matriisin rangin perustedla
voidaan ma&itelld kuvauksen H saénndlliset ja singulaaiset pisted ja avot (Smale 1966
sek& Allgower ja Georg 1990):

Maaritelma 4-4. Saannollisyys ja singulaarisuusJos kuvaus F :'R- R¥on silea ja
A. jos Jacobin matriisin F'(x) rangi on maksimaalinen eli rank F'(x) = min {p,q}, niih®’
on kuvauksen F saannollinen piste;
B. jos xO R? on saannéllinen piste kaikillaX F(y), niin y 0 R* on kuvauksen F s&arino
linen avo.
C. Jos xUJ R ei ole kuvauksen F saanndllinen piste, se on kuvauksen F singulaarinen piste.
D. Jos y R? ei ole kuvauksen F saannollinen arvo, se on kuvauksen F singulaarinen arvo.

Josy O range F, niin F(y) = O, jolloin y on kuvauksen F sa&néliinen arvo. Sardin teo-
reaman mukaan kuvauksen F saanndllisia avoja ovat melkein kaikki y 0 R% ja lisaks saén-
nollisten pisteiden joukko on avoin (Smale 1966 seka Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-1. Jos U O R’ on avoin jakuvaus F: U — R onr kertaajatkuvasti derivoituva, r

> max {p — q, 0}, niin seka kuvauksen F singulaaisten pisteiden etta kuvauksen F singulaa-
risten arvojen jokon Lebesguen mitta (Rudin 1980) on nolla.

33



Lemma 4-4. Jos kuvaus F : R° - R%on sileg niin kuvauksen F saanolli sten pisteiden
joukko on avoin.

Lemmoista 4-3 ja 4-4 néhdaé&n nyt, ettd ma&itelman 4-3A yhtdon oikea puoli t(H'(u)) on
slea vektorikenttd, joka on maitelty kuvauksen H sadndllisista pisteista koostuvassa
avoimessa joukossa. Lisaksi saadaan myos seuraava lemma:

Lemma 4-5. Jos u = u(s) on differentiadiyhtdon u* = t(H’(u)) ratkaisu, niin H(u(s)) on
vakio.

Koska up on oletuksen 4-2B ja ma&itelman 4-4 mukaan kuvauksen H sadndllinen piste,
niin klasssten olemassaolo- ja ykskasitteisyystulosten perustedla ma&itelman 4-3 akuar-
votehtévan ratkaisun c(s) olemassaololle on olemassa maksimadinen véli (a, b), missA ajab
0 R. Kéyrd ds) voidaan sis ma&itella kyseiseks maksmadiseks ratkaisuks. Oletuksen 4-
2A ja dkuarvotentdvamagittelyn 4-3 mukaan H(c(0)) = H(up) = 0. Seuraavan lemman mu-
kaan kaikki ratkaisukayran c(s) pisteet ovat kuvauksen H saannollisakatdié.

Lemma 4-6. Olkoon kayra c(s) maaritelmén 4-3 alkuarvotehtdvan maksimaalinerstatka
a. Jos —»o < a, niin

(i) kayra c(s) suppenee raja-arvopisteeseen u*, kuraga s > a ja liséksi

(i) u* on kuvauksen H singulaarinen nollakohta.
b. Jos vastaavasti bes, niin

(i) kayra c(s) suppenee raja-arvopisteeseen u*, kurbga s < b ja lisaksi

(i) u* on kuvauksen H singulaarinen nollakohta.

IIman oletusta 4-2B ratkaisukdyrdlla (s) sadtais esintya bifurkadio- eli haaautumispistei-
4.4.7. Edellisen lemman avulla saadaan ratkaisukayran kayttaytymista kuvaava ja ratkaisu-
kayran saraamisen kannalta oleellinen tulos:

Lause 4-2. Jos nolla on kuvauksen H saandlli nen arvo, niin ma&itelman 4-3 alkuarvoteh-

tavan maksimadinen ratkaisu ¢ on ma&itelty koko R:ssa ja toteuttaatoisen seuraavista é-

doista:

a. Kayra c on diffeomorfinen ympyran kanssa eli on olemassa jakso T > O siten, ¢t c(s
c(9), jos ja vain joss— $ on jakson T monikerta.

b. Kayra c on diffeomorfinen reaaliakselin kanssa eli kayra c(s) on injektio ja silla ei ole
kasaitumispistetta, kun s, oo,
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4.3  Paloittain lineaaristen menetelmien perusidea

Allgower ja Georg (1990 ovat késitelled paoittain lineaaisia menetelmid, joiden perusteita
kasitellaan téssa vain lyhyesti. Kun seuraavan luvun 4.4 ennuste—lorjaus-me netelmill& seu-
rataan likima&éaisesti luvussa 4.2 kasiteltyd tarkkaaratkaisua ¢ niin paloittain lineaaisilla
menetelmill & seurataan tarkasti paloittain lineaaista kéyraa ¢, joka gproksimoi ratkaisu-
kayraa c Avaruuteen R™*' muodostetaan ensin sellainen n+ 1 -kérkinen monitahokas, jonka
jollakin tahkolla on yht&lon (4-15) ratkaisupiste. Seuraavaks kuvauksen H arvot lasketaan
monitahokkaan karjissi ja laskettujen arvojen avulla ratkaisukayraa ¢ @proksimoidaan line-
aaisesti kyseisen monitahokkaan sisdll&. Ratkaisukayran approksimointia jatketaan muodos-
tamalla uus monitahokas, jolla on yks yhteinen tahko edellisen monitahokkaan kanssa
(kuva 4-6) (Pajunen 1998. Ké&yrd ¢ on monikulmiopolku, joka ma&aytyy seuraavaks
madriteltdvan avaruudedRkolmioinnint suhteen.

M &aritelméa 4-5. Simpleksi. Olkoon i, ...,V O R™, j < n+ 1, affiinisti riippumattomia
eli olkoot vk — v, k=2, ...,] + 1, lineaaisesti riippumattomia. Konveks verho (va, ..., Vj+1)
= 00 {Vy, ..., Vj+1} on avaruuden R™! j-simpleksi, jonka kérjet ovat vy, ..., V.. Joukon {wy,
cees Weaa} O {va, ..., Vja} konveks verho (ws, ..., W) on konveksin verhon (vy, ..., Vi) -

tahko.

M agritelmé 4-6. Kolmiointi. Avaruuden R™ kolmiointi T on avaruuden R™* osgjako n +

1:een simpleksiin siten, etta

A. kaksi kolmioinnint simpleksia leikkaavat joko yhteisessa tahkossa tai eivat leikkaa lai
kaan ja

B. avaruuden R* rajoitettu joukko leikkaa vain dérellisen monta kolmioirmaimpleksia.

M agritelmé 4-7. Kuvauksen H : R™ . R" paloittain lineaainen approksmaaio H, maait-

telyjoukon R™* kolmioinnin T suhteen on seuraavien ehtojen yksikasitteisesti ma&asaméa ku-

vaus:

A. Hq(v) = H(v) kaikissa kolmioinnirt karjissg;

B. H: | o eli kuvauksen Hrajoittuma simpleksiim = (v, ..., i+2) [I T on affiinikuvaus eli H
| o — (H: | 0)(0) on lineaakuvaus.

Josu =2Zi-1 .2 aV O 0o, sen painopistekoordinadit a, i = 1, ...,n + 2, toteuttavat ehdot

He(u) =Zi-1, . ne2@H (V). (4-27)
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Joukko H;™(0) sisdltaamonikulmiopolun ¢, : R — R™*, joka gproksimoi ratkaisukayraa c
Paloittain lineaaisilla menetelmill & ratkaisukayraa ¢ seurataan lineaaisen ohjelmoinnin ku-
ten simplex-menetelmien kaltaisilla askelilla.

Paloittain lineaaisten menetelmien etuna on se, ettei kuvauksen H tarvitse olla sled Ennus-
te—lorjaus-menetelmia ja paloittain lineaaisia menetelmid voidaan myos yhdistaa eime r-
kiks kayttamalla ennuste—lorjaus-menetelmien ennusteena paloittain lineaaisen ratkais u-
kayran c; pisteita Ainakin sauvarakenteisiin liittyvissi rakenteiden mekaniikan tehtévissa
paloittain lineaaisten menetelmien on todettu olevan kilpailukykyisd ennuste—lorjaus-

menetelmien kanssa (Pajunen 1998).

v

Kuva 4-6. Polunseurauksen kulku paloittain lineaarisilla menetelmilla.

4.4  Ennuste—korjaus-menetelmat

Allgower ja Georg (1990 ovat késitelled numeeaisa ennuste—lorjaus-menetelmi, joilla
on tarkoitus seurata likiméa&aisesti ma&itelman 4-3 ratkaisukéyraa clahtien alkupisteesta up
O R™, joka on kuvauksen H sa&nnéliinen piste ja jolle pétee H(up) = 0. Ratkaisukéyraa
seurataan muodostamalla jono pisteita u; O R™, i = 1, 2, ..., jotka ovat halutun tarkkuuden
rgoissa kyseisella kéyrdlla di toteuttavat ehdon || H(u) |p < € vdlitulla toleransslla e > 0
(kuva 4-7).
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Kuva 4-7. Polunseurauksen kulkuneuste—korjaus-menetelmilla.

441 Ennuste—korjaus-menetelmien jrusidea

Oletetaan, ettd on valittu toleranss € > 0 ja piste u; O R™ on halutulla tarkkuudella ratkai-
sukayrdlla c di || H(u) |k < €. Jos u; on kuvauksen H sadndllinen piste, luvun 4.2 tulosten
mukaan ma&itelman 4-3 alkuarvotehtavalla on olemassa dkuarvolla u; maksmadisella rat-
kaisuvalill 430 J mé&itelty yksikasitteinen ratkaisukéyra 6 : J — R™. Seuraavaapistetta Ui,
varten saaaan ennuste integroimala ma&itelman 4-3 yhtdlét numeeisesti. Esmerkiks
Eulerin ennuste on muotoa

Vi = 4 + h t((H (W), (4-28)
missih > 0 on ns. askelpituus. Jos wi.; on ratkaisukayran c piste, joka on Euklidisen normin
suhteen lahinn&a ennustetta vse on minimointiongelman ratkaisu

|| Wez — Visz |k = min { || W — vq | | H(w) = 0, wO R™}. (4-29)
Jos piste u; on riittavéan lahella ratkaisukdyraa cja askelpituus h on riittévan pieni, niin myos
ennuste vi.; on lahella kéyrdé cja minimointiongelman ratkaisu wi.; on yksikasitteinen. Rat-
kaisulle wi,; hadaan kuitenkin ainoastaan likiarvo, joka hyvaksyta&n seuraavaks kayrén c
pistetta wi., approksimoivaksi pisteeks Ui, jos || H(ui+1) | < €. Likiarvo ui.; hagaan kor-
jaamalla Newton-tyyppiselld iteroinnilla ennustetta vi.;. Ennuste—lorjaus-me netelmét voi-
daan esittaa seuraavan algoritmin muodossa:

Algoritmi 4-2. Ennuste—korjaus-menetelmat.

1. Valitaan lahtopiste @ R™! siten, etta H(u) = 0.
2. Valitaan askelpituus h > 0.
3. Tehdaén ennuste seuraavaksi pisteeksRI** siten, ettda H(v 0 ja || u — v{[ h.

37



n+1

4. Korjataan iteratiivisesti ennustettd VR™** etsimalla likim&arainen ratkaisuwR™*
minimointitehtavalle min { || w — vo|| H(w) = 0, w R™}.
5. Asetetaan minimointitehtavan likimaarainen ratkaisu w uudeksi lahtopisteeksi a-ja pal

taan kohtaan 3.

Ratkaisukayran c likima&énen seuraaminen tapahtuu siis vuorotellen toistuvilla ennuste- ja
korjausvaihellla. Ennuste—lorjaus-menetelmien tehokkuus riippuu mm. seuraavista tek i-
JOista:

1. Askelpituuden mukauttaminen ratkaisukayran kayttaytymisen suhteen.

2. Eulerin ennustetta korkeampiasteisten ennusteiden kaytto.

3. Korjausvaiheen Newton-tyyppisten iterointimenetelmien tehokkuus.

4. Erikoispisteiden kuten k&&nne- ja bifurkaatiopisteiden kasittely.

Kohtaa 1 kasitellaan luvussa 4.4.5. Allgower ja Georg (1990 ovat kasitellea kohtaa 2.
Korjausvaiheen tehokkuuteen ratkaisevasti vaikuttavaa kohtaa 3 kasitellaén luvuissa 4.4.2,
4.4.3,4.4.4 ja 4.4.8 sekd kohtaa 4 luvuissa 4.2.1,4.4.6 ja4.4.7.

4.4.2  Korjausvaiheen iterointi

Tassi luvussa tarkastellaan algoritmin 4-1 kohdan 3c ja dgoritmin 4-2 kohdan 4 korjausite-
raatioissa tarvittavia ratkaisumenetelmia.

4.4.2.1 Newton—Raphson-menetelmét

Kayttdmala luvun 4.2.1 upotusmenetelmén mukaista parametrivalintag luvussa 4.2 mainit-
tua Newton-tyyppista iterointia ja Eulerin ennustetta saadaan rakenteiden mekaniikan teh-
tavien yhteydessi usein esintyva ratkaisumenetelma, josta kaytetaan nmitystd Newton—

Raphson-menetelmé (Zienkiewicz ja Taylor 1991).

Linearisoimalla tasapainoyhtélt (4-8) pisteesga\(fjsaadaan

f(g;, Aj) + (0f/09)(q, A)dq + @f/ON)(q;, Aj)OA = 0, (4-30)
missa (0f/0A)(q;, Aj)) = per Ja ns. tangentiadinen jaykkyysmatriss K = — (0f/0q). Nyt
— (9f/aq)(q;, Aj) = (9r/da)(q), joten

f(05, Aj) — K(c)dq + pres OA = 0. (4-31)
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Koskaf(q;, A)) = Ajprer — 1(g), Saadaan viela rakenteiden mekaniikassa usein esiintyva muoto
(Kouhia ja Mikkola 1989)

K()3a = @ + ON)pres — 1(Q). (4-32)
Kuormittamattomassa rakenteessa di tapauksessaa A = 0 voidaan asettaaq = 0 jaf(0, 0) =0,

joten hukan muuttamalla ja tarkentamalla dgoritmia 4-1 saadaan Newton—Raphson-
menetelman algoritmi:

Algoritmi 4-3. Newton—Raphson-menetelmdkuva 4-8).

1. Valitaan kokonaisluku m > 0 ja laht6pisteld R" siten, etta f(g 0) = 0; usein g= 0.
2. Asetetaan kuormakerroinmuutdst = 1/m, jolloinA; = IAA.
3. Suoritetaan kohdat 3a, 3b ja 3c askelillei=1, ..., m:

3a. Siirtyman lahtbarvo: q 54

3b. Askeleen kuormakerroii; = Aj-; + AA

3c. Ratkaistaan iteratiivisesti kuormakerrointaastaava siirtymé; ghtalosta f(q Ay) =
0 kayttaen siirtymalle lahtéarvoa q:

3c.0. Alustus: k = 0,9 = q.

3c.1. Uusi iteraatiokierros: k = k + 1.

3c.2. Siirtyman muutosig® = K@ )™ ((Ai-e + AN)prer — r(d<)).

3c.3. Iteraatiokierroksen siirtyma®ge o™ + 5q®.

3c.4. Palataan kohtaan 3c.1 kunne®f@) = (\i-1 + AN)prer — 1) = 0, jolloin aset-
taan q= d".

v

Kuva 4-8. Iteroinnin kulku Newton—Raphson-menetelmalla.
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Kun k = 1 algoritmin 4-3 kohdassa 3c.2, niin saadaan ennuste
q? = d” + K@) (Nt + AN)prer — r(d”)
= + AAK(A) ™ P (4-33)

jotavoidaan pitdéd agoritmin 4-2 mukaisena Eulerin ennusteena askelpituudela AA. Kun k >
1, niin saadaan korjattu ennuste

q" = oV + K@ ) (it + DN)prer — 1(d ). (4-34)
Newton—Raphson-menetelma on siis Euler—Newton-tyyppinen ennuste—lorjaus-me ne-
telmd, jossa parametrivalinta vastaa klasgsen upotusmenetelman parametrisointia. Raken-
teilden mekaniikan tehtaviin menetelmadovat soveltaned mm. Crisfield (1979 seka Bathe ja
Cimento (1980. Jos Newton—Raphson-algoritmin kohdassa 3c.2 kaytetdén tangentiadi sen
jaykkyysmatriisin K(q*™) tilalla kyseisen askeleen alun tangentiadista jaykkyysmatriisia
K(q®), saadaan modifioitu Newton—Raphson-menetelma (Zienkiewicz ja Taylor 1991).

Jos algoritmin 4-3 kohdan 2 kuormakerroinmuutos AA on riittdvéan pieni, kohdan 3a sirty-
man l&htéarvo on nin l&hella kohdan 3c sirtymag etta iterointi yleensa suppenee kohti rat-
kaisua kaikilla askélillai = 1, ...,m, javiimein saavutetaan kuormakerrointa A, = 1 vastaava
siirtyma gm. Kuitenkin, jos ratkaisukéyrala f(0) on kaénnepiste kuormakertoimen A suh-
teen jollakin kuormakertoimella A = Ay < 1, niin iterointi hgjaantuu jollakin i = iz < m ja
ratkaisuk&yran seuraaminen keskeytyy (Riks 1972. Ma&itelméan 4-1 mukaan tangentiadi-
nen jaykkyysmatriis K on kd&nnepisteessa singulaainen, sillarank K =n— 1 eli dm ker K =
1.

4.4.2.2 Moore—Penrose-kadannds Newton-iteraatiossa

Allgower ja Georg (1990 ovat késitellee Moore—Penrose-kd&nnbksen soveltamista al-
goritmin 4-2 kohdan 4 minimointiongelman iteratiiviseen ratkaisemiseen: Jos kuvaus H a-
goritmin 4-2 kohdassa 4 olisi kuvaus avaruudelta R" itselleen, minimointitehtavan likimaa-
rasta ratkaisua voitaisiin etsia luvun 4.2 yhtalon (4-10) mukaisella Newton-tyyppisell ite-
roinnilla KoskaH : R™ _ R", Jacbin matriis H’ e ole nelidmatriisi eika sis mydskéaén
kaatyva, joten luvun 4.2 Newton-tyyppista iterointia @ voida sellaisenaan kayttad Koska
derivagalla H' on kuitenkin oletuksen 4-2B mukaan maksmadinen rangi n, luvun 4.2
Newton-tyyppista iterointia voidaan modifioida kayttdmélla Moore—Penrose-kadnbsta

Moore—Penrose-ka&nnos voidaan mé&itella yleisemmin nxm -matriiseill e, joilla on maksi-
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madinen rangi, mutta tassa tapauksessa kasitellaén vain maksimadi sen rangin omaavia nx(n
+ 1) -matiisga:

Maéritelma 4-8. M oore—Penrose-kdannos. Jos A on nx(n + 1) -matriig, jolla on maksi-
maalinen rangi eli rank A = n, niin matriisin A Moore—Penrose-kaanigsA (AAT) ™.

Lemma 4-7. Jos A on nx(n + 1) -matriig, jolla on maksmadinen rangi, ja t(A) sen in-

n+1

dusoima tangenttivektori, niin seuraavat ehdot ovat yhtapitavia kaikill&bja x 0 R
a Ax=bjat(A)x =0,

b.x=A"bja

c. x on ratkaisu minimointitehtavélle min {|| w|[JAw = b, wO R™%.

Lemma 4-8. Jos A on ®(n + 1) -matriisi, jolla on maksimaalinen rangi, niin

a A*A on ortogonaaliprojektio avaruudeltd‘Ravaruudelle {t(A)}- = range A eli A'A =
|- t(A(A),

b. AA"=1ja

c. jos B on matriisin A oikeanpuoleinen k&annos eli AB = I, nifreAl — t(A)t(A)")B.

Véattamaton ehto algoritmin 4-2 kohdan 4 minimointitehtavan ratkaisulle saadaan Lagran-
gen kertoimia kayttamalla (Milne 1980: Jos w O R™* on minimointitehtévan ratkaisu, se
toteuttaa Lagrangen yhtalot

H(w) =0 ja (4-35)

w—v=H(w)n, (4-36)
missin O R™. Jdkimmainen yhtéld on yhtépitava sen kanss, ettdaw — v O range H'(w) T =
{t(H’(w))} L, joten ratkaisun w on toteutettava yhtalot

H(w) =0 ja (4-37)

t(H'(w)) " (w — v) = 0. (4-38)
Newtonin menetelméssa yhtaot (4-37) ja (4-38) lineaisoidaan pisteessi v eli muodostetaan
Taylorin kehitelmat pisteessa v:

H(w) = H(v) + H'(V)(w — v) + O(]| w — v4]) ja (4-39)

t(H' W) " (W —v) = t(H'(V))" (w—v) + O(l| w— v, (4-40)
joista poistetaan Landaun symbolilla O merkityt korkean asteen termit. Nain saadaan likiar-
vo N(v) yhtdl6iden (4-39) ja (4-40) ratkaisulle w. Likiarvoratkaisu N(v) toteuttaasis yht&
16t

H(v) + H'(v)(N(v) —v) =0ja (4-41)
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t(H'(v)) " (N(v) —=v) = 0. (4-42)

Lemman 4-7 avulla saadaan seuraava maaritelma:

M &éritelma 4-9. Newtonin kuvaus. Jos v O R™ on kuvauksen H : R™ . R" sa&ndlli-
nen piste, niin algoritmin 4-2 kohdan 4 minimointiteht&van ratkaisun likiarvo eli Newtonin
piste

N(V) = v = H’(V)" H(V). (4-43)
Kuvauksen H sagndliisille pisteille ndin maiteltyd kuvausta N : R™ — R™ sanotaan
Newtonin kuvaukseksi.

Vertaanala ma&itelman 4-9 Newtonin kuvausta luvun 4.2 Newton-tyyppiseen iteragioon
(4-10) huomataan, etta anoa muodollinen ero on tavallisen kadanteismatriisin korvaaminen
Moore—Penrose-ka&nndksella. Algoritmia 4-2 voidaan nyt tarkentaakohtien 3 ja 4 osdta
kayttdmala luvun 4.4.1 yhtalon (4-28) mukaista Eulerin ennustetta ja Newtonin kuvauksen
maarittelem&a korjausta.

Algoritmi 4-4. Euler—Newton-tyyppinen ennuste—korjaus-menetelma.

1. Valitaan lahtopiste @ R™! siten, etta H(u) = 0.

2. Valitaan askelpituus h > 0.

3. Tehdaén ennuste seuraavaksi pisteeksRI*™* kayttamalla Eulerin ennustetta v = u +
ht(H’(u)).

4. Korjataan iteratiivisesti ennustettd VR

n+1

etsimalla likimaarainen ratkaisu wR™
algoritmin 4-2 kohdan 4 mimointitehtavélle

4a. korjaamalla ennustetta v Newtonin kuvauksella N: w = N(v) = v —H{W) ja
4b. asettamalla nain saatu likiarvoratkaisu korjatuksi ennusteeksi v = w sekéa palaamalla
kohtaan 4a kunnes H(w)0.

5. Asetetaan minimointitehtavan likimaarainen ratkaisu w uudeksi lahtopisteeksi a-ja pal
taan kohtaan 3.

Algoritmin 4-4 Euler—Newton-tyyppisen ennuste—lorjaus-menetelman kvadradtiset su p-

Lause 4-3. Olkoon rolla sle&n kuvauksen H : R™ — R" sa&nndllinen arvo. Silloin on ole-
massa avoin ympéaristd U H™(0) siten, etta seuraavat kohdat ovat voimassa:
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a Ratkaisukuvaus ¥ S(v) 0 H™*(0), vO U, joka ratkaisee algoritmin 4-2 kohdan # m
nimointiongelman on yksik&seisesti maaritelty ja silea.
c. Seuraavat arviot patevat lokaalisesti tasaisesti kaikilld
c.1. [ N(v) = N(v) [k = O(ll N(v)- v [b?);
c.2. | N(v) = N(v) [k = O(ll N°(v) = v [B);
c.3. | N(v)-S(v) [+ = O(ll v= S(v) I1);
c.4. || N(v) = S(v) [} = O(]| v— S(V) I§)-
d. Inkluusio N(U)OI U on voimassa.

Algoritmin 4-4 kohdan 3 tangentin ja 4a Moore—Penrose-k&&nnbksen laskemisessa Vo i-
daan kayttad hyvaks mita tahansa lineaaisen yhtaloryhman ratkaisumenetelmag jolla kye-
taan ratkaisemaan vektorixR™" lineaarisesta yhtélosystaista

H(u)Xx=yja (4-44)
e'x=0, (4-45)

missi vektori y O R” ja Jacobin matriisi H'(u) on annettu seké vektori e 0 R™ on valittavis-
sa silla ehdolla, etta

(WHL (OH W . 4-46
cond@'eT E JeondH'(WH' () ") ( )

Vektorin e taytyy sis olla mahdollismman yhdensuuntainen aiavaruuden ker H’(u) kanssa.
Vektori e voidaan esmerkiks asettaa yksikkovektoriks e;), jos indeks i valitaan ehdon
max; {ep' t(H'(W) |i=1, ..,n+ 1} perustedla Jos esimerkiksi u = (x, A), missiA O R,
niin valitsemallai = n + 1, voidaan ottaahuomioon Jacobin matriisin H’(u) mahdolli set er i-
tyisominaisuudet muuttujan x O R" suhteen (Allgower, Chien ja Georg 199Q. Vektorin e
voidaan gjatella ma&aavan korjausiteraaion lokadisen parametrisoinnin. Esmerkiks luvun
4.4.2.1 Newton—Raphson-menetelmissi, joissaa kuormakerroin A pysyy vakiona korjaus-
iteroinnin aikana, on kyse samantyyppisesta lokadisesta parametrisoinnista. Samoin luvun
4.4.2.3 kaaenpituusmenetelmissy, joiden yhteydessa kasiteltavalla ositustekniikalla Jacobin
matriisin mahdollinen erityisrakenne voidaan myos ottaa homm

Jos yhtéoparin (4-44) ja (4-45) ratkaisu x = By, missi (n + 1)xn -matriisin B & tarvitse olla

eksplisittisesti tiedossa, niin tangentti t(H’(u)) saadaan seuraavalla tavala: Yhtaon (4-44)

mukaan H’(u)x = H'(u)By =y ja yht&lén (4-45) mukaaixe= € By = 0, joten
H'u)B=1ja (4-47)

e€B=0. (4-48)
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Jos merkitaan, etta

T=e-BH'(u)e, (4-49)
niin yht&ldn (4-47) mukaan H'(u) T = 0 jayhtélon (4-48) mukaane’ T = € e >0, joten T # O.
Siis tangentti

t(H'(u) =xt/||T |k (4-50)

missé etumerkki voidaan laskea helposti yhtalon

(u)d (u)d
sign cet [ (V= ggn aee 1 01 (4-51)
Ot 0O Oe 0O

perustedla, slld useissa lineaaisen yhtédlosysteanin ratkaisumenetelmissA yhtdlon oikea
puoli on helposti laskettavissa (Allgower ja Georg 199Q. Yhtdldista (4-47) ja (4-48) seka
lemmasta 4-8 saadaan Moore—Penrose-k&annos

H'(u)" = [1 = t(H'(u)t(H'(w) "IB. (4-52)

4.4.2.3 Kaarenpituusmenetelmien rajoiteyhtalot ja ositusteknikka

Luvussa 4.2.1 naytettiin, ettd kadnepiste voidaan ohittaa ns. kaaenpituusmenetelmill &
(Crisfield 199)), joissa tasapainoyhtalon (4-8) ratkaisuk&yran seuraamista @ kontrolloida
ainoastaan kuormakertoimen A suhteen vaan myos sirtyman q suhteen kayttamalla ratkai-
sukayran parametrina &@npituutta s.

Kaaenpituuden muutosta As vastaavat ennusteaskeleen siirtymamuutos dg' ja kuormaker-
roinmuutosdAY) maaraytyvat yhtaloa (4-25) vastaavasta ylstalo

118G [B? + SN2 = A, (4-53)
missi on kaytetty Newton—Raphson-algoritmin 4-3 merkintaa 3q® = A® K(q9)™ pe.
Ennusteaskeleen kuormakerroinmuutoksekaiaan siis

ANY=0hs /{1 + || K@) per [k} (4-54)
missA dumerkki o voidaan valita esimerkiks ns. jaykkyysparametrin etumerkin (Bergan,
Horrigmoe, Krakeland ja Sgreide 1978 seka Bergan 1981) tai jaykkyysmatriisin ominaisar-
vojen (Kouhia ja Mikkola 1989) mukaan:

0 = sign{ (K(&®) " pren” Pret }/ { (K@) Pre))” Prer } ta (4-55)

o = eigsign{ K(q?) }, (4-56)
missa @gsign{ K(q.?) } = +1, jos jaykkyysmatriisin kaikki ominaisarvot ovat aidosti posi-
tiivisia, ja muulloin eigsign{ K(g.¥) } = -1. Kaaenpituuden muutoksen As péivittamiseen
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voidaan kayttda eilaisia askelpituudenmukauttamismenetelmid, joita on kasitelty luvussa
4.4.5.

Lineaisoimalla rajoiteyhtalo (4-23) pisteessa (g, Aj, S), MiSA g = q(S) jaA; = A(S), Saa
daan

9(a, A, §) + (09/0a)(g, Ay, §))" 39 + @g/ON)(g, Ay, $)O = 0. (4-57)
Jos merkitaén g; = 9(q;, Aj, S), 95 = (09/009)(q, Aj, S) jJag,j = (09/0A)(q;, Aj, S), lineaisoitu
rajoiteyhtalo (4-57) tulee nutioon

g +9; 3q+g; O\ =0. (4-58)
Useissa tapauksissa linearisoitu rajoiteyhtalo (4-58) voidaan esittdd muodossa
9(a,A\) =t'n-g=0, (4-59)

missi tj, n, 0 R™ ja @ 0 R (Kouhia 1994). Liitteessi A vektorit t; ja n, seké vakio g on
lueteltu Riksin (1972, Crisfieldin (1981, Rammin (1981, Friedin (1984, Schweizerhofin
ja Wriggersin (1986 seka Forden ja Stiemerin (1987 esttamille rgjoiteyhtdloille. Esimer-
kiks asettamallaAg = g — g jaAA = A — A; néhdaén, etté luvun 4.2.1 pseudokaaenpituucen
yhtéloa (4-25) vastaa Crisfieldin (19817) dlli ptinen rgjoiteyhtdo. Friedin (1984 ortogonadi-
sen trgjektorin kaaenpituusmenetelméa seka yhtéaoiden (4-41) ja (4-42) Allgowerin ja Ge-
orgin (1990 polunseurausmenetelma vastaavat myos toisaan. Kouhia ja Mikkola (1995
ovat lisdks huomauttaned, ettd Haselgrove on esttanyt vastaavan menetelman jo vuonna
1961.

Useissa tapauksissa tangentiadinen jaykkyysmatriis K on symmetrinen ja nauhamainen
(Crisfield 1981) pten yhtaloparia

Ef(qj!)\j)_ K(qj)6q+ prdé)\lj:

Gi(q,A) = : 4-60

missi Gj : R™ - R™!, e kannata ratkaista suoraviivaisesti vaan rs. ositustekniikalla (Chan
1984ja Rheinboldt 1986, jolloin tangentiadi sen jaykkyysmatriisin erityisrakennetta voidaan
kayttdd hyvaks: Annettua kaaenpituuden muutosta As vastaava sirtyméalisays 6q jadaan
kuormitusta ja epatasapainoa vastaaviin osiin (Kouhia ja Mikkola 1995), jolloin

0q =g + OA S, (4-61)
mMissadgs, OA ja dq, ratkaistaan yhtaldista

K(@:)0as = (G, Aj) = Aiprer — 1(Q), (4-62)

K(0j)00p = Pt ja (4-63)

O\(g; + g} 80) = — (g + g’ 3a)- (4-64)
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Lineaisoitu rgoiteyhtdld (4-59) voidaan siis gatella korjausvaiheen Newton-tyyppista ite-
rointia rgjoittavana paikallisena lisdehtona (Seydel 1994). Kaaenpituusmenetelmien ero
Newton—Raphson-menetelmaén ja luvun 4.4.2.2 ennuste—lorjaus-menetelméén néhdaén
vertaandla seuraaraa dgoritmia Newton—Raphson-algoritmiin 4-3 ja Moore—Penrose-
k&dannoksen sisaltavaéalgaritmiin 4-4.

Algoritmi 4-5. Kaarenpituusmenetelméat(kuva 4-9).

1. Valitaan lahtopiste g] R" siten, etta f(g 0) = 0; usein g= 0.
2. Valitaan kaarenpituuden muutas > 0, jolloin g =0 ja $= 5-1 + As.
3. Suoritetaan kohdat 3a, 3b ja 3c askelillei=1, 2, ... :

3a ja 3b. Lahtopiste: (&) = (g-1, Ai-).
3c. Ratkaistaan iteratiivisesti kaarenpituuden muuthsteastaava ratkaisupiste, (&)
yhtaloparista f(g A)) = 0 ja g(g Ai) = 0 kayttden kohdan 3a ja 3b l&ahtdpistetta\}q,

3c.0. Alustus: k =0, @, A?) = (q,))
3c.1. Uusi iteraatiokierros: k =k + 1
3c.2. Siirtyman ja kuormakertoimen muutokset:

Kuormakerroinmuutos, ennuste (k = 1):
6(3]f(1) =0

6qp(1) = K@) ™ pres

S\ =oAs /{1 +[5q" |b*}**

Kuormakerroinmuutos, korjaus (k > 1), liite B:

86" = K(A" )™ (A prer— r(df ™) )

8" = K(@“ ™)™ prer

K = { g(k—l) + g’(k—l) T 6(2]f(k) Y {g (=1) 4 g’(k—l) T 6qp(k) }
Siirtymamuutos:

6q(") — 6(2]f(k) + MW 6qp(k)

3c.3. Iteraatiokierroksen kuormakerroin- ja siirtymaarvot:

AR = A1 4 5K
MY =AW A =+ W
q(k) — q(k—l) + 5q(k)

AGY = ¢ — gy = AgHD + S

3c.4. Palataan kohtaan 3c.1 kunne®f®&*) = 0, jolloin asetetaan & o* jaA; = A®.
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Kuva 4-9. Iteroinnin kulku kaarenpituusmenetelmalla.

Algoritmin 4-5 kohtaa 3c.2 voidaan luonnollisesti modifioida kayttamalla tangentiadisen
jaykkyysmatriisin K(g* ) tilalla kyseisen askeleen alun tangentiadista jaykkyysmatriisia
K(g®). Jos algoritmin kohdassa 3c.2 asetetaan SAY = AX ja dA\Y = 0 kaikilla k > 1, kaar
renpituusmenetelmien algoritmista saadaan Newton—Raphson-menetelman  algoritmi.

Newton—Raphson-menetelmaavoidaan itse aslassa pitdakaaenpituusmenetelmana rajoit e-
yhtalolla g(a, A, ) = 9(a, A) = A — Ajs1 (Seydel 19949). Liitteen C kuvassa on esitetty esi-
merkit polunseurauksen kulusta ei rajoiteyhtaldill & tapauksessa n = 1. Rakenteiden meka-
niilkan tehtaviin kaaenpituusmenetelmi& ovat soveltaned mm. Riks (1972 1984, Crisfield
(1981, 1982 1983, Ramm (198)), Fried (1984, Schweizerhof ja Wriggers (1986, Simo,
Wriggers, Schweizerhof ja Taylor (1986, Forde ja Stiemer (1987 seka Bellini ja Chulya
(1987).

4.4.3 Lineaarisen yhtaloryhman ratkaiseminen

Edelli sissi luvuissa kasiteltyjen ennuste- ja korjausvaiheen lineaaisten yhtééryhmien ratkai-
semiseen kaytetdédn usein rs. suoria yhtaoryhménratkaisumenetelmia (esm. nauha- profiili -
ja rintamaratkaigjat, Salonen ja Freund 2000, joissa kerroinmatriisille muodostetaan esi-
merkiks LU-hagjotelma Gaussn eliminadiolla. Suorien menetelmien helkkouksia ovat erityi-
sesti hgjotelman vaaima laskenta-aika ja tietokonemuistin tarve. Ns. iteratiivisila yhtalo-
ryhménratkaisumenetelmill & muistintarve ja laskenta-aika ovat useissa tapauksissa huomat-
tavasti vahaisempia (Kouhia ja Mikkola 2000b sekd Golub ja Van Loan 1996).
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Lineaaisen yhtaloryhman iteratiiviseen ratkaisemiseen kdytetaan usein Krylovin aliavaruu-
teen (Golub ja Van Loan 1996 perustuvia iterointimenetelmid, joita Kouhia ja Mikkola
(200() ovat edtelled niin symmetrisill e ja positiividefiniiteill e, symmetrisill e ja indefiniiteill e
kuin epasymmetrisill ekin matriiseille. TéassA mainitaan vain esimerkki néista menetelmistg,
joita mm. Kelley (1995) on kasitellyt laajemmin.

Lineaarisen yhtalosysteemin

AXx =D, (4-65)
misséa A on reaalinerxn -matriisi seka x ja bl R", alustettu muoto on

M. AM Yy = M b, (4-66)
missi M = M;M, on austusmatriisi, M,y = x sekd M; vasen ja M, oikea dustusmatriisi.
Sopivan iteroinnin suppenemista kiihdyttavan alustusmenetelman valinta nayttaé usein ole-
van ratkaisumenetelman valintaatéarkeampi kysymys. Esmerkiks seuraava dustettu konju-
gadtigradienttimenetelmd on symmetrisille ja positiividefiniiteille matriiseille tarkoitettu
ratkaisumesatelma:

Algoritmi 4-6. Alustettu konjugaatti-gradienttimenetelma.

1. Muodosta M, §=b — Ax, dh = Mo, To = 1" do.
2. lteraatioaskeleeti =0, 1, 2, ... kunnes likiaryg an riittavan tarkka:

2a.s=Ado=1/d's

2b. %1 =% + aid, e = 1 — QS
2c. z = My

2d.Tivs = Gt Z,Bi = Tia / T,

2e. d =z +Bid;

Sovellettaessa iteratiivisa menetelmia rakenteiden mekaniikan tehtéviin —esimerkiks yht &
66N (4-60) —tulee Kouhian ja Mikkolan (20008) mukaan esille mm. seuraavia heikkou k-
sia:

1. Epélineaarisille kuoritehtaville yleisesti kaytetyilla ns. epataydellisilla hajotelmagohju
tuksilla ei ole saatu tyydyttavia tdsia.
2. Indefiniiteilla matriiseilla pohjustukset johtavat iteroinnin hitaaseen suppeaem

3. Tangentiaaliseen jaykkyysmatriisiin perustuvaa askelsuunnan valintaa ei voida kayttaa

yht& helposti kuin suorissa yhtalénratkaisumenetelmissa (ks. luku 4.4.6.3).
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4.4.4  Jacobin matriisin paivittaminen

Edella kasitellyissa ratkaisumenetelmissi tarvittavien Jacobin matriisien (esimerkiks tan-
gentiadinen jaykkyysmatriis K) laskeminen vie dimensioltaan suurissa tehtévissa huomatta-
van osan koko tehtévan ratkaisemiseen kuluvasta gasta, joten usein Jambin matriiseille
kannattaa kayttda gproksmadioita, joiden paivittdminen e ole niin raskasta (Allgower ja
Georg 1990Q. Approksmadioiden kéyttd vaikuttaa kuitenkin korjausiteragioiden suppe-
nemisnopeutea, joka sadtaalaskea emerkiks kvadradtisesta superlineaaiseen tai line-
aafseen.

JosF: R" - R" onsiledkuvaus ja F(x*) = 0 seka Jamobin matriisin F(x*) rangi on maksi-
maalnen, niin Newton-iteraatio

Xir1 = % — F'(x) ™ F(%) (4-67)
on lokaalisesti kvadraattisesti suppeneva:
Il %1 = x* [b = O(] X = x* [B), (4-68)

jos aloituspiste xon riittavan lahella nollakohtaa x* (Allgower ja Georg 1990).

Modifioitu Newton-iteraatio tai kuoro-Newton-iteraatio

Xir1 = % — F'(%o) ™ F(%) (4-69)
on lokaalisesti lineaarisesti suppeneva:
I %2 = x* |k = Bl[ X — x* |, jollakin B U (O, 1), (4-70)

jos aoituspiste xo on riittavan 1ahell& nollakohtaax* ja Jacobin matriis F(X) on riittavan
l&hdla Jacobin matriisia F’'(x*) (Allgower ja Georg 1990).

Jos Jhmbin matriisila @ ole mit&é&n erityisominaisuuksia, usein kaytetdén Broydenin hyvan
paivityksen kaavag joka e sdilyta symmetriaa eka positiividefiniittisyytta (Allgower ja Ge-
org 1990): Taylorin kaavan mukaan

F (%) (Xir1 = %) = F(%:2) = F(%) + O(l] %1 — % B, (4-71)
mista saadaan Jacobin matriisin §'(kiarvolle B sekanttiyhtalo

Bs=V, (4-72)
missa

S=Xe1—XJa (473)

Yi = F(%) — F(%). (474)

Vaaimalla, ettd Newton-tyyppisen iteradion (4-10) Jaaobin matriisin likiarvo Ai.; toteuttaa
sekanttiyntdlon ja minimoi etdisyyden matriisin A;, saadaan Broydenin hyvan péivityksen
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kaava (Allgower ja Georg 1990Q: Minimointitentavan min{|| A = Ai |[f |As =y, , A onre-
aalinen xn -matriisi}, missa Froénius-normi

A= G An® )™ (4-75)
ratkaisu

B =B+ (v —Bs)s' /|| $|b° (4-76)
Vastaavalle k&anteismatriisille patee (Kouhia ja Mikkola 2000a)

Bii =B+ (y—Bs)s' B /s B s. (4-77)
Broydenin hyvan paivityksen kaavan mukaisen Newton-tyyppisen iteraation

Xis1 = X% — BT F(X) (4-78)
suppeneminen on superlineaarista:

[ %2 =Xx* [k /]I %=x* |k - O, kuni- oo, (4-79)

jos aoituspiste xo on riittévan 1ahell& nollakohtaax* ja Jacobin matriisin likiarvo Bo on riit-
tavan lahella Jaabin matriisa F(x o). Vastaavat péivityskaavat ja suppenemisnopeudet voi-
daan jiitaa myds Moore—Penrose-kaannosmatriisille (Allgower ja Georg 1990).

Jaabin matriisin erityisominaisuudet kuten symmetria, harvuus tai postiividefiniittisyys on
syytd huomioida varsinkin silloin, kun matriisin dimenso n on suuri. Kvasi-Newton-
paivityksig, jotka sdilyttavét erityisrakenteen, ovat mm. ns. kakkosrangipaivitykset Broy-
den—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS) (Kouhia ja Mikkola 2000a)

B.i=Bi+yy'/y's-Bss B /s Bs ja (4-80)
Bii =B+ {s(s—B7y) +(s—By)s'} /sy
~(s—-B7y)'yiss' /(s Y’ (4-81)

ta Davidon—Fetcher—Powell (DFP), jotka saadaan vastaavasti yhtalGista (4-80) ja (4-81)
duaaisella muunnoksella suorittamalla korvaukset

S o V,B o BljaB.y o Bt (4-82)
Rakenteiden mekaniikan sovellusten yhteydessa kvasi-Newton-paivityksid ovat kasitelled
myo6s mm. Matthies ja Strang (1979) seka Crisfield (1982).

445  Askepituuden mukauttaminen

Algoritmin 4-4 kohdassa 2 valittava askelpituus h tai vastaavasti algoritmin 4-5 kohdan 2
kaaenpituuden muutos As riippwat luonnolli sesti jollakin tavalla tarkkuudesta, jolla ratkai-
sukayrdéd halutaan seurata, mutta askelpituudelle voidaan esittaa myos tarkempia avioita
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Eriksoon ja Kouhia (1995 ovat tarkastelled askelpituuden pavittdmista korjausvaiheen
alkana. Seuraavaks tarkastellaan ainoastaan ennustevaiheen askelpituuden pavittémista
Allgowerin ja Georgin (1990 esittamilla Newton-korjausvaiheen kontraktiosuhteeseen pe-
rustuvala asymptoottisella strategialla ja Newton-korjausvaiheen virhemallii n perustuvalla
strategidla, jota voidaan soveltaa @lellistd lagemmin. Molemmissa malleissa pavitetaan
Eulerin ennustetta, joka on ensmméisen asteen ennuste. Myds korkeanpiasteisill e ennusteil-
le (Wagner 1990 ja Erikson 1993, jotka voivat perustua esimerkiks polynomi-
interpolaatioon, on kehitetty erilaisia paivitysmenetelmia (Allgowergar 1990).

4.45.1 Asymptoottinen malli

Jos on |8ydetty ratkaisukayran piste u 0 H™(0) ja valittu askelpituus h, niin algoritmin 4-4
kohdasta 3 saadaan Eulerin ennuste v(h) = u + ht(H' (u)) ja Newton-tyyppisella iteroinnill a
korjattu seuraava ratkaisukéyran piste zZh) O H™(0). Asymptoottinen askelpituuden mu-
kauttaminen perustuu jalkiarvioon siitd, mika olis ollut paras askelpituus h™, jolla olis saa-
vutettu ratkaisukayran piste Z2h") lahdettaessi Newton-tyyppiseen iterointiin Eulerin ennus-
tedla v(h) ratkaisukdyran pisteesta u. |deadinen askelpituus h™ mé&itetadn asymptoottisilla
arvioilla ja Sita kéytetadn seuraavana ennusteaskeleen pituutena. Taméa ennusteaskeleen pi-
tuuden mukauttamismenetelma riippuu @éaaassa kaytetysta ennuste—lorjaus-me netelmés-
ta ja kriteeristd, jonka perusteella paras askelpituutsaaal

Algoritmin 4-4 mukaisen edell& mainitun ennusteen v(h) ja ensimmaisen korjauksen

w(h) = v(h) — H'(v(h))" H(v(h)) (4-83)
avulla maaritellaan korjausvaiheen kontraktiosuhde
k(u, h)= | H'(v(h))" H(w(h)) [b/ 1| H'(v(h)) H(v(h)) [k, (4-84)

jonka askelpituuden h suhteen asymptoottista kayttaytymista kuvaa seuraava lemma:

Lemma 4-9. Jos ratkaisukayran c kaarevuus pisteessa u poikkeaa nollasta, jolloin

H"(u)[t(H'(u)), t(H'(u))] # O, (4-85)
missa H”(u)[-, - ] : R™* x R™! -, R" on bilineaarikuvaus, niin kontraktiosuhde
k(u, h) = k(u)i* + O(I?), (4-86)

missa k(u) = 0 on ratkaisun u suhteen silea ja askelpituudesta h riippumaton.
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Jos ma&itellaén tavoiteltava kontraktiosuhde k™, joka riippuu kwauksesta H ja varmuudes-
ta, jolla ratkaisukéyraa H(0) pyritaén seuraamaan, niin edelld mainittu ideadinen askelpi-
tuus h™ saadaan lemmasta 4-9: Hyvaksymdll & ideadi nen askelpituus h™ ehdolla k(u, h™) = k™
eli asettamalla k(u, = kx(u)h? + O(H®) = ky(u)® = K saadaan yht&lo

ko(u) = K/ b2, (4-87)
Lemman 4-9 asymptoottisesta arviosta

k(u, h)= ka(u) I (4-88)
ja yhtalosta (4-87) saadaan ideaalinen askelpituus

h™=h {k/k(u, h) }2, (4-89)

jota kaytetddn seuraavan ennusteaskeleen pituutena.

Askelpituus voidaan mukauttaa kontraktiosuhteen liséks myds muiden asymptoottisten
arvioden avulla. Esimerkiksi ensimmaiseen korjaukseen liittyva etaisyys

&(u, h)= || H'(v(h))" Hv(h)) [ (4-90)

approksimoi ennusteen V(h) etéisyytta ratkaisukdyrasta seka askeleen lahtopistettd u ja en-
nustetta v(h) vastaavien tangenttien véalinen kulma

a(u, h)= arccos{ t(H'(u)Y t(H'(v(h))) } (4-91)

kertoo ratkaisukayrén kaaevuudesta. Naiden arvioiden askelpituuden h suhteen asymptoot-
tista kayttgtymista kuvaa seuraava lemmaa 4-9 vastaava lemma:

Lemma 4-10. Etaisyydell&d ja kulmallea patee:
d(u, h) =8,(u) If + O(IY) ja (4-92)
a(u, h) =ay(u) h + O(H), (4-93)

missA &,(u) ja a,(u) ovat ratkaisupisteen u suhteen sileitd ja askelpituudesta h riippumatto-
mia.

Jos ma&itellaan tavoiteltava ddisyys 0 ja tavoiteltava kulma a~, saadaan ideadiseks as-
kelpituudeksi etaisyyden mukaan

h=h{&/&u, h) }* (4-94)
ja kulman mukaan

h=ha"/a(u, h). (4-95)
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Jos korjausvaiheen iteraaiokuvauksena kdytetadh modifioitua Newtonin kuvaustaw = N(v)
= v — H'(u)" H(v), niin vastaavan kontraktiosuhteen

k(u, h)= || H'(u)" H(w(h)) [b/ ]| H'(u) H(v(h)) b (4-96)
asymptoottiseksi arvioksi ja ideaaliseksi askelpituudeksi saadaan

k(u, h) =k h + O(H) ja (4-97)

h™=h K /k(u, h). (4-98)

Y htdl6iden (4-89) ja (4-98) kaltaisa askelpituuden paivitysmenetelmia ovat kayttaned mm.
Crisfield (1981, 1982 1983, Ramm (1981), Riks (1984, Simo, Wriggers, Schweizerhof ja
Taylor (1986 seka Bellini ja Chulya (1987). Naissa sovelluksissa kontraktiosuhde k on
yleensa kovattu iteraatioiden lukumaaralla.

4.45.2 Virhemalli

Jos on |8ydetty ratkaisukayran piste u 0 H™(0) ja valittu askelpituus h, niin algoritmin 4-4
kohdasta 3 saadaan Eulerin ennuste

Vo(h) = u + ht(H'(u)). (4-99)
Jos T on korjausvaiheen iteraatiokuvaus, niin korjattu ennuste

Visa(h) = T(u(h)). (4-100)
Newtonin iteraaiossa T(vi(h)) = vi(h) — H'(vi(h))" H(vi(h)). Lisaks oletetaan, etta askelpi-
tuus h > 0 on niin pieni, ettd on olemassa raja-arvo

Vo(h) = lim; _ vi(h) O H(0), (4-101)
ja dta eotuksen vp(h) — v..(h) ja tangentin t(H’(u)) valinen kulma on 172 + O(h). Tal6in
myds erotuksen vo(h) — c(h) ja tangentin t(H’(u)) vdinen kulma on 172 + O(h) ja || c(h) —
Vo(h) |k = O(h?). Taylorin kehitelmén c(h) — vo(h) = ¢ *(0) i* / 2 + O(h°) avulla saadaan
virhenormi

Il va(h) —\6(h) [k = [l ¢ (0) [p B2 + O(H). (4-102)
Ratkaiseva oletus on se, etta on olemassa sellainenywaklpetta modifioidulle virhdke

&(h) =y [l w(h) —w(h) [b (4-103)
patee

gwa(h) < W(E(h)), (4-104)

missA virhemalli funktio P : R — R on iteraaiokuvauksesta T riippwa tunnettu monotoni-
nen funktio, jolle paee Y(0) = 0. Newtonin iteradiolle saadaan Newton—Kantorovitch-
teoriasta funktiot
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Pe) =€?/ (3-2), 0<e <1, tai (4-105)
P(e) =€* (e + (10 )" / (3- %), 0<e<1. (4-106)

tarkkuudella korjausiteraation k jalkeen, niin iteraatiosuhteefieadaan seuraavaviat:
w(h) = || w(h) —va(h) [k 7 [] w(h) —w(h) [b
= || o) = Mea(P) [k 7 1] o) — Wo(N) [
= ga(h) / €o(h)

< P(eo(h)) / go(h). (4-107)
Taman perusteella modifioidun virhegyh) likiarvoksi otetaan yhtalon
w(h) =y ) / € (4-108)
ratkaisue.

Jos ma&itell&aén tavoiteltava iteraaiolukumé&a k™, niin ideadisella askelpituudella h™ rga-
arvo V.,(h") tulis saavuttaakorjausiteraaion k™ jadkeen eli modifioidun virheen g-(h") tulis
olla korjausiteragion k™ jakeen nin pieni, ettd iteroinnin lopetus- €li suppenemiskriteei
tayttyy. Epayhtaon g(h) < WX (eo(h™)) perustedla modifioidun virheen go(h") likiarvoksi
otetaan yHon

W (e) = W'eo(h)) (4-109)
ratkaisue. Asymptoottisen kehitelmén (4-102) perusteella saadaan ideaalinentaskelp
b= h { &(h") / eo(h) }*2 (4-110)

Algoritmissa 4-4 uucden askelpituuden H laskeminen virhemallin mukaan edelli sen askelean
askelpituudesta h > 0 tapahtuu lisaéamalla seuraaNeataalgoritmin kohtaan 3:

3a.w=|| %= V1 |k/ || W= W |b; k on edellisen askeleen iteraatioidekumaara.
3b. Ratkaistaan yhtalostaw = Y (¢) / .

3c. Ratkaistaar™ yhtalostap® (€7) = Y*(€); k™ on tavoiteltava iteraatiolukumaara.
3d. W = h{e /e}*?ja h/2< h < 2h.

Jos korjausvaiheen iteraaiokuvauksena kdytetadh modifioitua Newtonin kuvaustaw = N(v)
= v — H’(u)" H(v), niin virhemallifunktioksi ja ideaaliseksi askelpituudeksi saadaan

Y(e) =6he, 0<B< 1, ja (4-111)

54



k—k

h = h® D (4-112)

4.4.6 Bifurkaatiopiste

Allgower ja Georg (1990) ovat esittaneet seuraavan maaritelman bifurkaatiopisteelle:

M &éritelma 4-10. Bifurkaatiopiste. Olkoon H : R™ _ R" sledkuvausja c: J — R™
sleakayra, joka on ma&itelty nollan sisdtavala avoimella valill & J ja on parametrisoitu kaa-
renpituuden s sihteen siten, ettd H(c(s)) = 0 kaikilla s 0 J. Piste d0) on yhtalon H = 0 bi-
furkadiopiste, jos on olemassa € > 0 diten, etta jokaisessa nollan ympéristdssi on kuvauksen
H nollakohta, joka ei ole kayran osalla—€( €).

4.4.6.1 Bifurkaatioyhtal6 Liapunov—Schmidt-reduktiolla

Ma&iteimistad 4-4 ja4-10 seurag ettd yhtdon H = 0 bifurkadiopisteen ¢(0) on oltava kuva-
uksen H singulaainen piste. Siis Jmbin matriisin H’(c(0)) nolla-avaruuden dimensio on
vahintdan kaksi (Allgower ja Georg 1990).

Oletus 4-3. Olkoon u* slezn kuvauksen H : R™ - R" nollakohta siten, etta dim ker
H'(u*) = 2.

Allgower ja Georg (1990 ovat kayttaned yksinkertaista bifurkadiopistetta kasitellessaién
Liapunov—Schmidt-reduktiota: Kaytetaan hajotelmia

R"=E 0Eja (4-113)
R'=F0F, (4-114)
misA E; = ker H'(u*), E, =E,", F, =range H'(u*) jaF; = F,” sekddm E, = 2, dm E; = n—
1,dim R =1 jadim k= n - 1. Merkitsemalld = d/0u; saadaan
: _ [Hy(uy,u,)C
mm—HmAw—Bth%),
missAuldEjaH:E - R, i=1, 2, seka

H’(U) - |:alHl(ul’uZ) a2Hl(ul’uz)|] (4_11@
lHZ(ul’UZ) aZHZ(ul’uz)

(4-115)
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ja erityisesti
0
H'(u*) = ﬁg . ﬁ, (4-117)
a2H2(ul !uz )

missA 0-H2(u*, u*) on e-singulaainen (n — 1)x(n — 1) -matriis. Koska yhtaolla Hx(u,*,
ux*) = 0 onratkaisu (ug, Up) = (ur*, ux*), niin implisittifunktioteoreeman (Rudin 1976 mu-
kaan on olemassa pisteiden u,* ja uy* ympéristot U, O E; ja U, O E, seka sleakuvaus ¢ :
U, — U;siten, etta

Ha(u1, W) = 0, jos ja vain josaF ¢ (uy) (4-118)

kaikilla u; 0 Uy, U, O U,. Yht8lolla Ha(us, uz) = 0 on siis olemassa lokadinen parametri-
sointi muuttujan u; suhteen 2-ulotteisessa avaruudessa E;. Liséks yhtdé H(u) = 0 on ekvi-
valentti yhtabparille . = ¢(us) ja Hi(us, W) = O tai yhtaldlle

b(U1) = H1(U1, ¢(U1)) =0 (4—119)

kaikillau, O Uy, U, O Uy, Yht8l6a (4-119) kutsutaan yhtalon H(u) = O bifurkaaioyhtaloks
singulaarisessa pisteessa u*.

Derivoimalla yhtalo H(ui, ¢(u;)) = 0 saadaan pisteessaun*

0:1Ha(u*) + d;H,(u*) ¢’ (u,*) = 0. (4-120)
Koskao;H,(u*) = 0 jad.H,(u*) on ei-singulaarinen, niin

®’'(ur*) = 0. (4-121)
Derivoimalla kahdesti yhtalé b{u= H,(u;, $(u,)) saadaan

b’(uy) = 0:H1(u) +9Hi(u)d’(uy) ja (4-122)

b”(u1) = 0:°Ha(u) + 20,0:H1(u)d’(uy)

+ 82" Ha(u)[ ¢’(u1), ¢’(us) 1+ 92H1(u)dp”(u ), (4-123)

missa u = (u (uy)) ja bilineaarikuvaud,”Hy(U)[ - , - ] : U1 x U; — F.. Pisteesséyr u*
b(u*) =0 (4-124)
b'(u*) =0ja (4-125)
b”(ur*) = 0:° Hy(u¥). (4-126)

Usein Hessn matriis b”"(u 1*) on ei-singulaainen eli sen molemmat ominaisarvot ovat nol-
lasta poikkeavia. Tas<A tapauksessa ratkaisujoukon b*(0) lokadista kayttéytymisté voidaan
kuvata Masen lauseen 2-ulotteisella versiolla (Allgower ja Georg 1990):

Lemma 4-11. Olkoon u* O R?, b: R* - Rsileg b(u*) = b(us*) = 0 ja Hessn matriisilla
b’(u 1*) nollasta poikkeavat ominaisarvot wy ja wy. Silloin on olemassa sellaiset avoimet
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ympéristét U jaV O R? ettd 0 O U jau,* OV, seka diffeomorfismi Y : U — V siten, etté
P(0) = w* ja b(Es, &2)) = w&:® + wpE,’, missady, &) O U.

Jos Hessn matriisin B’(u 1*) molemmat ominaisarvot ovat samanmerkkiset, niin u,* on h-
furkaaiokuvauksen b eristetty nollakohta, jolloin siis u* on kuvauksen H eristetty nollakoh-
ta. Tdlaisia pisteité ei voida saavuttaa seuraamalla yhtalon H = 0 ratkaisukayraa.

Jos Hessn matriisin b’(u ;*) ominaisarvot ovat erimerkkiset, niin ratkaisujoukon b™*(0) lo-
kadinen kayttaytyminen pisteen u* ympéristdssi —ja siis ratkaisujoukon H ~(0) lokadinen
kayttaytyminen pisteen u* ympéristossi —on esitettévissa kahdella kayrall g, jotka leikka a
vat toisensa pisteessa u;* — ja vastaavasti pisteessi u* — gSiten, etta vastaavat tangentit
ovat lineaaisesti riippumattomat. Y ksinkertainen hifurkaaiopiste voidaan tdmén perustedla
maaritella seraavalla tavalla (Allgower, Chien ja Georg 1990):

Maéritelma 4-11. Yksinkertainen bifurkaatiopiste. Olkoon H : R™ _ R" sileékuvaus.
Piste u* on yhtdlon H = 0 yksinkertainen hifurkaaiopiste, jos suraavat ehdot ovat voimas-

sa:

A. H(u*) =0;

B. dim ker H'(u*) = 2, jolloin dim ker H'(u*) = 1, ja

C. symmetriselld bilineaarikuvauksellak”(u*)[ - , - ]: ker H'(u*) x ker H'(u*) — R on

yksi positiivinen ja yksi negatiivinen ominaisarvo; tassa ker H'(g*$pan {¢, 0% e[
R".

Méa&itelmassi 4-11 kwaus €' H vastaa elellé kasiteltya komponenttikuvausta Hy. Liapu-
nov—Schmidt-reduktion tulokset voidaan myt esttdd yksinkertaisen hfurkaaiopisteen
maaritelman 4-11 avulla seuraavan lauseen muodossa (Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-4. Olkoon u* O R™* yhtélén H = 0 yksinkertainen hifurkagiopiste. Silloin on ole-

™1 jotka ovat

massa kaaenpituuden s mukaan parametrisoidut sle& kayrat c,(s), c(s) O R
maariteltyja valilla (€, €) riittdvan pienell& > 0 siten, ettd seuraavat ehdot ovamassa:
a H(c(s)) =0,i0{1, 2}, s (-, €);

b. ¢(0) =u* i0{1, 2}

c. ¢;:'(0) ja ¢’ (0) ovat lineaarisesti rippumattomat;

d. u* O closure (H'(0) \ (range ¢O range ¢)).

Derivoimalla kahdesti yhtél6 e' H(c(s)) = 0 saadaan seuraava lemma, joka kuvaaratkaisu-
kayrien tangentteja bifurkaatiopisteessa u* (Allgower ja Georg 1990):
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Lemma4-12. Jos u*CJ R™! on yhtalén H = 0 yksinkertainen bikaatiopiste, niin
a. ker H'(u*) = span {¢'(0), ¢'(0)} ja
b. € H’(u")[c;(0), g(0)] =0, i0{1, 2}.

Seuraava lause attaa kriteain, jonka perustedla yksinkertainen bifurkadiopiste voidaan
havata ratkaisukayrdé seurattaessa (Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-5. Jos u* 0 R™* on yhtdlén H = 0 yksinkertainen bfurkaaiopiste, niin lagennetun
Jacobin matriisin determinantin

der ]’ €7 (4-127)
0 c H

merkki vaihtuu parametriarvollas =0, i =1, 2.

Edelli sen lauseen perustedla yksinkertainen hifurkaaiopiste havaitaan suunnanvaihdoksena.
Myos kaanteinen tapaus pétee Jos c(0) on kuvauksen H eristetty singulaainen piste siten,
etta yhtdon (4-127) determinantin etumerkki vaihtuu parametriarvolla s = 0, niin ¢(0) on
yhtdlon H = 0 hifurkadiopiste, mutta @ vattaméatta yksinkertainen (Allgower ja Georg
1990).

Seuraavan lauseen mukaan Euler—Newton-tyyppisella polunseurausmenetelmal & ratkais u-
kayraa voidaan seurata ohi yksinkertaisen bifurkaatiopisteen (Allgower ja Georg 1990):

Lause 4-6. Jos u* 0 R™! on yhtdlén H = 0 yksinkertainen hifurkagiopiste, niin on olemassa
joukon {u O H™(0) | uon kuvauksen H sa&ndllinen piste} ympéaristé U seké e jad > 0 Si-
ten, etta

a. suppenemislauseen 4-3 johtopaattkset ovat voimassa ja

b. u* +s(a’(0) + z)O U, kun 0 < |s| € ja zO R™' seké || z4k 8.
4.4.6.2 Bifurkaatioyhtal® ja bifurkaatiopisteiden lajittelu

Y ksinkertaiselle bifurkaaiopistedle voidaan antaalauseen 4.4 avulla myds suraava madi-
telmé&éa 4-11 vastaava maaritelma (Seydel 1994 seka Huitfeldt ja Ruhe 1990):
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Madaritelma 4-12. Yksinkertainen bifurkaatiopiste. Kaytetaén merkintoja f, = 0f/oq ja f,

= 0f/0A. Piste (@p, Anp) ON Yhtalon f(gA) = 0 yksinkertainenifurkaatiopiste, jos

A. f(qbp, Avp) = 0;

B. rank £(Qpp, Avp) = N —1;

C. fA(Qop, Abp) U range §(Qop, Abp) Seké

D. tasmaélleen kaksi ratkaisuhaaraa, joilla on toisistaan eroavat tangentit, leikkaavat pisteessé

(Clops Abp)-

Ehto D voidaan iimaista tdsmélli semmin rs. bifurkaaioyhtdlon avulla, jota tarkastellaan seu-
raavaksi tasapainoyhtalén (4-8) merkinndin (Keller 1977 seka Pajunen ja Tuomala 1997):

Tasapainoyhtalon (4-8) rgja tai bifurkadiopisteessa di ns. kriittisess pisteessA (Qer, Aqr)
tangentiadinen jaykkyysmatriis K(Qer, Aer) = — (0f/00)(0er, Aer) ON Singulaainen. Merkitse-
maléa fy = (0f/09)(0e, Ae) Voidaan m-Kertaista kriittista pistetta vastaavat nolla- ja kuva-
avaruudet maaritella seaxeasti:

kerfy=span §i| ¢ DR, i=1,.., mja (4-128)
range f={x|Wi'x=0,x0R%i=1,..,m, (4-129)
josy; O R valitaan siten, ettd;” ¢; = ; kaikillai, j=1, ..., m.

Derivoimalla tasapainoyhtalo (4-8) sekd& merkitsemédlla f, = (0f/OA)(Qer, Ac) Ja foq =
(0%109°) (Qer, Aor)| -, *] S@adaan

fydg/ds + £dA/ds =0 ja (4-130)
fqoda/ds dg/ds +,fd°q/ds + 2 f, dg/ds A/ds + f, d\/ds d\/ds + § d*A\/ds = 0.
(4-131)

Yhtalslla (4-130) on ratkaisu, josdA\/ds 0 range § eli s f, d\/ds = 0, siis jos

fy O range § (bifurkaatiopiste) tai (4-132)

fy O range §, mutta d/ds = 0 (k&&nnepiste). (4-133)
Bifurkaatiopisteen tapauksessa on olemassa sellainen yksikasittéineh etta

fv+fi=0jay" v=0. (4-134)
Yhtalon (4-130) yleinen ratkaisu

dg/ds =Eov + Zj=1. . m&;0;, (4-135)

missag, = d\/ds.

Yhtalolla (4-131) on ratkaisu, jos
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Wi (foq da/ds dg/ds + 2,f dg/ds d/ds + f, d\/ds d\/ds ) = 0. (4-136)
Sijoittamalla yleinen ratkaisu (4-135) yhtd6on (4-136) saadaan yhtdon (4-131) ratkaisun
d?q/ds olemassaololle vaHinatén ehto:

Y1 omEk=1 .. mBk&ek + Zj=1, . mbi&& + G&° =0,i=1, ..., m, (4-137)
missa

Qjk = Ak = Wi ok (4-138)

by = W' (fov + ) 9; ja (4-139)

G = i (Foqwv + 26,V + fi). (4-140)
Lisdamalla normalisointiyhtal®

St .m& =1 (4-141)
saadaan yksinkertaisen bifurkaatiopisteen tapauksessa m = 1 bifurkaatioyhtalo

aky” + 810 + Bo” = 0, (4-142)
missa

a=y; fudid1, (4-143)

b =" (foav + fo): ja (4-144)

c =y (Fuvv + 2fpv + f1). (4-145)

Koska yhtal6lla (4-142) on kaksi ratkaisua, jos diskriminantti
d=I-ac>0, (4-146)
niin maaritelmén 4-12 ehto D voidaan korvata ehdolla (4-146) (Seydel 1994).

Jepson ja Spence (1985 ovat lajitelled kriittiset pisted bifurkaaioyhtdon kertoimien mu-
kaan seraavasti:

Rajapiste:

az 0, kvadraattinen;,

a =0, (foqqd10191 + 3fgd1v) # 0, kuubinen.
Bifurkaatiopiste:

az 0, d > 0, transkriittinen;

a=0, bz 0, hanko;

d <0, eristetty.
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looss ja Joseph (1980 ovat esittaned hiukan erityyppisen kriittisten pisteiden jaottelun.
Marsden ja Hughes (1983 ja Seydel (1994 ovat esittaned taulukon 4-1 mukaisen Kriittis-
ten pisteiden lgjittelun tapauksessa n = 1, kun kriittisena pisteena on origo. Indeks ind vas-
taanegatiivisten ominaisarvojen lukumé&aa Normadimuoto kuvaayhtdon f = O ratkaisu-
kayran kayttaytymista origon ympéristosss. Kodimensio on erdénlainen singulaaisuuden
aste. Kuvassa 4-10 on esitetty (normadimuodon merkkia +) vastaavat kuvagat eristettya
bifurkaaiopistetta lukuunottamatta. Singulaai-, katastrofi- ja bifurkaaioteorian perusteita
ovat késitelled mm Lu (19769, Chow ja Hale (1982, El Naschie (1990, Chow, Li ja
Wang (1994) sekd Kuznetsov (1995).

Taulukko 4-1. Kriittisten pisteiden lajittelu.

Kriittinen piste Maarittelyehto Degeneroitumattomuuseht Normaalimuoto Kodimensio
Kaannepiste f=f,=0 foq2 0, 20 Ve 0

Eristetty bifurkaatiopite f=f,=Hh=0 foq# 0, ind Df = O tai 2 o + A2 1
Transkriittinen bifurkatiopiste f=f,=f, =0 foq#z 0, ind Df = 1 o - \? 1
Hystereesipiste f=fy=f@q=0  fuq#0,f %0 ORED) 1
Hankobifurkaatiopiste f=fg=fH=1q=0 fqqqZz 0, fn 20 ) 2%

* 0 symmetriatapauksessaf, A) = —f(q, A)
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X X
Hystereesipiste Hankobifurkaatiopiste
)\ r S )\ A
X X
Kaannepiste Transkriittinen bifurkaatiogte

Kuva 4-10. Kriittisten pisteiden lajittelu.

4.4.6.3 Erikoispisteiden havaitseminen ja paikallistaminen

Seydelin (1994 mukaan tasapainoyhtdlon (4-8) kriittisten pisted voidaan havaita ja paikal-
listaa joko ratkaisemalla tasapainoyhtéalon rinnalla ominaisaravteht

fo(d, A =0, (4-147)
jossa on kéytetty edellisen luvun merkint6ja, tai tarkastelemala eilaisia testifunktioita. Ta-
sapainoyhtdlon (4-8) ja ominaisarvotehtavan (4-147) muodostaman yhtaloparin ratkaisemi-
seen widaan kéyttdd aimerkiks Newton-tyyppisia iterointimenetelmi& (Jepson ja Spence
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1985. Testifunktiotarkastelut soveltuvat hyvin suorien yht&loryhmanratkaisumenetelmien
yhteyteen mutta yleensd huonosti iteratiivisten yhtaléryhmanratkaisumenetelmien kanssa
kaytettaviks (Kouhiaja Mikkola 200(b). Kouhia ja Mikkola (200() ovat luetelled seuraa-
vat yleisesti kaytetyt testifunktiot ja niiden omisiaudet:

1. Tangentiaalisen jaykkyysmatriisin determinantti:

— epéluotettava ilman modifiointia (ei toimi, jos negatiivisten ominaisarvojen lukumaaréa
on parillinen; ominaisarvojen tulona muutosnopeus on suuri)

— ei ole kaytettavissa iteratiivisen ratkaisijan kanssa

+ helposti laskettavissa (saadaan matriisihajotelman seurauksena)

+ luotettavampi skaalattu muoto: dbstf = chsign(K) sdgt(Kdet(k), missé sdet(K) =
Mj=1, .. nld; P, B =1/, y0O(O, 1) jaluvut ¢ ovat tangentiaalisen jaykkyysmatriisin
LDL "-hajotelman diagonaalialkioita. Funktio chsign saa attga vaihtaa etumerik
aan, jos tangentiaalisen jaykkyysmatriisin negatiivisten ominaisarvojen lukumaara
muuttuu.

2. Jaykkyysparametri (4-55):
— soveltuu vain kadannepisteille
+ helposti laskettavissa
+ kaytettavissa myos iteratiivisen ratkaisijan kanssa

3. Itseisarvoltaan pienin tangentiaalisen jaykkyysmatriisin ominaisarvo:
+ ehka luotettavin
+ helposti laskettavissa suorilla ratkaisijoilla
+ helposti laskettavissa myds pohjustamattomalla iteratiivisella ratkaisijalla

4. Pienin pivot-alkio tangentiaalisen jaykkyysmatriisin hajotelmassa:
— ei ole mahdollinen iteratiivisen ratkaisijan kanssa
+ helposti laskettavissa (saadaan matriisihajotelman seurauksena)

Kohdassa 3 mainittu ominaisarvolaskenta voidaan suorittaa eimerkiks inverss-iteradiolla
(Golub ja Van Loan 1996. Tdldin ominaisarvon on oltava yksinkertainen ja lisdks on
huomattava, etta iterointi suppenee itseisarvoltaan pienimpéaén ominaisarvoon (Kouhia ja
Mikkola 2000b).

Jos testifunktio on havainnut kriittisen pisteen, mutta @ pysty erottamaan ka&nepistetta ja
bifurkaaiopistetta toisistaan, voidaan menetell& seuraavallatavalla (Kouhia 1992: Muodos-
tetaan esmerkiks parabolinen interpolaaiopolynomi kuormakertoimelle A = A(s) jatarkiste-
taan, onko kahden viimeisen ratkaisupisteen valill & sellainen kriittinen piste kaaenpituusar-
volla s, etta (dA/ds)(s) = 0. Jos ehto toteutuu, kyseessi on kaddnnepiste. Muussa tapauk-
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sess tarkistetaan, pateeko bifurkaaiopistetta vastaava ento: ¢ pr / (|| d |k || R k) <&,
missé&e on valittu tokranssi.

Kalkissa tapauksissa liian suuret iterointiaskeled erikoispisteen léheisyydessa vahentavét
testifunktioiden luotettavutta, mistd on esmerkkina Clarken ja Hancockin (1990 esimerkki-
tapaus, jossa testifunktion 1 havaittiin toimineen k&&nnepisteessa paremmin kuin testifunkti-
on 2. Kun erikoispiste on havaittu testifunktion avulla, voidaan testifuntiolle ja mahdolli sen
erikoispistean sjainnille hakea tarkempi arvo lyhentaméla askelpituutta vahitellen lahtien
erikoispistetta alelténeesta ratkaisupisteestd tal askeltamalla edestakaisin erikoispisteen ym-
périll & eskelpituutta samalla lyhentéaen (Shi ja Crisfield 1994. Erikoispisteen laheisyydessa
iteroinnissa saataa kuitenkin esintyd numeeisia ongelmia (Kouhia 1999, jotka saaetaan
valttada kayttamalla interpolaatiomenetelmid (Kouhia 1992).

4.4.7  Polunvaihto yksinkertaisissa bifurkaatiopisteissa

Jos bifurkaaiopiste on m-kertainen, niin ratkaisuhaaojen lukuma&a on epasymmetrisessi
tapauksessa vdilla 1 ... 2" — 1 ja tédysin symmetrisessi tapauksessaa védillam ... (3" — 1)/2
(Kouhia ja Mikkola 1995 1998. Kouhia ja Mikkola (1998 200(b) ovat estelled joitakin
moninkertaisten bifurkaatiopisteiden polunvaihtomenetelmia, joita tutkitaan yhasadiiv

Tassa yhteydessa tarkastellaan yksinkertaiseen bifurkadiopisteeseen lii ttyen sek& ns. héirit-
tya mallia koskevia perturbagiomenetelmid dté ns. taydellistd mallia koskevia haaautu-
mismenetelmid. Naméa menetelmét antavat kasiteltavasta tapauksesta eityyppista mutta toi-
siaan taydetavaa tietoa (Pajunen 1998).

4.4.7.1 Perturbaatio

Allgower ja Georg (1990 ovat kasitelled perturbagiomenetelmid, joill a seurataan alkupe-
rasesta ratkaisukayrasta hiukan poikkeutettua kéyra§ jolla on vain kaanepisteita —e sis
lainkaan bifurkadiopisteitd (Sardin lauseen 4-1 mukaan todenndkoisyydelld yks). Poikkeu-
ma saadaan aikaan seuraamalla ratkaisukéyran H™(0) sijasta kayraaH(p), missip O R" ja
[| p |4 on pieni.
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Globadisessa perturbadiossa héirintavektori p otetaan kayttéon polunseurauksen austa
I@htien, jolloin ratkaisukayrdla e esinny lainkaan hfurkaaiopisteita (kuva 4-11, vasen puo-
Ii). Lokadisessa perturbadiossa hairintéavektori p otetaan k&yttdon vasta sitten, kun hifur-
kaatiopiste on paika#iettu (kuva 4-11, oikea puoli).

v

v

Kuva 4-11. Globaalinen ja lokaalinen perturbaatio.

4.4.7.2 Haarautuminen

Suoraviivainen tapa vaihtaaseurattavaaratkaisukéyradperustuu haaautuvan ratkaisukayran
tangentin ratkaisemiseen hfurkaaioyhtaéiden (4-119) ja (4-142) avulla (Allgower ja Georg
1990 sek& Kuznetsov 1995. Téall6in on laskettava bifurkaaioyhtédlon kertoimet, mika tar-
koittag ettd on laskettava esimerkiks tasapainoyhtdlon (4-8) kuvauksen f toisen asteen de-
rivadat ta niill e goproksimadiot. Toisen asteen derivaatojen laskeminen on tyolasta ja go-
proksmaaioiden kdyttaminen aiheuttaa ¢pdtarkkuutta bifurkagioyhtdlon kertoimiin, joita
kaytetadn kriittisen pisteen tyypin maarittamiseen (Kouhia ja Mikkola 1989).

Rheinboldt (1978 on edittényt menetelman, jossa & tarvita bifurkaaioyhtélon kertoimia,
vaan iteroidaan lahtien sirtymétilasta g = g, + &, missa & on ennalta valittu vakio ja ¢
kriittista pistetta (qo, Aor) vastaava ominaisvektori. Numeeisten esmerkkien perustedla
menetelma ei tunnu olevan kovin herkka valgarainnalle (Kouhia 1992).

Kouhia ja Mikkola (1989 ovat soveltaned menetelmad jéttamalla vakioarvon ¢ tuntemat-
tomaksi: Lisayrdlon
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qf(a,&A) =0 (4-148)
avulla tasapainoyhtdlon (4-8) ja lineaisoidun rgjoiteyhtélon (4-59) muodostamaa yhtéopa-
ria vastavaksi yhtaloryhméksi saadaan

f(a.& A) =0, (4-149)
q f(q,&,\) =0ja (4-150)
gi(a,& A) = 0. (4-151)

Liitteiden A ja B Crisfieldin (1981) dlli ptisen rgjoiteyhtdlon kanssa padytaan menetelmaan,
jossa alkuperaiset kertoimet’AB® ja C¥ korvataan hiukan muuttuneilla keirtulla:

AW AW 02 (4-152)
BY — B® +y®(Aq YT, +e¥) ja (4-153)
C ¥ + @A T ¢, + £, (4-154)
missa
YW = — VT 50,0 1 2D §,) ja (4-155)
el = _ T 5q0 1 (2T ). (4-156)

Taméa menetelma a kuitenkaan toimi, jos primaaipolku ja ominaisvektori ¢ ovat lahes yh-
densuunteset.

Kouhia (1992 on esittényt viela yksinkertaisemman polunvaihtomenetelman, joka e vaali
edes kriittisen pisteen luokittelua k&&ne- tai bifurkaaiopisteeseen: Kun kriittinen piste on
ohitettu, mutta ollaan kuitenkin riittavan ldhella kriittista pistettda —mika on erityisen tark e-
adsymmetrisessi bifurkaaiossa — Kytetaan Friedin (1984 ortogonadisen trgektorin ka a
renpituusmenetelméssi enrustetta (Asp’, 0). Aitoa Newton-iterointia kéyttamall & iteroinnin
suppenemisen seurauksena saavutetaan tasapainotila jakikriittisella ratkaisukayrala. Ky-
seessi on primaaipolku, kun kriittinen piste on k&&nepiste, ja sekundaaipolku, kun Kriitti-
nen piste on bifurkaatioge.

4.4.8 Rajoiteyhtalon skaalaus
Lineaisoidussa rgjoiteyhtédlossa (4-59) voidaan kayttaa positiivi(semi)definiittia skadaus-

matriisa C = diag(W, a), missaW on nxn -diagonadimatriis jaa readil uku (Kouhia 1998.
Talldin linearisoitu rajoiteyhtéld tulee muotoon

" Cn-g=0. (4-157)
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Skadauksen avulla voidaan painottaa tiettyja vektorikomponenttegja. Kouhia ja Mikkola
(1989 1992 ovat edttdned skadausmenetelman, jonka avulla on tarkoitus kontrolloida
iteroinnin aikana eniten kasvavia komponenttgja. Solmun t ensimmaisen iteradiokierroksen
siirtymasuurevektori

&M = (5q(1)t(1) , ---,5q(1)t(m))T, (4-158)
miss& m on solmun t vapausasteiden lukumé&ara. Skaalaustermi
Wiy = 1/(avedq™ ) (4-159)

missA ave tarkoittaa kaikki indeksit t kattavaa keskiarvoa ja globadinen vapausaste i saa-
daan lokaalisesta vapausasteesta j. Termit paivitetaan askeleen akigia yht

Wiy ker =Y { IV ketl 7 Moy )] 32 Wiy, (4-160)
missa vektori
vV =0q/0s = Ag/As (4-161)

ja kerroiny saadaan yhtalosta
trace(W.1) = trace(W). (4-162)

Schweizerhof ja Wriggers (1986 ovat ehdottaned seuraavia tehtavatyyppikohtaisa skaa
laugapoja:

1. W=ljaa >>1.

2. Wi = 1 siirtymakomponenteille i, Wy = 0 kiertymakomponenteille i a = O.

3. Wiy = 0 siirtymakomponenteille i, Wy = 1 kiertymakomponenteille i a = O.

4, W(ii) = 1/6q(1)(i)2 jaG = 1/6)\(1)2.

Esmerkiks jaykistyvill e rakentelll e suositellaan valittavan rollasta poikkeava avo skadaus-

kertoimelle a. Neljétta vaihtoehtoa suositellaan erityisesti vahvasti epdlineaaisil e tapauksil-
le.

449  Suppenemiskriteerit

Bathe ja Cimento (1980 seka Hinton (1992 ovat esitelled ja vertallled erilaisia suppene-
miskriteagjd, joita kdytetadn arvioitaessa esmerkiks algoritmeissa 4-3 ja 4-5 esintyvaa
suppenemisehtoasf0. Epatasapainokriteerissa voidaan kayttaa esimerkiksi éiyht

19 1) <e{ 8l B9 11 + -0 1}, (4-163)
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missa iteraaiokierroksen k epatasapaino f* = f(g®, A%), ulkoinen kuorma p® = p(A®) ja
sisiinen voimar® = r(q") seka € on valittu suppenemistoleranss (esimerkiksi € = 1/100) ja
0 <0< 1. Energiakriteerissé kaytetaan epalgit

0T 5% < g fOT 5q. (4-164)
Energiakriteaid a pitdis kdyttad anoana suppenemiskriteaing, sillé& se voi joisskin tapa-
uksissa johtaavirhedli sesti iteroinnin suppenemiseen suurill akin epétasapainokomponentell-
la. Siirtymasuurekriteerissa voidaan kayttaa eyt

1139 || <€ 1139 || tai (4-165)

1180 || <e [|ag® 1. (4-166)
Epayhtd6iden (4-163), (4-165) ja (4-166) normina ||- || kaytetddn usain euklidista normia,
erilaisa keskiarvonormeja ta skadattuja normeja. Vektorikomponenttga voidaan myods
ryhmitelléa esimerkiks fysikadisten laauyksikdiden perustedla, jolloin kutakin komponentti-
ryhmaa vastaa yksi efdatlo.
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5 L askentamenetelmien ohjelmointi

Osa luvussa 4 kasitellyista ennuste—lorjaus-tyyppisista polunseurausmenetelmista on o h-
jelmoitu osaks lujuudaskennan elementtimenetelméé&n perustuvaa FINNSAP-ohjelmistoa,
johon liittyvét FINNGEN-eskéasittelyohjelma ja FINNDRAW-jadkikasittelyohjelma. Ratkai-
sumenetelmien ohjelmoinnin tavoitteena on ollut sisdllyttadohjelmistoon kayttgjien kannalta
tarkeimpia ja kohtuullisen helppokayttdisia epdineaaisen analyysin ratkaisumenetelmia
Ohjelmiston entisten ratkaisumenetelmien rinnalle ja tilalle on lisdtty uusia ratkaisumene-
telmid ja entista monipuolisempia vaihtoehtoja ohjata analyysia. Liséks kayttgjill e on laadit-
tu epdlineaaisen mallinnuksen ja laskennan oledli sia piirteita seké eilaisa esmerkkeja sisal-
tava ohjelmaseloste (FINNSAP 1999).

Jatkossa godlineaaisen analyysiin ratkaisumenetelmiin on tarkoitus ssallyttaa joitakin lisa-
ominaisuuksia kuten hagautumis- ja perturbagiomenetelmé yksinkertaisessa bifurkaa-
tiopisteessa. Nama lisdykset voidaan toteuttaa taman tyon selvitysten pohjalta.

51 Epéalineaarisen analyysin laskentamenetelmat

Kaikkia luvun 4 ratkaisumenetelmia e ole katsottu tarpedlisiks ohjelmiston nykyisin kéyt-
tétarkoituksiin. Joitakin luvussa 4 késteltyja menetelmid on tarkoitus liséta ohjelmistoon
myohemmin. Osa menetelmistd on jatetty myohempaédn toteutusvaiheeseen aihepiireihin
littyvan tutkimuksen keskeneraisyyden takia.

Ohjeimointikielena on kaytetty Fortran 77 -standardia. Tamén tyon yhteydessa toteutettu
polunseurausmenetelmiin liittyva ohjelmakoodi sisdtaa kommentteineen noin 10200 rivia.
Ohjeimakoodista noin kaks kolmannesta liittyy suoranaisesti laskenta-algoritmeihin ja yks
kolmannes ohjauslukujen kasittelyyn ja siildsiin.

Kuvan 5-1 kaaviossa on edtetty epdineaaisen analyysin laskennan kulku padoiirteittain.
Kaavion merkinnét vastaavat algoritmien 4-3 ja 4-5 merkintjd, kun kdytetaan ortogonadi-
sen trgjektorin rgjoiteyhtaloa (littee A, B ja C) seka jaykkyysmatriisin jatkuvaa paivitysta.
Epdlineaaisen analyysin laskenta on jadtu kolmeen toisistaan selked&ti irralliseen osaan:
askellusrutiinit, lineaaisen yhtaléryhman ratkaisurutiinit ja dementtirutiinit. Téssa tydssa on
keskitytty paddaiassa askellusrutiineihin. Elementti- ja yhtaloryhménratkaisurutiinit ovat
olleet kaytettavissa ja niihin on tehty vain joitakin muutoksia.
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FINNSAP-ohjeimiston epélineaaisen analyysin elementtivaihtoehtoina ovat palkki-, levy-,
kuori-, solidi- ja kontaktielementit. Levy-, kuori- ja solidielementit voivat olla geometrisen
epdineaaisuuden lisdks myos materiadisesti epélineaaisia. Lineaaisen yhtaloryhman rat-
kaisemiseen epalineaarisessa analyysissa kaytetddn ns. suoraa naujparatkais
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prefa ASO, I0 = Ides. Cb

=0,i=1,k=0

As = DSl gedf lia} M2

30,0 = KOy

'
AW = +As / {a + g,V WagsM 12 KO =KW
A=A+ B i~ i+1,k=0
v
o = gy + SADag,Y |l 19 = gy —
''''''''''''''''''''' S
i 0 = )\(k)pref —r® i
''''''''''''''''''''' S
r - K® = K¥(q®) i
11911 <ellA®peer | oK |
NOT — 6qp(k) = KD Dret
» — + 1 —>

S\K = —6qp(")T W5Qf(k) o+ 6qp(")T W6qp(k)}

AR = AKD L sa®

Ai =Ny + SAY

5(2]f(k) = Kk-D-14(k)

!

q(k) — q(k‘1)+ 6Qf(k) + 6)\(k)6qp(k)
g =0+ 6Qf(k) + 6)\(k)6qp(k)

Askellusrutiini

Kuva 5-1. Epdlineaarisen analyysin laskennan kulku.
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5.2 Epéalineaarisen analyysin ohjausluvut

Epédlineaaisen analyysin laskentamenetelmista on pyritty tekemaan seka tehokkaita dta ei
tarkoituksiin mukautuvia. Taulukoissa 5-1, 5-2 ja 5-3 luetelluilla [&ht6tiedoilla di ohjausiu-
vuilla (FINNSAP 1999 saadaan alkaan useita eilaisia laskentastrategioita. Ohjauduvuille
on pyritty valitsemaan sellaiset oletusarvot, joill a ratkaisu onnistuis useimmissa tapauksissa
kohtuulli sen varmasti ja nopeasti. Esmerkissa 5-1 on raytetty, etta ohjausukuvalinnoilla on
huomattava merkitys seka laskennan tuloksiin etta ratkkeama

L askentamenetelmien toteutuksen lisdks kayttgill e on kirjoitettu ohjelmaseloste (FINNSAP
1999 105s.), joka sisdltdd seuraavat luvut: 1 Epdlineaaisen analyysin lahtttiedot; 2 Epa
lineaaisen analyysin erityispiirteitd; 3 Epédineaaisen analyysin esmerkkitapauksia; 4 Epé
lineaarisen analyysin ratkaisumenetelmat.

Taulukko 5-1. Ratkaisumenetelmille yhteiset epéalineaarisen analyysin ohjausluvut.

Ohjausluvut asiakokonaisuuksittain

Lahtotietojen muuttaminen kesken ajon

Muutettavien ohjauslukujen lukutapa

Askeleet, joilla muutettavat ohjausluvut luetaan
Kuormitustapaus ja tulostus

Kuormitustapausnumero

Tekstitiedoston tulostusaskeleet

Kuvatiedoston tulostusaskeleet

Iteraatiokierrosten lisatulostustapa

Kuormakerroinarvo, jolla teksti- ja kaitfedostot tulostetaan
Ratkaisumenetelma ja jaykkyystmin paivitys

Ratkaisumenetelméa

Jaykkyysmatriisin paivitysmenetelma

Iteraatiokierrokset, joilla jaykkyysmatriisi paivitetaan
Ensimmainen askel ja ajon tavoite

Askelten enimmaislukumaara

Ajon alun kuormakerroinlisays

Kuormakertoimen maksimiarvo

Jaykkyysmatriisin kayttdo ominaisarvbtavassa

Suppenemiskriteerit
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Suppenemiskriteeri
Vertailukuormakertoimen minimiarvo
Vertailuvoimakomponentin minimiarvo
Vertailumomenttikomponentin minimiarvo
Suppenemistestissa ohitettavat vapstesh
Suppenemistoleranssit
Voimatoleranssi
Momenttitoleranssi
Energiatoleranssi
Siirtymétoleranssi
Kiertymatoleranssi
Ajon ja askeleen lopetusgot
Kuormakertoimen minimiarvo
Iteraatiokierrosten enimmaislukumaara

Askeleen uudelleenaloitusten enimmaksimaara

Taulukko 5-2. Kaarenpituusmenetelmien ohjausluvut.

Ohjausluvut asiakokonaisuuksittain

Ajon ja askeleen lopetustavatakenpituusmenetelmissa
Toiminta iteroinnin hajaantuessa
Askelpituuden muutoskerroin uudelleenaloituksessa
Toiminta kdannepisteen jalkeen
Kaannepisteen etsintatarkkuus
Kaarenpituuden paivitys
Kaarenpituuden paivitys
Tavoiteltava iteraatiokierroslukumaara
Kaarenpituuden pidennys
Iteraatiokierrosraja kaarenpituuden pidennykselle
Kaarenpituuden pidennyksen kerroin
Kaarenpituuden pidennyksen suhteellinen ylaraja
Kaarenpituuden lyhennys
Iteraatiokierrosraja kaarenpituuden lyhennykselle

Kaarenpituuden lyhennyksen kerroin
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Kaarenpituuden lyhennyksen suhteellinen alaraja
Kaarenpituusmenetelmien rajoiteyhtalon skaalaus ja kuorma-askeleeerid

Ajon alun kaarenpituusarvo

Kuormakertoimen skaalaus

Siirtymé&suureiden skaalaus

Kuormakerroinlisdyksen merkki

Taulukko 5-3. Newton—Raphson-menetelmien ohjausit.

Ohjausluvut asiakokonaisuuksittain

Ajon ja askeleen lopetustavat Wen—Raphson-menetelmisséa
Toiminta iteroinnin hajaantuessa
Askelpituuden muutoskerroin uudelleenaloituksessa
Kuorman ajo ylés—alas

Kuormakerroinlisayksen paivitys Newton—Raphson-menetelmissa
Askelpituuden paivitys
Tavoiteltava iteraatiokierroslukumaara
Lineaarisen askelpituuspaivityksen kerroin

Askelpituuden muutoskerroin

Esmerkki 5-1. Eras plastisoitumistapaus malli nnettiin noin tuhannella 9-solmuisella CBR-
levyelementill & (Continuum Based Resultant), jolloin vapausastelukuma&a oli 2080ja nau-
hanleveys 65. Taulukkoon 5-4 on listattu, kuinka monta kuorma-askelta ja kuinka paljon
aikaatarvittiin saman kokonaiskuormakertoimen saavuttamiseks, kun kaytettiin eri ohjaus-
lukuyhdistelmid. Ohjauslukujen laht6arvoina kaytettiin oletusarvoja paits kuorma-askelten
enimmaisdukuma&ana kaytettiin arvoa 1000 seka suppenemiskriteaind energiakriteaia ja
suppenemistoleranssna avoa 0,005. Iteraaiokierrodukuma&ien muutoksessa iteradiokier-
rosten enimmaislukuméé&a kaksinkertaistettiin arvoon 16 ja tavoiteavo 4 pidettiin ennal-
laan. Kuormakerroin- ja sirtymasuureskadauksen muutoksen jélkeen kuormakerrointa pai-
notettiin rollan sjasta jAykkyysparametrin itseisarvolla ja sirtymésuured skadattiin gon
pienimman askeleen sirtymasuuremuutoksen normin sjasta gon suurimman askeleen siir-
tymasuuremuutoksen normilla.
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Taulukko 5-4. Ohjauslukuvalintojen vertailu.

Oletusarvoista poikkeavat Kuorma- Ajoaika Viimeisen askeleen
epéalineaarisen analyysin ohjausluvut askeleita (s) kuormakeroinlisays
Suppenemistoleranssina energiatoleranss 518 16750 8,1x10°
Suppenemistoleranssina energiatoleranss 293 9580 1,7x10°*

iteraatiokierroslukumaéarien muutos

Suppenemistoleranssina energiatoleranss 642 20910 2,1x10°
skaalauksen muutos

Suppenemistoleranssina energiatoleranss 356 11650 1,7x10°
iteraatiokierroslukuméaérien muutos ja
skaalauksen muutos

Suppenemistoleranssina energiatoleranss 86 5300 1,9x10™*
iteraatiokierroslukuméaérien muutos ja
jatkuva jaykkyysmatriisin paivitys

Suppenemistoleranssina energiatoleranss 14 1390 9,4x10°°
iteraatiokierroslukumé&éarien muutos,

jatkuva jaykkyysmatriisin paivitys ja

skaalauksen muutos

Taulukosta 5-4 nahdaén, etté oletusarvon mukaisella jaykkyysmatriisin paivityksella iteraa-
tiokierrosten enimméidukuma&an kasvattaminen nopeuttaa laskentag mutta skadauksen
muutos hidastaa laskentaa Jaykkyysmatriisin jatkuvan paivityksen lisddminen nopeuttaa
laskentaa @lelleen. Jatkuvan péivityksen kanssa myds s«kadauksen muutos nopeuttaalasken-
taa huomattavasti.
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6 Esimerkkitapauksia

TassA luvussa kasitellaén yksinkertaisia rakenteiden mekaniikan epdlineaaisen analyysin
esimerkkitapauksia, joista kay ilmi joitakin oledli sa ratkaisumenetelmiin, malli ntamiseen ja
laskentaan liittyvia piirteitd. Esmerkkitapaukset on ratkaistu eri elementtijakoja kayttaen ja
pagosin FINNSAP-ohjeimiston epdlineaaisen analyysin ohjauslukujen oletusarvoilla. Tu-
loksia on vertailtu kirjallisuudessa esitettyihin kokedli siin ja laskennalli sin tuloksiin. Ratkai-
suista on editetty kuormakerroin—sirtyma-kayria ja sirtymékuvia. Epélineaaisen analyysin

léhtotiedot on selostettu padoiirteittain luvussa 5.2 ja tarkemmin viitteessi FINNSAP
(1999).

6.1  Sylinterikuori

Alla on lueteltu kuvan 6-1 esimerkkitapauksen léhtéarvot. Myo6s tulokset on esitetty yksi-
koissa N ja mm.

Suoran sivun pituus L 508 mm

Kaarevan sivun kaarevuussade R~ 2540 mm

Kaarevan sivun avauskulma a 0,2 rad

Paksuus t 12,7 mm, 0,635 mm
Kimmokerroin 3102,75 N/mrh
Poisson’n vakio 0,3

Pistevoima P 1000 N

Kuva 6-1. Lahtoarvot.
Kuvan 6-1 suorilta sivuiltaan nveltuettua ja kaaevilta sivuiltaan vapada sylinterikuorta

kuormitettiin keskikohdastaan pistekuormalla. Sylinterikuoren neljannes malli nrettiin 16
CBR-kuorielementill & (Continuum Based Resultant) kahdella i paksuudella. Paksummessa
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tapauksessa paksuuden ja kaaevuussiteen suhde t/R oli 1/200 ja ohuemmassa 1/400. Mal-
linnuksessa kaytettin  sek& 4-solmuisa ANSA-elementtgd d@td 9-solmuisa ANSO-
elementtgd (Asumed Natura Strain). Oletusarvoista poikkeavat epdineaaisen analyysin
lahtotiedot olivat: paksummalle kuorelle kokonaiskuormakertoimen maksimiarvo 4,0 ja
ohuemmalle kuorelle kahden perékkéisen ratkaisupisteen valiseen kulmaan perustuva kuor-
makerroininkrementin merkinvalintavaihtoehto.

Paksumpi kuori. Kahden k&é&nepisteen kautta kokonaiskuormakertoimen 4,0 ylitykseen
kului 4-solmuisila dementellld 52 kwrma-askelta ja 179 iteradiokierrosta seka 9-
solmuisilla elementeilla 50 kuorma-askelta ja 171 iteraatiokierrosta.

Ohuempi kuori. Neljan k&é&nepisteen kautta kokonaiskuormakertoimen 1,0 ylitykseen
kului 4-solmuisila dementellld 96 kwrma-askelta ja 374 iteradiokierrosta seka 9-
solmuisilla elementeilla 73 kuorma-askelta ja 282 iteraatiokierrosta.

Taulukoissa 6-1 ja 6-2 on vertailtu ratkaisun kulkua ei tapauksissa. Kuvissa 6-2 — 65 on
editetty ratkaisujen kuormakerroin—siirtymé-kéyrdt. Kuvissa koko kuoren keskipisteen
taipuman (wy) ja vapaan reunan keskipisteen taipuman (w;) arvot on esitetty kokonaiskuor-
makertoimen funktiona. Bergan, Horrigmoe, Krakeland ja Sareide (1978, Crisfield (1979
1981, 1983, Schweizerhof ja Wriggers (1986, Bellini ja Chulya (1987 seka Argyris, Bal-
mer ja Doltsinis (1987 ovat saaned hyvin samansuuntaisia tuloksia kuin tassi esitetyt eri-
tyisesti 9-solmuisella elementilla lasketutbkset.

Taulukko 6-1. Ratkaisun kulku eri elementeilla paksumman kuoren tapauksessa.

Ratkaisun vaihe ANS4-elementti ANS9-elementti
Kuormakerroin / keskipisteen taipuma / ask

— 1. k&annepiste (huippu) 2,05 /10,0 /28 2,22 /10,6 /26
— 2. kdannepiste (laakso) 0,583/19,4 /42 0,529/19,3 /40
— kokonaiskuormakerroin > 4,0 4,18 /31,1 /52 4,20 /31,3 /50
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Taulukko 6-2. Ratkaisun kulku eri elementeilla ohuemman kuoren tapauksessa.

Ratkaisun vaihe ANS4-elementti ANS9-elementti
Kuormakerroin / keskipisteen taipuma / ask

— 1. k&dannepiste (kuormahuippu) 0,625/14,2 /16 0,591 /13,1 /14
— 2. k&&nnepiste (siirtymahuippu) 0,379/16,9 /24 0,0950/16,8 /27
— 3. k&é&nnepiste (siirtymélaakso) -0,192/16,3 /30 -0,313 /14,9 /4t
— 4. kdannepiste (kuormalaakso) -0,365/13,6 /52 -0,380 /16,0 /51
— kokonaiskuormakerroin > 1,0 1,08 /319 /96 1,04 /319 /7<

Taulukossa 6-3 on vertailtu paksumman kuoren tapauksessa ratkaisun kulkua ei kaaenpi-
tuusmenetelmill & Oletusarvoista poikkeavat epdlineaaisen analyysin lahtétiedot olivat: ko-
konaiskuormakertoimen maksmiarvo 4,0 ja rgjoiteyhtélovalinnat ortogonadinen trajektori
(OT), péivitetty normadi (PN), konsistentti lineaisointi (KL), yhden vaiheen dlliptinen ra-
joiteyhtdl6 (E1) tai kahden vaiheen dlli ptinen rgjoiteyhtd6é (E2) sek& ensimméisen askelean
alun kuormakerroinlisdys 0,5 tai 1,0. Taulukosta 6-3 ndhdaan, etté laskenta on edennyt eri
rgjoiteyhtdoilla 18hes identtisesti. Jatkuva jaykkyysmatriisin pdivittdminen on véhentanyt
tarvittavien askelten ja eityisesti iteragiokierrosten lukuma&ag mutta kasvattanut lasken-
taalkaa Suurempi aoitusaskel on vahentanyt tarvittavien askelten ja iteraaiokierrosten
lukuma&ad minka myota laskenta-aikakin on lyhentynyt. Ohjauslukuvalintoja on vertailtu
myos esmerkissi 5-1, jossa jatkuva jaykkyysmatriisin péivittaminen on nopeuttanut lasken-
taa huomatvasti.

Taulukko 6-3. Ratkaisun kulku eri menetelmilla paksumman kuoren tapauksessa.

Rajoiteyhtdld Jaykkyysmatriisin paivitys Askelia Iteraatiokierroksie Ratkaisuaika (s)

Ensimmaisen askeleen alun kuormakerroinlisdys 0,5

oT modifioitu 18 62 101,3
PN modifioitu 18 62 101,6
KL modifioitu 18 62 101,2
El modifioitu 18 62 101,5
E2 modifioitu 18 62 101,5
oT jatkuva 16 45 132,2
Ensimmaisen askeleen alun kuormakerroinlisdys 1,0

oT modifioitu 16 59 94,5
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LOAD FACTOR  ( 0.000E+00 ...

4.200

3.780

3.360

2.520

2.100

1.680

1.260

0.420

0.000

4.177E+00 )

+
-3.11E+01

-2.49E+01

-1.86E+01

-1.24E+01

+
-6.21E+00

Kuva 6-2. Paksumpi kuori, AN$A.

LOAD FACTOR

113

-0.07

-0.22

-0.37

(-3.648E-01 ...

Wr

1.077E+00)

-3.19E+01

-2.55E+01

-1.91E+0L

-1.28E+01

-6.38E+00

Kuva 6-4. Ohuempi kuori, AN3A.

To-
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LOAD FACTOR
4.200 —

3.780 |

3.360

2.940 |

2.520 |

2.100 |

1.680 |-

1.260 |

0.840 |

0.420 |-

0.000

( 0.000E+00 ..

Wr

4.1956+00 )

+
-3.13E+01

-2.50E+01

-1.88E+01

-1.25E+01

+
-6.26E+00

Kuva 6-3. Paksumpi kuori, ANSO.

LOAD FACTOR

111

-0.09

-0.24

-0.39

(-3.801E-01 ...

Wr

1.041E+00)

-3.19E+01

-2.55E+01

-1.91E+0L

-1.28E+01

-6.38E+00

Kuva 6-5. Ohuempi kuori, ANSO.
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6.2  Ympyrankaari

Alla on lueteltu kuvan 6-8 esimerkkitapauksen lahtéarvot. Myo6s tulokset on esitetty yksi-
koissa N ja mm.

Sade 100 mm
Keskuskulm215’

Poikkipinta-ala 0,009 mm
Jayhyysmomentti 0,083333 mrh
Kimmokerroin 12,0<10° N/mnf
Pystykuorma 100 N

Tapaus laskettiin 20 palkkielementin mallill a. Oletusarvoista poikkeavat epdineaaisen ana-
lyysin laht6tiedot olivat: ensmméisen askeleen alun kuormakerroinlisdys 1,0; kokonais-
kuormakertoimen maksimiarvo 10 ja suppenemistoleranssi 0,005.

Ratkaisu padtyi normadisti tdyteen askelméaaaan 100, jolloin kokonaiskuormakerroin oli
6,15 ja suurin pystysirtyméa 124,1. Suurin vagasirtyma 69,3 saa/utettiin askeledla 82,
Kuorma-askeleen 65 jdlkeen sadiin varoituksia negatiivisesta jaykkyysmatriisin diagonadis-
ta Askeleen 65 kokonaiskuormakertoimen arvo di 8,95. Analyyttisen ratkaisun mukainen
stabiili udenmenetyskuorma on 8,97xEI/R? = 897, joka vastaa kokonaiskuormakerrointa
8,97. Tassa saadun ratkaisun mukaan k&&nepisteen kokonaiskuormakerroin oli 8,95, joka
poikkeaa aalyyttisesta tuloksesta noin 0,2%. Poikkeama johtuu mm. siitg, etta sleaympy-
rankaai on mallinnettu suorilla dementeilla murtoviivana. Zienkiewicz ja Taylor (1997
ovat saaned toisenlaisella dementill & tuloksen 9,24, eli poikkeama analyyttisestd tuloksesta
on ollut noin 3%. Zienkiewiczin ja Taylorin (1991 vertailutulokset on esitetty kuvissa 6-8
ja 6-9. Kuvassa 6-9 pystykoordinaattina tulisi oll€/ER

Kuva 6-6 on otettu askelilta 10, 30, 50 ja 100. Kuvan siirtymét on esitetty mallin mittakaa-

vass. Kuvassa 6-7 on editetty ratkaisun kuormakerroin—siirtymé-kayrét, joissa kaaen | a
kipisteen pysty- (V) ja vaakasiirtyma (U) on esitetty kokonaiskuormakertoimenduoakti
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Kuva 6-6. Siirtymat.

N’
R =100, ¢ = 215°, 1= 1.0, Ef = 10°
Defl d position at
{true scale)

Fig. 88 Clamped-hinged arch-—load deflection

Kuva 6-8. Rakennemalli ja siirtymat.

LOAD FACTOR ( 0.000E+00 ... B.951E+00)
9.000 4

1.800 1

0.900 +

o000 : : : : : |

L.20E+02 -9.57E+01 7.18E+01 479E+01 2.39E+01 0.00

Kuva 6-7. Kuormakerroin—siirtyma-
kayrat.

w0

——o—— Finite element™*
3 —=esem= Analytical*®

0 0.2 0.4 0.6
U/R. VIR

Fig. 89 Clamped-hinged arch: load—deflection curves (horizontal and vertical
components)

Kuva 6-9. Kuormakerroin—siirtyma-
kayrat.
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6.3 Yksiaukkoinen tasokeha

Allaon lueteltu kuvan 6-14 esmerkkitapauksen lahtbarvot. Myo6s tulokset on esitetty yksi-
koissa Ib (pauna = 4,45 N) ja in (tuuma = 25,4 mm).

Korkeus 120 in

Pituus 120 in
Poikkipinta-ala 11,77 irf
Jayhyysmomentti 310,1irf
Kimmokerroin 3,0¢10’ Ib/in?
Pystykuorma 2x1,0x1¢° Ib
Vaakakuorma 1,0<10% Ib

Tapaus laskettiin kolmen ja yhdeksan palkkielementin malleill g, joissa oli vastaavasti yks ja
kolme dementtia sauvaakohti. Oletusarvoista poikkeavat epdlineaaisen analyysin lahtétie-
dot olivat: kuorma-askelten enimmaislukumaga 30; ensimmaisen askeleen alun kuormaker-
roinlisays 5,0 ja kokonaiskuormakertoimen maksimiarvo 100.

3 elementin malli. Ratkaisu padtyi normadisti t&yteen askelma&aaan 30, jolloin kokonais-
kuormakerroin oli 5,35 ja suurin vagkasiirtyma 77,3 seka suurin pystysirtyma 39,6. Kuor-
maraskeleen 8 jdlkeen sadiin varoituksia negatiivisesta jaykkyysmatriisin diagonadista. As-
keleen 8 kokonaiskuormakertoimen arvo di 4,69. Kuorma-askeleesta 9 eteenpdin sadiin
varoituksia sitd, etta kuorma-askeleen kuormakerroinlisdyksen etumerkin ennuste oli poi-
kennut askeleen suppenemisen jalkeisestd toteutuneesta kuormakerroinlisdyksen etumerkis-
ta. Askeleen 9 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 4,72.

9 elementin malli. Ratkaisu paatyi normadisti tdyteen askelma&aaan 30, jolloin kokonais-
kuormakerroin oli 5,05 ja suurin vagasirtyma 100,7 sekad suurin pystysirtyma 95,1. Kuor-
maraskeledla 8 sadiin varoitus sitg, etta kuorma-askeleen kuormakerroinlisdyksen etu-
merkin ennuste oli poikennut askeleen suppenemisen jalkeisesta toteutuneesta kuormaker-
roinlisdyksen etumerkistd. Askeleen 8 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 4,67. Kuorma-
askeleen 22 jdlkeen sadiin varoituksia negatiivisesta jaykkyysmatriisin diagonadista. Aske-
leen 22 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 5,40.

Taulukossa 6-4 on vertalltu ratkaisun etenemistd ei tapauksissa. Kuvat 6-10 ja 6-11 on

otettu molemmista malleista akelilta 5, 10, 15 ja 30. Kuvien sirtymét on esitetty mallin
mittakaavassa. Kuvissa 6-12 ja 6-13 on esitetty ratkaisujen kuormakerroin—sirtyméa-kayrét,
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joissa kehan suurin vadasirtyma di vasemman ylanurkan vagasirtyma on esitetty koko-
naiskuormakertoimen funkina.

Taulukko 6-4. Ratkaisun kulku eri elementtijaoilla.

Ratkaisun vaihe 3 elementtia 9 elementtia
Kokonaiskuormakerroin / kuorma-askel

— ensimmainen negatiivinen diagonaalialkio 469/8 5,40/ 22
— ensimmainen etumerkin poikkeama 47219 -

— k&é&nnepiste (huippu) - 5,40/ 22
— viimeinen askel 5,35/30 5,05/30
Suurin saavutettu siirtyméa / kuorma-askel

— vaakasiirtyma 77,3730 100,7 /30
— pystysiirtyma 39,6 /30 95,1/30
Kuva 6-10. Kolmen elementin malli. Kuva 6-11. Yhdekséan elementin malli.
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LOAD FACTOR ( 0.000E+00 ... 5.346E+00) LOAD FACTOR ( 0.000E+00 ... 5.403E+00)

5.400 4 5.400 4

4860 4860
4320 + 4320
3780 + are0 4
3200 + 3200 +
2700 + 2700 4
2160

2160

1620 1.620

1.080 1.080

Kuva 6-12. Kolmen elementin malli. Kuva 6-13. Yhdeksan elementin malli.

Oranin ja Kassmalin (1976 vertailutuloksia on esitetty kuvassa 6-14. TassA esmerkissi
kaytetyt lahtbarvot vastaavat tapausta n = 1/100.

5000 T T
| 120 n i
P' ‘P
) LT 3
4000 | .
&
&
A D
_g, 3000 -1
X £ =30,000 ksi
Q ! =310.1 in*
§ A« ILTT in®
- 2000 -
@ fteration (Eulerion)
© Iteration (Eulerian i
1000 with 3=0)
+ James ef of [Ref. 6]
| 1 1 A 1 i .l 1
[ 2 40 60 80 100 120 140

Horizonial defiection of point 5, in.

Fig. 9. Load-deflection curves for one story bent.

Kuva 6-14. Rakennemalli ja kuormakerroin—siirtyma-kayrat.

84



6.4 Avaruuskeha

Allaon lueteltu kuvan 6-15 esimerkkitapauksen lahtbarvot. Myo6s tulokset on esitetty yksi-
koissa Ib (pauna = 4,45 N) ja in (tuuma = 25,4 mm).

Sauvan pituus 24 1in
Poikkileikkaus 0,703x 0,703 irf
Kimmokerroin 439800 Ib/if
Korkeus 1,75 irf
Pystykuorma 101b

o
& Cross Section of all__
Members 0.703°X 0.703'

FIG. 6.—MIT MODEL FRAME (Plexiglas Material) (1 ft = 30.48 cm, 1 o, = 2.54 cm)

Kuva 6-15. Rakennemalli.

Avaruuskeha paés liikkumaan vapaesti vakatasossa (lukuunottamatta jdykan kappaleen
liikkeitd). Tapaus laskettiin seka 12 ettd 48 palkkielementin malleilla, joissa oli vastaavasti
yks elementti ja nelja dementtid sauvaa kohti. Oletusarvoista poikkeavat epélineaaisen
analyysin laht6tiedot olivat: ensmméisen askeleen alun kuormakerroinlisdys 10 ja kokonais-
kuormakertoimen maksitarvo 100.

12 elementin malli. Ratkaisu padtyi normadisti tayteen askelmaaadn 100 jolloin suurin
pystysirtymé oli 1,6 ja kokonaiskuormakerroin 28,4. Kuorma-askeleesta 9 eteenpain sadiin
varoituksia negatiivissta jaykkyysmatriisin diagonadeista (3 kpl). Askeleen 9 kokonais-
kuormakertoimen arvo oli 57,2.

48 elementin malli. Ratkaisu padtyi askelméa&aan 40, jolloin ylitettiin kokonaiskuormaker-
toimen maksmiarvo 100. Suurin pystysirtyma oli talléin 3,7 ja kokonaiskuormakerroin
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1021. Kuorma-askeleesta 9 eteepan sadiin varoituksia negatiivisesta jaykkyysmatriisin
diagonadista. Askeleen 9 kokonaiskuormakertoimen arvo di 57,0. Askeleen 8 kokonais-
kuormakertoimen arvo dli 57,3. Askeleen 11 jalkeen tuli kaks negatiivista diagonadialkiota
lisda Askeleen 11 kokonaiskuormakertoimen arvo di 44,7. Askeleen 20 jdkeen edella
mainitut kaks negatiivista diagonadiakiota tass havisivit. Askeleen 20 kokonaiskuormar
kertoimen arvo di 21,1. Askeleen 29 jalkeen @ endé aiintynyt lainkaan negatiivisia diago-
naalialkioita. Askeleen 29 kokonaiskuormakertoimen arvo oli 8,5.

Taulukossa 6-5 on vertailtu ratkaisun etenemista ei tapauksissa. Kuvissa 6-15 ja 6-16 on
esitetty ratkaisujen kuormakerroin—sirtyma-kayrét, joissa suurin pystysirtyma di kuorm i-

tuspisteen pystysiirtyma on esitetty kokonaiskuormakertoimen tnzti

Taulukko 6-5. Ratkaisun kulku eri elementtijaoilla.

Ratkaisun vaihe 12 elementtid 48 elementtia

Kokonaiskuormakerroin / kuorma-askel

— ensimmainen negatiivinen diagonaalialkio, 57,219 57,0/9(57,3/8)
k&annepiste (huippu)

— ei negatiivisia diagonaalialkioita, - 8,5/29
kaannepiste (laakso)

— viimeinen askel 8,4 /100 102,1/40

Suurin saavutettu pystysiirtyma / kuorma-askel 1,6 / 100 3,7140

Kuva 6-16. 12 elementin malli. Kuva 6-17. 48 elementin malli.
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Chun ja Rampetsreiterin (1972 analyyttisesti, kokedli sesti ja dementtimallill a saadut vertai-
lutulokset on egitetty kuvassa 6-18. Kokedli sesti sagu stahiili udenmenetyskuorma oli 56,5.
Myo6s Meekin ja Tanin (1984 sekd Chanin (1988 tulokset ovat hyvin ldhella tass esitettyja
tuloksia. Kouhian (1992 laskemat stabiili udenmenetyskuormat olivat 260N ja 253N, jotka
vastaavat kuormia 58,4 ja 56,9 eli poikkeavat alle 2% tassa esitetyi&&idiado

Experimeatal Resulis —O——
Analytical Resultn ———

Connor’s Solutien

flexural offect on

length chortening -~ —
neglected

Load in pounds

090 030 0.6 0.a0 0.30 0.60 0.0 0.80 0.90
Detiection in inches

FIG. 7.—LOAD DEFLECTION CURVE OF MIT MODEL FRAME (1L Ib = 4.45 N, lin =
2.54 cm)

Kuva 6-18. Kuormakerroin—siirtyma-kayrat.

87



7 Y hteeveto ja johtopaat ok set

Tybssa on kasitelty epdlineaaisten algebralli sten yhtalosysteemien ratkaisemiseen kaytetta
vid numeaisia polunseurausmenetelmia —seka matemadtisia perusteita dta sovelluksin ja
ohjelmointiin liittyvid nékokohtia. Pagpaino on ollut ennuste—lorjaus-me netelmissi, jotka
soveltuvat erityisen hyvin rakenteiden mekaniikan tehtaviin.

Ennuste—lorjaus-me netelmien sovelluskohteena ovat olled rakenteiden mekaniikan epa
lineaaiset tehtdvat —erityisesti stabiili ustarkastelut. Taman takia tyossi on kasitelty seka
epadastisten ettd dastisten rakenteiden stabiili usteorian perusteita. Lisaks tydssa on kasitel-
ty lyhyesti erilaisia ratkaisumenetelmatyyppeja, jotka sivuavat polunseurasiehmas.

Sovellusten kannalta tarkeimmiks katsotut ratkaisumenetelmé on ohjelmoitu osaks ele-
menttimenetelmaén perustuvaa lujuusaskentaohjelmistoa. Ohjelmiston entisten ratkaisume-
netelmien rinnale ja tilalle on lisétty uusia ratkaisumenetelmia ja entistd monipuolisempia
vaihtoehtoja ohjata analyysia. Lisdks ohjelmiston kayttgill e on laadittu mallinnuksen ja las-
kennan oleellisia piirteita ja erilaisia esimerkkeja sisaltavdrobgeloste.

Toteutettuja ratkaisumenetelmia on testattu laskemalla seka yksinkertaisa esimerkkitapa-
uksia d@ta ohjelmiston kayttgien ongelmatapauksia ja vertaamala tuloksia kirjalli suudessa
esitettyihin tuloksiin. Lasketut tulokset vastaavat hyvin vertailutuloksia. Ohjelmiston kaytta-
jien ongelmadpauksia ei ole siséllytetty tahan tyohon.

Tyon tavoitted voidaan katsoa saavutetuiks niin laskentamenetelmi& koskevien selvitysten
kuin ohjeimistokehityksenkin osalta. Jatkossa ohjelmiston epédineaaisen analyysin ratkai-
sumenetelmiin on tarkoitus gsallyttaajoitakin lisdominaisuuksia kuten haaautumis- ja per-
turbaaiomenetelmét yksinkertaisessa bifurkaaiopisteessi. Nama lisdykset voidaan toteuttaa
taman tyon selvitysten pohjalta. Teoriapuolen osdlta olis luontevaa perehtya joihinkin seu-
raavista téssa tydssa mainituista ahepiireist& moninkertaisten bifurkagiopisteiden kasittely;
katastrofiteorian soveltaminen elastisin rakenteisin; rakenteiden hairidattiustarkastelut;
rakenteiden dynaaminen epdlineaainen kayttaytyminen. Tutkimuksessatulis selvittaa eityi-
sesti mahdolli suudet soveltaa teorioiden antamia keinoja laskentaohjelmiston kayttotarkoi-
tuksiin.
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Liitted

A Rajoitevektorit eri rajoiteyhtaldill e

Normaalitaso (Riks 1972):

k) = (Aq(l) A)\(l))T (A-1)
n® = (6q(") 5)\(k))T (A-2)
9=0 (A-3)

Paivitetty normaalitaso (Ramm 1981):

th = @g* P AT (A-4)
n® = (6q(") 5)\(k))T (A-5)
9=0 (A6)

Ortogonaalinen trajektori (Fried 1984):

k) = (6qp(k) 1)T (A-7)
n® = (6q(") 5)\(k))T (A-8)
9=0 (A9)

Konsistentti linearisointi (Schweizerhof ja Wriggers 1986):

t(k) — (Aq(k—l) A}\(k—l))T (A_lo)
n® = (6q(") 5)\(k))T (A-11)
gl = 0T 1K (t(k)T t® — As) (A-12)

Elliptinen rajoiteyhtal6 (Crisfield 1981):

t® = (Ag® AT (A-13)
n® = (Aq® AA®)T (A-14)
e¥ = A (A-15)
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Elliptinen rajoiteyhtalé kahdessa vaiheessa (Forde ja Stiemer 1987):

{9 = (gD ANED)T (A-16)
n(lk) — (6q(lk) 6}\(|k))T (A_l?)
=0 (A-18)
6q("‘) - 6qf(|k) + o\ 6qp("‘) (A-19)
tk) = (Aq(k—l) + 6q("‘) ANED 4 5)\(|k))T ( A-20)
n® = (6q("‘) 5)\(|k))T (A-21)
e =g (19T 9 - As) / (07 tY) (A-22)
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B Kuormakerroinmuutos eri rajoiteyhtaldill e

Normaalitaso (Riks 1972):
SAK = — { Aq(l)T 6qf(k)} /4 A + Aq(l)T 6qp(k) } (B-1)

Paivitetty normaalitaso (Ramm 1981):

Y == { A" T 8g" }/{ ANV +Aq T 3G, ) (B-2)

Ortogonaalinen trajektori (Fried 1984):
SN = - { 80" 80"}/ { 1 + B0,"" 3,"} (B-3)

Konsistentti linearisointi (Schweizerhof ja Wriggers 1986):

5)\(k) —_ { t(k)T t(k) (t(k)T t(k) _ AS) + Aq(k—l)T 6qf(k) } / { A)\(k_l) + Aq(k—l)T 6qp(") } ( B-4 )

Elliptinen rajoiteyhtal6 (Crisfield 1981):

S\ = { - B 1+ {B®? _ gJaAWCIY 12y [ 1A 0} (B-5)
A® = 1 +5g.97 5.¥ (B-6)
B® = 2 A® + 50,97 5 + 5.7 Agk D) (B-7)
C® = A02 Z AZ + AGWT AqM + 2207 By ® + g ¥T 5 (B-8)

Elliptinen rajoiteyhtalo kahdessa vaiheessa (Forde ja Stiemer 1987):

AW = — { AGEITEGM Y/ { AAED + AgEDT 5™ ) (B-9)
5™ = 8™ + EA™ 5g,™ ( B-10)
A= —{ A (YT Y —as) 1 (9T t9) + Ag* P + 59" 8™ } /

{ (A" + 30 Y) + (ag" ™ + 39™)" 3g,™ } (B-11)
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C |teroinnin kulku eri rajoiteyhtal 6ill &

Paivitetty normaalitasc u Ortogonaalinen trajektori

Konsistentti lineasointi Elliptinen rajoiteyhtalo
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