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Luku 1

Vapaa verkko ja datum

Kirjallisuus:
[ , 8. 67-71, 141-150)
[1989]
[ , s. 130-135]
[ , 8. 206-215, 311-321]
[ , S. 405-430]
[ , s. 130-135]

[ | osin.

1.1 Teoria

Vapaa verkko on verkko, joka ei ole milldan tavalla kiinnitetty ulkopuolisiin kiintopisteisiin tai korkeamman
luokan (jo mitattuun) verkkoon.

Kirjoitetaan havaintoyht#lot seuraavasti

{+v=AX (1.1)
Téssé £ on havaintojen, v jidnnosvirheiden ja X tuntemattomien vektorit, ja A on rakennematriisi (en. design
matriz).

Oletetaan, etté tietyilld vektorin x arvoilla ¢;, i =1...r:
ACZ' =0.

Silloin vektoreiden c; virittdm4 havaintovektoreiden x avaruuden' aliavaruus, jonka ulottuvuuksien méisrs on r,
kutsutaan Am nolla-avaruudeksi. Luku r kutsutaan matriisin A rangivajecksi?. Ks. [ , 8. 68]. Silloin
A-matriisin rangi on pienempi kuin sen sarakkeiden (eli tuntemattomien) madra.

Tamé johtaa seuraavaan tilanteeseen:

Jos X on kaavan (1.1) pienimmén nelidsumman ratkaisu, niin myds jokainen X + >.._, a’c; on,
samoilla jadnnosvirheilla. Téassa kertoimet o' ovat mielivaltaisia.

1.2 Esimerkki: vaaitusverkko

Minkéi nékoisid ne nolla-avaruuden vektoreita ovat realistisissa tapauksissa?

Esimerkkin vaaitusverkko. Verkon pisteet i ja j, korkeudet H; ja H;. Vaaitus mittaustekniikkana tuottaa vain
pisteiden korkeuseroja eikéd absoluuttisia korkeuksia. Siis havaintoyhtélot ovat seuraavan nékoisié:

ék +Qk :ﬁi—]/‘\[j.

IT4m4 on ns. abstrakti vektoriavaruus.

2Matriisin rangi on sen lineaarisesti riippumattomien rivien tai sarakkeiden lukuméiri. Yleensd se on joko rivien tai sarakkeiden
lukumééré, kumpi on pienempi; rakennemetriisin tapauksessa se on siis sarakkeiden lukumé#iri. Jos rangi on tatd pienempéé,
puhutaan rangivajaudesta [en. rank defect].



Luku 1 Vapaa verkko ja datum

f h3e

haa —

has

Kuva 1.1: Vaaitusverkon esimerkki

Olkoon vaaitusverkko kuvan 1.1 ndkoéinen. Siinéd tapauksessa havaintoyhtdlot ovat
4 +v =hyyt+uy = H, *ﬁl,
Ly + vy = hoy + vy :ﬁ4*ﬁ2,
3+ vy = hyy +vy = Hy — Hy,
0+ vy =hyy +uy = Hy — Hy,
s +vs = hyg + U5 = Hg — Hy,
Ls + vg Eﬁ34+y6:fl4—f]3,
Uy + vy = hsy +Q7:ﬁ5 —ﬁ3,
ls + vg = hy +v5 = He — Hs,
Ly +vg = hys + vg =ﬁ5 —ﬁ4~

Tamé matriisimuotoon kirjoitettuna:

-1 1 0 0 0 O
0O -1 0 1 0 0 -~
Hy
-1 0 0 1 0 O ~
Hy
-1 0 1 0 0 O ~
Hj
L+v=]| -1 0 0 0 0 1 ~
Hy
0 0o -1 1 0 0 ~
Hs
0 O -1 0 1 0 ~
Hg
0 0O -1 0 0 1 - -
0 0 0O -1 1 0

Kuten on helposti verifioitavissa, ynndédmalld kaikki matriisin sarakkeet saadaan seuraava vektori:

[OOOOOOOOO}T-

T
Néin olemme l6yténeet yksi c-vektori: ¢ = [ 111 1 11 ] . Jokainen alkio edustaa A-matriisin yksi

sarake.



1.3 Datumin kiinnittdminen

Y14 olevan A-matriisin rangivaje on 1 ja sen nolla-avaruus koostuu kaikista vektoreistaac=| @ o a o «

Vaaitusverkossa vakion lisdéminen jokaisen pisteen ¢ korkeuteen H; ei muutu yhtddn vaaituksen
havaintosuure.

Tata kutsutaan datum-vajeeksi. Numeerisesti datum-vaje johtaa siihen, ettd verkkotasoituksen normaaliyht&lot

eiviit ole ratkaistavissa: yhtéloiden kerroinmatriisi on singulaarinen °.

Jokainen datum-vaje on samalla havaintoyhtéldiden invariantti, ts. yhtdlon vasen puoli ei muutu vaikka tun-
temattomien vektoriin liséttéisiin A-matriisin nolla-avaruuden alkio Y ._; a‘c; . Esimerkkitapauksessa vakion
lisddminen kaikkiin korkeuksiin on sellainen invariantti.

1.3 Datumin kiinnittaminen

Nidimme dsken, ettd jos rakennematriisilla on rangivaje r, niin on olemassa R" eri, keskendédn samanarvoista,
ratkaisua x, joita eroavat toisistaan vain vektorin ¢ € R" verran.

o Jokainen sellainen ratkaisu kutsutaan datumiksi.

o Muunnos datumista toiseen (esimerkkitapauksessa: vakion lisidminen kaikkien verkon korkeuksiin) kut-
sutaan datum-muunnokseksi eli S-muunnokseksi®.

o Datum-vajetta voidaan eliminoida kiinnittdmalld r tuntematonta (mielivaltaisesti ja/tai jarkevésti) valit-
tuihin arvoihin.

Esimerkkitapauksessa datumin kiinnittdminen onnistuu esim. kiinnittdmélla Helsingin sataman korkeusarvo
keskimerenpintaan v. 1960 alussa, kuten aikaisemmin jo kuvattiin. ..

1.3.1 Rajoitusehdot

Léhdetédan siita, etté
Ac; =0,i=1,...,7

(eli matriisin A nolla-avaruus on r-ulotteinen). Muodostetaan matriisi
O = C1 Co e C; e Cr_1 Cyp

Nyt ylldolevaa ehtoa voidaan kirjoittaa

AC =0.
Tutki nyt matriisi®
= A
A =
CT
Lasketaan _
~ A AC 0
Ac=| o= 22 1=| L. |#0
C c C c C
Siis: matriisin A kuvaamalla tasoitustehtévalla ei ole rangivajetta.
Sellainen tasoitustehtévé on esim.:
El x| 4|z
k 0 cr |
Normaaliyht#lsiden muodostaminen®:
P 0 {+v P 0 A ~
L o] r ][ )L o) ][ 4]
0 I k 0 I C

3Ilman erityisis varotoimia ohjelmassa tapahtuisi luultavasti nollajako, ja laskenta loppuisi siihen.

48 for similarity.

5 Julkaisussa [ ] matriisi CT kutsutaan E.

6Huomaa painomatriisin pP= 1; ? muodosta, ettd muodolliselle lisihavaintovektorille k on annettu muodollinen painomat-

riisi I (yksikkomatriisi) ja ettd on oletettu, ettéd £ ja k ovat tilastollisesti riippumattomia.
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jossa normaalimatriisi

~ P 0 A
v ]
0 I ct
=A"pPA+CCT.
Tiassi N = ATPA on alkuperiisen tasoitustehtiviin normaalimatriisi. Termi CCT on wusi ja edustaa ns.
sisérajoitusehdot (en. inner contraints, ks. [ , ss. 69-71]). Ratkaisuksi saadaan
g=[ATPa+cot] [ AT ¢ ] § ? EKK _

— [ATPA+CCT) " [ATPL+ CX].

Tirkein muutos on normaalimatriisiin lisitty termi C'C7T, joka tekee sen kiintimiskelpoiseksi, eli N-1 on
olemassa vaikka N1 ei olisi. Siksi puhutaan kirjallisuudessa myés (Tikhonov- )regularisoinnista’. Toinen muutos
on havaintopuolella lisdtermi Ck .

T
Esimerkki: ylli olevan vaaitusverkon tapauksessa ¢ = [ 1 1 1 1 11 ] ja havaintoyhtalot sisérajoituseh-

dolla tdydennettyné:

-1 1 0 0 0 0]

0 -1 0 1 00

1 0 o0 1 o0 0]/ ]

-1 0 1 0 00 H,
(+v| | -1 0 0 0 01 Hs
k| |l o 0o -1 1 00 H,

0 0 -1 0 10 Hs

0 0 -1 0 0 1| H |

0 0 0 -1 10

1 1 1 1 1 1|

Téstd nikyy, ettd lisdehto kiinnittid kaikkien verkon pisteiden korkeusarvojen summaa (tai samanarvoisesti,
niiden keskiarvoa) annettuun arvoon k, eli

T#amé kiinnitystapa antaa verkon ratkaisua “painopistedatumissa”. Vakion k (yleisemmin: vakioiden vektori k)
valinta on mielivaltainen tuloksen X “hyvyyden” kannalta, mutta kiinnittéii se tiettyihin numeerisiin arvoihin.

1.3.2 Toinen lahestymistapa: optimointi
Julkaisussa [ ] sivuilla 69-71 sekd julkaisussa [ | esitetddn seuraava lihestymistapa, kui-
tenkin epéselvalld tavalla. Siksi téssé asia uudelleen.

Tasoitustehtavin
{+v=AX

pienimmén nelidsumman ratkaisua saadaan minimoimalla kirjaimellisesti (painotettua) jiinnosvirheiden nelicl-
listd summaa:

o=vQ 'v=(Ax— f)T Q' (Ax —0) =xTATQ ' Ax —xTATQ M - TQ ' Ax + (T Q¢
Differentioimalla jokaisen x:n suhteen® antaa
dyp

= xTATQ A+ ATQ "Ax — ATQ Y —¢TQ'A+0,
X

7...tai “ridge regression”. Terminologia on jokseenkin sekava.

8Tamé on sallittu, koska
oot _ o J1i=y,
ozl 7o i),




1.3 Datumin kiinnittdminen

miké on oltava nolla (stationaarinen piste). Se onnistuu, jos
ATQ 'Ax - ATQ Y =0,
(koska silloin myos xT ATQ *A —(TQ~'A = 0) miki on juuri normaaliyhtéloryhmi.

Tutkitaan nyt taas sekd havaintoyhtalot ettéd rajoiteyhtilot:

)15

Té&téd voidaan tulkita minimointitehtédvéksi, jolla on “sivuehdot”, eli sellainen minimointitehtéva, joissa on ns.
LAGRANGE? -multiplikaattoreita. Kirjoitetaan minimoitava suure seuraavaksi:

A
CT

= (Ax— 0T Q (Ax— ) + A" (CTx —k) + (C"x —k)" A,
jossa A on (r-pituinen) Lagrange-multiplikaattorien vektori. Ilmaisun ¢ minimointi minimoi seké jadnnosvirhei-
den nelisllistd summaa, etté tiyttii lisiehdot CTx = k.

Differentiaatiox:n suhteen antaa

gi’ =xTATQ A+ ATQ " Ax — ATQ U —("QTT A+ NTCT + O
X

mik& on taas oltava nolla. Se onnistuu asettamalla
ATQ 1 Ax —ATQ v+ Cr=0
eli normaaliyht&lot
ATQ 1 Ax+Cx = ATQ .

Yhdistamilli tdméa rajoitusehtoyhtilon CTx = k kanssa saadaan

NE

Téasséd nyt Lagrange-kertoimet ovat mukana tuntemattomina, ja yhtaloryhmé on tdmén liséksi erehdyttavasti
normaaliyhtdloryhmén nékoinen. .. Vasemmalla puolella oleva matriisi on kddntédmiskelpoinen, vaikkakaan ei
erityisen kaunis.

ATQ-'A C

ct 0 k

ATQ-1¢ ]

Tamén akrobatian tausta on halu 16ytéd normaaliyhtdloiden muotoa, joka mahdollistaa yleisen kadnteismatriisin
eli MOORE-PENROSE!Y kiifinteismatriisin kiiyttod, myos siind tapauksessa, ettd on rangivaje. Ei siiti téssd
enempéd.

1.3.3 Rajoitusehtojen tulkinta normin minimointina

Osassal.3.1 esitetty sisdrajoitusehtojen kiytto voidaan tulkita seuraavan ilmaisun minimoimiseksi:
p=(Ax—0TQ " (Ax—0) + (CTx - k)" (CTx—K).

Ilmaisun oikealla puolelle on matemaattisesti kaksi normia, ja kirjallisuudessa puhutaan miniminormiratkai-
susta. Sisdrajoitusehtojen kaytolle on ominaista, ettd saatu ratkaisu ei “deformoidu” rajoitusehtojen kaytosté,
esim. vaaitusverkon kiinnittdminen talla tavoin ei muutu pisteiden véliset korkeuserot eivat muutu. Ratkaisu
tulee vain yksiselitteiseksi.

Yo. ilmaisua voidaan myos korvata seuraavalla:

p=(Ax—0T Q" (Ax—0) + A (CTx — k)" (CTx k),

T
(KRONECKER delta) jossa x = [ zl ... gt ... gm ] ; eli “vektori/matriisikielelld”

ox

ox
Sen jélkeen sovelletaan ketjusdanto.
9 Joseph-Louis (Giuseppe Lodovico) LAGRANGE (1736-1813), ranskalainen (italialainen) matemaatikko.
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Lagrange.html.
10Ks. http://mathworld.wolfram.com/Moore-PenroseMatrixInverse.html
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jossa A voidaan valita mielivaltaisesti, kun vaan A > 0. Lopputulos ei riipu A:sta, ja voidaan perédti kayttaa
@ =limy 0 ¢ (A), jolloin ratkaisu on edelleen sama.

Itse asiassa mitd vaan valinta, joka valikoi kaikista samanarvoisista x-ratkaisuista yksi, on “laillinen” valinta.
Esim.

o=Ax—0)" Q7 (Ax— ) +x"x

on tdysin OK. Silloin minimoidaan x-vektorin pituutta ||x|| = vxTx. Yleisempi tapaus on muoto
(Ax — 0T Q7 (Ax — 0) + T Gx,

jossa G on sopivasti positiivis-(semi-)definiitti matriisi.

Jos aikaisemassa kaavassa valitaan k = 0, saadaan
o= Ax—0)" Q7" (Ax — 0) + XxTCCTx,

joka kuuluu téhén ryhméin: G = CCT.

1.3.4 Regularisoinnista yleisemmin

Vastaavanlaiset tekniikat kidytetdan myos tapauksissa, joissa A ei ole varsinaisesti vajaaranginen, vain hyvin
huonosti konditionoitu. Siind tapauksessa puhutaan regularisoinnista. Tilannetta voidaan tutkia seuraavalla
tavalla. Olkoon normaalimatriisi

N =ATQ'A.

Jos matriisi on regulaarinen, on se myos positiivi-definiitti, eli kaikki sen ominaisarvot positiivisia. Samalla
ovat teorian mukaan sen ominaisvektorit keskenéidn kohtisuoria. Siksi yksinkertaisella rotaatiolla x-avaruudessa
voidaan saada N “padakseleihin”'’:

N = RTAR,

jossa A on diagonaalimatriisi jonka elementit ovat ominaisarvot \;,;i = 1,m (m tuntemattomien méird eli
vektorin x pituus.)

Jos matriisi N ei ole regulaarinen, ovat joitakin sen ominaisarvoista nollia. Niiden mééra on juuri matriisin A
rangivajaus. Sopivan termin G lisédminen V:d4n korjaa téatd singularisuutta.

Jos jotkut N:n ominaisarvot ovat nollan sijasta vain hyvin pienié, puhutaan huonosti konditionoidusta mat-
riisista'?. Usein se on numeerisesti mahdoton kiint#s, tai se onnistuu vain, jos kiytetésin ylipitkat liukuluvut
(double precision, extended precision). Hyvi mitta matriisin kidsntémiskelpoisuudesta on konditioluku

R = )\maa:/>\min7

suurimman ja pienimman ominaisarvon vilinen suhde. Matlab tarjoaa mahdollisuutta arvioida tatd lukua. Miten
alhaisempaa, sitd parempaa.

1.4 Muut esimerkit

1.4.1 Etdisyysmittaus

Jos meilld on tasoverkko, jossa on mitattu vain etdisyyksid, havaintoyhtdlot ovat muotoa:

bty = \/(l“i — ;)" + (yi —yy)"

Kuten helposti nikyy, kaikkien x arvojen — mukaanlukien sekd x; ettd x; — kohottaminen vakiom&aralld ei
muutu tdmén yhtélon oikeaa puoltaa. Samoin y:n kanssa. Eli:

T
Kaikkien pisteiden siirtdminen (translaatio) vakiovektorin [ Azr Ay } verran tasossa ei muutu

havaintoyhtaloita.

HMuistathan, etd rotaatiomatriisi on ortogonaalinen eli RRT = RTR=1Teli R~! = RT.
12 Koko tasoitusongelma kutsutaan “huonosti asetettuna” (en. ill-posed).



1.4 Muut esimerkit

On vield olemassa kolmas invariantti: ilmaisu \/ (z; — ;zzj)2 + (yi — yj)2 on juuri pisteiden ¢ ja j viilinen etéisyys,
ja se ei muutu vaikka koko pistekenttd pyoritettdisiin ympéri kulman « verran (vaikkapa) origon ympiri .

T
Jos kirjoitetaan tuntemattomien vektori muotoon [ X Y e Ty Yy e } , ovat c-vektorit muotoa:
1 —Yi
C1 = , C2 = , C3 =
1 0 —Yj
0 1 “F"I?j

Téssé ¢1 ja co edustavat z- ja y-suuntaiset translaatiot ja cs pyoridhdys origon ympéri (oletetaan yksinkertai-
suuden vuoksi, ettd o on pieni).

Yleinen datum-muunnosvektori on nyt
T
Zoﬁci =Azr-ci+Ay-co+a-cs.
i=1

Rangivaje r on 3.

1.4.2 Mittakaavasta

Mikéli mitataan etédisyyksien sijasta etdisyyksien suhteet — miké tosasiassa tapahtuu jos kédytetddn huonosti
kalibroitu etdisyysmittari'® — tulee ylld mainittujen kolmen datum-vajeen lisiksi vield neljis: mittakaava. Sen

T
cvektorionc=| .- x; y, - oz oy; - } )
Tassé tapauksessa datum-vajeita on neljd. Se eliminoidaan kiinnittamalla kaksi pistettd eli nelja koordinaattia.

Kokonainen C-matriisi on nyt

0 1 H=x

Vrt. [ , 8. 70].

1.4.3 Kulmamittaus

Jos on verkossa mitattuja my6s kulmia, datumin vajeiden mééard ei muutu. My6s kulmamittaukset ovat inva-
riantteja translaatioon, rotaatioon ja (tarvittaessa) skaalaukseen.

1.4.4 Atsimutimittaus

Aika harvinainen tapaus. Jos on tullut mitatuksi absoluuttisia atsimuteja (esim. gyroteodoliitin avulla), ei
esiinny rotaatioon liittyvéda datum-vajetta. Kaikki verkon atsimutit saadaan tasoituksesta absoluuttisesti.

13Usein ilmakehién (viliaineen) huonosti tunnettu vaikutus signaalin kulkuun vaikuttaa samalla tavalla kuin huono kalibraatio.
Siksi kannattaa laittaa mittakaava tuntemattomana jos verkon sivut ovat pitkii.
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1.4.5 Avaruusgeodesian tapaus

Tissé tapauksessa mitataan kolmiulotteisesti (pseudo-)etéisyyksid. Voitaisiin ajatella, ettd datum-vajeita olisi
kuusi: kolme translaatiota (translaatiovektorin komponentit) ja kolme rotaatiokulmaa avaruudessa.

Kuitenkin,

1. jos mittaukset kohdistuvat satelliitteihin, jotka lentéavét radoissaan Maan ympaéri, liike-yhtéloiden impli-
siittiseksi origoksi muodostuu Maan massakeskipiste. Eli kolmiulotteinen translaatiovaje héviia.

2. jos mittaukset suoritetaan vuorokauden eri aikoina, ehtii maapallo pyorid akselinsa ympéri. Tdmén akselin
suunta avaruudessa (kaksi parametria) esintyy silloin havaintoyhtilsissi ja kolmesta pyorihdyskulmasta
kaksi héviasd, mikali havainnot tehddin Maan pinnalla olevien havaintoasemien ja avaruudessa liikkuvien
satelliittien valilla.

Jaljelld jaa vain yksi datum-vaje: pyordhdyskulma Maan rotaatioakselin ympéri.

1.4.6 Pitkdkantainterferometria (VLBI)

Téssé tapauksessa avaruudessa olevat mittauskohteet ovat niin kaukaisia, ettd Maan massakeskipisteen sijainti
ei esinny havaintoyht#lsissd. On nelja datum-vajetta: translaatiovektorin (eli koordinaatiston origon paikkavek-
torin) kolme komponenttia, ja rotaatiokulma Maan pyorihdysakselin ympéri.



Luku 2

Yhdenmuotoiset S-muunnokset ja kriteerimatriisit

Kirjallisuus:
[ , 8. 67-71, 141-150]

[1982]

[1995, s. 130-135]

[1087, s. 206-215, 311-321]
[1097, s. 405-430]

[ | osin.

2.1 Kompleksiset koordinaatit ja pistevarianssit

Kuten jo aikaisemmin néihtiin voidaan tasokoordinaatit edullisesti esittdd kompleksiluvujen avulla:
z =2+ 1y,

jossa (z,y) ovat tasokoordinaatit. Nyt my6s varianssit voidaan kirjoitta kompleksisena: jos reaaliarvoisen va-
rianssin ja kovarianssin mé#ritelmét ovat

Var (x) FE {(:13 — E{x})2} 7
Cov(z,y) = E{(z—-E{z})(y—E{y}H},

voidaan tehdd vastaavat madritelmét kompleksitasossakin:

Var(z) = E{(z- E{z})(Z—- E{z})},
Cov(z,w) = E{(z—FE{z})(w-E{w})}.
Téssa padlleviivaus merkitsee kompleksi-konjugaatti, eli jos z = x + iy, niin z = x — iy.

Niikyy laskemalla (muista, ettd i2 = —1), ettd

Var (z) = Var (z) + Var (y) .

Eli pistevarianssi 0 = 02 + 0, = Var (z) + Var (y) on sama kuin kompleksinen varianssi Var (z)(joka on siis
reaaliluku), ja saman pisteen koordinaatien x ja y vilinen kovarianssi héviii. Varianssiellipsit ovat silloin aina

ympyroité.

2.2 S-muunnos kompleksitasossa

Jos on annettuna pistekentéin (x;,y;) koordinaatteja, voidaan muuntaa ne uuteen koordinaatistoon yhdenmuo-
toismuunnoksen avulla antamalla vain kahden pisteen koordinaatit sekéd vanhassa ettd uudessa jéarjestelméssa.
Olkoon pisteet A ja B, ja koordinaattierot vanhan ja uuden jérjestelmén valilla

0za = 7y —Za,

dzp = z'5—1zp.
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Tissi z/y,2’; oletetaan eksakteina, eli pisteet A ja B toimivat datum-pisteind, joiden koordinaatit ovat mééri-
telmékysymys eikd mittausten ja laskennan tuloksena

Silloin voidaan laskea pisteen z,; koordinaattien korjaus seuraavaksi A- ja B- pisteiden korjausten lineaariyhdis-
telméksi:

Z;
A ZiB ZAi —
zZ. = ZiB =~ ZAi =
g [ 1 ZAB  ZAB } 0z
(5ZB
Z;
— _ZiB  _ ZAi ol . 21
[ 1 ZAB ZAB } ZA T Zy (2.1)
/
Zp —Zp

Huomaa, ettid vasemmanpuoleisen rivimatriisin alkioiden summa on nolla:

ZiB _ ZAi

1-— =0.

ZAB  ZAB

2.3 Kriteerimatriisin standardimuoto

S-muunnoksen tarkkuusvaikutukset voidaan tutkia teoreettisesti. Ldhdetddn siitd, ettd verkko on mitattu me-
netelmalld, jonka tarkkuuskdyttiytymistd tunnetaan. Todellisen tarkkuuden sijasta kdytetddn silloin usein ns.
kriteerivarianssimatriisia [ ], joka kuvaa yksinkertaisella matemaattisella tavalla pistekentéin tark-
kuuden spatiaalista kdyttaytymista.

Geodeettisten verkkojen tarkkuusluokitusta voitaisiin pitdéd alkeellisena kriteerivarianssi-ajatteluna.

Yksinkertainen sédanté on esim. se, ettd kahden pisteen vélinen ns. relatiivisen pistekeskivirheen on oltava pis-
teiden vilisen etdisyyden funktio ja ettd se ei riipu kahden pisteen vélisestd suunnasta eikéd pisteiden abso-
luuttisesta sijainnista. Sopivia téllaisia ns. homogeenisia ja isotrooppisia spatiaalisia varianssirakenteita 16ytyy
kirjallisuudesta.

Usein, seuraten Delftin koulukuntaa, kéytetdan kriteerimatriisina — jonkinlaisena idealisoituna varianssimatrii-
sina, joka on ldhelld sitd, mika sdannollisessd, hyvin suunnitelleessa verkossa tulee varianssimatriisina — seuraa-
vanlainen ilmaisu':

Var (z) = o?, (2.2)
Cov (z,w) = a® — %02 (z—w)(Z—-W)=
=a’ - %02 |z —wl®. (2.3)

Tissé arvo o2 on mielivaltainen; se on aina positiivinen. Saa kuvitella, ettd se on hyvin suuri, suurempi kuin

%02 |z — w||2 missiin tarkastelualueella, ja edustaa hyvin kaukaisen lihtoépisteen kiyton aiheuttamaa paikallista
(origon l&heistéd) koordinaatti-epdvarmuutta.

(Intuitiivisesti voi kuvitella samansivuisista kolmioista koostuva verkko, jonka kaikki sivut on mitattu
yhta tarkasti, ja verkon reunaa annetaan kulkea kaikkiin suuntiin ddrettomyyteen. Reunan pisteet pidetdin
kiinni. Silloin

o = 0,

1Vaihtoehtoinen rakenne, joka johtaa samoihin lopputuloksiin, olisi

Var(z) = o°zz
Covla,w) = 2o* (W +7w) = 20 (a7 + ww) — 2o% [(a— w) (7~ W)] =
1 1 _
= 3 (Var (z) 4+ Var (w)) — 502 [(z—w)(Z—W)].

T#min vaihtoehdon esteettisena etuna on, ettei tarvitse valita mielivaltaista a?. Kuitenkin sen esteettisena heikkouksena on,
ettd se siséltdd pisteen absoluuttista paikkaa z. Ongelma on vain siirtynyt.

10



2.3 Kriteerimatriisin standardimuoto

@]

Ov - - - °

Kuva 2.1: Sdénnollinen kolmioverkko joka kasvaa kaikkiin suuntiin dérettomyyteen

mutta ennen sita

1
Cov (z,w) — Var(z) — 502 lz —w|>.
Ks. kuva. 2.1)

Tamén méaritelméan jilkeen voimme suoraan laskea kahden pisteen A ja B vélinen relatiivinen varianssimatriisi:

Var(zap) = Var(za)+ Var(zp)—2Cov(za,zp) =

202 — 202 + UQZABZAB = —|—0’2ZABZAB.

N#hdédn, ettd o on tistd hivinnyt ja saatu varianssi on suoraan verrannollinen pisteen vilisen etiisyyden
toiseen potenssiin:

24pZaB = (x5 —24)° + (ys — ya)”.

Se on myos reaaliluku, eli koordinaattien = ja y vélissé ei ole korrelaatiota ja virhe-ellipsit ovat ympyraitd.

2.3.1 Yleisempi muoto

Kriteerifunktion yleisempi muoto on mielivaltainen pisteiden vélisen etdisyyden funktio:

Var (z) = o,
1
Cov(mw) = o= o*f (lz—wl),
esimerkiksi
Cov (z,w) = a? — 502 |z — wl*,

misséd v valittava vakio. Kédytdnnossa sopivat arvot ovat 0.5...1.0.

11
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2.4 Kriteerimatriisin S-muunnos

Pistekentén z;,z4,zp kriteerimatriisi voidaan kirjoittaa néin:

Z; [ Var (z;) Cov (z;,z4) Cov(z;,zp)
Var ZA = Cov (z4,2;) Var (z4) Cov (za,zp) | =
zZp | Cov(zp,z;) Cov(zp,z4) Var (zp)
[ a? o? - %U2Zi,4m a? — %a%mﬂ
= o? — $0%2,A%iA o? o? — Lo%z4pZan
L a? — %O’ZZiBm a? — %JZZABm a?

Koska kaavassa 2.1 koordinaatit z4 ja zp ovat eksakteja, voidaan nyt kirjoittaa suoraan varianssien kasautu-

mislakia:
z; ].
N — _ 2ZiB __2ZAi __ZiB_
Var (z;) 1 -z A } Var Za .
ZAq
Z _Zai
B ZAB

(2.4)

Té&ssd yo. varianssimatriisi on kerrottu vasemmalta puolelta kaavan 2.1 kertoimilla rivivektorina, ja oikealta
puolelta samoilla kertoimilla transponoituna (siis sarakevektorina) sekd kompleksisesti konjugoituina. TA4mé on

varianssien kasautumislain kompleksinen versio.

Kiytinnossi, kerroinmatriisin rakenteesti johtuen (rivien summat ovat nolla), saa jitti a?-termi pois kaikista

alkioista, ja saadaan

jp— jp—
0 —5%AZiA  —3ZiBZiB 1

N — 42 z; ZAi 1 — 1 — Zip

Var (z;) = o [1 = —m} —5%ZiAZiA 0 —5ZABZAB e
_l, 7 _1 75 _Zai

5ZiBZiB —5ZABZAB 0 e

Huolellinen laskeminen tuottaa:

1 Z; ZiB Z; ZiA I

/ 2 B iB P 1A 1A

Var (z}) = 50 |ziaZia + + ZiBZiB + + (2iAZiB + 2iAZiB)
2 ZAB ZAB ZAB ZAB

Geometrinen tulkinta: ensiksi nihdiin, ettd tdmé on reaaliarvoinen. Myds:

ziaZia = |=zial’,
ZiBZiB = HZiBH2,
Zia + Zia 2?)?{ ZiA } =-2 zial cos ZiAB,
ZAB  ZAB ZAB lzagl
Z;B + ZiB _ 23%{ Z;B } =42 HZ'LBH cos ZiBA,
ZAB ZAB ZAB lzasl
ZiAZiB + 2iaZip = 2R{2:aZis} = 2||Zial ||ziB|| cos LAiB.
Siis:
z; Z; _
Var (z;) = o’ {HZZ-AH2 ?R{Z—B} + ||zis|? %{Z—A} + %{ziAziB}} =
ZAB ZAB
= o° |:||ZiA||2 |21 cos ZiBA — ||zis|]? 2]l cos ZiAB + ||z;a|| ||z:B]| cos LAiB| =
lzasl| lzas||
= UQW (l|zial| cos ZiBA — ||zip || cos ZiAB + ||zap|| cos LAiB] .
ZAB
Ks. kuva 2.2.

2.5 S-muunnokset ryhman jasenina

Matematiikassa ryhmd G méiritetdén (ks. http://mathworld.wolfram.com/Group.html) joukkona jolla on

seuraavat ominaisuudet:

1. Jos A ja B ovat kaksi G:n alkiota, silloin my6s tulo AB on G:ssé.

12
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2.5 S-muunnokset ryhmén jésenind

Kuva 2.2: Kriteerivarianssimatriisin méarittelyssia kaytetyt suureet

2. Kertolasku on assosiatiivinen, siis kaikille A, B,C G:ssi, (AB)C = A(BC)
3. On olemassa identtisyysalkio I siten, ettd TA = Al = AVAe G

4. Jokaiselle alkiolle on oltava olevassa kddnteisalkio: jokaiselle alkiolle A € G, joukko sisiltdd myos alkiota
B = A~ lsiten, ettd AB = BA = 1.

Kaikkien kdénnettédvien S-muunnosten (kahden paikallisen datumin viililli) joukko muodostaa sellaisen ryhméin.

2.5.1 S-muunnos “darettomyydesta” paikalliseen datumiin

Y1I4 kuvattu annettujen pisteiden muunnos “darettomyysdatumilta” paikalliseen datumiin voidaan yleistaé. Kaa-
va (2.4) yhdelle pisteelle z; voidaan kirjoittaa vaikkapa kolmelle eri pisteelle z;,zp, zg, jolloin olisi laskettavissa
varianssien liséiksi my06s pisteiden véliset kovarianssit.

Kaava on silloin tdmén niékoinen:

Z; 1
/ __ZiB  __ZAi
Z; 1 ZAB ZAB zZp 1
Var 7 = 1 _2zpB  _ZAP | Var z0 1
P ZAB ZAB =
/ _ZgB _ZAQ __ZiB _%2pPB __2%2@B
ZQ 1 ZAB ZAB ZA ZAB ZAB ZAB
zZB _ ZA; _zZaAp _zAQ
ZAB ZAB ZAB
Téssé esiintyva matriisi voidaan kutsua
1 __2ZiB _ZAi
ZAB ZAB
S(AB) — 1 __Zpp __zap
(c0) ZAB ZAB
_ZeB _Z4AQ
ZAB ZAB

T&améa matriisi ei ole suorakulmaisena kadnnettavissd. Tamaé ilmaistaa vain se tosiasia, etté kerrdn “darettomyy-
destd” paikalliseen datumiin (AB) muunnetut varianssit ei saada en#é takaisin muunnetuksi. Yo. muunnoskaava
on téssd notaatiossa: ;
(AB)) _ o(AB) ( (oo)) { (AB>}
Var (z ) = S(oo) Var ( z S(OO) ,

jossa symboli 1, ns. hermitointi?, merkitsee transponoinnin ja kompleksikonjugaatin yhdistelms.

2Charles HERMITE, 1822-1901, ranskalainen matemaatikko.
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Hermite.html.
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2.5.2 S-muunnos kahden paikallisdatumin valilla

Paikallisen verkon sisélld on aina monet eri mahdollisuudet valita pistepari A, B joka toimivat datum-pistein.
On jopa mahdollista muuntaa jo datum-pisteisiin A, B referoitu koordinaattien joukko toiseen datumpistepariin
P, Q. Se menee seuraavasti lihtien kaavasta 2.1:

Z; .
" 1 —2Q _ Zpi ’
Z; ZpQ ZpQ Z;
" / — __ZAQ __zpA -
ZA T 24 o ZpQ ZpQ Zp Zp
"no_ _ZBQ _ zpB 7z — g
Zp —Zp ZrG 2P Q%

Téssé saadaan samalla “vanhojen” datum-pisteiden A ja B korjaukset zy — 2/, ja z/5 — 2/ uuteen "-systeemiin,
jossa annettuina koordinaatteina on zp ja z().

On edullista kdyttda seuraavaa kirjoitustapaa:

4(PQ) 1 _ZQ _zpi ZAB)

% ZPQ ZPQ i
zgi@—zgj? =0 222 _zea z%‘?_z;]’;@ : (2.5)
2P _ A 0 -z _ze 2P 4 PQ)

Téssd on annettuna datum-mddritelming (AB)-systeemissd koordinaatit ZEAAB)7ZSBAB) (vasen puoli) ja (PQ)-
(FQ) ,(PQ)

systeemissé z . Matriisia kutsutaan usein

1 —Z%9Q _zZpi

ZPQ ZPQ

S(PQ) — 0 —Z%4Q _zpa
(AB) = Zrq | zrq
0 __Z%2BQ _zpB

ZPQ ZPQ

N&dméa muunnosmatriisit muodostavat matemaattisen ryhmdn:

(PQ) (UV) _  o(PQ)
Swvy Sasy = Sasy
PO\ ' 4B
<S<AB>> = Spg)
(AB) _
sap - I

eli

1. muunnoksia voidaan soveltaa perdkkdisesti jirjestelméstd (AB) jirjestelmén (UV') kautta jirjestelmiin
(PQ);
2. muunnoksella (AB) — (PQ) on kddnteismuunnos (PQ) — (AB);

3. triviaalimuunnos S ((ﬁg)) kuuluu my6s ryhméén; sitd saa korvata yksikkomatriisilla I koska silloin oikealla

EqAB) B ZE4AB) _ ZSBAB) _ SAB) _ g3

puolella z B

Talla symbolismilla saadaan
Z(PQ) _ S(PQ)Z(AB)

~ T(AB) ’
jossa
ZgPQ) ZZ(PQ) Zz('AB) Zz('AB)
7z(PQ) = ZEqPQ) _ chxAB) = AZ(APQ) , zAB) = ZEDAB) _ ngPQ) = AZ;AB) 7
ZSBPQ) . ZSgAB) AZEBPQ) Z(QAB) _ Z(QPQ) AZ(QAB)

jossa “delta-suureet” AZSDAB)

arvo” mukaan.

jne. méadritellddn kaavion “laskettu arvo miinus datum-méarittelyssa kiinnitetty

Kaikki S-muunnokset ovat yhdenmuotoismuunnoksia jotka sailyttdvat kulmia ja pituussuhteita. Myos kahden
perdkkéisen S-muunnoksen muodostama muunnos, ja S-muunnoksen kd#inteismuunnos, ovat taas yhdenmuo-
toismuunnoksia. Siis kaikki ryhmén operaatiot tuottavat taas ryhmén jésen.

1
3Tarkasti ottaen triviaalimuunnoksen matriisi on —1 ; kuitenkin varianssien kasautumisen kannalta se on samanar-

voinen kuin yksikkématriisi.

14



2.6 Varianssien S-muunnos

2.5.3 Usean i-pisteen tapaus

Tamé S-muunnosmatriisien formalismi on helposti tulkittava — ja on tarkoituskin tulkita — yleisemmin, jos

annetaan pistenumero ¢ edustaa useita pisteité, ¢ = 1,...,n. Silloin
o |l
(AB) Zam i=1,...,n ZAB i=1,...,n
S(OO) = 1 _zpB _zap ,
ZAB ZAB
1 _ZQB __ZAQ
ZAB ZAB

jossa suorien hakasten ilmaisut ([-],_, ) ovat n-pituisia sarakevektoreita. Samoin

o [-28] ., [28]
(PQ) ZPQ Ji=1,..,n ZPQ |i=1,...,n
S =

_ ZAQ _zZpa

(AB) O1xn 2o P ’
_ ZBQ _zpp
len ZpQ Zpo

jossa O1x, on n-pituinen rivivektori tdynné nollia.

2.6 Varianssien S-muunnos

Varianssit muunnetaan seuraavalla tavalla:

Var (Z(PQ)) — §0Dvar (Z(AB)) [S(PQ)F

(AB) | >
jossa
2PQ) 2(45) ST 0o
PQ) _ P AB) _ AB) . (PQ)|' _ | _zie _zZag _ZBQ
2P = | AZPD || 24P = | AZAD) | a [S(AB)} | 2= -z _mm
AZ(PQ) AZ(AB) __Zp; __ZpA __ZpB
B Q ZpQ zZpQ ZpQ

Téssé delta-suureet ovat Azi‘PQ) = z%PQ) — ngB), AzS,AB) = zSpAB) — zSPPQ)
datum-pisteen datum-mé&érittelyssé kiinnitetty sijainti.

, jne. Vertausarvona kéytetdan aina

2.7 Harjoitukset
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Luku 2 Yhdenmuotoiset S-muunnokset ja kriteerimatriisit
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Luku 3
Affiininen S-muunnos

3.1 Kolmiointi ja finiitti-elementti -menetelma

Finiitti-elementti -menetelmé on tapa diskretisoida osittaisdifferentiaaliyhtéléiden ryhmié jollaisia kdytetdan
mm. lujuusopissa, rakennusmekaniikassa, geofysiikassa, ilmatieteessi ja astrofysiikassa. Laskenta-alue jaetaan
yksinkertaisiin osa-alueisiin, finiitteihin elementteihin, joilla on yhteisid rajaviivoja, -pintoja ja noodeja. M&é-
ritetddn perusfunktioita joilla on arvo 1 vain yhdelld noodipisteelld, ja arvo 0 kaikilla muilla noodipisteilla.
Elementin sisalld perusfunktiot ovat yksinkertaisia, esim. lineaarisia funktioita. Rajaviivojen tai -pintojen yli ne
ovat jatkuvia.

Ratkaistavissa olevat differentiaaliyhtilot diskretisoituvat nyt normaaliyhtiléitd muistuttavaan muotoon (Ritz-
Galerkin), joka mahdollistaa tuntemattomien eli noodien funktioarvojen ratkaisemista.

Yleisin elementin muoto on kolmio, silloin kiytetain perusfunktioina lineaarisia koordinaattien funktioita. Maan
pintaa voidaan jakaa kolmioihin sopivasti kayttamalld ns. Delaunay-kolmiointia.

3.2 Bilineaarinen affiinimuunnos

Julkaisussa [ ] esitetdin ETRS-89 jirjestelmén Gauf-Kriiger projektiokoordinaattien ja yhtenéiskoor-
dinaattijarjestelmén véliseksi tasokoordinaattimuunnokseksi kolmioittainen affiininen muunnos.

Jokaisessa kolmiossa affiininen muunnos voidaan kirjoittaa muotoon

2@ = Az+a;z™ + agy™®
y? = Ay+ bz + by

jossa (z(M),y™)) ovat pisteen koordinaatit ETRS-GK27:ssa ja (z(?),y(?)) saman pisteen koordinaatit ykj:ssa.
Téassé muunnoskaavassa on kuusi parametria: Az, Ay, a1, as, by ja by. Kun kolmion kolmessa kirjessé on annettu
seké (x(l),y(l)) etté (1'(2), y(z)), voidaan ndmaé ratkaista yksiselitteisesti.

Saatu muunnosfunktio on kolmioiden sisélla lineaarinen ja reunojen yli jatkuva, mutta ei differentioitava: mit-
takaava on epéjatkuva kolmioiden reunojen yli. Koska kuvaus ei ole konforminenkaan, on mittakaava myos
riippuvainen tarkastelusuunnasta.

Kolmioinnin hy6dyllisend ominaisuutena voidaan pitééa sité, etté sitd voidaan paikallisesti “paikata”: jos paikalli-
sella alueella on parempia tietoja olemassa — tihedmpi pistejoukko, joiden koordinaattiparit (x(’), y(l)) ,1=1,2
ovat tiedossa — télloin voidaan ottaa vain sen alueen kolmiot pois ja korvata ne useammalla, pienemmélld kol-
miolla, joiden sisélld muunnos tarkentuu. Tdmé& on juuri se menetelmé, jota paikalliset tahot, kuten kunnat,
Y14 olevat kaavat voidaan kirjoittaa vektorimuotoon:

voivat edullisesti soveltaa.
(2) (1)
T a1 a T
@ |~ | w |-
Yy by b Yy

T
Yleensi (1)- ja (2)-koordinaatit ovat 1&helld toisiaan eli [ Az Ay } on pieni. Silloin voidaan kirjoittaa siir-

Az
Ay

tymat

or = P —2® = Az + (a; — 1) 2™ + ayW,
sy = y?@ —y® =Ay+bz® 4 (b —1)yW.
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Luku 3 Affilninen S-muunnos

Jos nyt méiritelldan

saadaan lyhyesti

air a2 ai—1 as
az1 G2 b1 by —1 |’

§x = Ax + Ax.

Tassé yleensd myos, jos koordinaatit ovat lihelld toisiaan, matriisin A alkiot ovat “pienid”. Olkoon kolmio ABC.

Silloin on annettuna kulmien siirymévektorit

0xX A
5XB

(SXC

= Ax+ Aqul),
= Ax+ Axg),
= Ax+ Ax((;).

Kirjoitetaan auki, tuntemattomat Ax, A oikealla puolella:

5;6,4 =

dya =

5&33 =

5y3 =

51‘0 =

dyc =

tal matriisimuodossa ; )

(Sl‘A 1 0
0ya 0 1
(51‘3 o 1 0
(;yB 0 1
51’0 1 0

L 5yc i L 0 1

josta ne kaikki kuusi on ratkaistavissa.

Az + auxfj) + algyg)

Ay + (121%541) + a22y541)

Az + auxg) + alzyfgl)

Ay + algxg) + aggyg)

Ax + anxg) + a12y8)

Ay + azlxg) + a22yg)

zg) 0 yféll) 0 |[ Az ]
0 a0y Ay
wg) 0 yg) 0 a1

0 xg) 0 yg) as1 ’
a:g) 0 yg) 0 a1z

0 x(cl) 0 y(cl) 1| a22 |

Kirjoitetaan mielivaltaisen pisteen P koordinaatit (z,y) seuraavasti:

r = prza+pParp+pac,
= p?ya+p%ys +p%yc,

lisiiehdolla p? + p& 4+ p© = 1. Silloin myos

ox = proxa+pPorp+pizc,
oy = poya +pPoys +pdyc.

Kolmikkoa (pA,pB,pC) kutsutaan pisteen P barysentrisiksi koordinaateiksi. Ks. kuva 3.1.

Ne l6ytyviit seuraavasti (geometrisesti p* =

IR To <X

Ys Yc Y
1 1 1
pt = ¥ =
rpa T IC
Yya Y Yc
1 1 1

Namé kaavat soveltuvat suoraan ohjelmoitaviksi.

18

w(ABCP)
= L(AABO)

Trc TA T rA Tp T

Yo ya oy Yya Y, Y

1 1 1 ’ pc _ 1 1 1
rTA TB IC rA TB ¢
Yya YB Yc Yya Y Yc

1 1 1 1 1 1

—~~

jne., jossa w on kolmion pinta-ala) determinanttien avulla:



3.3 Affiinimuunnosmenetelmén toteutus paikallisessa tilanteessa

[
_ O(APBC)
o(AABC)
pC= A4 _ o(AABP)
7 o(AABC) 5

Kuva 3.1: Barysentristen koordinaatien laskenta kahden kolmion pinta-alan suhteena

3.3 Affiinimuunnosmenetelman toteutus paikallisessa tilanteessa

Jos halutaan soveltaa JHS:ssa ehdotettua menetelméaé paikallisella tasolla, kiyddan lapi seuraavat askeleet:

1. Konstruoidaan tarkistettavaan alueeseen sopiva kolmiointi. Valitaan valtakunnallisesta kolmioinnista so-
piva kolmioiden yhdistelmé, joka peittdd tarkistettavan alueen. Jaetaan alue riittdvén pieniin kolmioihin,
ja formuloidaan yhtal6t ndiden kolmioiden kulmapisteiden koordinaattisiirtymien laskemiseksi.

2. Tutkitaan virhepropagaatio valitussa geometriassa ja todetaan se hyvéiksyttaviksi.
3. Muunnoskaavat kertoimineen toteutetaan ohjelmistossa.

Paras olisi toteuttamistapa, jossa késittely on hajautettu: koordinaatit 10ytéavét itse niille patevén palvelimen ja
muunnosohjelmiston. Tihedmpi ja tarkempi ratkaisu 16ytyy joillakin kunnilla, muilla valtakunnallinen ratkaisu.
Internetissé sellainen olisi toteutettavissa RPC-arkkitehtuurin puitteissa (esim. XML/SOAP).

3.4 Virheiden kasautumisen teoreettinen analyysi

Menetelmén tarkkuusvaikutukset voidaan tutkia simuloimalla koordinaattilaskennat synteettisten mutta realis-
tisen ndkoisten virheiden avulla. Voidaan my6s kayttaa oikeaa havaintoaineistoa, josta voidaan jattda pois piste
kerrallaan, ja tutkia, kuinka hyvin tdmé& approksimaatiomenetelm& onnistuu reprodusoimaan tdmin pisteen
koordinaattisiirtymét (ristivalidointi).

Toisaalta voidaan tutkia ongelmaa teoreettisesti. Lahdetaén siitd, ettd “vanha” verkko, josta ykj-koordinaatit
ovat perdisin, on mitattu perinteiselld kolmio- ja polygonimittauksilla, joilla on tietty tunnettu tarkkuuskéyt-
téytyminen'. Todellisen tarkkuuden sijasta kiytetddn usein ns. kriteerivarianssimatriisia [ ], joka
kuvaa yksinkertaisella matemaattisella tavalla pistekentédn tarkkuuden spatiaalista kdyttdytymisté.

3.4.1 Affiiniset muunnokset

Samalla tavalla kuin yhdenmuotoismuunnokset, voidaan affiinimuunnosten virhekasautumista késitelld muodol-
lisesti.

Jos on olemassa kolme pistettd A, B, C joiden koordinaatit on annettuna, on mielivaltaisen pisteen koordinaat-
tien z; korjaus kirjoitettava seuraavasti (kompleksisena):

2z, = 2; + p{ (24 — z4) + 0P (23 — zB) + pf (2 — 2c) -

INiiden verrattuna GPS-mittaukset voidaan olettaa absoluuttisen tarkoiksi
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Luku 3 Affilninen S-muunnos

Kuva 3.2: Virhepropagaatio eri kokoisissa kolmioissa. Vain kvalitatiivinen.

Taas matriisin muotoon:

Z;

/

ZpN—Z
r_ A B c A
zi= |1 —pi —p7 —p; /
Zp —Zp
zZc — Zg

Téssé taas 2y, 25, 2 ovat (ABC)-datum-mééritelménd annetut kiintedt koordinaatit.

Affiiniset datum-muunnokset kirjoitetaan taas tuttuun tapaan® (kaava 2.5):

PQR ABC
(PQ;% ’ zABC) ! _pi _pz _pi (ABg’% zPQR)
Z(APQR> ) Z(AABC) =7 _p? _pé _pﬁ zfABC) i ZfPQR)
Eor  Pibo) 0 TPs PR “Pp Asey _Gon)
Zc —Zc 0 —pc —p& —po ZR —Zp

Téssi kaikki alkiot (p-arvot) ovat, toisin kuin yhdenmuotoismuunnoksen (S-muunnoksen) tapauksessa, reaaliar-
voisia.

2Notaation vaihto: z — z(ABC) jaz' — z(PQR)
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3.4 Virheiden kasautumisen teoreettinen analyysi

Kirjoitetaan taas symbolisesti:

L o—pf —p? —pf
gror) _ | 0 —p4 -p3 —ph
WED 10 —ph PR

0 P Q R

—Pc —Pc D¢
jossa p-arvot lasketaan kuten aikaisemmin selostettu:

rTQ TR TA

Yo Yr Ya

p_ w(AQRA) | 1 1 1
Pa= w(APQR) B Tp TQ TR 7

yr Yo YR

1 1 1

jne. Ihmisille tdmé on vaikea, mutta tietokone osaa.

Myés affiiniset muunnokset muodostavat matemaattisen ryhmdn. Kahden periikkiisen affiinnimuunnoksen (ABC) —
(UVW) — (PQR) lopputulos on taas affiinimuunnos, (ABC) — (PQR):n kédénteismuunnos (PQR) — (ABC)
on, ja triviaalimuunnos (ABC) — (ABC) on.

3.4.2 Affiinimuunnos ja kriteerimatriisi

Lahdetdan taas kriteerimatriisin standardimuodosta 2.2, 2.3:

Var(z) = o?,
Cov(z,w) = o?*—-0’(z—w)(Z—W).

Varianssien kasautuminen antaa

1
_pA
, :
Vare) = |1 —pt —pf ¢ |Vermsamsae) | Y | =
—D;
c
—P;
_ A B c .
= {1 —pi  —P; —Pi}
a? 0’ = 30°2,4Zia & = 30°2;pZip  OF — 50°2i0%C 1
2_ 1.2 2 2_ 192 — 9 12 A
O — 5072, AZ;A o Q” — 50°ZABZAB Q° — 50°ZACZAC —D;
2_ 12 — 9 132 2 2_ 1.2 — B
— 50°Z;BZ;B (" — 50°ZABZAB (e} Q° — 50°ZBCZBC —D;
2 1.2 e 2 1.2 = 2 1.2 > 2 C
O° — 50°2,cZic O — 50 ZACZAC Q° — 50°ZBCZBC e’ —D;

huomaa, etté taas rivivektorin alkioiden summa, 1 — p{‘ —pB - pic = 0 ja o hivisa yhtilosta. Saadaan

Var(z)) = o%] 1 —pt —pB —p¢ |-
[0 —lz4zia  —lzipZiEs —izicZic 1
—32;4%iA 0 —1ZABZAB —3ZACZAC —pj _
—3%iB%iB —5ZABZAB 0 —3ZBCZBC —pf
| —3%icZic —3ZACZAC —5ZBCZBC 0 —pf
1 2
= 50 |1 -t pP f -
- 2 2 2
0 , [Zial HZz‘Bll2 ||Zz'C||2 1
||Zz‘AH2 0 , lzas] HZACH2 -
|zigll” lzazll 0 lzBc|l —p7
2 2 2
L lzicll™  [lzacl™  llzscll 0 —pf

Téamé kaava ei valitettavasti ole kétevisti sievettéivissa. Tietokoneelle se ei ole kuitenkaan ongelma.
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Luku 3 Affilninen S-muunnos
3.5 Korkeudenmittauksen tapaus

Korkeudenmittauksen tapauksessa tutkittava suure on skalaari, h, joka on kuitenkin sijainnin z funktio. Voimme
siis kirjoittaa h (z).

Korkeuskoordinaattien tapauksessa tiedetdén, ettéd relatiiviset eli pisteiden véliset virheet kasvavat pisteiden
vilisen etdisyyden neligjuuren mukaan (koska mittausmenetelmé on vaaitus). Tistid syystd kannattaa tutkia
yleisempi tapaus, jossa virhe on verrannollinen etiisyyden johonkin potenssiin v, joka siis ei yleisesti ole v = 1
vaan v = 0,5.

Silloin voimme (vield sijaintikoordinaattien tapauksessa) médrittiaé kriteerimatriisin standardimuoto seuraavas-
ti:

Var (z) = o?,
1 v v
Cov (z,w) = a27502(sz) (z—w)" =
1 v
= -0 z—w|*.

2

Taas saadaan relatiiviseksi varianssiksi

Var (z4) + Var (zg) — 2Cov (z4,25) =

2a2 — 2042 + 0’2 (ZABZAB)V = +U2 (ZABZAB)U

Var (ZAB)

Sovelletaan tamé nyt korkeudenmittaukseen. Saadaan (v = 0.5)
Var (AhAB) = 0'2 HZAB”
ja
Oanas =0V |zasll,
kuten tiedetéén.

Realistisissa verkoissa kuitenkin, tasoituksen tuoman verkon lisd&ntyneen vahvuuden ansiosta, yleensid myos
sijaintiverkkojen tapauksessa v < 1, ja vaaitusverkkojen tapauksessa voi olla v < 0,5. Téssd annetut arvot ovat
kuitenkin kelvollinen ensimméinen approksimaatio.

GPS-mittausten tapauksessa tiedetéddn, ettd pistesijainnin relatiivista tarkkuutta voidaan hyvin kuvata etéisyy-
den potenssilain avulla, jossa eksponentti on v ~ 0,5 (ns. “Bernesen” — Bernin yliopiston GPS-tutkimusryhmén
— nyrkkisdanto).
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Luku 4

Kappaleen muodon maarittaminen (ympyra, pallo,
suora)

(Yleisemmin: mallien rakentaminen ja parametrisointi tasoitusta varten)
Kirjallisuus:

[ 5. 140-143]

[1007, s. 441-444]
[1995, s. 123-130]

4.1 Yleinen tapaus

Olkoon annettuna tasossa kuvio, jonka reunalla

f(z,y) =0.

Tamén kuvion reunapisteet on mitattuna n kertaa:

(xi,yi),izl,...,n

Oletetaan, ettd kuvion muoto riippuu ulkoisilta parameteilta a;, 7 = 1,...,m. Eli

f(@,y;a;) =0.
Kutsutaan havainnot (z;,y;),? = 1,...,n. Konstruoidaan havaintoja riittdvan ldhelld olevat likiarvot, joihin
patee

f (x§0)7y2(0);a§0)) =0.

Nyt voidaan kirjoittaa TAYLOR-kehitelmé:

of
Ag: + =L
xz—l—ay

0) (0). (0 of — Of
fiyia) = £ (o) + 52 Ayt YAy,
z Y=y; j=1 17
jossa
(0)

i

Az =a; — 2V, Ay = yi — 4, ja Aa; = ay —a§°)-

HImaisu f (z;,yi5a5) — f (xﬁo),ygo); a§0)> on oltava nolla.

Niin saamme lopulliseksi havaintoyht&loksi

of of —~ Of
Az, + =—Ay; —L Aa; = 0.
(9331‘ o +6yi Y +jz::13aj K 0
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Luku 4 Kappaleen muodon méérittdminen (ympyré, pallo, suora)

Téssé kaksi vasenta termid muodostaa reunapisteiden havaintojen (x;,y;) lineaariyhdistelmi, joka on lasketta-
vissa, jos reunafunktion f (z,y; a;) osittaisderivaatat x:n ja y:n suhteen ovat laskettavissa. Samalla rakennemat-

riisin alkiot df
J

Yleisemmin, jos kdyran sijasta meillé olisi pinta kolmiulotteisessa avaruudessa, saataisiin havaintoyhtaloiksi:

of of of - 5f 0
A Az _ ) —o.
ozt By Y Y B +Zaaj @) =0

Mikéli havainnot (z;,y;) on samanapainoisia (ja yhtd tarkkoja z- ja y-suunnassa) on vield vaadittava, ettéd

of\* [0f\? [of\?
wn=y(2) '+ (2) (%)

on vakio, ts. riippumaton x;:n ja y;:n arvoista. Vain silloin “korvaavan havaintosuureen” ¢; = %Awi + %Ayi +

%Azi varianssit ovat samoja ja voidaan kayttaa yksikkomatriisi painokerroinmatriisina.

4.2 Esimerkki: Ympyra

Ympyran kaava on

2 2 2
2 4y =17,

jossa r on ympyréin sidde. Vapaasti sijoitetun ympyrén kaava on
(=X +(@y-Y)" =

jossa (X,Y) on ympyrin keskuksen koordinaatit.

Funktio f on
flayiap) = (@ —X)*+(y—Y)* —r

ja vektori a;:

X
a=|Y
r
Osittaisderivaatat:
of of of of of
- =2 X 2 Y = -2 X = -2 Y), — =-2
S =2@-X), S =2(y-Y), g = 2@ - X), 7L = -2(y-Y), gL =

Nimd osittaisderivaatat evaluoidaan sopivilla likiarvoilla X (9, Y () 7(0),
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4.3 Harjoitukset

Havaintoyhtdloiksi saadaan
(27 = XO) Az + (57 = v©) Ay — (1 - xO) Ax = (4 — Y @) Ay —rOar =0,
josta linearisoidut tuntemattomat AX, AY ja Ar (korjaukset oletettuihin likiarvoihin) on ratkaistavissa jos

yhtélsita on yli kolme.

Olkoon annetuna havaintopisteet (4,4),(1,4),(4,2) ja (3,1). Lihto- eli likiarvot olkoon X° = Y0 = 290 = 2.
Havaintojen likiarvot lasketaan seuraavasti. Kuvasta nikyy, etta

IEO) = XO 430 ¢og @EO)
yl(o) = YO 4 +Ogin @EO),

3

jossa ¢ suuntakulma. Graafisesti saadaan sopivat ¢-arvot, ja ndin

7 (p(o) TP i JC,EO) ygo) Ax; Ay; IEO) — X yZ(O) —v©
1 45° 4 4 | 3414 3414 0586 0586 1414 1414
2 | 120° 1 4 | 1000 3,732 0000 0268 —1000 1,732
3 0° 4 2 | 4p00 2000 0000 0000 2000 0000
4| —45° | 3 1 | 3414 0pH86 | —0414 0414 1414 —1414
Néiin saadaan
1,657
(]}50) _ X(O)) A.Ti + (yZ(O) _ Y(O)) Ayz — 07464 ’
0,000
—-1,171
ja havaintoyht#loiksi
1,657 1,414 1,414 2
0’464 1’000 1,732 2 aX
b — b b AY
0,000 2,000 0,000 2 A
—-1,171 1,414 —-1414 2 "

Ratkaiseminen Matlabin/Octaven avulla antaa AX = 0,485, AY = 0,966, Ar = —0,322, ja siis X = 2,485, =
2,966, r = 1,678. Tam4 ratkaisu on piirretty kuvaan. Kuten nékyy, on r-ratkaisu aika huono, mitd mahdollisesti
johtuu epélineaarisuudesta yhdessd huonojen lahtoarvojen kanssa. Iterointi paranisi ratkaisua.

4.3 Harjoitukset

Suoran viiveen mé#érittamiseksi pistepilven ldpi on olemassa seuraavat regressiovaihtoehdot:

o Perinteinen lineaariregressio:
Yi + v = a+ by,

2

minimoi s = ), v; muuttujien a, b avulla.

Esim. a:n laskenta: vaadi

0s 0 2
2 0= — a+br; —y;) =2n(a+bx —7),
o 3“24:( + bz — i) (a+ b7 —7)
jossa T,y ovat n mittauspisteiden (z;,y;) painopisteen koordinaatit. Mikili koordinaatiston origo valitaan
siten, etta

T=7=0
(ns. barysentriset koordinaatit), seuraa, etti 2na = 0
painopisteen kautta.

= a = 0. Fli regressioviiva menee mittauspisteiden

o Vaihda kesken#ddn x:n ja y:n roolit ja suorita x:n regressio y:n suhteen :
yi = a+b(v; +w;),

minimoi Y w?.
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Luku 4 Kappaleen muodon méérittdminen (ympyré, pallo, suora)

o Ortogonaaliregressio:

yz—fuivlbe =a-+ (l’lﬁ’ul\/ﬁ) s (41)

b
Vv1—5b2
minimoi Y u?.

1. Todista, ettd my0Gs x:n regression y:n suhteen -tapauksessa regressioviiva menee mittauspisteiden painopis-
teen kautta.

Vastaus: s = > w? minimoitava. Laskee samalla tavalla
ds  d 2 d (y;i—a—bx; 2_
da dazwi_zda< b ) -
1 Y —a — bx; _2n .
2-—b~;(b) = o b7);

barysentrisissa koordinaateissa T =7 = 0 tdmé hividi joss (jos ja ainoastaan jos):

2na

bTZO = a=0.

(Vaatimuksena téssé tapauksessa, ettd b # 0.)
2. Sama todistus ortogonaaliregression tapauksessa.

Vastaus: Minimoitava s = Y u?. Ensin siirretfifin u; vasemmalle puolelle kaavasta 4.1:

b
V1 =02 4+bu Ve = a+ —uz;, —yi =
b
s (VISR +1?) = ot ———u—y,

2
ds iz v AN
da da & b2 4+ /1 — b2 o
. ,Z“ﬁ%‘yi
R+VIi—B o~ 210

2n < b _ )
I — e R T I
12+ vVI—52) V1-1b?
mika taas havaa tapauksessa T =7 = 0 joss a = 0. Téssé tapauksessa tdmé onnistuu vaikka b = 0.

3. Kuvassa on piirretty kolmen eri regressiomenetelmén viivaratkaisut. Identifioi ne ylla olevan kolmijaon
mukaisesti.

Vastaus: Vihiten kalteva viiva on perinteinen regressio. Keskeinen on ortogonaaliregressio. Jyrkin viiva
on x:n regressio y:n suhteen.
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Luku 5

3D-verkko, teollisuusmittaukset useamman
teodoliitin jarjestelmalla

Kirjallisuus:

[1997, 5. 363-368]
[ , ss. 17-31]

5.1 Kolmiulotteinen teodoliittimittaus (EPLA)

Tassd kuvataan Cooper ja Allanin menetelméé, [ ]. Menetelmiissd havaitaan keskenéifin orientoitujen
teodoliittien avulla piste P.

Menetelméssd avaruusetéisyys janojen AP ja BP vililld minimoidaan. N#iden viivojen suunnat ilmaistaan
yksikkovektoreilla p ja q; teodoliittien vilinen vektori on b. Namé vektorit ovat nyt, kun origo on pisteessi A
ja X -akseli AB:té pitkin:

rB
b=1| o |,
ZB
z
P
I
: pq
I
Yy A !
I
>
U P el 5
,””//’ b A\B\\\
[T = g T | B
A

Kuva 5.1: Cooper & Allanin menetelmé
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Luku 5 3D-verkko, teollisuusmittaukset useamman teodoliitin jarjestelméallé

cosng cos LA —cosnpcos LB
P=| cosnasin/ZA |,q= cosnpsin /B
sinna sinnp

Téssa n on elevaatiokulma.

Nyt sulkuvektori on
e=—-Ap+b+uq,

jossa valitsemme kertoimet\ ja p minimoidakseen vektorin e pituus eli normi. Sen jidlkeen pisteen P paras
estimaatti on vektorin e keskipiste, siis

(Ap+ b+ puq).

N | =

Xp =

Alempana annetaan esimerkki, miten tété voidaan laskea likimé&ariisesti.

5.2 Esimerkki

Piste P havaitaan kahdella teodoliitilla kahdelta asemapisteelti. Asemapisteiden A, B koordinaatit ovat teolli-
suushallin koordinaatistossa:

z (m) y(m) =z (m)
A 900 1240 255
B 1545 1666 295

Kulmahavainnot ovat seuraavia:

Piste Vaaka (gon) £ Pysty n (gon)

A 61166 14042
B 345995 9081

Mittaukset suoritetaan teodoliittien méaritteleméssé paikallisessa koordinaatistossa. Ks. kuva 5.1. Minimoidaan
vektorin
e=-Ap+b+uq

pituus. p ja q ovat yksikkovektoreita.
Likimé&arainen menetelmaé:

1. Laske ensin vain pisteen P vaakakoordinaatit x,y teodoliittien méaéritteleméssi paikallisessa koordinaa-
tistossa.

2. Laske parametrit \ ja pu.
3. Laske pystysuunnan erotusvektorin e pituus ||e||.

Vastaus: lasketaan ensin b = AB:n projektio vaakatasoon:

IbL|l = \/(15745 —9,00)% + (16,66 — 12,40)* = /41,6025 + 18,1476 = 7,7298 m.

Vaakatasokolmiossa AB’P’ on

ZP =200 — 61,166 — (400 — 345,995) = 84,829 gon.

Sinikaava: B 0.75016
sin
AP, = AP' = AB =7,7298 = 5,9672m.
+ tsnzp ~ U 0977a T N
Tamé etdisyys on projisoitu vaakatasoon. Avaruudessa vinoetiisyys on
AP
AP =" —6,1510m = \.
coS 1A
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5.3 Mittakaavan luomisen vaihtoehdot

Nyt pystykulman avulla

zp = za + AP tanna = 2,55 + 5,9672 tan (14,042 gon) = 3,8880 m.

sin ZA 0,81965
BP, = B'P'=AB =17,72 - = 6,52 .
+ Lsmzp T8 G grig T 6:0200m
Taas tdmé etéisyys on vaakatasossa. Avaruudessa
BP
BP = —""% —6,6028m = ..
cosNp
Taas
zp = zp + BP, tannp = 2,95 + 6,5200 tan (9,081 gon) = 3,8864 m.
Siis

lel = zp.s — 2p.a = 3,8864 — 3,8880 = —1,6 mm.

Koordinaatit teodoliitin méadritteleméssi systeemissi (origo piste A, x-akseli suunta AB, z-akseli ylospéin):

xp = AP cos/ZA=59672-0,5729m = 3,4184m
yp = AP, sin/A=59672-0,81965m = 4,8910m
1
zp = 3 (zp1 + 2p2) — 24 = 3,8872m — 2,55m = 1,3372m

Huomautuksena, ettd tdméa on likimddrdinen menetelmé, joka on hyvéksyttiavissd vain, jos pystykulmat 7 ovat
lahells 08, eli mittaukset lihes vaakasuuntaisia: silloin lyhyin e on lihes pystysuuntainen. Tietysti myos eksakti
pienimmén nelidsumman menetelmé (yleiselle eli vinolle s-vektorille) on mahdollinen.

5.3 Mittakaavan luomisen vaihtoehdot

o Tietamilld teodoliitipisteiden A,B vilinen etiisyys. Nykyteodoliiteilla on sisddrakennettuna etdisyysmit-
tari, mutta sen tarkkuus voi olla, néille muutaman metrin etéisyyksilla, huona verrattuna kulmamittauk-
seen.

o Kayttamallda tunnettu mittakaavatanko tai -sauva, mittaamalla sauvassa olevia merkkeja joiden vélinen
etdisyys on tarkasti tiedossa kalibroinnin ansiosta.

o Siséllyttadmalld vahintdan kaksi vilimatkaltaan tunnettua pistettd mittauksiin.
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Luku 6

Deformaatioanalyysi

Kirjallisuus:
[2001]
[ , 8. 191-256]
[ , 8. 95-101]
[ , 8. 331-352]
[ , 8. 611-659]

6.1 Yksiulotteinen deformaatioanalyysi

Yksinkertaisin tapaus on se, jossa sama vaaituslinja tai -verkko on mitattu kaksi kertaa:

hi(tl)ﬂ:: 1,...,TL

hi(t2)7i: 17...,71
ja vastaavasti on olemassa niiden korkeuksien varianssimatriisit @ (¢1) ja Q (t2).
Ilmeisesti vertailu onnistuu vain, jos molemmat mittaukset redukoidaan ensin samaan ldhtopisteeseen eli datu-
miin. Esimerkiksi valitaan ensimméinen piste datum-pisteeksi:

hgl) (t1) = hgl) (t2) (= joku tunnettu arvo, esim.0)

Téamiin jilkeen molempien mittausaikojen eli epookkien varianssimatriisit ovat enéé (n — 1) x (n — 1) -kokoisia,
koska nyt piste 1 on tunnettu ja ilman (ko-)varianssia.

O I € N €

R I
Q)= | ™ B B
R
ja samoin Q) (t):lle. Téssé
af) = var(nV),
qf]]-c) = Cov (hgk),hg-k)).

Lasketaan nyt kahden mittausepookin viliset korkeuserot ja niiden varianssit, olettaen, ettd ¢; aikana ja to
aikana tehdyt mittaukset ovat tilastollisesti riippumattomia toisistaan:

AR =P (1) = Y (1) i =2,

O = QW (1) + QW (ta).

Téamin jilkeen on intuitiivisesti selvi, ettd seuraava suure on x2_;-jakauman mukaan jakautunut:

e=[an]" Qs An,
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Luku 6 Deformaatioanalyysi

Tilastollinen testaus kayttda tatd suuretta. Téssa

AhS)

(1)
ap® - | 2

Ai;fll)

on korkeuserojen vektori.

6.2 Kaksiulotteinen deformaatioanalyysi

T&amé& menee samalla tavalla kuin yksiulotteisessa tapauksessa, paitsi, etta
1. koordinaatit kasitellddn kompleksisina lukuina, ja
2. on kaksi datum-pistetté, joiden koordinaatit katsotaan tunnetuksi.
Siis jos on n pistettd, on varianssimatriisin koko nyt (n — 2) x (n — 2). Varianssimatriisikin on kompleksinen.

Testaussuure on

£ = [a2] [Q®] " a,
jossa d on kaikkien koordinaatti-erojen kompleksinen vektori:
o) () — ) (1) + i [y (82) — 3P (1)
AB AB . AB AB
qoamy _ | o8 () =2 () i [ (02) ™ (1)
2 (1) =) (1) i [y (1) — ™ (1)

AB on valittu datumi eli 1dhtopistepari molemmissa epookissa t; ja to. Muut pisteet on numeroitu 3,4, ..., n.
Symboli 1 merkitsee seké transpoosi ettd kompleksi-konjugaatti, ns. hermitointi:

At = AT = ZT.
Varoitus
Cooperin kirjassa [ , s. 335] on kaavan (9.52) alapuolella virhe, oikea kaava on (kddnteismiétriisi eikd
transpoosi):
Q=d'Q;ld.
6.3 Esimerkki
Olkoon deformaatiomittausverkon ensimmaéisen mittausepookin tasoitetut koordinaatit x; (t1),4 =1,...,4 seu-
raavat:
Piste | z (m) y (m)

1 1234123 | 2134453

2 2224045 | 2034487

3 2232495 | 975456

4 1148865 | 879,775
ja toisen mittausepookin koordinaatit x; (t2), i = 1,...,4 seuraavat:
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6.3 Esimerkki

Piste | z (m) y (m)
1 1234189 | 2134485

2 2224004 | 2034433
3 2232451 975497
4 1148929 879,766
Intermezzo: lasketaan siis:

d x y

1| —0066 | —0032

2 | +0041 | 40054

3 | +0044 | —0041

4 | —0064 | +0009

Z {@i (t2) — i (01)}° + {wi (t2) — yi (t2)}?] = 0.017771m*

(Vastaavasti kompleksiluvuilla:

4

d'd = " {#Zi (t2) — % (t1)} {2 (t2) — 2 (1)} = 0.017771m”,

=1
kuten voidaan verifioida laskemalla. T#ssé z; = z; + iy; ja 2; = ©; — 1y;.)
Olkoon ensimméisen epookin koordinaattien x; (t1) ja y; (t1) tarkkuudet (koordinaattikeskivirheet) mg; =

+5cm, ja toisen mittauksen koordinaattien wx; (t2),y; (t2) tarkkuudet mgo = +1cm. Koordinaattivektorien
varianssimatriisit ovat siis Q1 = mg ;I ja Q2 = mg ,1.

1. Laske yhden koordinaattieron Az = x (t3) — x (t1) keskivirhe mg. Varianssien kasautumislaki antaa
mg =mg, +mj,=(25+1) cm® = 26 cm®.
Nyt koordinaattierojen varianssimatriisi on

Q=0Q1+Q=mjl.
Téastd viela mg = v/26cm = 5,1cm = 0,051m.

2. Laske deformaation testisuure
d"d

E=d"Q'd==.
mo

Téssd d = x, — x; on siirtymévektori, siis epookkien vilisten koordinaattierojen vektori. Koska oletetaan,
ettd molemmat koordinaattisetit ovat annettuna samassa, yhteisessd datumissa, jonka ldhtopisteet eivdt
kuitenkaan kuulu joukkoon 1 — 4, voimme olettaa, etté kaikki koordinaatit ovat vapaita. Silloin vapausas-
teiden méaard on h = 2n = 8, jossa n on pisteiden médra. Siirtovektorin d koordinaattien varianssimatriisi

on m31.
Vastaus:
_ T _0.017771m2% __
&= 00026m2 (d d) = Toozemz = 0-835.

3. Suure £ on jakautunut y3-jakauman mukaisesti. Jos tdmiin jakauman 95% merkitsevyystason raja-arvo
on 15.51 (ks. [ ] sivu 355), onko téissé verkossa luultavasti tapahtunut deformaatio?

Vastaus: Ei ole. 6.835 < 15.51.

4. Jos kuitenkin oletetut tarkkuudet olisivat mg 1 = mg 2 = £lcm, olisiko silloin 95% merkitsevyystasolla
luultavasti tapahtunut deformaatio?

Vastaus: Olisi m3 = (1+1) em? = 0.0002m? ja & = gy (47d) = S2FTH — 88.9 > 15.51.

33



Luku 6 Deformaatioanalyysi

Kuva 6.1: Venymaétensorin kaksi padkomponenttia

6.4 Venymatensori ja affiininen muunnos

Lahdetaan tunnetusta affiinimuunnoksen kaavasta:

@ = Az+az® + ayM,
v = Ay+ba® 4 by,

Nyt kdytdmme téaté, ei kahden vélisen datumin suhteen kuvaamiseksi, vaan saman pistekentén sijainnit kahdella
eri epookilla t1 ja to kuvaamiseksi:

x(ta) = Ax+arz(ty)+ agy (t1),
y(t2) = Ay+bix(ty)+bay(t1),

x _ a1 as T
HERFE IR

Nyt méérittelemme skaalauksen ja kierron parametrit:

eli matriisimuodossa:
Az
Ay

1

m = §(a1+b2),
1

0 = 5(1)17(12),

mitd mahdollistaa kirjoittamaan

a; a m 0
1oaz | _ i
bi bo 0 m 6 0
Oikean puoleinen matriisi on symmetrinen ja voidaan kirjoittaa se seuraavaksi

i a1*b2 % bl a2 Szx  Szy
[l ) 7)

Szy  Syy

o
|
>

(a1 — b) % (b1 + a2)
(b1 + a2) —% (a1 —b2) .

Tatd matriisia kutsutaan venymdtensoriksi, ks. http://www.stuk.fi/julkaisut/stuk-a/stuk-al98.pdf. Se
kuvaa, miten pienen Maan pinnan nelién muoto muuttuu, ja on siis ainoa “intrinsinen” deformaation kuvaaja
(Parametri m kuvaa pinta-alan muutosta; 6 kova kiertoliiketta joka ei muuta pinta-alaa eikéd muotoa.).

T&lla tensorilla on kaksi paddkomponenttia jotka ovat 45° kulmalla toisiinsa ndhden: % (Szz — Syy) = % (a1 — be)
(“pédvenymi”) kuvaa pitenemistdi z-suunnassa ja samanaikaista kutistumista y-suunnassa — tai painvastai-
nen kiyttiytyminen jos etumerkki on negatiivinen —, kun taas s;, = 3 (b + as) (“leikkausvenymi”) kuvaa
pitenemistd suunnassa 45° yhdesséd lyhenemisen kanssa suunnassa —45°.

Tamé on helppoa generalisoida kolmeen ulottuvuuteen, jossa on kolme pé#jannitysté ja kolme leikkausjénnitysta.
Myoskin voidaan suorittaa analyysid kokonaiselle alueelle sen jélkeen kuin on suoritettu DELAUNAY-kolmiointi
alueen mittauspisteille. Tamé on kdytetty tutkimaan maankuoren deformaatioita maanjéristyksen jélkeen.
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Luku 7

Stokastiset prosessit ja aikasarjat

Kirjallisuutta:
[ , 8. 31-46]

[1965]

7.1 Maaritelmat

Stokastinen prosessi on stokastinen muuttuja, jonka arvoavaruus on funktioavaruus.

Stokastinen muuttuja x on resepti, jolla tuotetaan realisaatioita x1,xs,Ts,...x;,... Jokaisella realisaatioarvolla
on tietty todenndkdisyys toteuttaa. Kun realisaatioita eli “heittoja” toistetaan riittdvén usein, pitkédaikaiset
toteuttamisprosentit “taipuvat” sithen todennékoisyysarvoon.

Ensimmdinen esimerkki Esim. nopanheitto: arvoavaruus on {1,2,3,4,5,6} ja toteuttamistodennikoisyys on
pP1=p2="-=pe= % eli n. 16%.

Toinen esimerkki kulmamittaus teodoliitilla: arvoavaruus on R, kaikki reaaliarvot! ja todennikoisyysjakauma
on )
o—p 2
€Tr) = e (T) 3
plr)=—7

jossa o on jakauman keskivirhe (standardipoikkeama) ja u sen odotusarvo. Téssé on oletettu, etté jakauma
on normaali eli GAUSSIN kellok&yra.

N

Tésséd tapauksessa puhutaan todennakéisyystiheydestd eiké tietyn toteutumisarvon x todennikoisyydesté.
Realisaation todenikoisyys osua tiettyyn véliin [z1, z2} lasketaan integraalina

pz/;p(x)dx-

1

Stokastinen prosessi z (t) on nyt stokastinen muuttuja, jonka realisaatiot ovat funktioita x1 (), x2 (t) , 23 (t),...,2; (£),...

Argumentti ¢ on tavallisesti aika, mutta voi olla myos, esimerkiksi, paikka (p, \) maan pinnalla.

Aikasarja on stokastisesta prosessista saatu sarja erikoistamalla argumentti ¢ tiettyihin enemmén tai vihemméin
sésinnollisin véleihin valittuihin arvoihin ¢;, 7 = 1,2, ... Eli stokastinen prosessi sééinnollisesti mitattuna.

Stokastinen prosessi — tai aikasarja — kutsutaan stationaariseksi jos sen tilastolliset ominaisuudet eivéit muutu,
vaikka argumentti ¢ korvattaisiin argumentilla ¢ + At.

7.2 Stokastisten muuttajien varianssit ja kovarianssit

Muistutamme stokastisten muuttajien varianssin ja kovarianssin ma#ritelmét:

Var (z) E {(& —-FE {Q})g}
Cov(z,y) = E{(@—E{z})(y—E{y})}

ja korrelaatio:

Covlzy
Var (z),/ Var (y)

Corr (g, y) =

Korrelaatio on aina -100% ja 100% vélilla.

1Tarkemmin: kaikki rationaaliarvot Q.
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Luku 7 Stokastiset prosessit ja aikasarjat
7.3 Auto- ja ristikovarianssi ja -korrelaatio

Stokastisten prosessien tutkimus perustuu niiden vélisten riippuvuuksien tutkimiseen. Stokastisen prosessin
autokovarianssifunktio kuvaa yhden prosessin sisiisté tilastollista riippuvuutta:

Az (ti,t2) = Coviz(t1),z(t2)} =
= E{lz(t) - E{z(t))}] [z (t2) — E{z(t2))}]}.

Vastaavasti kahden eri prosessin ristikovarianssifunktiota voidaan méarittai:

Coy (t1,t2) = Cov{z(t1),y(t2)} =
= E{lz(t) - E{z(t)}] [y(t2) — E{y(t2))}] }
Siiné tapauksessa, ettd kyseiset prosessit ovat stationaarisia, saadaan
Ay (t1,t2) = Az (AY),
Coy (t1,t2) = Coy (Al),
jossa At =ty — t1.
Autokorrelaatio on mésritelty seuraavalla tavalla®:

Az (t1,t2) A, (At)

Corr, (At)

VAg (t1,t1) Ag (t2, t2) A, (0)

Tastéd nikyy, ettd, jos At = 0, autokorrelaatio on 1, ja muulloin aina —1 ja +1 valilla.

Ristikorrelaatiota méaritellddn seuraavalla, ei-triviaalilla tavalla:

Corryy (At) = Cyy (At) /1/ Az (0) A, (0)

olettaen koko aikaa stationaarisuutta.
Muista, etta

A, (0) = Var (2 (1) = E{(x (1) - E{z ()}’ }.
Koska®

|E{(z(t) — E{z(t1))}) (y (t2) — E{y (t2))}) }] <
< /p{ew) - B} p{uw - By},

2Huomaa, etti kirjassa [ ] kdytetddn aivan toisenlainen auto- ja ristikorrelaation mééritelmal
3Miksiks? Eric WEISSTEIN antaa seuraava todistusx (http://mathworld.wolfram.com/StatisticalCorrelation.html):
Annettuna stokastiset suureet z ja y — jotka voivat olla stokastisen prosessin arvot z (¢1) ja z (t2), tai kahden eri prosessin
arvot z (t1) ja y (t2) — maidrittele normalisoidut suureet:

b=, n=
5= mv n= \/\T@).
Silloin
Cov (é,g) = M — Corr (Lg) )

Var (z) Var (g)

Seuraavat varianssit on oltava positiivisia:
0 < Var (é-i—ﬂ) = Var <§> + Var (ﬁ) + 2 - Cov (g,ﬂ) ,

0<Var(¢-n) = Var(g)+Var(n) -2 Cov(&n).

Myos
Var <§) = L@ =1, Var (ﬂ) =1.
(Var (z))*
Seuraa, etta
0 < 242-Cov(&n),
0 < 2-2-Cov(&n),

eli
—1 < Cov (é,g) = Corr (@,g) <1.
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7.4 Autokovarianssin estimaatio

on ristikorrelaatio aina —1 ja +1 vélilld, ja on 1 jos sekd At =0 ettd z = y.

7.4 Autokovarianssin estimaatio

Tami tapahtuu suunnilleen samalla tavalla kuin varianssiestimaatio yleisemmin. Jos stokastisen prosessin z (t)

realisaatioita x; (t), i = 1,...,n on kiytettévissi, on harhaton autokovarianssin estimaattori (oletettu on sta-
tionaarisuus):
— 1< e
A (At) = lim — / [(z; (t) =T (1)) (z; (t + At) — T (¢t + At))] dt,
n—1 ; T—oo T 0

jossa

1 n

i=1

Taas olettaen, etté prosessi z () on stationaarinen®, ja ettd meilli on kiytettivissii prosessin n eri realisaatiota
x; (t;),i=1,...n; j=1,...,m eli aikasarjoja, voidaan konstruoida niistékin estimaattori. Kuitenkin on joko

o oletettava, ettd argumentit ¢; ovat vakiovéleilld, ts. tj11 —t; = dt, tai
o jaettava kaikki mahdolliset At-arvot luokkiin eli “koreihin” [0, dt), [0, 26t), [20t, 361), ...

Valitaan ensimmaéinen vaihtoehto. Silloin voidaan laskea

n m—k
A = 23— 3 [ (1) ~ T 03)) (i (1) — 7 (60

Siis kaytetddn jokaisen autokonvarianssiarvon laskemiseksi vain ne prosessin argumenttiarvot, joiden vélinen
etdisyys on sopiva. Haittana on, ettd autokovarianssit saadaan lasketuksi vain néihin diskreettisiin arvoihin
0,0t,20t, . . ..

Toisella mainitulla ldhestymistavalla meilld on sama ongelma takaoven kautta: luokkien koko on a#rellinen.

Huomautus. Siind tapauksessa, ettd meilld on maantieteellisen paikan (¢, A) eiké ajan stokastinen prosessi, kéy-
tetddn lokeroita pallokulmaetéisyyden ¢ mukaan. Tamé on yleinen kdytanté painovoimakentén teoriassa.
Usein tehty oletus, joka vastaa stationaarisuutta, on homogeenisuus (prosessin tilastolliset ominaisuudet
eivit riipu paikasta) ja isotrooppisuus (eivit riipu myoskéiin kahden pisteen P, Q vilisestid kompassisuun-
nasta, vain ainoastaan kulmaetéisyydeltd ¢ pg.

7.5 Autokovarianssi ja spektrumi

Oletetaan stationaarinen stokastinen prosessi z (t) joka on samalla kohina eli sen odotusarvo hivida:

E{z(t)} =0.

Té&mén prosessin autokovarianssin FOURIER-muunnos on (téssd notaatio ¢ kun aikaisemmin kiytettiin At):

o0 )
S(w) = / A, (t) e ™t (7.1)
Taté funktiota kutsutaan PSD eli Power Spectral Density -funktio. Toinen kaava tdmén laskemiseksi on
I ot ’
S = tim | [ et (7.2)

eli pitkdaikainen “keskimé#riinen teho” eri taajuuksilla w. Tamé kaava soveltuu kaytettdviksiS:n empiiriseen
laskentaan, jos itse prosessista x (¢) on kilytettivissi realisaatoita x; (t). Aikaisempi kaava taas kiytetiiiin, jos
autokovarianssista on tiedossa suljettu ilmaisu.

Kédnteinen FOURIER-kaava A, :n laskemiseksi S (w):sta on

A tzi +OOS wt g
« (1) o (w) e dw.

— 00

Todistukset 1oytyvit kirjasta [ ]

4...ja ns. ergodinen.
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Luku 7 Stokastiset prosessit ja aikasarjat
7.6 AR(1), linear regression and variance

7.6.1 Pienimman neliGsumman regressio ilman autocorrelaatiota

Lineaariregression ldhtokohtana on tunnettu kaava
y=a+bx
where we have given many point pairs (z;,y;),% = 1,...n. This is more precisely an observation equation
Y, = a+bz; +n,,

where stochastic process n; models the stochastic uncertainty of the measurement process, i.e., the noise.

We assume the noise to behave so, that the variance is a constant independent of i (“homoskedasticity”), and
the covariance vanishes identically (“white noise”):
Var (n;) = o2,
Cov (@i,ﬂj) = 0,1i#].
This is called the statistical model.

We may write the observation equations into the form

<

—
—
K

—

<
)
Il
—_
e 8
I\
—
(Sl
1

Yn—1 Tn—1
Yn Tn
T
where now y = [ Y1 Y2 o YUn is the vector of observations (in an n-dimensional abstract vector space),

T
X = { a b } is the vector of unknowns (parameters), and

1 I

1 i)
A=

1 Tpn—1

1 Tp

is the (second order) design matriz. This way of presentation is referred to as the functional model.

Based on the assumed statistical model we may compute the least squares solution with the help of the normal

equations:
(ATA) X = ATX

More concretely:

ATA =

S Sa? |

(ATA)_I: 1 QleQ Zx]7
nya?-(Ca)" [ —Xz  n

or (CRAMER’s rule):

from which

Yrryy—Yryay
ny a2 — (Y )’

; =Ty y+ndy xy

nY a?— (Y x)?

5This set of assumptions is often called i.i.d., “independent, identically distributed”

Q>

Y
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7.6 AR(1), linear regression and variance

are the least squares estimators of the unknowns. Their precision (uncertainty, mean error) is given (formal
error propagation) by the diagonal elements of the inverted normal matrix (ATA)f1 , scaled by o:

o 2.7 2,0’{,20'\/ n 5-
ny z?— (3 x) ny x?— ()

Oq =

Most often we are particularly interested in the trend b, meaning that we should compare the value b obtained
with its own mean error op. If o is not known a priori, it should be evaluated from the residuals: the square

sum of residuals ,
Zyzzz:(y—&—l;x)

has the expected value of (n — 2) 0?2, where n — 2 is the number of degrees of freedom (overdetermination), 2
being the number of unknowns estimated. Or
— > 02

02 = .
n—2

7.6.2 AR(1) prosessi

The assumption made above, that the observational errors n, are uncorrelated between themselves, is often
wrong. Nevertheless least squares regression is such a simple method — available, e.g., in popular spreadsheets
and pocket calculators — that it is often used even though the zero correlation requirement is not fulfilled.

If the autocorrelation of the noise process n; does not vanish, we can often model it as a so-called AR(1)
(auto-regressive first-order) or Gaufl-Markov process. Such a process is described as a Markov chain:

N1 = P0,; + ni, (73)
where p is a suitable parameter, 0 < p < 1, and n is a truly non-correlating “white noise” process:

Var (n,) = &7,

Cov (@;,a;) = 0,6+ j.

Write now the observation equation two times, multiplied the second time around by —p:

Yir1 = a+briyr+niq,
—pyi = —pa— pbr; —pn;,
...and sum together:
Yirr —pyi = (a—pa)+b(xit1 — pxi) + (g1 — pni) .

This equation is of the form
Yi=A+bX; +ny,

where
n; as described above,
A = (1 - p) a,
Xi = Tip1—pa,
Yi = viv1— pyi

i.e., the formula for the non-correlated linear regression.
The recipe now is:
1. Compute X; and Y; according to above formulae;
2. Solve A and b according to non-correlated linear regression;

3. Compute a = (1 —p)~ ' 4;
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Luku 7 Stokastiset prosessit ja aikasarjat

4. The ratio between o2 and o2: from equation 7.3 it follows, that based on stationarity
o? = p*o?® 452,
in other words,
(1 — p2) o? =352

So, one either computes an empirical 2 and transforms it into a o2 of the original observations, or
the given o2 of the original observations is transformed to &2 in order to evaluate the precisions of the
estimators of A and b.

5. From point 4 we may also conclude that

2
Jb,nocorr

Uf,AR(l) = 12

where 02 s the “naively” calculated variance of the trend parameter.

Conclusion: if there is autocorrelation in the data, a simple linear regression will give a much too optimistic
picture of the trend parameter b’s mean error, and thus also of its significance (difference from zero).

If the data is given as an equi-spaced function of time, i.e., z; = z¢ + (i — 1) At, we may connect the
parameter p of the AR(1) process in a simple way to its correlation length: the solution of equation 7.3

(without noise) is
(4 —1) At)

nj = p'"in; = UM — oxp (— -

where 7 is the correlation length in units of time.

For consideration of non-strictly-AR(1) processes, see [ ]

Dimensioanalyysi

Sanotaan, ettd prosessin z (t) dimensio on (esimerkiksi) [pituus]. Kaavassa 7.1 meilld on silloin A, (¢):n dimensio-
na [pituus]” ja S (w):mn dimensiona [pituus]® [aika]. Myds kaavan 7.2 mukaan dimensio on ([pituus] x [aika])? /aika.
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Luku 8
Tasoituslaskun variantteja

8.1 Kaksivaihetasoitus

Usein tulee vastaan tilanne, jossa paikallinen verkko on kiinnitettéva “annettuihin” kiintopisteisiin. Silloin ¢,
ovat paikallisen verkon havainnot ja £, ovat korkeamman tason verkon annettujen pisteiden koordinaatit. Olkoon
x9 koordinaattituntemattomat joista on myé6s olemassa “annettuja” koordinaatteja.

Havaintoyhtélot ovat nyt

£1 +v;, = Alil + A2§(\2
Ez +vy, = I,)ZQ
— eli A-matriisi on i )
A= Al A2
0 I
Varianssimatriisi on ) )
Q=19
L 0 Q2|

kun havainto-, jddnnosvirheiden ja tuntemattomien vektorit ovat

£[£1‘|7V V1‘|7X[§1‘|'
£2 Vo X2

Tassé Q2 on annettujen pisteiden varianssimatriisi. Ratkaisuksi saadaan

R=(ATQ1A) ATQ e,

missé
ATQ—lA _ A{Ql_lAl A{Ql_lAQ
- TH—1 TH—1 -1
A3Q1 A1 A3Q7 A+ Qs
ja
ATQ_lé _ A,{Ql_lgl
N ATQT L + Q3 |7
ja siis

X2

ATQT' A ATQT' A, %
ATQT'A; ATQT'As + Q35!

-1
arQr'e ]
ATQU L + Q3 '
Téstd nakyy, ettéd yleensé tasoitettu EAQ = Xy eroaa alkuperéisarvoista £,!

T&ama& ei ole yleenséd hyviksyttivissi.

Korkeamman luokan verkon koordinaatit ei saa muuttaa matalamman luokan verkon tasoituksen
seurauksena!

Mité ratkaisuksi?

Erds ehdotettu ratkaisu on ns. pseudo-pienimmén nelidsumman menetelmé (BAARDA).
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Luku 8 Tasoituslaskun variantteja

Laitetaan matriisin ()2 eteen kerroin «, jolloin

AtQrtA ATQ' A, %
ATQT' A, ATQi'As + a7 @yt

ATQT L .
ATQT' +a71Q5 'L,

X2
Annetaan nyt o — 0, eli annetut pisteet oletetaan ddrettomén tarkoiksi.

Kerro viimeinen rivi a:lla:

ATQT' A ATQT A, x| _ ATQT' .
aATQT A1 aAfQTT A+ Qy | | R aAT QT + Q3 Ly
Nyt a — 0:
ATQT Ar ATQT'A | | = | _ | AfQr'4
0 Q;l 3(\2 Q51£2
eli (kerro viimeinen rivi Qy:1la):
ATQU AL ATQUT A | | = | _ | AfQT'G |
0 I % A

Kuten ndhdéén, nyt annetut koordinaatit eivit muutu enéé: viimeinen rivi sanoo x3 = £,.

Ratkaisu X; saadaan seuraavista normaaliyhtiloisti:

(ATQT" A1) %1 = AT QT 0, — ATQT Astly = ATQT (4 — Asty) .

T
Kun tarkastellaan tétéd kaavaa, nihdéén, ettd se kertoo X; olevan havaintojen [ [P ] lineaariyhdistelma:

néin voidaan kirjoittaa
/)El = L1£1 + L2£27

jossa

— -1 —
(AT QA1) ATQTY,
(ATQT A1) AT QT (—4s).

Ly
Ly

X1:n todellinen varianssi tulee nyt olemaan kasautumislain mukaan:

_ -1 _ _ _ “1
Qziz = L1Q1LT + LoQoL3 = (ATQ7' A1)~ (AT Q1" Ar + AT A,Q5 ' AT Ay) (ATQT1A)

joidenkin yksinkertaistumisien jilkeen.

Huomaa ettd tdmé on suurempi kuin “naivisti” laskettu varianssi
e = (ATQT AN T
joka ei ota huomioon ettd annetut koordinaatit, vaikka niitd oletettiin koordinaattien laskemisen vuoksi “vir-
heettomiksi”, kuitenkin siséltéivit virhettéd joka kulkee paikalliseen ratkaisuun X;.
Eli:
o Lasketaan tuntemattomien estimaatiot “vaaralla” varianssimallilla;

o lasketaan sitten estimaattoreiden varianssit “oikein”, kayttdmalld varianssien propagaatiolaki.

8.2 A priori -tiedon kaytto tasoituksessa

Joskus estimoidaan tuntemattomat havainnoista, vaikka tuntemattomista tiedetaan jo “jotain”. Esim. estimoi-
daan pisteiden koordinaatit geodeettisista havainnoista, mutta samat koordinaatit ovat jo tiedossa likiméa#raising
esim. kartalta luettuina (olemmehan lgyténeet mitattavat pisteet!). Mittaushan on suunniteltu likikoordinaat-
tien avulla, siis ne ovat jo olemassa.
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8.3 Normaaliyhtéaloiden pinotus

Olkoon tuntemattomille olemassa a priori arvot ja varianssimatriisi

X, Qze

ja havaintoyht&lot olkoon
l+v=AX

Havaintovektorin varianssimatriisi olkoon

QM

ja havainnot ja a priori tuntemattomien arvot olkoot tilastollisesti riippumattomia toisistaan. Silloin voimme
laajentaa havaintoyhtalot:

)

| — |
Ml

Jos médritetdin muodollisesti

on ratkaisu

»)
Il

[AVTé—lAV} -1 ATG-17 =

[ATQ A+ QY 7 [ATQ M + Qulx) -

Jos on kyse linearisoiduista havaintoyhtéloisté, ja linearisoinnissa on kaytetty samat likiarvot kun nyt kiytetdén
a priori -arvoina (eli xg = x, siis Ax = 2 — xg = 0), saadaan

-~ _ -1 _ _ _ -1 _
Ax = [ATQ A+ Q] [ATQL AL+ Qu Ax] = [ATQ, A+ Q] ATQy AL
Tuntemattomien varianssimatriisi tasoituksen jéilkeen (a posteriori) on kasautumislain perusteella

Qzx

[ATQ,' A+ QL] o [ATQu" (Qarar) Q' A+ Q) (Qazar) Qra | [AT Q' A+ Q1] =
= [ATQ A+ Q]
koska Var (M) = QAZAZ = Qu ja Var (M) = QAzAz = sz

Joskus tatd menetelméd kéytetddn epéstabiilien havainto- tai normaaliyhtéloiden stabiloimiseksi. Kaytetty ni-
mitys on TIKHONOV- tai ridge- regularisointi. Y1la olevan matriisin kdédntédminen voi olla mahdotonta, esim. jos

matriisilla A on rangivaje. Silloin matriisin @} lisiiminen tekee sen kiintiminen mahdolliseksi.

Usein oletetaan, etté

-1 _
TT —OlI,

jossa «a kutsutaan regularisointiparametriksi. Mikali tdmé tehdddn vain yhtéloiden stabiloimiseksi, on muis-
tettava, ettd tdmé merkitsee tiedon lisddminen tehtdvin ratkaisuun. Mikéli tieto ei ole oikeasti olemassa, on
tasoituksen tulos liian optimistinen tarkkuuden suhteen.

8.3 Normaaliyhtil6iden pinotus

Oletetaan, ettd on kiytettdvissd toisistaan riippumattomia havaintoja £; ja £, jotka riippuvat samoista tunte-
mattomista x. Havaintoyhtalot ovat

£1+X1 = AX
£2+X2 = AX

ja havaintojen varianssimatriisit ovat Q1 ja Q2. Silloin yhteinen varianssimatriisi on
Q — Ql 0
0 Q2
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Luku 8 Tasoituslaskun variantteja

ja yhteinen havaintoyhtéléryhma

l+v = AX,
missé £ = b , V= = ja A= 4 . Normaaliyhtaloryhmé on
gg Uy As
(ATQflA) = ATQflg
eli
(ATQT A1+ A7Qy " A2) X = (ATQT 'y + A7Q7 ') (8.1)

mistd nikyy, etti kokonaisratkaisua saadaan ynniimilli seki normaalimatrisit ATQA ettid normaalivektorit
ATQ=1¢. Menetelmi kutsutaan normaaliyhtildiden pinotukseksi (“normals stacking”).

GPS-laskennassa kiytetddn téatd periaatetta hyviksi; GPS-verkkojen tasoituksen tulokset jakellaan usein kom-
paktissa “normaaliyhtéloiden” muodossa. Niitéd on sitten helppoa yhdistaéd. Tahéin tarkoitukseen on keksitty ns.
SINEX-standardi. SINEX = Software Independent EXchange format.

Mikéli tuntemattomien vektorin x alkioista vain pieni osa riippuu molempiin havaintovektoriin ¢; ja ¢, voidaan
téitd kiyttad hyvéksi ja ratkaista yhtéloryhmé 8.1 tehokkaasti vaiheittain (Helmert-Wolf blocking). Yleisemmin
on olemassa ns. harvojen matriisien menetelmid, jotka kayttiavit hyviksi erikoistilanne, missd matriisien A
ja/tai @Q alkiot ovat suurilta osin nollia.

8.4 Helmert-Wolf blokkimenetelma

8.4.1 Periaate

Usein suuri tasoitustehtédvé voidaan jakaa luonollisesti pieniin osiin. Esimerkiksi suuren kansainvilisen kolmio-
verkon tasoitus voidaan suorittaa niin, ettd ensin tasoitetaan jokainen maa erikseen; siitd saadut rajapisteiden
koordinaatit syttetddn mannerlaajuiseen tasoitukseen; ja siitd saadut korjaukset rajapisteisiin propagoidaan
taas jokaisen maan siséisiin pisteisiin.

Tétd menetelmééd kiytettiin esimerkiksi ED50 eurooppalaisessa kolmioverkkotasoituksessa, sekd NAD (North
American Datum)-tasoituksessa Pohjois-Amerikassa.

Teoria on seuraava: Olkoon kahdenlaisia tuntemattomia,

1. “globaaliset” tuntemattomat X, joista havainnot £;, £y, . .., £, kaikissa maissa 1,2, ..., n riippuvat, eli “ylim-

Y«

mén tason”, “eurooppalaiset” tuntemattomat;
2. “paikalliset” tuntemattomat X;, ¢ = 1,2,...n joista riippuvat vain havainnot ¢; yhdessi maassa i.

Silloin havaintoyhtilst ovat!

51 vy Ay By /z\l
2
g V. A2 By
Pl = . :
’ X
L, Vo A, | B, ~
Xe
Téstd saadaan normaaliyhtaloryhmé:
ATQT A, ATQ' By % ATQT'
AT Q3" Ay AJ Q' By ) AT Q5 ',
ARQy Ay | ATQL'B, n A Q'L
BIQi'A1 BIQ3;'Ay -+ BIQ ‘A, | Yi, BI'Q:'B; Xe S BIQ Y,

missd Q; = Q¢,¢, on havaintojen ¢; varianssimatriisi — oletetaan, ettd eri “maiden” havainnot ¢;, ¢; eivét korreloi.

1Huomaa, ettd “normaaliyhtéldiden pinotus” on timén erikoistapaus: A; =0, i =1,...,n ja x; eivit ole olemassa.
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8.4 Helmert-Wolf blokkimenetelmé

Huomaa ettd ylld oleva normaalimatriisi on “nuolen muotoinen” () eli “reunustettu pailivistdjamatriisi”.
Sellaisia esiintyy usein tasoituslaskussa ja ne mahdollistavat yksinkertaistettua késittelytapaa.l

Nt Nig x| _ | br
Ngr Ngg XE bg |’

jossa eri osamatriisien ja -vektoreiden méaritelmét ovat selvi.

Symbolisemmin:

Taméa matriisikaava edustaa kaksi yhtaloa:

Nirxr + Nrgxg = by,
Ngrxr + Nggxg = Dbg.
Kerro ensimméinen kaava matriisilla Ngr N I_Il ja vdhennd se toisesta “paikallisten” tuntemattomien x;, ¢ =

1,...,n eliminoimiseksi:

(Ngg — NpiNi'Nig) xp = bg — NgNi;'by, (82)
ns. redukoitu normaaliyhtéléryhmé, josta ratkaisu Xg saadaan. Auki kirjoitettuna:
(Zimy B (L- Q7 A (A7Q ' 4y) 1 AT) Q7' By ) xi =
= (X B (1i- Q7 A (ATQ ' 4) T AT ) Q')
Sen jalkeen sijoittamalla ensimméiseen yhtaloon:

Nirxr = br — NreXg,

eli paikalliset ratkaisut. Auki kirjoitettuna:

A’ll’Ql—lAl X1 A?Ql_l (61 — BliiE)
AgQ;lAg X9 . AgQ;l (62 — BQ%E)

eli yksittdisen maan ¢ ratkaisu saadaan kauniisti erikseen:

(AT Q" Ai)xi = AT Q! (i — Bixp) (8.3)
josta saadaan estimaattorit X;, 1 =1,...,n.
HELMERT-WOLFin suuri etu on, ettd uudet normaaliyhtdlét (8.2, 8.3) ovat kooltaan vain vektoreiden xp tai
X;, ¢ = 1,...n kokoa eiké koko ryhmén, [ X] X9 - Xp ‘ Xpg } kokoa. Tama4 on tarked, koska yhtdloryhman

ratkaisemisen laskentaty® (kuten matriisin kid4ntdmisenkin laskentatyd) on verrannollinen sen koon kolmanteen
potenssiin!

8.4.2 Varianssit

T
Koko tuntemattomien vektorin [ X7 Xpg } varianssimatriisi on normaalimatriisin

N = Nrr Nig
Ngr Ngge

kadnteismatriisi N~1. Tam4 kéidnteismatriisi on

Nl = Ni'+ N;'NigQeNeiN;' —Ni'NigQp
—QgeNprNp' Qe ’
— —1
Qe = (Nep— NeiN;/'Nig)

mik# voidaan helposti verifioida kertomalla N - N=! = T.
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Seuraa, ettd pienimmén neliGsumman estimaattoreiden varianssit ovat:
Var (/)EE) = QE;
Var (/)E[) = Nﬁl + N;IIN[EQENE[N;;.
Koska Ny (ja siis myos N I}l) on blokkidiagonaalimatriisi

ATQT Ay
ATQ;tA
Ny = 2@z A . )
ATQ A,

voimme kirjoittaa erikseen jokaiselle paikalliselle blokille i = 1,...,n:

-1

~ _ -1 _ _ -1
Var (X;) (A7 Q; lAi) + (A7 Q; 1Ai) NieQeNg; (A7 Q; 1Ai) =
_ -1 _ -1 _ _ _ -1
= (A7Q7'4)  +(47Q;7"A)  ATQIBiQeBI Qi Ai (AT Q1 A)
Eri maablokkien i # j sisdisten tuntemattomien vilille syntyy globaalitason tasoituksen my6téa korrelaatiota.
Kuitenkaan kaikkien kovarianssien Cov (X;,X;) laskeminen, vaikkakin mahdollista, on harvoin jérkevid tai hyo-
dyllistd. HELMERT-WOLFIN sédédsto onkin pitkalti siind, ettd ne jatetddan laskematta.

8.4.3 Kaytdnnon sovellus

Kansainviélisessé yhteistydssd on ollut tapana lahettdéd vain maan ¢ “puskurimatriisit”,

(BT (- Q' (aTQ ) " AT) @' B;)
ja
(BiT (Ii — Qi A, (AiTQi_lAi)_l AzT) Qi_lfi) ;
kansainviliselle laskentakeskukselle, joka lihettéi puolestaan laskemansa vektori Xg varianssimatriiseineen Qg
takaisin yksittéisille maille.
HELMERT-WOLF menetelmén suurina etuina on vield, ettéd
1. kerralla késiteltavat datamédrit jaavat pieniksi

2. Myos paikallista havainto-aineistoa voidaan testata erikseen ennen sen kiayttod “jumbo-tasoituksessa,” ja
poistaa niistd mahdolliset karkeat virheet

3. Laskennasta suurin osa eli suuri méérd kansallisia/osavaltioiden/osa-alueiden/eri mittausepookkien osa-
tasoituksia voidaan suorittaa toisista riippumatta, esimerkiksi rinnakkain. HELMERT-WOLF on mité oi-
vallisin rinnakkaisprosessoinnin esimerkki!

8.5 Eteenpiin leikkaus tasossa

8.5.1 Tarkkuus tasossa

Eteenpéin leikkaus kahdesta tunnetusta pisteestd on hyvé virheiden kasautumisen esimerkki. Se on my6s hyva
optimoinnin esimerkki, koska tuloksen optimointi voidaan tehdé ainakin kolmella eri tavalla, jotka kaikki kolme
ovat eri tavalla jarkevid.

Léihdetddn virhe-ellipsistd (kuva 8.1), joka kuvaa pisteen koordinaattien (x,y) médritystarkkuutta tasossa. Jos

T
vektorin X = [ Ty } varianssimatriisi on

Yaz =

on virhe-ellipsin kaava
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8.5 Eteenpaéin leikkaus tasossa

Kuva 8.1: Virhe-ellipsin parametrit.

Matriisilla ¥zz on kaksi ominaisarvoa, A1 ja Ag, jonka neliGjuuret ovat ellipsin pitka ja lyhyt askelin puolikkaat,
ks. kuva.

Virhe-ellipsin kokoa voidaan nyt mé&rittas seuraavalla eri tavalla:

1. Ympérén, jonka sisélle ellipsi mahtuu, sdde. Taéméi on ilmaisun Max (A1, A2) minimointi, eli suurin mat-
riisin ominaisarvo on saatava mahdollisiman pieneksi. TAmé ns. minimax-optimointi vastaa kdytdnnossa
ns. toleranssi, eli virhe ei saa ylittdd ennalta annettua arvoa.

2. Pistekeskivirhe, op = /o2 + O'Z = VA1 + 9. Varianssimatriisin Y3z jalke eli padlavistédjaalkioiden sum-
ma. Tamé vastaa myos suorakulman, mihin virhe-ellipsi mahtuu, diagonaalin (“T'V-ruudun tuumakoon”)
minimointi.

3. Minimoidaan matriisin determinantti det (X3z). Tami vastaa suureen /A Az eli ellipsin pinta-alan mini-
mointiin.

8.5.2 Eteenpiinleikkauksen geometria

Olkoon yksinkertaisuuden vuoksi pisteiden A, B koordinaatit (—1,0) ja (4+1,0). Pisteistd on mitattu suunnat
pisteeseen P vakiotarkkuudella. Jos pisteen P koordinaatit ovat (z,y), ovat havaintoyht&lot:

a = arctan< Y >,
z+1
B8 = arctan( Y )
rz—1
Linearisoidaan:
1 1
do = S dy — —2da |,
1+(%) r+1 (x+1)
1 1 Y
ag = 5 - m_ldy— 12dm
1+ (5%) (@—1)

Yksinkertaistamisen jélkeen:

doy =
dg =

A-matriisi on
r+1 -y 1 1
($+1)2+y2 ($+1)2+y2 _ a COS —a S11 ¢
z—1 -y 1 1 ’
(I71)2+y2 (171)2+y2 b COSB b SIH/B

A:

jossaa=/(z+1)*+y2jab=/(z—1)*+y2
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Normaalimatriisi:
N = ATA=
2
cosa 2 cos B sinaacosa sin 3 cos B
( a ) + ( b ) - a? - b2
2
sin o cos a sin 3 cos 3 sin o\ 2 sin B
- a? - b2 ( a ) + ( b )
Determinantti:
Jet N — cos?asin’a  cos?asin?fB  cos?fBsin’a  cos? Bsin?
ot N at a?b? a?b? b4 B
cos?2asin?a  cos? Bsin’® B 5 sinasin fcosacos 3
B at + b4 + a?b? -
B cos? Bsin? a + cos? asin? f — 2sin asin 3 cos av cos 3 B
o a2b? -
B sin v cos 3 — cos asin 3 2_ sin (a — ) 2
- ab - ab '
Lasketaan k##inteismatriisi CRAMERIN sdannolli:
sin? o sin? 8 sin . cos a sin 3 cos 8
E/'Efi — N—l _ 1 . a2 + Ab2 a2 ) + 2b2 )
7 det N sin o;gos « + sin [Zgos B 0022 o + 0022 B
Tamén matriisin jalki on
272 .2 2 2 2
a“b sin“a  sin“f  cos“a  cos® 3
(Baz) + Eaz)e = = 2 5t T T 2 -
sin® (a—B) \ @ b a b
a?b? 11\ (a®+0?)
sin? (a — ) \a®  b? sin? (a — )’

Thssi vieli a® + 17 = (2 = 1)° + (2 +1)° + 22 = 2 (4 +4° + 1),

Geometrisesti:

1. Kéyrit sin (a — ) =vakio ovat ympyrditd, jotka menevét pisteiden A ja B kautta.

2. Kiyriit a? + b2 =vakio, eli 2 + y? =vakio, ovat ympyrsitd myos, mutta origon (0,0) ympdri.

3. Tést4 johtuen arvo a? + b* = 2 (22 + y? + 1) minimoituu? kéyrélld sin (o — 8) =vakio, kun z = 0.
Johtopaatos:

Optimaalinen piste sijaitsee y-akselilla eli symmetria-akselilla z = 0.

8.5.3 Pistekeskivirheen minimointi

Lasketaan vield, missé. y-akselilla olevalle pisteelle pétee

o = arctany = 180° — 3,

eli
sin (o — 3) = sin (2« — 180°) = — sin 2a..
Nyt
(Se)i 4 (Bma)y = () _ 207D 207+
wrLL w22 sin®(a—f) sin? 2« (2sin «cos a)2
_ 22 +1) (P +Y’
= 2 = 2
2 Y . 1 2y
y2+1 y2+1

20letus: kulma, v > 90°. Tulemme niikemiin, ettd timé pitédd paikkansa.
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8.5 Eteenpaéin leikkaus tasossa

N Yy
N
N -
N -
N -
\ -
-
N -
N -
N s
N -
N -
.
N
P
. \
7 N
- \
// \/ N
7
- \
-,
P N
P \
. N
- N
- \
-
P \
L N
. N
7 AN
4 \
7
. \

. N
-, N
’ « A

-
- N X
A\/ \\/\
B(1,0)

Kuva 8.2: Eteenpéinleikkaus tasolla

Vaadi nyt tdmén derivaatta nollaksi, eli stationaarinen piste:

3
d (y*+1) 1d,, ) )
— 7 = = 3 34+¢y72) =
dy  2y? 2dy<y TSy )
28 + 3yt — 1
= 2y3+3y—1y_3:y+73y:0.
y

T&amé onnistuu seuraavasti:
25 +3y* —1=0

MATLAB antaa (verifioi sijoittamallal):

1
Y12 = i§\/§
y3,4 = :tl
Ys,6 = i

Naiisté vain reaaliarvoiset kiinnostavat:
1
Y= 5\[2 = a = arctany = 35°.2644.

Silloin 8 = 180° — 35°.2644 = 144°.7356 ja v = 109°.4712.

Tamé niin vaikeasti saatu tulos on muutenkin mielenkiintoinen: se on juuri timanttikiteessé, tai metaanimole-
kyylissé, eri atomien vélisten kemiallisten sidosten vélinen kulma. . .

8.5.4 Determinantin minimointi

Vaihtoehtoisesti voimme minimoida det (¥zz) (tai sen nelidjuuri), eli ¥zz:n ominaisarvojen geometrinen keskiar-
vo, v/A1A2 (kun jéljen minimointi on niiden aritmeettisen keskiarvon % (A; + A2) minimointi). Silloin lasketaan
ensin

a’h? = [(m +1)° + yQ} [(m —1)%+ yz} .

Kun = 0 on tdmé )
a®b® = (y* +1)".
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Yy
N
N
N 7/
N 7/
N 7
N 7
4
AN . .
£ ) Minimax, max (A1, A2)
N
// N
~ s \\ P
~ // N //

s ~ AN

v 7 - AN
A2 ~| - sos N
REN Q; Ml{u,mdl\daan A+ Ao
~ ~ NP N

AN

z PSS PEcS
s < N S e . N
e QD Minimoidaan®A; - Ag
- S S ~ N

s
s
s 450/// 7 ~ ~ N
s P _- ~ o ~ o N
// // Q Y RN ~ >
773502644 SN0
- ~
// //,// 300 \\\ RN \\
[ S0 N
N\ ~ > N
////// \\\\\\\ T
f///// o RENEN
A(-1,0) B(1,0)

Kuva 8.3: Kolme eri eteenpéinleikkauksen optimiratkaisua

Silloin on myds, kuten ennen

2
. 9 .2 Y 1
sin“ (o — B) = sin”“2a = | 2 :
< V2 +1 \/y2+1)

ja saadaan lopputulokseksi

det (S57) = (m((zb—ﬁ)) o (1/24;1)4

jonka stationaariset pisteet etsitédén.

MATLAB? antaa ratkaisuksi
1
Y1,2 = j:§ V3,

muut ratkaisut ovat imaginaarisia +i. Tésta o = arctany = 30°.

8.5.5 “Minimax”-optimointi

Kolmantena vaihtoehtona minimoidaan ominaisarvoista suurin, eli max (A1, A2) minimoidaan. Akselilla = 0

meilld on a = b ja sin acos a« = — sin B cos B, siis matriisin N muoto on:
.2 y°
N = 2 [ sin® o 0 ] _ 2 ST 0 ]
2 2 2 1 :
a 0 cos? o y*+1 0 E]
Yy 1

Koska o = arctany, seuraa, etti sino = ja cosa = ja a? =y + 1.
Y, ) 21 J NN J Yy

Taméan matriisin ominaisarvot ovat siis

2y 2
1= —F———35, H2= ——"—3
(y*+1)° (y*+1)°
ja kadnteismatriisin ominaisarvot
1 1 2 1 1 2
>\ = — = — 2 1 )\ = - 3 2 1 .
! w22 (y * ) n p2 2 (y " )

3Kiyta symbolista laskentaa. Ensin mairitetddn funktio f (y), sitten sen derivaatta (diff-funktio), ja lopuksi solve-funktion avulla
sen nollakohdat.
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8.6 Harjoitukset

Kun y = 1, ne ovat samoja; kun y > 1, on Ay suurempi ja kasvaa y:n mukaan.

Kun y on vililld (0,1), on A; suurempi, A\ = % (y2 + 2+ y_g) = d%)\l = y—y 3 <0, eli \; laskee monotonisesti.

Lopputulos:

optimaalinen arvo on y = 1 ja a = arctan 1 = 45°.

8.6 Harjoitukset

1. Johda vastavat kaavat kuin osiossa 8.5 siind tapauksessa, ettd suoritetaan pisteistd A ja B etdisyysmit-
tauksia, joiden tarkkuus es riipu etéisyydesté.

2. Néayté, ettd jos matriisin N ominaisarvot ovat lihelld toisiaan, eli

Al o= Ao+ AN,
Ao = A+ A,
An = Ao+ AN,

jossa A)\; ovat pienid Ay verrattuna, silloin

(det N)* = (Hx,) - %ZAi - %Tr (V).
=1 =

[Vihje: kiiytd binomiaaliekspansio (1 +z)” ~ 1+ yz + .. ]
Eli téssé tapauksessa determinantin minimointi on samanarvoinen jdljen minimoinnin kanssa.

3. [Haastava.] Niyté, ettd kun kolmiulotteisessa avaruudessa mitataan pisteen P etdisyyttd

s = \/(33P —24)° + (yp —ya) + (zp — 24)°

kolmesta tunnetusta pisteesti A, B ja C, on optimaalinen geometria se, jossa kolme suuntaa PA, PB
ja PC ovat keskendin kohtisuoria, eli PA 1 PB 1 PC. Oletus on, ettd mittaukset kaikesta kolmesta
pisteestd ovat yhtd tarkkoja ja etdisyydestd riippumattomia.

[Vihje: kirjoita 3 x 3 rakennematriisi joka koostuu kolmesta yksikkévektorista, ja maksimoi sen determi-
nantti eli (geometris-intuitiivisesti) niiden vektoreiden virittimii tilavuutta. det (N~') = (det A) eli
tdmé minimoi Qzz:n determinantti

4. [Haastava.] Niyti, ettd kun tasossa mitataan aluksen A pseudoetiisyyttd (DECCA-jirjestelmail)

p= \/(QUA —zn)? + (ya —yn)® + ATy,

kolmesta pisteestd M, R, G (Master, Red Slave, Green Slave), optimaalinen geometria on se, jossa suuntien
AM, AR, AG viliset kulmat ovat 120°.

Kaavassa AT on aluksen A kellotuntematon.

[Vihje: kirjoita 3 x 3 rakennematriisi; muista, ettd AT-kin on tuntematon. Sen jélkeen kuten edellisessé. ]
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Luku 9

Kalman-suodatin

Kirjallisuus:
[ , 8. 62-66, 154-155]
[ , 8. 543-584]
[ , 8. 115-130]
[ , s. 215-223]
[ , 8. 333-392]

Kalman-suodatin on lineaarinen, prediktiivinen suodatin. Kuten kahvisuodatin suodattaa kahvia porosta,
Kalman-suodatin suodattaa signaali (ns. state vector, tilavektori) havaintoprosessin kohinasta.

Kalman-suodattimen keksijit olivat Rudolf KALMAN ja Richard Bucy vuosina 1960-1961 ( [ l;

[ ]). Keksinto kiiytettiin laajasti avaruusohjelmassa (rendez-vous!) seké ohjusten ohjaus-
jarjestelmien yhteydessid. Kuitenkin Kalman-suodatin on yleispéteva ja on kidytetty paitsi navigaatiossa myos
taloustieteessé, sddtieteessd mm.

Kalman-suodatin koostuu kahdesta osasta:
1. Dynaaminen malli; se kuvaa liikeprosessia, jonka mukaan tilavektori kehittyy ajassa.

2. Havaintomalli; se kuvaa prosessi milld saadaan havaintosuureet jotka kertovat jotain havaintohetken tila-
vektorista.

Kalman-suodattimelle erikoinen on se, etté tilavektori kehittyy eteenpéin ajassa askel kerrallaan; myos havainnot
kéytetddn tilavektorin korjaamiseksi vain itse havaintohetkelld. Téstd syystd Kalman-suodatin ei vaadi suurta
laskentatehoa eiké kisittele suuria matriiseja. Sitd voidaan kayttad kulkuneuvon sisillé ja tosiaikaisesti.

9.1 Dynaaminen malli

Dynaaminen malli on lineaarisessa tapauksessa seuraavan niakoinen:

d

X =Fxtn, (9-1)
missé x on tilavektori, n on dynaaminen kohina (eli, kuinka epétarkasti ylld olevat litkeyhtdlot pitavét paikkansa)
ja F on kerroinmatriisi.

Tilavektorin x tietylld hetkelld kiiytettivissi olevan estimaattorin X wvarianssimatriisi voidaan kutsua @ tai
Qzz. Se kuvaa siis todennikdinen poikkeama todellisen tilan x ja estimoidun tilan X viililld. Kohinavektori n
yll& olevassa kaavassa kuvaa, kuinka epétarkasti liikeyhtélot eli dynaaminen malli tosiasiassa pitdvat paikkansa,
esim. satelliittiliikkeen tapauksessa vaihteleva ilmakehén vastuksen vaikutus. Suuri dynaaminen kohina n mer-
kitsee Qzz:n nopea paisuminen aikaa myo6ten. Sen saa taas pienennetyksi tehtédvien havaintojen ja niiden avulla
suoritettujen tilapdivityksien avulla.

9.2 Tilapropagaatio ajassa

Ttse tilavektorin estimaattorin laskennallinen propagaatio ajassa on yksinkertainen (ilman kohinaa):
d

—X = Fx.

dt
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Vastaavassa diskreettisessa tapauksessa:
X (t1) = $oX (to) ,
jossa (olettaen, ettii F' on vakio')?

Bl = Fti—to),

kerroinmatriisin ajan [to, ¢1) yli integroitu, diskreetti versio.

Jos n:n varianssimatriisi (tarkemmin: n (t):n autokovarianssifunktio) kutsutaan N, voidaan kirjoittaa myos
varianssimatriisin diskreetti propagaatiokaava:

Qt) = (25 Q(to) (@) + [ N (1) d.

to

Téssé on oletettu, ettéd n (¢) on luonteeltaan valkoinen kohina. Tadmin kaavan todistus on vaikea.

9.3 Havaintomalli

Tilavektorin kehitys ajassa ei ole kovin mielenkiintoista, ellei vektoria voitaisiin havaita jollain tavalla. Havain-
tomalli on seuraava:

{=Hx+m,

missé £ on havaintosuure (vektori), x on tilavektori (“oikea arvo”) ja m on havaintoprosessin kohina. H on
havaintomatriisi. Kohinan varianssina on annettu varianssimatriisi R; F{m} =0 ja F {m mT} =R.

9.4 Paivitystapahtuma

Pdwitys on uuden havaintotiedon optimaalisesti hyvéksikéyttdminen. Se tehddén néin, ettd ero a prior: ti-
lavektorista X; lasketun havaintosuureen arvon ¢; = HYX; ja tosiasiallisesti havaitun havaintosuureen ¢; valilld
kidytetdan sulkuvirheend jota yritetdén tasoittaa pois optimaalisesti, pienimmén neliGsumman periaatteen mu-
kaan.

Konstruoidaan parannettu estimaattori
Riv1 =X+ K (4 — HiX) .

Téssé Xj41 on tilavektorin estimaattori havainnon ¢ jéilkeen eli a posteriori. Kuitenkin seuraavan havainnon i+ 1
suhteen se on taas a priori. Matriisi K kutsutaan Kalmanin “gain matrix”.

“Optimaalinen” ratkaisu saadaan valitsemalla
K =QH" (HQH" +R) ™",

joka antaa ratkaisuksi
Riy1 =%+ Q:H] (H;Q:H] + R)_l (€ — HiX;) .

Tilavarianssien paivitys tehddidn seuraavasti:
T T -1
Qi1 = Qi — QiH (HiQ:H + R;)  HiQ; = (I — K;H;)Q;,

ilman todistusta.

1Jos F ei ole vakio, kirjoitetaan
t1
®l = exp F(t)dt.
to
2Nelién muotoisen matriiisin eksponenttifunktion méiritelmé on sama kuin numeron eksponenttifunktio: kuten e* = 14z + %12 +

%x3+...,meilléonmyt'>se‘4:1+A+%A-A+%A~A-A+...
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9.5 Sekventiaalinen tasoitus

0.5 Sekventiaalinen tasoitus

Sekventiaalinen tasoitus on Kalman-suodatin sovellettu tapaukseen jossa estimoitava tilavektori (eli tuntematto-
mien vektori) ei ole ajasta riippuvainen. Téssé tapauksessa kaavat yksinkertaistuvat, mutta Kalman-formalismin
kéaytto voi kuitenkin olla edullinen, koska se mahdollistaa uuden informaation lisiédminen ratkaisuun heti kun se
tulee kéytettaviksi. Myos verkkotasoituksessa joskus sovelletaan eri havaintojen ryhmét perikkédin, miké hel-
pottaa mahdollisten virheiden 16ytdminen. Koordinaatit ovat téssi tapauksessa aikariippumattomia tilavektorin
alkioita.

Dynaaminen malli tissd tapauksessa on

eli F =0 jan = 0. Ei ole dynaamista kohinaa.

Loytyy myos sovelluksia, jossa osa tilavektorin alkioista ovat vakioita, osa taas ajassa muuttuvia. Esim. sa-
telliittigeodesiassa maa-asemien koordinaatit ovat (lihes) vakioita, kun satelliittien rata-elementit muuttuvat
ajassa.

9.5.1 Sekventiaalinen tasoitus ja normaaliyhtal6iden pinotus

Voimme kirjoittaa Kalman-suodattimen péaivitysaskel myos parametrisena tasoitustehtavana.

“Havaintoina” ovat oikea havaintovektori ¢, ja a priori estimoitu tilavektori X;. Havaintoyht&lot:

Téasséd rakennematriisi on

"Havaintojen” varianssimatriisi on

~ N T B Ri 0
Q_W%[4“]>_ 0 @]’
ja saamme rakaisuksi
~ e~ T e < L.
Riy1 = |:ATQ 1A:| ATQ 1 [ :L —
X
= [HTR'H;+ Q"] [HT R, + Q7% 9-2)
Varianssiksi saadaan .
Qiv1= [HI'R7'H; +Q; '] . (9.3)

Ks. [ , 8. 63-64 .
Nyt kdytetadn hyvéksi liitteessé A johdettu toinen kaava:

(A+UCV) ' = A =AU (C +VAU) T vaTh

Talla tavalla: . .
(R H; + Q'] = Qi — QiH" (R + HiQ:H) ~ HiQi

Sijoitus antaa
R = |Qi—QiHT (R + H,Q;HT)™ HQ] [H R, + Q'] =
1= QuH™ (R + HQuHT) ™" H| [QiHT R, + %] =
= [QHTR Y, +%] - QHT (Rv+HinHT)_1 [H:Q:H] R, ¢, + Hi%;]
i+ QHTR 'Y, — Q;HT (R + HQH) ' (HQH] + R;) R ', +
+Q:HT (Ri + H;Q:HT) ™ RiR; ', — QiHT (R, + HiQHF) ' H%; =
= R+ QHT (Ri+ HQH) ' [t, - HR], (9.4)
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ja
-1
Qi+1=Qi— Q:H" (R + H;Q;H")  H;Q;. (9.5)
Kaavat 9.4 ja 9.5 ovat juuri Kalman-suodattimen péivityskaavat. Verrattuna kaavoihin 9.2 ja 9.3 on invertoitava

matriisi havaintosuurien vektorin £ kokoinen eiké tilavektorin x kokoinen. Usein matriisin koko on jopa 1 x 1 eli
se on pelkks luku®. Nopea kiinteismatriisin laskeminen tekee tosiaikaiset sovellukset helpoimmiksi.

Edellisesta niikyy, ettd sekventiaalinen tasoitus on sama kuin KALMAN-suodatus siiné tapauksessa, etté tilavek-
tori on vakio. Vaikka laskentamenetelmé tasoituksessa yleensé on parametrinen tasoitus (havaintoyhtéilot) kun
KALMANIN tapauksessa kidytetddn ehtoyhtélotasoitusta.

9.6 Kalman “kahdesta paasta”

Jos on kéytettévissd havainnot ¢;, i = 1,...,n ja funktionaalinen malli on differentiaaliyht&loryhmé

—x = Fx

dt

(ilman dynaamista kohinaa n), silloin voidaan kirjoittaa
x (t;) = ®hx (to),
jossa @} on laskettavissa oleva tilansiirtomatriisi. Ndin havaintoyhtiilét voidaan kirjoittaa
L+ v, = Hix (t;) = H;®(x (to) ,

perinteinen havaintoyhtéléryhmaé, jossa rakennematriisi on

HO

| Hn®f
ja tuntemattomat x (to).
Téstd nakyy, ettd pienimmén neliGsumman ratkaisu voidaan saada tasoitustehtdvaé ratkaisemalla.

Kuten luvussa 8.3 néytettiin, voimme jakaa havainnot esimerkiksi kahteen osaan:

(=| b
e

—a

Ap

A=
A,

ja muodostaa erilliset normaaliyhtalot:

[ATQy ] R0 = AJQy'0,

Que = [ATQ; AL,
ja
[ATQ A% = ATQ; 'L,
Qoo = [ATQ7'AJ) .

Ne erillisratkaisut (b = ennen, a = jilkeen) voidaan nyt “pinota” tai yhdistaé:
[ATQy Ap + AT QM A X = [ATQ 16, + AT QL]

alkuperédinen kokonainen normaaliyhtéloryhmaé, seké

-1
-1 -1 T -1 T -1 -1
Quz = [sz7b + me,a} = [Ab Qb Ap + Aa a Aa] )
kokonaistasoituksen ratkaisun varianssimatriisi.

Térked huomautus téssd nyt on, ettd osittaiset tehtdvit — “ennen” ja “jdlkeen” — voidaan ratkaista myos
Kalman-suodattimen avulla! Eli, me voimme, mielivaltaisen havainto-ajan t; tapauksessa, laskea erikseen

3...tai se on redukoitavissa sellaiseksi, jos yhden epookin havainnot ovat tilastollisesti riippumattomia toisistaan. Silloin ne voidaan
kasitelld muodollisesti sekventiaalisesti eli erikseen.
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1. Kalman-suodattimen ratkaisu alkuhetkesté g eteenpéin, integroimalla dynaaminen malli ja paivittaméalla

tilavektori ja sen varianssimatriisi havaintojen 0, ..., avulla, ja

2. Kalman-suodattimen ratkaisu loppuhetkesta t,, taaksepdin ajassa integroimalla dynaaminen malli, paivit-

tamalld tilavektori ja varianssimatriisi havaintojen n, |, + 1 avulla (kddnteisessi jirjestyksessi).
3. Yhdistamdlla saadut osaratkaisut kokonaisratkaisuksi yo. kaavojen avulla.

Niin voidaan hyodyntdd KALMAN-menetelmén edut myos jalkilaskentatilanteessa.

9.7 Harjoitukset

Olkoon x tuntematon vakio, jota yritetdén estimoida. z on havaittu hetkelld 1, havaintoarvo 7, keskivirhe 42,

ja hetkelld 2, havaintoarvo 5, keskivirhe +1.

1. Formuloi tavallisen tasoitustehtévin havaintoyhtilét ja havaintovektorin varianssimatriisi. Laske Z.

l+v=AX
7 4 0 1
jossa £ = , = , A= . Silloin
J [ 5 1 Qe [ 0 1 1 ]
~ _ -1 _
X = [ATQMIA} ATQu =
4 7 27
- 2.1 _ ot
At M RS
Varianssimatriisi: 4
1,11
ch\f = [ATQNIA:I = g =0.8.

Kirjoita tdmén esimerkin Kalman-suodattimen dynaamiset yhtélot. Muista, ettd x on vakio.

Vastaus:

Yleinen dynaaminen yht&lé voidaan kirjoittaa diskreettisessa tapauksessa

Lit1 = ‘I)Qi +w

jossa ® = I (yksikkomatriisi) ja w = 0 (deterministinen liike, dynaaminen kohina olematon). Niin saadaan

Ti+1 = Ty

Vaihtoehtoisesti kirjoitetaan differentiaaliyht#ls:

Taas meidédn esimerkkitapauksessa:

ei dynaamista kohinaa: n = 0.
2. Kirjoita tdmén esimerkin Kalman-suodattimen péivitysyhtalot:
T =T+ Ki (4 — HiTi )
ja
Qzz,i = [ — KiH;] Qzz,i-1,
jossa hyotymatriisi
T T -1
K; = Qzzi—1H (Quei + H Qazi—1H;) .

(siis mink4 ndkoisid ovat téssd tapauksessa H- ja K-matriisit?)
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Vastaus:

Koska tissé tapauksessa havainto ¢; = x; (eli tilaa havaitaan suoraan) on H; = [1], eli 1 x 1 matriisi jonka
ainoa elementti on 1.

 Qzzia
Que + Qzz,i—1
Jos alkuperéinen Qzz ;-1 on suuri, on K ~ 1.
~ A Qzz ~
Ti=Tiat ——— ({ = Ti1) =
o Que+Qzz "
Qzz,i—1 Quei ~ _ Qazi1li + QueiTioa

-1 —

= 0. T
Quei + Qzzic1 - Quei + Qazic1 Quei + Qzz,i—1

Eli: a posteriori tila Z; on a priori tilan Z;_; ja havainnon ¢; painotettu keskiarvo.

Qer,i

Qzz: =1 - K|Qzzi-1= —
=l ] ot Qeei + Qzz,i—1

Qzz,i—1-

Eli: miten huonompaa on a priori tilan varianssi Qzz ;—1 havaintotarkkuuden Qg ; verrattuna, sité enem-
pad péivitetty tilavarianssi 7z ; paranee.

. Laske manuaalisesti 1dpi molemmat Kalman-havaintotapahtumat ja anna sen jilkeinen tila-arvio Z7 ja sen

varianssimatriisi. Tilasuureen x alkuarvioksi saa ottaa 0 ja sen varianssimatriisin alkuarvoksi “numeerisesti
adreton”™

Qo = [100] .
Vastaus:

Ensimmainen askel:

;100
Ky =100(4+100)" ' = —.
1 =100 (4 + 100) o0l
siis 100
100 400
@ { 104] 00= o4 =38

Toinen askel:
Ky =3.85(1+3.85)"" =0.79.

T = 6.73+0.79(5—6.73) =
= 6.73-0.79-1.73 =
= 5.36.

Q2 =[1—0.79] - 3.85 = 0.81.



Luku 10

Approksimaatio, interpolaatio, estimaatio

10.1 Kasitteet

Approksimaatio on se, etté yritetddn 16ytdaa funktio, joka on tietyssd mielessd “mahdollisimman ldhelld” annet-
tua funktiota. Esim. vertausellipsoidi, joka on mahdollisimman lihelld geoidia eli keskimerenpintaa

Usein kiytetty sadnto on nelidgintegraalisidnto: jos funktion argumentti on z € D, minimoidaan integraali
| @ar@)as,
D

jossa

Af(x)=f(z)— f(2),
funktion f (z) ja sen approksimaation f () vilinen ero. Téssd D on funktion domeeni.

Interpolaatio on se, ettd yritetddn 16ytda funktio, joka kuvaa annettuja datapisteité silld tavalla, ettd funktion
arvot reprodusoivat annettuja datapisteitd. Tadmé& merkitsee se, ettd funktiota kuvaavien parametrien
méard on oltava sama kuin annettujen pisteiden maara.

Estimaatio on se, ettid yritetddn 16ytaéd funktio, joka on mahdollisimman lahelld annettuja datapisteitd. Funk-
tiota kuvaavien parametrien méira on pienempi kuin datapisteiden méaré, esim. lineaariregressiossa pa-
rametrien méadra on kaksi kun datapisteiden méaré voi olla hyvinkin suuri.

“Mahdollisimman ldhelld” tulkitaan yleensd — muttei ainal — pienimmén neliGsumman mielessé. Vaih-
toehtoiset tulkintatavat voivat olla

o Minimax-sdéant6: suurin esiintyvé jidnnosvirhe minimoidaan

o L1-sdénto: jaannosvirheiden itseisarvojen summa minimoidaan.

X
P
X
X

Kuva 10.1: Approksimaatio (ylh.), interpolaatio (kesk.) ja estimaatio (alh.)
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1 A B..-
0 o e
¢ tiv1
1 Sty T
0 el | e
ti1 ¢ i1

Kuva 10.2: Lineaarinen spline

10.2 Spline-interpolaatio

Perinteisesti “spline” on taipuisa puulatta eli viivoitin, jollaisia laivanrakentajat kayttivét siledn kayran luomi-
seksi. http://en.wikipedia.org/wiki/Flat_spline.

Nykyisin spline on matemaattinen funktio jolla on samanlaisia ominaisuuksia. Sileys minimoi taivutuksen sisil-
tdman energiamé&irin. Funktiota kiytetdan interpoloimiseksi annettujen tukipisteiden vélilla. Jokaisen vierek-
kaisten pisteiden parin vélilld on yksi polynomi, jonka arvo (ja mahdollisesti derivaatojen arvot) on sama kuin
viereisen vilin polynomin arvo. Eli voidaan puhua pdtkittiisestd polynomi-interpoloinnista. Jos tukipisteet ovat
(4,t;),4=1,...,n, pitee spline-funktiolle f, ettd f (t;) = = (¢;), reprodusoiva ominaisuus.

On olemassa seuraavat spline-tyypit:

o Lineaarinen: pisteet yhdistetdén suorilla viivoilla. Patkittédin lineaarinen interpolointi. Funktio on jatkuva
muttei differentioitavaa

o Kvadraattinen: pisteiden vilille laitetaan paraboleja. Seké itse funktio ettd sen ensimméinen derivaatta
ovat jatkuvia tukipisteissa

o Kuutiollinen, ns. cubic splines. Nami ovat kaiken tavallisimpia'. Itse funktio ja sen ensimmaiset ja toiset
derivaatat ovat jatkuvia tukipisteissi

o Korkeamman asteluvun splinet.

10.2.1 Lineaariset splinet

Lineaariset splinet mééritetdéin seuraavalla tavalla: olkoon funktio annettuna muotoon
fi=f(t),i=1,...,N,

jossa N on tukipisteiden mééra. Nyt vililli [¢;,¢;,41] funktiota f (¢) voidaan approksimoida lineaarisella inter-
polaatiolla B
f(t) = Ai(t) fi + Bi (t) fita,
jossa
t—1t;

A (t) = B2t B;(t) = PR
i+1 — b

tigv1 —t;
Funktio A; (¢) on lineaarinen ¢:n funktio, jonka arvo on 1 pisteessi t; ja 0 pisteessé ¢,11. Funktio B; (t) = 1—A; (¢)
taas on 0 pisteessd t; ja 1 pisteessd ¢;41.

Ks. kuva 10.2. Jos nyt mééritetédén koko viliin [t1,ty] funktiot

0 jos  t<tig
Si(t) = Pica :ttt:tf’ll ‘?OS ticg <t <t 7
Ai ==, Jos b <t <tip
0 jos  t >t

1Kuutiollisia splinejé kiytetiin myos tietokonetypografiassa merkkien muotojen kuvaamiseksi, ns. BEzZIER-kéyriit.
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jonka kuvaaja on myos piirretty (kuva 10.2 alempana). Tietysti jos ¢ on reunapiste, jid tdstd “pyramidifunktiosta”
puolet pois.

Nyt voidaan kirjoittaa funktion f (t) approksimaatioksi:
N
)= fiSi(t),
i=1
patkittiin lineaarinen funktio.

10.2.2 Kuutiolliset splinet

Ks. http://mathworld.wolfram.com/CubicSpline.html.

Olkoon annettuna taas arvot

fi=[(t).
Valilld [¢;,¢;41] approksimoidaan funktiota f (t) taas funktiolla
f(#) = Ai (t) fi + Bi () firr + Ci (t) gi + Di (t) g1, (10.1)

jossa g;:std puhutaan vield, ja
1 1
Ci=c (A3 — A)) (tig1 —t:)° Dy = G (B} — B)) (tis1 —t:)°.
Nihdidn heti, ettd A3 — A; = B — B; = 0 sekii pisteessil t; ettii pisteessil t;11 (koska sekii A; ettid B; on joko
0 tai 1 kummassa pisteessii). Siis edelleen

tukipisteissi.
Arvot g;, i = 1,..., N kiinnitetisin vaatimalla funktion f (t) toisen derivaatan jatkuvaksi kaikissa tukipisteissi,
ja nolla” péitepisteissi 1 ja N. Derivoidaan kaava (10.1):
— d?A; (t) d’B; (t) dC; (t) d*D; (t)
") = f, . )
() = fi a2 + fi+1 12 + i a2 + Git1 a2

Tassé ilmeisesti ensimméiset kaksi termié oikealla puolella hividvit, koska seki A; etti B; ovat lineaarisia t:n
funktioita. Saadaan

dC; (t) d 1 ,,  dA; 1dA; 2
e @ |:2Ai (t) 6 d } (tit1 —t:)" =
o d 1, 1 B
= [QAZ' (t) - 6] (tiv1 — ;) =
= +Ai (@)
Samoin 2D, (1
;i (T
:BZ t )
ja saadaan

F7(t) = Ai (t) gi + Bi (t) gita-
Siis parametrit g; ovat kakkosderivaatteja tukipisteessé!

9i = F (tl) .
Nyt jatkuvuusehdot. Ensimméinen derivaatta on
_ dB; dc; dD;
(t = 7 i 9i i =
fr @) f +f+1 +g g + Giv1— 7
+1
- fz z+1*t +fl+1ti+17ti

1
—9i [21422 - 6] (tip1 —t;) +

1 1
+gi+1 [233 - 6} (tit1 —t;) =

_ fz+1 fz ) s 2 1 1 2 ,1
= tz+1 t (tz+1 ti) A +gi+1 2.BZ 6 .

2Vaihtoehtoja: annettuja (kiinteitd) arvoja, jatkuvuusehto f” (tx) = £ (t1), ...
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Erikoistetaan tdmé tulos pisteeseen t = ¢;, valilld [¢;, t;41]:

_ foi—fi (1 1
frt) = ﬁ =39+ g9+ | (i1 — i) (10.2)
ja valilla [tifhti]:
= Ji— fie1 1 1
"(t;)) = ——— —Gi_ —q; | (t; —tiz1) . 10.3
f(z) ti—ti71+ 69 1+3gz ( i 1) ( )

Olettamalla ne samansuuruisiksi ja vihentdmélld ne toisistaan saadaan

(ti+1 - ti)gz‘+1 = fi+1 — fl _ fl — fi—l

! (ti — ti—1) + ! (t ti—1) gi + !
6 % i—1)9i—1 3 i+1 i—1)9i 6 ti+1 — ti ti — ti—l .
Téasséd on tuntemattomia N: g;,¢ = 1,...,N. Yhtdloitd on N — 2. Lisdyhtélot saadaan reunoista, vaikkapa

g1 = gn = 0. Silloin kaikki g; voidaan ratkaistaa:

Q(tg ftl) to — 11
to—t1  2(ts—t1) ts—ts
) ts—ts  2(ta—ts)  ti—ts
‘ ti—ts  2(ls—t3)  t5— Ly
tn—1—tn—2 2(ty —tn—2) tn—tNn-1
L tn —tn-1 2(tnv —tn-1) |
[} by
g2 by
g3 b3
94 = by ,
gN—1 by—1
L 9v | | bn ]
jossa
by = fir—fi fi_fi—l, i=2  N—1 b= f2_f17bN:_fN_fN—1
tiy1 —t; ti —ti—1 to —ty ty —tn—1

T&ma4 on ns. tridiagonaalinen matriisi, jonka yhtéloryhmén ratkaisemiseen 16ytyy tehokkaita erikoisalgoritmeja.

Siini tapauksessa, etti tukipisteet ovat ekvidistantteja eli t; 1 — t; = At, saadaan?®

2 1 g1 fo—f1
1 41 92 f3—=2f2+ f1
AitQ 1 411 1 1 zi ) f4—2f3+f2
6 ) :
S ~ Ino1—2fn2+ fn-3
1 4 1 gN—1 IN—2fN-1+ fn—2
1 2 gN L —IN+ v

10.3 Finiitti-elementti -menetelma

Finiitti-elementti -menetelm# kdytetddn osittaisdifferentiaaliyhtéloitten avulla kuvattavien, moniulotteisten
kenttdongelmien, ns. reuna-arvotehtivien, ratkaisemiseksi. Geodesiassa on ldhinné kyse painovoimakentésté.

10.3.1 Esimerkki

Tutkitaan ensin yksinkertainen esimerkki. Tehtédvan domeeni on

D:[0,1] x[0,1] ={(z,y),0<z<1,0<y <1}.
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0D;
1
8D2 D 8D4
0
0 oD 1 =z

Kuva 10.3: Yksinkertainen domeeni

Eli yksikon kokoinen nelié tasossa. Domeenin reunaa voidaan kutsua 0D ja se koostuu neljéistd osasta
8D1 RPN 81347 ks. kuva.

Olkoon nyt g reaaliarvoinen funktio D:1l4. Tehtéviiné on 18ytid funktio w (x,y) eli ratkaisu, jolla on seuraavat
ominaisuudet:

1. Kahdesti differentioitava D:ll4. Kutsutaan kaikkien sellaisten funktioiden joukko nimelld V.
2. Ugg + Uyy = g domeenilld D
3. Periodiset reunaehdot, ts.

a) u(z,y) =u(z+1,y) ja

b) u(z,y) =u(z,y+1).

Téta voidaan visualisoida rullaamalla D kokoon torukseksi, eli toruksen topologia.

Ilmaisu
%u  Ou
Ugpy + Uyy = @ + 87312
kutsutaan usein Aw:ksi, jossa delta-operaattori
0? 0?
A= —+ —
Ox? + Oy

kutsutaan LAPLACE-operaattoriksi kahdessa ulottuvuudessa. Esim. gravitaatiokenttdd tyhjossa tai kokoonpu-
ristumatonta nesteen virtausta voidaan kuvata

Au=0
avulla.

Esimerkimme tapauksessa
Au =g,

ja g kutsutaan lihdefunktioksi, esim. gravitaatiokentén tapauksessa 47wGp, jossa G on NEWTONin gravitaatio-
vakio ja p aineen tiheys.
10.3.2 Tehtdvan “heikko” formulaatio

Tehtdvia Au = g voidaan formuloida my6s seuraavaan muotoon. Olkoon ¢ funktionaali V:ssié — siis kuvaus,
joka tuottaa jokaiselle funktiolle v € V reaaliarvon ¢ (v) —, niin, ettd

¢ (tu+v) =t¢ (u) + ¢ (v),

eli lineaarinen funktionaali. Kutsutaan kaikkien sellaisten lineaaristen funktionaalien joukko nimelld V*.

3Sirkulaarisen reunachdon tapauksessa matriisin nurkissa oleva 2 muuttuu 4:ksi, ja by ja by muuttuvat vastaavasti.
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Silloin seuraavat lauseet ovat samanarvoisia:

Au=g
ja

Vo eV :g(Au) =6(g).

Tata kutsutaan tehtdvin Au = g heikoksi muodoksi.

10.3.3 Delta-operaattorin bilineaarinen muoto

Oikeastaan emme tarvitse tutkia koko joukko V*, riittd& jos tutkitaan kaikki funktionaalit, jotka ovat muotoa

f>z/01/01v<x,y>f<x,y>dmy,

joissa v (x,y) toteuttaa jo esitetyt (periodiset) reunaehdot.

Siis nyt tehtdvian formulointi on 16ytda uw € V siten, ettd

P (Au) = by (9) (10.4)

kaikille v € V.

Osittaisen integroinnin avulla voimme kirjoittaa

1,1
//vumdmdy = / vum(l)dy //vzumdxdy,
o Jo 0

1,1

//vuyydxdy = / vuy //vyuydxdy
o Jo 0

Periodisen reunaehdon johdosta ensimmaéiset oikean puolen termit hévidvat, ja ynnddmalld saadaan

1ol 1ol
/ / U (Ugg + Uyy) dedy = 7/ / (Vguz + vyuy) dedy.
o Jo o Jo
1ol
—/ / (VaUa + vyUy) dady.
o Jo

¥ (u,v) = ¢, (Au) = ¢, (g / / (z,9) g (z,y) dedy.

Néin l6ydamme, ettd

Kutsutaan tita?

Nyt saamme tehtévin heikon formuloinnin (10.4) integraalikaavana

1,1 1 1
—/ / (vgug + vyuy) dedy = / / vgdxdy.
o Jo o Jo

Téssé kaavassa esiintyy vain funktioiden u, v paikan ensimméiset derivaatat: jos kirjoitetaan

v ou

— ox — ox
Vo= | Gy |Vue=1 a0 |

oy dy

(jossa V eli nabla on gradientti-operaattori) voidaan kirjoittaa

1,1 1 1
7/ / (Vv - Vu) dedy = / / vgdzdy.
0o Jo 0o Jo

4T4m& on operaattorin A bilineaarinen muoto.
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1 2 3 4 5

11...

.24 25

Kuva 10.4: Domeenin kolmiointi ja noodien numerot

10.3.4 Koefunktiot

Seuraavaksi erikoistetaan funktio v koefunktioiden sarjana. Olkoon sopivien koefunktioiden (laskettavan déreton)
joukko

E ={e1,ea,e3,...}.
Vaaditaan, etté kaikille e;:lle

11
1/J(u,ei):/0 /0 ge;dxdy. (10.5)

Tamén ongelman ratkaisemiseksi kirjoitetaan

o0
U =urey +uses +... = Zuiei.
i=1
Kiytinndssi kiyetdsin ddrettdmistd joukosta F vain dérellinen alajoukko E,, = {ej,eq,...,e,} C F, ja myds

u:n sarjakehitelmé katkaistaan. Nyt tehtdva on redukoitunut n kertoimen wuq,uo,...u, méidrittdmiseen n:lté
yhtalolta:

T 2%'617 (10.6)

Nyt diskretisoidaan domeeni D seuraavalla tavalla: jaetaan se kolmioihin, joilla on yhteiset reunat ja nurkka-
pisteet, ks. kuva.
Jokaiselle noodipisteelle i kiinnitetidn yksi koefunktio e;, joka on seuraavan nikoinen:

1. Jokaisen kolmion sisélld se on lineaarinen

2. Sen arvo on 1 noodilla ¢ ja 0 kaikilla muilla noodeilla

3. Se on jatkuva ja “pétkeittdin” differentioitava.
Ks. kuva.

Nyt yo. yhtéloryhmé (10.5) sijoitusten (10.6, 10.7) jélkeen on seuraavan muotoinen:

n n 1 1
Zz/}(ej,ei)uj:Zgj/ / eje;drdy, i =1,...,n,
j=1 j=1 “J0 J0
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Kuva 10.5: Koefunktio eg

eli matriisiyhtéloné:

Pu = Qg,
jossa
Uy 91
U2 . g2
u= . Jag=
Un In

Matriisit ovat

1,1
Py = lej,e)= */ / (Ve; - Ve;) dzdy,
o Jo

11
/ / eje;drdy.
o Jo

P-matriisi kutsutaan jaykkyysmatriisiksi ja Q-matriisi massamatriisiksi.

Qji

10.3.5 Matriisien laskenta

Matriisin P elementtien laskemiseksi tutkitaan kolmio ABC'. Koefunktiot ovat téssi tapauksessa jo aikaisemmin
esitetyt barysentriset koordinaatit:

rp T I roc Ta T A B X
Ys Yc Y Yo ya Yy Yya YB Y
1 1 1 1 1 1 1 1 1
€A = y €EB = , €C =
ra T IC rpa T XC rpa T XC
Yya Y Yo Ya Y Yo Yya Ys Yc
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ne ovat suoraan laskettavissa. Gradientit taas ovat

-1 Y Yc
Kl rA TB ZIcC 1 1
Vea=| % |ea = Ya Y Yc =
& 111 _| *B e
1 1
1
ra ITp IC r
YB — Yo
= ya YB Yc 3
11 1 L fo— B

ja niin edelleen gradienteille Vep ja Veg, syklisesti vaihtaen nimitykset A, B, C. Saadaan
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—2
rpa T IC 2
(Vea-Vea)= || ya ys yc H@H
ja
—2
Ta Tp o

—

(Vea-Vep)= || ya ys vc <ﬁ'CA>7

1 1 1
ja niin edelleen.

Gradientit ovat vakioita, siis integraali koko kolmion yli voidaan laskea kertomalla sen pinta-alalla, joka sattuu
rpa T XC
olemaan % ya yp Yyc |-Kun on laskettu

1 1 1
// (Vej - Ve;) dedy
A

kaikkien kolmioiden yli — kuusi arvoa kolmiota kohtaan —, ovat P-matriisin elementit helposti laskettavissa
summaamalla jokaisen koefunktioon kuuluvien kolmioiden yli. Koska néitd kolmioita on vain pieni lukuméaéré,
on matriisi P kaytdnnossd harva, mikd on huomattava numeerinen etu.

Termien e sep jne. laskeminen ja integroiminen kolmion yli Q-matriisin laskentaa varten jitetdén harjoitukseksi.

10.3.6 Tehtdvan ratkaiseminen

Seuraavasti:

1. Lasketaan (generoidaan) matriisit P ja ). Matlabissa on téitd varten valmiit apuvélineet

2. Lasketaan (ratkaistaan) funktiosta g (x,y) kertoimet g;, siis vektorin g elementit, yhtiloisté
11 1 p1

/ / 9(z,y)e; (x,y)dxdy=Zgi/ / ei (z,y)ej (z,y)dedy, j=1,...,n.
o Jo p o Jo

3. Ratkaise matriisiyhtilo Pu = Qg tuntemattoman u ja sen elementit u; varten

4. Laske u (x,y) = Y u;e;. Piirrd paperille tai kuvaruudulle.

10.3.7 Muunlaiset reuna-ehdot

Mikali reuna-ehdot on sellaisia, ettd avainasemassa olevassa osittaisessa integroinnissa termit

1 1
/ [V ]y dy + / [Uuy](l) de =
0 0

1

| @0 -0 0+
0
1

+ / (v(z,1)uy (z,1) — v (z,0) uy (x,0)) dz
0
eivit hividd, ovat nekin integraalit laskettavia reuna-elementtien yli: syntyy
! 0 ! 0
/O ¢j (0,y) 5-ei (0,9) dy,/o ej (1,y) 5-ei(1,y) dy,

1 ) 1 )
e;i(x,0) —e; (x,0 dac,/ ej(x,1) —e; (x,1)dx 10.8
| e @0 ges@ode. [ e g (105)

-muotoisia integraaleja, siis yksiulotteisia integraaleja domeenin reunaa pitkin. Tésséd tapauksessa on erotettava
toisistaan sisdisid noodeja ja elementtejé, ja reunanoodeja ja -elementteji. Y1l& olevat integraalit eroavat nollasta
vain, jos e; ja e; ovat molemmat reuna-elementtejé. Reunaehto annetaan usein seuraavassa muodossa:

u(z,y) = h(x,y) domeenin reunalla dD.
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T&mé& on ns. DIRICHLETIN reuna-arvotehtéava. Kirjoitetaan

h(z,y) = Z hiei (z,y)

kuten aikaisemmin u- ja g-funktioille.

Vaihtoehtoisesti NEUMANN-tehtédvé, jossa on annettu ratkaisufunktion normaaliderivaatta reunalla:

—u(z,y) = h(x,y) domeenin reunalla 9D.

on

Mikali reuna ei ole kaunis nelio, voidaan kiyttda GREENIN lause osittaisintegroinnin suorittamiseksi. Silloin
reunalle ilmaantuu taas integraaleja, jotka siséltéavit sekd itse koefunktiot e; ettd niiden ensimméiset derivaatat
reunan normaalisuuntaan %ej. Aivan kuten yll& (kaava 10.8) jo ndhtiin.

Myo6s yleistys kolmiulotteisiin tehtéviin ja ajassa kehittédviin tehtéviin, jossa on lisdulottuvuutena aika ¢, lienee
selvd. Siind tapauksessa on reunaehtojen sijasta — tai niiden liséksi — alkuehtoja.

10.4 Funktioavaruudet ja Fourier-teoria

Abstraktisessa vektoriavaruudessa voidaan luoda kanta, jonka avulla jokainen vektori voidaan kirjoittaa kanta-
vektoreiden lineaariyhdistelméné: Jos kanta on {e1, 3, €3}, voidaan mielivaltainen vektori r kirjoittaa muotoon:

3

r =r1€e] +rqes + rzes = E ;€.
i=1

Koska kolme kantavektoria aina riittéd, kutsutaan tavallinen avaruus kolmiulotteiseksi.

Vektoriavaruuteen voidaan maérittad skalaaritulo, joka on lineaarikuvaus kahdesta vektorista yhteen lukuun
(“bilineaarinen muoto”):

(r-s).
Lineaarisuus merkitsee, etté
(ar; + fra-s) = a(ri-s) + B (ra-s),
ja symmetrisyys, ettd
(res)=(s-1)

Jos kantavektorit ovat keskend&n ortogonaalisia, ts. (e;-e;) = 0 jos i # j, voidaan yksinkertaisesti laskea
kertoimet r;:

_ydred
r= o e)ez = ri€; (10.9)
j § i=1

i=1 v

Jos timin lisiksi vield (e; - ;) = |e;]|> = 1 Vi € {1,2,3}, ts. kantavektorit ovat ortonormaaleja — suure ||r]|
kutsutaan vektorin r normiksi — kaava 10.9 yksinkertaistuu edelleenkin:

3
r= Z(r-ei>ei. (10.10)

i=1

Tissé kertoimet r; = (r - e;).

Funktiotkin voidaan katsoa vektoriavaruuden alkioiksi. Jos mééritetdan kahden funktioiden f,g skalaaritulo
seuraavaksi integraaliksi:

77 =L [ teowa

0

on helppoa todeta ettéd yllaolevat vaatimukset skalaarituloon téayttyviét.
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10.5 Waveletit eli aallokkeet

Téamén vektoriavaruuden (funktioavaruuden) erds kanta muodostuvat ns. FOURIER-funktiot,

1
6—0> = 5\6 (k=0)
e = coskx, k=1,2,3,...
e sinkz, k=1,2,3,...

Tamé kanta on ortonormaalinen (todistus: harjoitus). Se on myés tdydellinen kanta, jota me emme todista.
Nyt jokainen funktio f (x) joka tdyttad tietyt vaatimukset, voidaan kehittdd kaavan (10.10) tapaan, eli

1 o0
f(z) = aoi\/i-i- Z (ag cos kx + by sin kx)
k=1

— tuttu FOURIER-kehitelmé — missé kertoimet ovat
1 271' 1 .
ap = <7'€—0>>:;/ f(ﬂf)i\/id»f:\@' (z)
0
1 s
ap = <7e_k>> = f/ f () cos kxdx
™ Jo

b = <7efk>>=l " (2) sin kadx

™ Jo

Tamé on tunnettu tapa miten FOURIER-sarjan kertoimet lasketaan.

10.5 Waveletit eli aallokkeet

Fourier-analyysissa kiytettyjen perusfunktioiden eli sinusten ja kosinusten haittapuolena on niiden ulottuminen
koko tarkasteludomeenin ylla nollasta eroavina funktioarvoina.

Usein toivotaan kéytettdviksi perusfunktiot, jotka eroavat nollasta vain rajatulla alueella. Tietenkin ylla jo
esitetyt finiittien elementtien perusfunktiot ovat sellaisia. Ne eivit kuitenkaan luonteeltaan ole “aaltomaisia”.

Ratkaisu tarjoaa waveletit. Wavelet eli aalloke on aaltomainen funktio, jonka tukialue on rajattu (en. bounded
support). Waveletteja on eri tasoisia; korkeampitasoisella waveletilla on pienempi tukialue, mutta se tarjoaa sillé
korkeampi resoluutio. Korkeampitasoinen wavelet saadaan matalampitasoisesta skaalamalla ja siirtdmdlla.

Kaiken yksinkertaisempi “emo-wavelet” ja hyvé esimerkki on ns. HAAR-wavelet. Sen muoto on
ljosO <2< %

Y (z) = —1jOS%<l‘<1
0 muualla .

Téasta saadaan sitten kaikki muut tarvittavat waveletit seuraavasti:
Vi () =229 (272 — k).
Siis wavelet 1; ; on 27 kertaa kapeampi kuin 1, V27 kertaa korkeampi, ja siirettynd vaaka-akselia pitkin k:n
verran oikealle.
Luku j kutsutaan resoluutiotasoksi, luku k sijaintiluvuksi.
Yhdesta emosta saadaan 2 ensimmisen tason, 4 toisen tason, 8 kolmannen tason tyttérié, jne.

On helppoa verifioida, ettd waveletit ovat ortonormaalia:funktioavaruuden “pistetulo” on

! ljosj=jjak=FK
(i Yjrwr) = / Vik (2) Yy (2) do = .
0 0 muulloin .

Tasta syystéd voidaan kirjoittaa mielivaltainen funktio seuraavaksi sarjakehitelméksi:

co 27—1

F)=>"3" firtin (@),

=0 k=0
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Y= lPO,O
1 . B
0 1
_1 e
| ~
W10 W11
1.4 e .:,A_AA_A.AHAA_A_AA_AA_A_H,:
0 : : 1
14 e e N —
a
W0 W1 W W3
o T
0 1
0.125 0.375 0.625 0.875
Kuva 10.6: Haar-waveletit
jossa kertoimet ovat
1
fik :/ [ (@)Y (x) dz
0
eli taas funktioavaruuden pistetulo (f - 1; x), f:n projektio akseliin ), .
Kokeillaan funktio
f(x) = sin 27x.
Lasketaan
0.5 1
(ftoo) = / sin 2wz —/ sin2mx =
0 0.5
0.5
= 2/0 sin2rx = —— [cos 27z, =
2
= — =~ 0.6366.
T
Myés (symmetria)
(f o) ={f ¥11) =0
ja
0.125 0.25
(f -20) = 2/ sin27rm~2d:r—2/ sin 27z - 2dx =
0 0.125
S [cos 2ma]0 ' + 1 [cos 2ma]0 %o, =
- 0 o 0.125
1 us 1 us s
= - (COSZ fcos()) + p (0055 — cos Z) =
1 1 1
= = (l—x/§+0—f2> —
s 2 2
1
= —(1-v2) ~—01318.
™
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10.6 Legendre and Chebyshev approximation

/ ' 0.3730

1.0

Kuva 10.7: Sinifunktio kehitettyni Haar-waveleteihin

Symmetria-argumentilla saadaan nyt

(f o) = % (\/5— 1) ~ 10.1318,
(f - tpop) = % (\/5— 1) ~ +0.1318,
(f-ta3) = % (1 - \/5) ~ —0.1318.

Tamén avulla voimme suorittaa synteesi: tulos on askelfunktio, jota on piirretty kuvassa.

Tulos on jokseenkin kantikas; kirjallisuudesta 16ytyy paljon “aaltomaisempia” waveletteja.HAAR-wavelettien ero-
tuskyvyn asteittainen, hierarkisesti kaksijakoinen parantuminen muistuttaa, miten GIF-kuva rakennetaan as-
teittain tietokoneruudulla, jos se tulee hidasta linjaa pitkin. Itse asiassa wavelettien eréds suuri sovellusalue on
juuri kuva-aineistojen tiivistdminen.

10.6 Legendre and Chebyshev approximation

10.6.1 Polynomisovitus

Jos meilld on tehtdviind approksimoida funktio, josta on annettuna mittausarvot vililld [—1,1], on looginen
lahestymistapa kayttda polynomisovitusta. Kuvaamme funktio seuraavasti:

f(x)= Z a;z’,
i=0

ja estimoimme kertoimet a;from the data. In practice, the series is truncated at ¢ = I: the approximation
obtained is then

I
F@) =Y au’
i=0
This can be written as an observation equation as
ag
ai
f(x):[l x x? x! a2
ar

Now, let us have observations regularly spread out over the interval [—1, 1], e.g., at the points —1,—0.5,0,4+0.5
and +1. Let us also assume, for the sake of example, that I = 3. Then the set of observation equations becomes

f(=1) 1 -1 1 -1

7(~0.5) 1 —05 025 —0125 | | ™
FO =11 0o o0 0 “
7(0.5) 1 05 025 0125 @2
Fa) 1 1 1 1 s
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The matrix in the above equation is A, the design matrix. From it, the normal matrix is calculated as

) 0 2.5 0

0 2.5 0 2.125
2.5 0 2.125 0

0 2125 0 2.03125

N=ATA=

Téamin matriisin konditioluku Apax/Amin & 50. Se on selviisti ei-diagonaalinen. Kokemuksen perusteella voidaan
sanoa, ettd polynomisovitus néissé tapauksessa sopii vain alhaisille polynomin asteluvuille I. Jo arvoille 1 > 12
alkaa ratkaisu olla niin huonosti konditionoitu, ettd numeerinen tarkkuus kérsii.

10.6.2 Legendre interpolation

See http://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials.

We can choose as base functions, instead of simple polynomials 1, z, 22, 2, ..., LEGENDRE® polynomials, which
have the useful property of orthogonality on the interval [—1,1]: if we formally define the inner product of two
functions f (z) and g (z) as the integral

(F7)= [ rwowa

then we can say for the LEGENDRE polynomials P, (x) ,that

<Pn.Pm>—/+1Pn(x)Pm(m)d£L’_ 0 m#£n
-1 2n2+1 m=n

The LEGENDRE polynomials are most easily generated by the following recursive relationship:
nP,(x)=—Mm—-1)P,2(x)+(2n—1)zP,_1 ().

In this way we find

PO (I) = 1a
P (zx) = u
3 1
P2 (Qj) = 51’2 — 5,
5 . 3
Ps;(z) = 51"3 2%

etcetera.

Now if we write our approximation of function f (z) as follows:

ap
ay

f(x):[Po(:E) Py (z) Py(x) --- PI(a;)] 61'2

ar

5 Adrien-Marie LEGENDRE, 1752 - 1833, French mathematician.
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10.6 Legendre and Chebyshev approximation

1.5 T T T
1 ////
- /
e /
_ -7 /
- _ - A
0.5\ e - , ]
i - ~ o _ - / ]
0F - oo 5! I
// _ -7 < So e //'» r
[ , - N .
/ _ - > _ -7
S Phe - _
-0.5 /, - PO _
// /’// Pl o
kT P —
Py -
Pos oo
_15 I I I
-1 -0.5 0 0.5 1

Kuva 10.8: Examples of LEGENDRE polynomials

Again choosing the values —1,—0.5,0,0.5 and 1 yields:

7 (=1.0) 1 -1 1 -1
~ a
f(=0.5) 1 —-05 —0.125 0.4375 0
~ a
F00o) |=11 0o -05 0 y
~ a
£(0.5) 1 05 —0125 —0.4375 ?
7(1.0) 11 1 1 “
and the corresponding normal matrix is
5 0 1.25 0
N_ATA_| O 25 0 1.5625
125 0 228125 0
0 15625 0  2.38281

Now, the condition number Ayax/Amin 18 6.25, a lot better than for simple polynomials!

The normal matrix looks approximately, but not precisely, diagonal. If we had a larger number of support points,
all spread uniformly over the interval [—1, 1], we would see the N matrix become very nearly a diagonal matrix.
(And even if some of the support points would be missing, the matrix would still be close to diagonal.)

What this means is that the polynomial approximation done this way is more stable even for very high polynomial
degree numbers. Evaluating each polynomial P, (x) for a given support point argument z can be done very
efficiently using the above given recurrence relationship.

10.6.3 Chebyshev interpolation
See http://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_approximation#Chebyshev_approximation, http://en.
wikipedia.org/wiki/Chebyshev_polynomials.

Another kind of polynomials often used for interpolation are CHEBYSHEV® polynomials of the first kind. They
can be formally defined as”

T, (z) = cos (narccos ). (10.11)

Like LEGENDRE’s polynomials, they are easily computed recursively:

Tt (x) = 22T, (x) — Ty (),

6Pafnuty Lvovich CHEBYSHEV, 1821 - 1894, Russian mathematician.
7T like in the French transliteration TSHEBYSHEV.
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-0.5

Kuva 10.9: Examples of CHEBYSHEV polynomials.

starting from Ty (x) = 1 and T3 () = x. The first few polynomials are:

To(z) = 1,

Ti(z) = =,

Ty(z) = 2221,
Ts3(z) = 4a° -3,

and so on.

Like LEGENDRE’s polynomials, also CHEVYSHEV’s polynomials satisfy an orthogonality relationship, but for a
different inner product: if we define

oz x
(7-7)- [, e 101

where we call (1 — xz)_l/ ? the weighting factor, we have

0 n#*m
d(t: s n=m =

/2 n=m#0

7 () T ()

It = | A

Again, we may approximate a function f as follows:

f(z)= > aiTi (), (10.13)

ao
f(a;):[:ro(x) Ti(zx) To(z) --- Ti(z) || a2

ar
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10.7 “Inversion-free” interpolointi

For the same case of observed function values in support points —1,—0.5,0,0.5 and 1 we get:

f(=1.0) 1 -1 1 -1
7(—0.5) 1 05 —05 1 a0
F00) |=|1 o -1 “
7(0.5) 1 05 —05 —1|]|®
7(1.0) 11 11 “
The normal matrix is
5 0 0 0
N_ATA_ |0 25 0 1|
0 0 35 0
0 1 0 4

with a condition number of Apax/Amin = 2.5, which is pretty good!

This all looks very interesting. .. but what is the advantage of using CHEBYSHEV approximation? To understand
that, look at the figure 10.9. Or look at equation (10.11). Each polynomial oscillates between the extremal values
+1 and —1. Compare this to LEGENDRE polynomials, which also oscillate, and at the ends of the interval 41
assume values +1 as well... but in-between they oscillate a lot less.

If we assume for a moment that the CHEBYSHEV expansion (10.13) converges rapidly, then we may say approxi-
mately, that the error is equal to the first neglected term:

o0

F@) = F@)= Y aTi(@) ~arnTim (@).

i=I+1

Where aj41 is a constant, and T741 (z) a function that is uniformly bounded from above by +1 and from below
by —1 on the domain [—1,1].

This demonstrates what CHEBYSHEV approximation is useful for: it constitutes uniform approximation, where
the error is absolutely bounded to the same value |aj41| all over the domain [—1, 1]. For this reason it is used,
e.g., in pocket calculators, or numerical libraries, for evaluating standard functions like sines and cosines and
logarithms. It is a way to guarantee that always the same number of computed decimals is correct, irrespective
of the argument value of the function chosen.

For comparison: if you look at the LEGENDRE polynomials drawn in Fig. 10.8, they are oscillating much less in the
middle than towards the end points 1. This means by the same argument, that the error of approximation will
also be larger towards the end points when using LEGENDRE approximation. The weight function (1 — :52)71/2
which is present in the CHEBYCHEV inner product definition (10.12) serves just to “force” the approximation to

become more precise there. The “floppy loose ends” of the approximation are suppressed.

10.7 “Inversion-free” interpolointi

Inversion-free interpolointi toimii yleensi silld tavalla, ettd prediktiopisteen ympéristosté poimitaan sopiva jouk-
ko datapisteitd ja lasketaan niiden arvojen painotettu keskiarvo. Painotus tapahtuu yleenséd datapisteiden etéi-
syyden jonkin potenssin mukaan.

Robusti menetelmé syntyy, jos otetaan prediktiopisteen ympéristosta yksi datapiste —ldhin piste — jokaisesta
kvadrantista.

10.8 Regridding

Jos joko geofysikaalinen kenttd on annettu sdannolliselld hilalla, jonka pistevili on Az, on tédmén hilan sisil-
taméassa signaalissa ldsnéd vain “taajuudet” tietyn rajan alapuolella. Lyhyin mahdollinen aallonpituus, joka hila
vield osaa ilmaistaa suhteellisen luotettavasti, on 2Ax. Tatd kutsutaan NYQUIST-limiitiksi.
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10.9 Spatiaalinen interpolointi, taajuusstatistiikka

Kirjallisuus:
[ , 8. 141-203]
[ , 8. 393-426]
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Luku 11

Pienimman neliosumman kollokaatio

Kirjallisuus:

[ | ss. 251-286.

11.1 Pienimman neliocsumman kollokaatio

11.1.1 Stokastiset prosessit

Kollokaatio on tilastollinen estimaatiotekniikka, joka ennustaa stokastisen prosessin arvoja, annettuna tietyt
realisaatioarvot havaintojen muodossa.

Olkoon s (t) stokastinen prosessi, jonka autokovarianssifunktio on C' (¢1,¢2). Olkoon lisiiksi prosessi stationaari-
nen, ts. C (t1,t2) = C (t2 — t1). Argumentti ¢ on yleensé aika, mutta se voi olla mitd tahansa parametri, esim.
matkan etéisyys.

Olkoon nyt annettuna tistd prosessista n havaintoa, s(t1),s(t2),...,s(t,); silloin niiden realisaatioiden, eli
stokastisen suureiden, varianssimatriisi voidaan kirjoittaa seuraavasti:

C(t1,t1) Clto,t1) -+ C(t1,tn)
Var(s;) = | C(tvt2) Clinta)

C(ti,tn) Clta,tn) -+ Cltn,tn)

Kéytetddn téhdn symboli C;;. Sekéd matriisin yhdelle elementille, C;; = C (¢;,¢;), ettd koko matriisille, C;; =
[C (ti,t;),4,5 =1,...,n]. Symboli s; taas merkitsee havainnoista s (¢;), i = 1,...,n koostuva vektori — tai sen
alkio s (¢;).

Huomaa, etté, jos funktio C (t2 — t1) on tiedossa, koko matriisi ja kaikki sen elementit voidaan laskea kun vain
kaikki parametriarvot t; on tiedossa.

Olkoon nyt ongelman asettelu se, etté pitiisi estimoida prosessin s arvo hetkelld (epookilla) T'. Kéytettivissi
on havainnot prosessista hetkill ¢;, siis s (¢;),i=1,...,n.

Samalla tavalla kun yll& laskettiin s (¢;)m ja s (t;) véliset kovarianssit (varianssimatriisin C;; alkiot), voidaan

my6s laskea s (T'):n ja kaikkien s (¢;), ¢ = 1,...,n véliset kovarianssit. Saadaan

C(T,t)

C (T,
Cov(s(1), st = | C T

C (f, tn)

Téhén voidaan taas kiyttéad merkintéd Cr;.

11.1.2 Signaali ja kohina

Téssé on hyvi muistaa, ettd prosessi s (t) on fysikaalinen ilmié josta olemme kiinnostuneita. Sellainen stokastinen
prosessi kutsutaan signaaliksi. On my6s olemassa fysikaalisia ilmititd jota ovan samalla tavalla kayttaytyvia,
mutta mistd me emme ole kiinnostuneita. Sellaisia stokastisia prosesseja kutsumme kohinaksi.
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Luku 11 Pienimmaén nelicsumman kollokaatio

Kun suoritetaan havainto, jonka tarkoitus on saada arvo suureelle s (¢;), saadaan todelllisuudessa arvo, joka ei
ole absoluuttisen tarkka. Me saadaan siis todellinen havainto

L =s(ti) +n,.

Téssé n; on stokastinen suure nimeltéd havaintovirhe eli kohina. Olkoon sen varianssi D;;; tdmé on aivan sa-
manlainen matriisi kuin ylla C;;. Ainoa ero on, ettd D kuvaa ilmion, josta emme ole kiinnostuneita. Yleensé on
turvallista olettaa, ettd kahden eri havainnon ¢;,¢; virheet eivdt korreloidu, jolloin D;; on diagonaalimatriisi.

11.1.3 Estimaattori ja sen virhevarianssi

Nyt konstruoidaan estimaattori

S(T) =) Arjty,
J

kéytettévissd olevien havaintojen ¢; lineaariyhdistelmé. Tdmén estimaattorin eldmén tarkoituksena on péadstd
mahdollisimman l&helle s (7). Siis minimoitava suure on erotus

S(T) = 5(T) = Ayt — s (T) = Ay (s(t;) +1;) — (7).

Téssi jatettiin kirjoitusmukavuuden vuoksi summausmerkki Y pois (EINSTEININ summauskonventio).

Tutkitaan tdmén erotuksen varianssi eli
Srr=Var (5(T)—s(T)).

Kaytamme hyviksi varianssien kulkulain, ylla annetut notaatiot seké tiedomme, etté tuskinpa havaintoprosessin
n, ja signaalin s vé&lilld ole olemassa mitédén fysikaalista yhteytté eli korrelaatiota. Nain:

Srr = Arj (Cjk + Djr) Mip + Crr — A Clp — CriAjp. (11.1)

11.1.4 Optimaalinen ja vaihtoehtoinen estimaattori
Valitse nyt

ATj =Cr; (CZ‘J‘ + Dij)il .
Silloin kaavasta (11.1):

Yrr = Cry; (Cij + Dij)il C]TT + Crr —

— Cri (Cy +Dyy)~! Clr — Cri (Cij + D)~ Cir =

= Cpr —Cri (Cij + D) ™" CjTT- (11.2)
Tutkitaan seuraavaksi vashtoehtoinen valinta
ATj =Cr; (Cij + Dij)_l + 5ATj.
Téssé tapauksessa saadaan
tr = Crr—Cri(Cy+ Dij)” Clp +

+ O6Ai;Clp + Cri6Ajp — SAr;Clp — CridAjp +

+ 6A7; (Cij + Dij) 6Ap =

= Oprr — Cri (Cij + Dij) ™ Clp + 6A7; (Cij + Dyj) 6A L.
Téssé viimeinen termi on positiivinen, koska matriisit C;; ja D;; ovat positiivis-definiitteja. Eli ¥/, > X,
paitsi jos dA7; = 0.

Toisin sanoen, jo annettu ratkaisu

Arj = Cri (Cij+Di) ™" = §(T) = Cri (Cij + Dyy) ' ¢

on tosiaan optimaalinen pienimméin nelidsumman (tarkemmin, virhevarianssin Y7 minimoimisen) merkityk-
Sessé.

78



11.1 Pienimmaén neliosumman kollokaatio

11.1.5 Stokastiset prosessit maan pinnalla

Pienimmén neliGsumman kollokaatio kiytetdan paljon maan pinnalla painovoima-arvojen ja painovoimakentén
muiden funktionaaliarvojen optimaaliseksi estimoimiseksi.

Jos pisteen P; — jonka sijainti on (p;, A;) — painovoima-anomalia kirjoitetaan Ag;, on kahden painovoima-
anomalioiden vélinen kovarianssi

Cov (Ag, Ag,) = Ciy.

Yleensé Cj; riippuu vain pisteiden P;, P; vélisestd etdisyydesté ¢; jos nédin on, puhutaan ésotrooppisesta proses-
sista Ag (@, A).

Suosittu kovarianssifunktio jota kdytetdin painovoima-anomalijoille, on HIRVOSEN kaava:

Co Co
O = = 11.3
) L+92/¢2 1+ s2/d?’ (11.3)
jossa Cy = C(0) ja d ovat painovoimakentin kéyttdytymistd kuvaavia parametreja. Cy kutsutaan signaa-

livarianssiksi, d korrelaatiopituudeksi. d kuvaa se tyypillinen etéisyys, jonka yli eri pisteiden painovoima-
anomalioiden vélilld on vield merkittivé korrelaatio. Metrinen etéisyys s &~ Ry ja d = Riy.

Jos nyt on annettuna n pistettd P;,i = 1,...,n, joissa on mitattuna painovoima-arvot (anomaliat) Ag;, voidaan,
kuten ylla, konstruoida varianssimatriisi

e CWa1) -+ CWn1)
var(ag) = | T O
| C) ) - Go
CO C21 Cnl
= 0:12 C.’O 0?2 = Oy,
e Con Gy

jossa kaikki C (1;;) lasketaan yll4 annetun kaavan (11.3) avulla.

Jos viela lasketaan my6s painovoimaltaan tuntemattomalle pisteelle Q:

C (Yq1)

C (q2)
Cov (Agg, Ag;) = ] = Cyj,

c ("/’Qn)
saadaan, tdysin samalla tavalla kuin ennen, pienimmdn neliosumman kollokaation ratkaisuksi:
~ -1
Agg =Cq; (Cjk + Djr) " Ag,,

jossa Ag L On pisteissé Py, k = 1,...,n suoritettujen painovoima-anomaliahavaintojen tulokset. Matriisi D, ku-
vaa taas niiden havaintojen tekemisen yhteydessi esiintyvé satunnainen havaintovirhe (epétarkkuus). Yleensi
saa olettaa, ettd D, on diagonaalimatriisi (havainnot eivdt korreloidu) ja lisdksi, ettd D;, < Cji: painovoi-
mahavaintojen tarkkuus on nykyisin parempi kuin 0.1 mGal, kun painovoimakentdn oma vaihtelu on luokkaa
50-100 mGal (eli Cy ~ 2500 — 10000 mGal?).

11.1.6 Painovoimakentta ja kollokaation sovellukset

Y114 selostettu pienimmén neliGsumman kollokaatiomenetelmé sovelletaan esim. painovoima-anomalioiden las-
kentaan pisteessé, jossa ei ole tehty mittauksia, mutta jonka ldhistolla on mittauspisteitd. Esim. jos lasken-
tatehtava edellyttdd, ettd painovoima-anomaliat olisivat saatavissa sdédnnoéllisen hilan solmupisteissd, mutta
todellisuudessa kaytettivissd olevat mittausarvot ovat vapaasti valittujen pisteiden arvoja — silloin joudutaan
kéayttdméaan kollokaatiotekniikka.

Kollokaatiota voidaan kayttd myos erityyppisten suureiden estimaatioon: esim. geoidikorkeuksien tai luotiviiva-
poikkeamien estimaatio painovoima-anomalioita kéyttden. Tdmé vaatii paljon kehittyneempi teoria kun se, jo-
ka téssé esitettiin. Ks. esimerkiksi http://www.uni-stuttgart.de/gi/research/schriftenreihe/kotsakis.
pdf.
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Kuva 11.1: HIRVOSEN kovarianssifunktio (parametriarvoille Cy = 19 = 1) ja vastaava semivarianssifunktio.
MARrKOV-kovarianssifunktio ja vastaava semivarianssifunktio

11.2 Kiriging

Kriging on pienimmén neliosumman kollokaation erds muoto, interpolaatiotekniikka.

Jos ldhdetddn ylla olevasta Hirvosen kaavasta (11.3), voimme laskea kahden pisteen P ja @ vélisen painovoiman
eron varianssi, seuraavasti:

Var{%f%} = Var{%}qLVar{%}fQCov{%,%}:
2
s O 200/
L+ (W/vo)” 1+ (¥/v0)
_ 2Cy?
Y2+ 43

Tilanteessa jossa ¥ < 1, saamme
Var {Agp - AgQ} ~ 20502 /2.

Toisaalta, jos 1 > 1y, saamme
Var {Agp — AgQ} =~ 2C).

Puolet tasta ilmaisusta, %Var {Agp — AgQ} , voidaan identifioida Ag:n semivarianssin kanssa. Tunnistamme

my0s g, tai ehkd muutama kertaa 1, "kynnyksend” eli “sill”; jossa semivarianssi tasoittuu vakioksi Cy.

Vaihtoehtoisesti voidaan kdyttdd MARKOVIN kovarianssifunktio, joka on mééritetty seuraavasti:
C ()= Coefw/%,
ja saamme
1 —
§Var {%—%} = Cy— Coe ¥V =

Co (1 — e_w/’l’o) .

Tapauksessa ¢ < g saadaan Cy1) /1)y, kun taas tapauksessa 1) > 1)y saadaan Cy. Huomaa lineaarinen kdyttéy-
tyminen pienille ¥n arvoille, miké eroaa HIRVOSEN funktion kvadraattisesta kayttdytymisestéd ja on tyypillista
“random walk” -tyyppisille prosessille.

Kriging on pienimmén neliosumman kollokaation versio jota kuvataan tdmén semivarianssifunktion avulla.
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11.3 Harjoitukset
11.3 Harjoitukset

11.3.1 Hirvosen kovarianssikaava

HIRVOSEN kovarianssikaava on o
0
1+ (spq/d)*’
missé (Ohion tapauksessa) Cy = 337 mGal® ja d = 40km. Kaava antaa kahden pisteen P ja @ painovoima-
anomalioiden vilistd kovarianssia:

C(spq) =

C (spg) = Cov (Agp,AgQ) .
spg on pisteiden vélinen etéisyys.
1. Laske Var (Agp) ja Var (AgQ) [Vihje: muista, ettd mééritelmén mukaan Var (z) = Cov (x, x)].
2. Laske Cov (Agp,AgQ> jos spg = 10 km.

3. Laske korrelaatio

Cov (%,%)

Jvar (80,) var (a50)

4. Toista laskut (osatehtdvit) 2 ja 3 jos spg = 80km.

Corr (%, %) =

11.3.2 Painovoima-anomalioiden prediktio

Olkoon annettuna kahden pisteen 1 ja 2 mitatut painovoima-anomaliat Ag; ja Ags. Pisteiden vélinen etéisyys
on 80 km ja niiden vélill4, samalla etdisyydelld 40 km molemmista, sijaitsee piste P. Laskettavana on pisteen
P painovoima-anomalia Agp prediktio-menetelmdlli. Prediktion kaava on

Agp = Cpi (Cyj + Dij) Ag,,
T
missid Ag; = { Agr Ago } on havaittujen anomalioiden vektori,

Var (%) Cov (%7%)

G = Cov (%,%) Var (%)

on sen varianssimatriisi, ja Cp; = | Cov (Agp, Agl) Cov (Agp, Agg) } on sen ja Agp:n vilinen kovarianssi-
matriisi. D;; on anomalioiden Agi, Age havaintoprosessin varianssimatriisi.

1. Laske (kaavana) matriisi C;;, olettamalla HIRVOSEN kovarianssikaava (edellinen tehtévd) ja parametriar-
vot.

2. Laske (kaavana) Cp;.

3. Laske (kaavana, auki kirjoitettuna) A/g\p. Oleta, ettd D;; = 0. (C;;-matriisin k&&nnds on mahdollista
paperilla mutta saatte kiyttdd Matlab tms.)

4. Laske (kaavana) prediktion varianssi (Huom. C;p = CF,):

2 —1
mpp = Cpp — CpiC;; Cjp

11.3.3 Painovoiman prediktio (2)

Olkoon taas kahden pisteen 1 ja 2 mitatut painovoima-anomaliat Ag; ja Ags. Nyt kuitenkin pisteet 1, 2 ja P
sijoittuvat suorakulmaisessa kolmiossa, niin, ettd suora kulma on pisteen P kohdalla, ja pisteen P etaisyydet
pisteisti 1 ja 2 ovat edelleen 40 km. Pisteiden 1 ja 2 vilinen etiiisyys on nyt vain 40v/2 km.

1. Laske Cy;, Cpi, Agp ja m%P.

2. Vertaile edellisen tuloksen kanssa. Johtop#tos?
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11.3.4 Kollokaatio-esimerkki aika-akselilla

On annettuna, etté signaalifunktion s (¢) kovarianssifunktio kahden hetken ¢; ja to vélilld on
Co
lltz—ta] )’

(1 te5)

jossa vakiot Cyp = 100mGal ja At = 10s. On annettuna havaintosuureen

Ca—t1) =

ﬁi = §(ti) +n,;

Vastaus:

Cll C(21

5= [ Ca O } Ciz C2

arvot: t1 = 25s, ¢1 = 25mGal ja to = 358, ¢ = 12mGal. Laske pienimmiin neliosumman kollokaatiolla § (t3),
jossa
011 = 022 =100 mGal,

jos ts = 50s. Saa olettaa, ettd n; = 0, eli havainnot ovat tarkkoja.
-1
4
b |’
100

012 = 021 = 71()1’11(}&1 =50 mGal,
1+ 15

100 1000
C31 = —5 mGal = —_—mGal = 28.57 mCal
1+ 2 35

100
032 = 1-‘,—7& mGal = 40 mGaL

10

siis:

—1
~ 100 50 25
5 = [ 98.57 40 } [ o 100 1 l o ]-—

- —JL—[ 28.57 40 } S I
150 ' -1 2 12 |

1045.86
= 50 6.97 mGal.
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Luku 12

Eri hyodyllisia analyysimenetelmia

Monessa kidytdnnon tasoitus- ja vastaavissa ongelmissa pitdd manipuloida suuret yhtéloryhmét. Myo6s geofysi-
kaalisissa sovelluksissa tarvitaan tasoitus- tai muita analyysimenetelmié arvokkaan, tarkeéan tiedon erottamiseksi
ja ei-tdarkeén tiedon poisjattamiseksi. Kaytetyt menetelmét ovat myos oltava numeerisesti stabiileja.

Niisséd tapauksissa alla esitetyt tekniikat voivat olla hyddyksi. Ne esitetddn kdytdnnon kannalta; tyypillisesti
nopeat kokeilukielet kuten Matlab tai Octave siséltdvit kayttokelpoisen implementaation. On aina parempi
kokeilla néitd ennen kuin kiytetddn resursseja tuotantovalmiin sovelluksen koodaamiseksi.

12.1 Ominaisarvojen ja -vektoreiden laskenta

Ominaisarvotehtéiva formuloidaan seuraavasti
[A—X]x=0, (12.1)

médritettdvand on kaikki arvot \; — ominaisarvot — ja vastaavat vektorit x; — ominaisvektorit — joille tdma
péatee. Matriisi A is n X n ja vektori x on dimensioltaan n.

Suureiden A; mééritys tehdain muodollisesti laskemalla determinantti:
det[A — X =0.

Tamé on n:nnen asteen yhtélo jolla on n juuria — jotka saattavat hyvinkin olla kompleksisia. Kun ne ovat
ratkaistuja, ne sijoitetaan takaisin, ja jokainen tuottaa lineaarisen yht&loryhmén

[A— All]xl =0

josta x; ratkaistaan.

12.1.1 Symmetrinen (itseadjungoitu) tapaus

Jos A on symmetrinen, siis A = AT, eli itseadjungoitu, eli (Ax -y) = (x - Ay), tai vastaavasti, matriisikielells,
xT ATy = xT Ay kaikille x,y, voimme niyttis, ettd ominaisarvot ovat reaaliarvoisia ja niille vastaavat ominais-
vektorit keskenddn ortogonaalisia. Néin: olkoon \; vektorin x; kanssa, ja A; vektorin x; kanssa. Silloin saamme
ylldolevasta

Aixg = Axy,

)\ij = AXj.
Kerro ensimméinen yhtélé vasemmalta x;:1la, ja toinen oikealta x;:1la. Tulos:

Xi(xjoxi) = (x50 Ax)
<AX]‘ . Xi> .

>
<
£
S,
Z

I

Vihenni toisistaan:
(Ai = Aj) (xj-x;) =0

kéyttamallda hyvéksi matriisin A itse-adjungoituneisuutta. Jos meilld nyt on kaksi eri ominaisarvoa A; # A;, on
pakko olla
<Xj : Xi> =0,
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Luku 12 Eri hyodyllisia analyysimenetelmié

toisin sanoen, x; L x;. Jos A\; = A;, meilld on degeneraatio, mutta voimme aina 16ytéé kaksi vektoria x; ja
x; jotka virittévit kaksiulotteista aliavaruutta joka koostuu kaikista vektoreista joille ominaisarvotehtévéllé on
ratkaisu télla ominaisarvolla.

Voimme koota kaikki ndmé& ominaisvektorit x;,7 = 1,...,n matriisiin R sarakkeina:
R = X1 e X; e Xn :| .

Koska silloin
1 1=3
T J
X Xj) =X; Xj =0 =
(s 3)) = I, = 3 {Oi#j
meilld on myos
RTR=1,
toisin sanoen, R on ortogonaalinen matriisi.

Koska kaikki R:n sarakkeet tdyttivit yht&lod (12.1), vaikkakin eri arvoille \;, saamme kirjoittaa
[A—AJR = 0,

where nowmissé nyt A on ominaisarvoista koostuva péélavistdjamatriisi: A = diag (A, A2, -, A,). Kerro va-
semmalta matriisin R7 kanssa:

RTAR = RTAR = A,
matriisin R ortogonaalisuuden vuoksi. Néin olemme 16ytéaneet kiertomatriisia joka muuntaa A pddakseleille:
A = RART,

jota saadaan helposti kertomalla vasemmalta matriisilla R ja oikealta matriisilla R”, seki havaitsemalla, etté
RRT = 1.

12.1.2 Potenssimenetelma

Usein haluamme laskea vain matriisin suurinta ominaisarvoa. Silloin hyva menetemé on “potenssimenetelmé”.

Jos matriisimme on A, valitsemme alkuvektori x ja kerromme sen toistuvasti matriisilla A, tuloksena
A"x, n — oo.

Taméa konvergoi ominaisvektorille x; joka kuuluu suurimpaan ominaisarvoon Ap, mitd sen jdlkeen saadaan
lasketuksi kaavalla

N

= lim ——-.
b [l

Matriisin pienimmén ominaisarvon saa laskettua samalla tavalla soveltamalla menetelmé kadnteismatriisille
AL
Huomaa, ettd A™ ei viillttdméttéd ole laskentakelpoista suurille arvoille n: voi tapahtua ylivuoto (jolloin ohjelma
kaatuu) tai alivuoto (jolloin menetetén tarkkuutta). Siksi pitdd wudelleen skaalata vélitulos A™x jokaisessa
laskennan askeleessa.

12.2 Singulaariarvohajotelma (SVD)

12.2.1 Periaate

Singulaariarvohajotelma kirjoittaa mielivaltainen matriisi A kolmen matriisin tulona:
A=USV".

Tassd matriisi S edustaa ilmion komponenttien suuruutta kun taas matriisit U ja V edustavat rotaatioita — ne
ovat molemmat ortogonaalisia'. S on diagonaalimatriisi (tarkemmin, diagonaalimatriisi johon voi olla lisétty
nollia sisdltévid sarakkeita tai -riveja.).

Huomaa, ettd tamé toimii mielivaltaisille matriiseille. A saa olla suorakaiteinen, ts. sarakkeiden ja rivien m&aré
saa olla eri, ja siiné saa olla rangivajaus. Jos A:n dimensiot ovat n x m, silloin U on n x n -kokoinen ja V on
m x m -kokoinen. Matriisi S on samankokoinen kuin A.

1Bl UTU = UUT = I ja samoin V:lle.
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12.2 Singulaariarvohajotelma (SVD)

12.2.2 Nelion muotonen matriisi

Jos A on nelién muotoinen, voimme laskea matriisin A determinantti:
det A = det U det SdetV,
ja koska ortogonaalisen matriisin determinantti on aina +1, saadaan

det A = +det S.

S-matriisin alkiot sen pa#lavistéjialla ovat samalla sen ominaisarvot:

det S = ﬁ )\7;,
i=1

jossa n on S:n koko eli sarakkeiden ja rivien méara.

Tastd ndkyy, ettd jos S:n joku ominaisarvo on nolla, silloin det S = 0 ja pakosta myos det A = 0, eli A on
singulaarinen.

Kéaidnteismatriisin laskeminen:
AT = = (wsvT) T = (v st = Vst

Siis, kddnteismatriisin SVD:114 on samat U ja V' kuin alkuperdismatriisin SVD — vain niiden roolit on vaihtuneet
kesken#sn. Matriisin S~! laskeminen on triviaali: jokainen livist#ji-alkio on S:n vastaavan lavistdji-alkion
kadnteisluku. Tamé tietenkin edellyttad, ettid ne kaikki ovat # 0!

12.2.3 Yleinen matriisi

Geometrisesti voimme sanoa, ettd rotaatiomatriisit U ja V kddntdvit matriisi A “padakseleihin”, jonka jalkeen
jokainen akseli on riippumaton toisista: jokaisella akselilla on oma kerroin \;. Tarkemmin, U:n sarakkeet ovat
matriisin AAT, ja V:n sarakkeet, matriisin AT A ominaisvektorit. Molemmat viimemainitut matriisit ovat nelion
muotoisia ja symmetrisii.

Voimme kirjoittaa AT A = (USVT)T USVT = vSTUTUSVT = VSTSVT, josta nikyy, ettd tdmin matriisin
ominaisvektorit ovat V:n sarakkeet ja sen ominaisarvot ovat m x m-kokoisen matriisin S7'S:n ominaisarvot. Ne
ovat S-matriisin omien ominaisarvojen neliét. Todistaminen, etti AA”:m ominaisvektorit ovat U:m sarakkeet,
sujuu samalla tavalla. Huomaa, ettd jos m > n, silloin AAT:lla on |m — n| nolla-ominaisarvoa, kuten AT A:lla
jos m < n.

Yleisessd tapauksessa matriisin S muoto on yksi seuraavista, riippuen siitéd, onko n < m vai n > m:

oy -
A \ A1 0 0
[(Z) "o 0 |’ RO :
An | O 0
L0 - 0 |
Silloin, jos hajotamme my&s matriisit U ja V' sarakevektoreiksi,
U:|:u1 U un}’ VZ[vl ve oo vy |

voimme kirjoittaa
min(m,n)

A= Zl )\iu,-v,-.

Téamé kehitelmé selittdd, mistd nimi “singulaariarvohajotelma” tulee: A\; ovat ominais- eli singulaariarvot, jér-
jestettyné laskevan itseisarvon mukaan.
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f(z,t) =sinjzsinit + sinzsint

e

N

SN
S

)
5
S
S
S5
7

2
<5557
2
S
S5
507
7

X
X

Kuva 12.1: Funktio sin %x sin %t + sinx sin t.

12.2.4 Sovelluksia

Sovelluksissa usein on kyse siité, ettd A-matriisi siséltdd havaintoarvoja : alkio A;; = A(x;,t;) jossa x;,i =
1...n on paikkaja ¢;,j = 1...m aika. Téssd tapauksessa V:n sarakkeet, Vi; = Vi (x;) ,4 = 1...n ovat jokaiselle
k-arvolle eri paikan kuvioita, ja Uy; = Uy (t;),7 = 1...m ovat vastaavasti eri aikasarjoja myos jokaiselle k-
arvolle. Jokaisella spatiaalikuviolla on oma aikasarja, jolla on sama k-arvo ja amplitudi Sgg.

Niin SVD on hyodyllistd geofysikaalisia ilmioitd analysoidessa, jotka riippuvat sekéd paikasta ettd ajasta. S-
matriisin vastaava alkio Sk = A kuvaa ko. kuvion/aikasarjan vahvuutta koko ilmién osana.

Esimerkki: valtameren vuorovesilitke. 4;; on vuoroveden kokonaisamplitudi paikalla z; (joka on siis kaksiulot-
teinen, z; = (¢, ), € R?), ajanhetkell t;. Ratkaisut ovat vuoroveden eri komponentit, esim. k = 1 puolivuoro-
kautinen kuuvuorovesi, k = 2 puolivuorokautinen aurinkovuorovesi, jne.

12.2.5 SVD kompressiomenetelmana

Ainoastaan komponenteilla joilla on merkittdva osuus kokonaissignaalissa on Sk 2 0. Ne S:n alkiot jotka
ovat kdytdnnossd 0, voidaan poistaa S-matriisista, ja vastaavasti rotaatiomatriisien U ja V merkitsettomét
sarakkeet. Itse asiassa tdmé on paljon kiytetty kompressiomenetelmd: A;; = A(x;,t;) voi olla videokuva, ja
U,V ja S voivat olla yhdessid huomattavasti pienempid kuin alkuperdinen A!

Voimme my6s tarkastaa kehitelméa
min(n,m)

A= Zl )\iuivi.

Realistisessa tapauksessa ominaisarvoista monet ovat hyvin ldhelld nollaa, ellei suorastaan nolla. Ellivét ole
nolla johtuu se yleensé siité, ettd késitelty aineisto on kohinainen. Poistamalla kaikki ominaisarvot jotka ovat
absoluuttisesti pienempi kuin sopiva raja-arvo, saadaan matriisi A myos suodatetuksi kohinasta. SVD on siis
myd6s datan siistimismenetelmd.

12.2.6 Esimerkki (1)

Kiytdmme téssi esimerkkiné yksiulotteinen véridhtelevd kammio kahden peilin vilissi z € [0, 27). Aikaulottu-
vuus ¢ voisi olla ddretén, mutta rajoitamme senkin nyt téssd véliin ¢ € [0, 27). Oletamme, ettéd aaltofunktio on
kahden vérdhtelyn summa:

11 o
f(x,t) =sin %sin §t + sinzsint.
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12.2 Singulaariarvohajotelma (SVD)

Aaltoliikettd kuvaava matriisi A nyt on, jos valitsemme 5 x 5 tukipistettd nelion muotoisella domeenilla:

0 0 0
—0.500 0.707  1.500
0.707 1.000  0.707
1.500 0.707 —0.500
0 0 0

N

I
o oo oo
o oo oo

Téssé olemme séilyneet kolme desimaalia (arvo 0.707 on arvon %\/5 katkaisu).

Suorittamalla SVD tilla matriisilla saa

0 0 0 1.00000 0
—0.70711 —0.50000  0.50000 0 0
U= 0 -0.70711 -0.70711 0 0|,
0.70711 —0.50000  0.99992 0 0
0 0 0 0 1.00000
2.00000 0 0 0 0
0 1.99985 0 0 0
S = 0 0 0.00015 0 0 |,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
ja
0 0 0 1.00000 0
0.70711 —0.50000  0.50000 0 0
V= 0 —-0.70711 -0.70711 0 0
—0.70711 —0.50000  0.99992 0 0
0 0 0 0 1.00000

Kun tarkastetaan S-matriisi, ndhd4én kaksi isoa ominaisarvoa 2 and 1.99985, joiden jélkeen paljon pienempi
0.00015. Tamé pienempi arvo on numeroiden pyo6ristdmisen seuraus, kuten on suoraan verifioitavissa toistamalla
laskenta suuremmalla desimaalien m#arilla matriisissa A.

Jos pidetéddn ainoastaan ensimmaéiset kaksi termié, voidaan laskea

0 0 0 0 0

0 —0.50004 0.70705 1.49996 0
A=USVT = |0 070705 099992 0.70705 0 |,

0 1.49996 0.70705 —0.50004 O

0 0 0 0 0

ldhelld alkuperdismatrisia.

12.2.7 Esimerkki (2)

Lahdetdan Merentutkimuslaitoksen mareografiaineistosta 1943-1968, ks. taulukko 12.2.

Olemme suorittaneet sigulaariarvohajotelman t#lld datalla taulukkona A. Singulaariarvot, matriisin S
paalédvistaja-alkiot, annetaan taulukossa 12.3 laskevan suuruuden jérjestyksessa.

Nidhdéaén, ettd on noin kolme dominoivaa arvoa, ja loput on tasaisesti paljon pienempi.

Saadakseen selville, mitd datassa olevia kuvioita ndmé singulaariarvot edustavat, olemme piirténeet vastaavat
matriisin V' sarakkeet, jotka edustavat spatiaalisia kuvioita joissa kaikki 13 mareografia ovat mukana. Jokaisen
sarakkeen pituus on 13. Piirrokset ovat kuvassa 12.2.

N&ahd&an, ettd ensimméinen singulaariarvo, vaakaviiva, edustaa kaikkien mareografien yhteistd moodia: Itdmeren
vedet jotka liikkuvat ylos ja alas yhdessé, ldhes samalla tavalla joka paikassa. Tdémé& moodi edustaa Itdmeren
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Taulukko 12.1: Suomalaiset mareografit

Mareografi | Latitudi | Longitudi
1 | Hamina 60.56 27.17
2 | Helsinki 60.15 24.97
3 | Hanko 59.83 22.97
4 | Degerby 60.03 20.39
5 | Turku 60.41 22.10
6 | Rauma 61.13 21.48
7 | Méantyluoto 61.60 21.48
8 | Kaskinen 62.39 21.22
9 | Vaasa 63.10 21.57
10 | Pietarsaari 63.72 22.70
11 | Raahe 64.70 24.50
12 | Oulu 65.03 25.43
13 | Kemi 65.75 24.55

kokonaisvesivolyymid, johon vaikuttaa ldhinné veden sisdéntulo ja ulosmeno Tanskan salmien kautta, jokiveden
tulo, seké sadanta (haihdunta on pieni).

Toinen ja kolmas moodi ovat hyvin samanlaisia, vaikkakin erinéikoisid. Ne edustavat vedenpinnan (taso-)kallis-
tuksia, ns. “kylpyammemoodit”. Kuten argumentoitiin julkaisussa [ ], ndmé kolme moodia
yvhdessé selostavat ldhes koko Itdmeren pinnan vaihtelevuutta pystysuunnassa.

Me voimme testata tdméd hypoteesi. Siilytetddn S-matriisissa vain ensiméiset kolme singulaariarvoa
(padlavistiji-alkiota), ja nollattan loput. Sen jilkeen lasketaan A—USVT, missd S on niiin katkaistu S-matriisi.
Niin saadut jaannosvirheet, jotka edustavat kaikkea signaalia, jota ensimméiset kolmet moodit jattavat selit-
taméattd, ovat annettuna taulukossa 12.3.

Tamén kuvan yksikkoé on millimetrejd. Ndemme, ettd suurimmat jadnnosvirheet ovat £21 mm. Useimmat jaén-
nosvirheet ovat vilissd £10mm. Vertailun vuoksi, vain ensimmaéisen sigulaariarvon (yhteisen moodin) poisto
jattdd monet jadnnosvirheet yli £50 mm, erityisesti Pohjanlahden ja Suomenlahden pohjukissa.

Kuvan oikealla puolella ndkyy koe, jossa lisédttiin karkea virhe yhteen havaintoarvoon. Se tulee ndkyviin poik-
keamana. Kuitenkin on syyté olla huolellinen kéyttdessid SVD karkeiden virheiden 16ytovilineené: jos rekon-
struktiossa on mukana monta singulaariarvoa, voi yksi niistd “absorboida” karkean virheen, ja se vaaristda koko
ratkaisun.

Piirretéén vield yhteinen moodi ajan funktiona, laskettuna seuraavasti:
1 m
h(t)UinSii— Y Vii.
(z) 7l llm ; k1

Ks. kuva 12.4, missd my6s vertailun vuoksi Hangon ja Kemin aikasarjat. Ndemme, ettd veden yleispiirteinen
kayttdytyminen on hyvin mallinnettu.

12.3 P&aikomponenttianalyysi (PCA) eli Empiirisia ortogonaalisia
funktioita (EOF)

Tamé menetelmd on 1&helld SVD:té. Tarkastele taas havaintojen matriisi A;; = A (x;,t;), ja nyt oleta, ettd
se sisdltdd, el raakahavaintoja vaan poikkeamia jostain keskiarvosta tai yksinkertaisesta malliarvosta. Silloin
voimme generoida (empiirisen) varianssi-kovarianssimatriisin, seuraavalla yksinkertaisella toimeenpiteelli:

Q = ATA

eli

Qir = ZA (@i, t5) A(xg, t;).
=1
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12.4 RegEM-menetelma

Taulukko 12.2: Mareografidataa Suomen rannikolta, vuodet 1943-86. Vuoden keskiarvot. Vuodet 1949 ja 1953
puuttuvat epéatiydellisina.

A = [2083,2060,2035,1994,2030,1972,1972,1970,1964,1938,1969,1996,2011; %1943
1998,1987,1973,1933,1964,1896,1899,1894,1885,1856,1880,1906,1936; %1944
1986,1978,1971,1928,1933,1880,1877,1858,1849,1810,1827,1850,1850; %1945
1952,1935,1922,1882,1893,1849,1848,1839,1819,1799,1827,1869,1867; %1946
1832,1827,1807,1763,1767,1725,1718,1701,1700,1656,1686,1720,1722; 71947
2042,2006,1992,1942,1955,1908,1902,1885,1869,1849,1885,1906,1929; %1948
1977,1972,1955,1914,1920,1872,1866,1854,1820,1810,1829,1862,1862; %1950
1847,1830,1812,1782,1786,1742,1737,1732,1701,1699,1730,1769,1769; %1951
1997,1963,1959,1912,1919,1870,1850,1831,1801,1781,1808,1845,1848; 71952
1933,1912,1888,1835,1847,1795,1784,1779,1742,1712,1759,1801,1794; %1954
1996,1975,1945,1883,1896,1830,1814,1786,1764,1726,1765,1807,1786; %1955
1966,1951,1923,1871,1876,1811,1793,1768,1747,1697,1740,1762,1753; 71956
2008,1985,1953,1887,1900,1840,1822,1795,1768,1725,1777,1812,1799; %1957
1914,1900,1881,1824,1832,1769,1745,1717,1690,1647,1689,1741,1721; 71958
1853,1842,1824,1767,1768,1711,1688,1663,1644,1603,1656,1692,1683; %1959
1772,1778,1770,1721,1723,1669,1635,1608,1573,1530,1572,1605,1590; %1960
2036,2004,1977,1922,1943,1873,1851,1824,1799,1764,1817,1852,1843; %1961
2004,1980,1951,1882,1891,1825,1802,1772,1750,1708,1786,1819,1786; %1962
1860,1829,1804,1738,1750,1683,1661,1626,1603,1569,1610,1662,1637; %1963
1964,1930,1894,1824,1843,1762,1747,1720,1696,1675,1719,1766,1759; %1964
1895,1891,1865,1798,1804,1733,1702,1670,1638,1607,1637,1693,1657; %1965
1857,1847,1825,1761,1778,1709,1684,1655,1627,1597,1639,1712,1670; %1966
2024,2012,1980,1916,1927,1860,1841,1806,1782,1748,1796,1850,1834; %1967
1886,1868,1840,1768,1776,1700,1648,1642,1615,1578,1616,1658,1645] ; %1968

Téasséd olemme keskiarvostaneet ajan yli saadaksemme spatiaalisia kovariansseja. @@ on nelion muotoinen,
positiivis-definiitti matriisi johon voimme soveltaa SCD:té, tai yksinkertaisemmin, kiertié se paiaakseleihin:

Q = RART,

jossa R on ortogonaalinen matriisi ja A diagonaalinen ominaisarvojen matriisi. Jokainen R:n sarake nyt edustaa
spatiaalista kuviota; vastaava ominaisarvo A; A -matriisista edustaa sen vahvuutta. Koska spatiaalikuviot eiviit
ole korreloituja (eli matriisin R sarakkeet ovat ortogonaalisia) on nimitys “empiiriset ortogonaaliset funktiot”
ymmarrettavaa.

Kéytannon tilanteissa usein vain muutama selkeésti nollasta eroava ominaisarvo sailytetddn; muut heitetdén
pois,miké pienentii matriisit A ja R (josta tulee nyt suorakaide). Tdmé& ratkaisu edustaa alkuperiisdataa
hyvalld tarkkuudella, mutta datan méaréd on vain murto-osa alkuperiisestd. Se on siis taas kompressiotekniikka.

Analysoidaan sama mareografidata kuin aiemmin SVD:1l4. Nyt annetaan varianssi-kovarianssimatriisin ominai-
sarvot, ja sen jadnnosvirheet kun kédytetdén vain kolme dominanttia ominaisarvoa. Tdmé on signaalin “energia”
jota jaa “selostamatta” nailtd padkomponenteilta.

Pa#tos montako padkomponenttid on siilytettava — eli mité on signaali ja mitéd kohina — on hieman mielivaltainen
ja riippuvainen kayttotarkoituksesta.

12.4 RegEM-menetelma

RegEM (Regularized Expectation-Maximation) on péddkomponenttianalyysin variantti jossa datassa voi olla
aukkoja mielivaltaisissa paikoissa, ja aukot tédytetddn optimaalisella tavalla ldhtemalld ei-puuttuvista datasta
lasketulta varianssi-kovarianssimatriisilta. Sen jilkeen péivitetdén varianssi-kovarianssimatriisi, nyt ottamalla
tayttodata mukaan, huolellisesti silméallédpitden tdyttdmisen aiheuttamaa epdvarmuutta. Menetelmé iteroidaan
kunnes saavutetaan konvergenssia.

Tarvittava Matlab-koodi 16ytyy Tapio Schneiderin webbisivulta, http://www.clidyn.ethz.ch/imputation/
index.html. [ L
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Luku 12 Eri hyodyllisia analyysimenetelmié

Taulukko 12.3: SVD:n tuottamat singulaariarvot laskevassa suuruusjirjestyksessé.

1| 32163.6050
2 377.3280
3 99.2063
4 52.3408
5 37.3715
6 32.1409
7 29.5212
8 26.3864
9 22.2418
10 19.6933
11 17.5263
12 10.6901
13 9.1831

Taulukko 12.4: Padkomponenttianalyysin varianssi-kovarianssimatriisin ) ominaisarvot, laskevassa suuruus-
jarjestyksessa.

98762.0346
3398.0554
419.6834
92.7742
57.5507
43.4691
37.7828
27.1429
18.6642
16.3040
11.9502
4.7022
3.2739

© 00 O U W N

—_ = =
w N = O

12.5 Matriisimenetelmia

12.5.1 Choleskyn hajotelma

Choleskyn hajotelma soveltuu symmetriseen positiivis-definiittiin matriisiin: annettuna matriisi A, 16ydd matriisi
I jolle
A=T1T7.

Yleisessa tapauksessa kompleksinen matriisi A on oltava hermiittinen, ts. AT = A" = A, missé  on hermitointi-

operaattori: kompleksin konjugaatin ja transponoinnin yhdistelmé.Silloin hajotelma on

A=Trt=T1T".

12.5.2 LU-hajotelma
Taméi merkitsee annetun matriisin A kirjoittaminen yli- ja alakolmiomatriisin tulona:
A=LU,

eli
A=LDU,

jossa D on paalavistajamatriisi.
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Kuva 12.2: Spatiaalikuviot SVD:n 10ytdméssé ensimmaéisessid kolmessa singulaariarvossa. Vasemmalla, vaaka-
akselissa mareografin numero; oikealla, maantieteellinen kuva.

http://en.wikipedia.org/wiki/LU_decomposition.
Kéaytdmme 3 x 3-matriisin tapaus yksinkertaisena esimerkkiné:
air a2 a3
A= | ao1 az a3
asi1 az2 as3

Redukoidaan téméi matriisi viithentdmilld toisesta rivistd, asi/ai; kertaa ensimméisti rivid, ja kolmannesta
rivisti, asi/a1; kertaa ensimméisté rivid. TAmé on sama asia kuin kertominen seuraavalla matriisilla:

1 00
Ly=| -2 10
!

aii1
Seuraavasti redukoidaan vihentédmilld kolmannelta riviltd toinen rivi kerrottona ilmaisulla agza/ags, jossa aalto-
viiva kertoo, ettd namaé alkiot tulevat ensimmaéisesté reduktio-askeleesti: aza = azo— Z—ﬁau ja aga = agg — %042.
Tamé taas on samanarvoinen kertomisen kanssa seuraavalla matriisilla:

1 0 0
Lo=10 1 0
0 -2 |
Nahdaén, ettd L = LoLq on taas alakolmiomatriisi:
1 0 0
L= — 421 1 0
ail o o
_ a3 | @21a32 _ 332
ail a1l a2 az2
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Hamina
! Helsinki
a DHan%m —
15k Y il egerby
A F Turku

B Rauma
./ |Mantyluoto
- 4 Kaskinen
Y . Vaasa
- Pietarsaari -~ 0r

Kuva 12.3: Jadnnosvirheet sen jélkeen, kun ensimmaéiset kolme singulaariarvoa on postettu. Yksikko mm.
Oikealla: 50 mm:n karkea virhe oli lisétty Méntyluodon aikasarjaan epookkiin 12.

Common mode
2050 T T T T
Common mode

L Hanko —
2000 Kemi

1950 - T

1900 - .
1850 - .
1800 [~ T
1750 - T
1700 - T
1650 - I
1600 T

1550 I I I I
0

0.5 T T T T T T
04 mode 2 .
03 N
02 N
0.1 | N
ok i
-0.1 N
-0.2 - N
-0.3 N
-04 N
-0.5 N

06 I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14

Kuva 12.5: PCA:n 16ytamiét ensimmaéisten kolmen singulaariarvon spatiaalikuviot. Vaaka-akselilla mareografin
numero. Nihdaén, ettd tulos on hyvin samanlainen kuin SDV:n tapauksessa.
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12.6 Informaatiokriteereité

Taulukko 12.5: Jdadnnoskovarianssimatriisi ensimméisten kolmen singulaariarvon poistamisen jélkeen. Yksikko

mm2
23 6 -6 -6 -9 -3 0 4 12 8 0 -21 0
-6 16 0 -4 -3 -9 -3 1 11 1 0o 0 -3
-6 O 8 4 -1 0 -3 -3 -3 1 -1 3 3
-6 -4 4 11 o 4 -1 -2-14 0 2 4 3
-9 -3 -1 0 27 0 -8 -4 -4 -1 -8 5 9
-3 -9 0O 4 O0 156 5 0-15 -9 2 9 0

0o -3 -3 -1 -8 &6 271 -2 -9-10 1 13 -8
4 1 -3 -2 -4 0 -2 14 -4 O 0 -2 -2
12 11 -3 -14 -4 -15 -9 -4 43 0 2 -18 -2

8 1 i 0 -1 -9-10 0 0 30 -12 -10 O
o o0 -1 2 -8 2 1 0 2-12 27 -6 -8
-2 0 3 4 5 9 13 -2 -18 -10 -6 42 -15
o -3 3 3 9 0 -8 -2 -2 0 -8-15 23

Redukoitu A-matriisi on nyt seuraavan nikoinen:

a a1z a13
— — 421 _ @21
U=| 0 ax—z4an> a3 an/a13
_ s, _ 932-031015/d1 _an
0 0 433 = a1, Y13 T Gy —amarz/an (a23 a11a13)

Taméa on monimutkaisen nikodinen, mutta laskennallisesti se on suoranaista. Se toimii yhté hyvin suuremmille
dimensioille kuin 32. Meilla on nyt siis
A=LU.

Huomaa, ettd L-matriisin paélavistédjé-alkiot ovat 1, kun U:n pédilavistédja-alkiot eivit ole; voimme vield kirjoit-
taa -
U= DU,

jossa D on piilivistijamatriisi ja matriisilla U on ykkosis pasliavistijalla. Nyt meilld on

A=LDU.

LU-hajotelma on keino ratkaista yhtéloryhméa
Ax=LUx=Db:
ensin ratkaistaan
Ly=b
ratkaisuna y, miki onnistuu alkio kerrallaan takasinsijoituksella. Sel jidlkeen ratkaistaan
Ux=y
samalla tavalla, ratkaisuna x, mutta nyt tyoskennellen viimeisesté alkiosta takanapéin alkuun.
Symmetriselle matriisille A on

A=LDU =117,

T
jossa L=UT jal = LvV/D = (\/EU ) . Paslavistdjamatriisin nelidjuuren méaritelmé on triviaalinen.

12.6 Informaatiokriteereita

Usein haluamme tietdd, mikd on “paras” malli annettuna tietty havaintoaineisto. Mitd usein mutkistaa tdhén
kysymykseen vastaamisesta on, ettd vahvasti autokorreloineet aikasarjat siséltdvit huomattavasti vihemmén
rigppumatonta informaatiota kuin niyttavit sisiltdvan vain datapisteiden méarian perusteella. Looginen kysy-
mys nyt on, miten arvioida paljonko merkitsevis informaatiota havaintoaineistossa oikeasti on, eli tilastollisen
paattelyn kontekstissé, kinka hyvin voimme mallintaa, siis kuvata, aineistoa kayttaméalla mahdollisimman vahéan
vapaita parametreja.

Tésséd on kyse kahdesta asiasta:

2Kuitenkin stabiili ratkaisu edellyttié rivien ja sarakkeiden uudelleen jérjestelyi laskevaan paslivistiji-alkion suuruusjirjestykseen
({3 M )
— “pivoting”.
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1. miten hyvin malli sopii dataan, mitd tyypillisesti arvioidaan kayttamaélld jadnnosvirheitten neiliGitten
summa;

2. montako vapaita parametreja tarvitaan.

On olemassa erilaisia tapoja yhdistda néitd ndkokohtia kun muodostetaan arviointikriteereja mallien valitsemi-
sekst.

12.6.1 Akaike

Akaiken informaatiokriteeri on (http://en.wikipedia.org/wiki/Akaike_information_criterion):
AIC=2k—2InL,

jossa k on tuntemattomien eli mallin parametrien mééri, ja L on mallin uskottavuusfunktion (“likelihood func-

tion”) arvo, miké pitdd maksimoida.

Tavallisessa tapauksessa missd havainnot ovat normaalisti jakautuneet ja toisistaan riippumattomat, timé on

9 S 42
AIC = 2k + 1 | 2= % |
n

jossa v, ovat jadnndsvirheet ja n on havaintojen mé&ara.

Tyypillisesti informaatiokriteerié kaytetdéin siihen, ettd vertaillaan keskenddn samaan dataan perustuvia, vaih-
toehtoisia malleja, siis joille n-arvo on sama. Silloin saamme jéttaa pois vaikiot ja kirjoittaa

noo2?
AIC:2k‘+nln@.
n

Yleisemmassa tapauksessa, jolloin datassa on mahdollisesti tilastollisia riippuvuuksia eli korrelaatiota, kirjoite-
taan

AIC = Qk—i-nlné,
n

where we definemissi maaritelldin

E=v'uly= Zn: En:yiyj (E_l)ij '

i=1 j=1

painotettu jaannosvirheiden nelidllinen summa. Téssd X on havaintojen varianssi-kovarianssimatriisi. Suure £
on jakautunut y? _,-jakauman mukaan, missd n — k on vapausasteiden mééré eli redundanssi.

12.6.2 Akaike pienille datan maarille

Jos n on pieni tai k ei ole kovin pientéd verrattuna n, usein sovelletaan “pienten néytteiden korjaus™

alC, = Arc + 2HEXD
n—k—1

12.6.3 Bayesildinen

Vaihtoehtoinen Schwarzin eli Bayesildinen informaatiokriteeri (http://en.wikipedia.org/wiki/Bayesian_

information_criterion) on
BIC=klnn—2InL,

ja taas normaalijakauman ja tilastollisen riippumattomuuden tapauksessa

n 2

BIC— klun 4+ nln 2=i=1%
n

Téamén kaiken idea on, ettd tdmé parametri on minimoitava, tuottaen mahdollisimman pienié jidnnosvirheité,
muttei lisddmalld vapaiden parametrien méara ylenpalttisesti.
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12.7 Tilastollisia temppuja
12.7 Tilastollisia temppuja

12.7.1 Monte Carlo, Resampling, Jackknife, Bootstrap

Monte Carlo -tyyppiset simulointimenetelmét ovat nykyisin suosittuja. Idea on generoida suuri méara tutkitun
fysikaalisen prosessin mallilaskennan toteutuksia, esimerkiksi lisddmélla yhteen ratkaisuun synteettisté, realis-
tisen nékoistd kohinaa.

Ndin generoidun ratkaisujoukon eli ensemblen tilastolliset ominaisuudet sitten tutkitaan empiirisesti, avain
kuin olisi kyseoikeasta havaintodatasta. Ensemblen jésenten ma#ra voi olla varsin suuri, kymmenié tuhansia;
itse asiassa paljon suurempi kuin olemassa olevan havaintodatan méaéara.

Menetelmén variantti generoi realisaatioita poimimalla, satunnaisesti, alkioita olemassa olevasta realisaatioiden
joukosta. Poimintaprosessi on oltava aikuisten oikeasti satunnainen; yksi tekniikka on ndyteenotto palautuksella,
joka mahdollistaa varsin suurten ensembleiden muodostamista, joilla on kuitenkin alkuperéisen havaintodatan
tilastolliset ominaisuudet. Tété tekniikkaa kutsutaan bootstrappingiksi.

Yksi varhainen, alkeellinen bootstrappingin versio kehitti (ellei periti keksi) John Tukey. John Tukey tunnetaan
lahinnd FFT:n keksijand. Menetelmén nimi on jackknife, koska se on seké yksinkertainen ettd yleiskédyttoinen.
Se toimii néin: jos sinulla on menetelmd M hyodyllisten parametrien laskemiseksi havaintodatasta, sovella
menetelmé jdttden pois yksi havainto, vuorollaan jokaiselle aineiston havainnolle.

Sen jélkeen lasket keskiarvon ja varianssin jokaiselle estimoitavissa olevalle parametrille néistd n tuloksesta:
M_1,M_3,...,M_,_1), M_,. Kokemuksen mukaan keskiarvo on harhaton parametrin keskiarvon estimaattori,
ja jackknifen varianssi on, skaalauksen jélkeen, aika hyvéa parametrin varianssin estimaattori.

Taulukossa 12.6 on Matlab-skripti joka suorittaa lineaariregression perinteiselld pienimmén neliGsumman me-
netelmélld, mutta laskee my6s Jackknifen avulla estimaatioita lineaarisovituksen parametreille ja niiden kes-
kivirheille. Jackknifen etu on, ettd ei tarvitse olla syvd ymmaérrys, miten parametrimme estimoidaan. Tassé
esimerkkitapauksessa meilld on tuo syvd ymmérrys, mitd tekee vertailun mahdolliseksi.

12.7.2 Parzenin ikkunamenetelma

http://en.wikipedia.org/wiki/Kernel_density_estimation

Tama tekniikka generoi jatkuvan funktion diskreetteisté, realisaatioiden antamista arvoista, esimerkiksi Monte-
Carlo simulaatiosta. Se toimii kertomalla jokainen diskreetti todennékoisyysarvo kelloméiselld jakaumafunktiolla
jonka keskipiste laitetaan realisaation paikalle, ja summaamalla ne kaikki.

Jos annetut arvot ovat (z;,y (x;)),i =1,...,n, konstruoitu funktio voi olla seuraavan niksinen:

- -1 T — ;)
y(x)= Zy(%) (A\/ﬁ) exp <_;(A2Z)> )
i=1

gaussilaisille perusfunktioille. Perusfunktion leveysarvo A tulee valita huolellisesti, ihan oma ongelmansa.

12.7.3 Bayesildinen paattely

Tamé on hyvin laaja aihe. Aloitetaan Internetiltd poimitulla esimerkillé.
Téamén esimerkin antoi [ |:
o 1.0% 40-vuotiaisesta naisista sairastuu rintasyopaén.
o 80% naisista joilla on rintasy6pé, saavat positiivisen tuloksen seulontamammografiasta.
o Myos terveistd naisista 9.6% saavat positiivisen testituloksen.
Paljonko on todennékéisyys, ettéd naisella, jonka testitulos oli positiivinen, oikeasti sairastuu rintasyopdan?

Tissd tapauksessa Bayesilidinen analyysi tutkii esiintymistiheyksii®. Olettakaamme, ettd on 1000 naista. Olkoon
parametri P, jolla on kaksi mahdollista arvoa, P = 0 ei ole sy6paé, P = 1 on sy6pé. Olkoon havainto testi @), 0
negatiivinen testitulos, 1 positiivinen tulos. Silloin voimme piirtaé seuraava PQ esiintymistiheyksien diagramma:

3Kirjallisuudessa 1oytyy usein vastakkainasettelua Bayesiliisen ja “frekventistisen” lihestymistapojen vélilli. Tamén nienniisen
ristiriidédn taustana 16ytyy runsaasti filosofiaa.
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Taulukko 12.6: Jackknife vastaan perinteinen pinimmén neliGsumman menetelmé.
%
% This script computes a linear regression for 30 annual mean global
% temperatures from the GIStemp data set. Units: C, relative 1951-1980.
%
giss = [1978 0.055;
1979 4.04769e-18;
1980 0.19;
1981 0.225833;
1982 0.119167;
1983 0.200833;
1984 0.166667;
1985 0.0575;
1986 0.121667
1987 0.1475;
1988 0.349167;
1989 0.179167;
1990 0.328333;
1991 0.368333;
1992 0.29;
1993 0.0991667;
1994 0.129167;
1995 0.336667;
1996 0.32;
1997 0.339167;
1998 0.528333;
1999 0.434167;
2000 0.343333;
2001 0.365;
2002 0.575833;
2003 0.491667;
2004 0.544167;
2005 0.545;
2006 0.564167;
2007 0.610833];
dataspan = [1:30];
n = size(dataspan,2)
% Loop through the data items, leaving one out in turn
% NOTE: the last looping (n+1) produces the LSQ solution for ALL data
fori = l:n+1
dataspan = [1:i-1 i+1:n];
times = giss(dataspan,1) - 1978;
ell = giss(dataspan,2);
o = ones(size(dataspan))’;
% Design matrix:
A = [o times];
% least squares:

N = inv(A’*A);
RHS = A’*ell;
sol = N*RHS;

v = ell-A*sol;
% Variance of unit weight, posterior est.
sigma2 = (v’*v)/(n-1);
N = sigma2 * N;
% Store jackknife solutions
ifi <n+1
J1(i) = sol(1);
J2(i) = sol(2);
end
end
fprintf(1,"\nLeast Squares solution:\n’);
fprintf(1,’ \n’);
fprintf(1,’Intercept: %10.5f 4+/- %10.5f\n’, sol(1), sqrt(N(1,1)));
fprintf(1,"Trend: %10.5f +/- %10.5f\n’, sol(2), sqrt(N(2,2)));
Jmeanl = mean(J1);
dJ = J1 - Jmeanl;
Jvarl = ((n-1)/n) * (dJ*dJ’);
Jmean2 = mean(J2);
dJ = J2 - Jmean2;
Jvar2 = ((n-1)/n) * (dJ*dJ);
fprintf(1,”\nJackknife solution:\n’);
fprintf(1, Intercept: %10.5f 4+/- %10.5f\n’, Jmeanl, sqrt(Jvarl));
fprintf(1,'Trend: %10.5f 4+/- %10.5f\n’, Jmean2, sqrt(Jvar2));
(

fprintf(1,"\nCompare this with the above.\n’);
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12.7 Tilastollisia temppuja

Tastd nidhdiin, ettd 95+8 naisesta joiden testitulos on positiivinen, 8, eli hieman alle 8%, sairastuvat oikeasti
rintasyopéaén.

Voimme abstrahoida téstd populaation koko pois jakamalla silld, jolloin saa prosenttimadria:
R=0]Q=1

P=0] 895 9.5
P=1 0.2 0.8

Voimme nyt maédritelld seuraavat todennékoisyydet:

p (P) todennikéisyys olla sairastunut (p (P = 1) = 1%) tai ei olla sairastunut (p (P = 0) = 99%) syopéan.

p(Q) positiivisen (p(Q = 1) = 10.3%) tai negatiivisen (p (Q = 0) = 89.7%) testituloksen todennékoisyys.

p(Q|P) Q:n ehdollinen todenniikdisyys annettuna P: esim., 9.5%/(89.5%+9.5%) = 9.6% ettd saisi Q = 1 kun
P =0, siis va#ra positiivinen testitulos.

p(P|Q) P:n ehdollinen todennikoisyys annettuna Q: esim., 0.8%/(0.8%+9.5%) = 7.7% etté saisi P = 1 jos
(@@ = 1, siis olla sairastumassa kun testitulos oli positiivinen.

Nyt Bayesin lause sanoo (ja timé on helppoa todistaa tapauksessa, jolloin meilld on populaation tdydellistd
esiintymistiheysdataa):

p (P|Q) = p(RIP)P(P)/p(Q).

Mielenkiintoinen tapaus on, kun ei ole saatavissa nain tdydellistd dataa. Esimerkiksi meilld on havainnot @ ja
tieddmme, minkalainen havaintojen jakauma jokainen annettu P-arvo tuottaisi; ja haluamme tietéda, eli paatella,
mikid on P:n todennidkoisyysjakauma annnettuna havainnomme Q. T#té kutsutaan kddnteiseksi pddttelyksi, ja
ylld oleva lause mahdollistaa juuri sen. .. mikéli meilld on kiytettéivissi jakauma p (P), niin sanottu parametrin
P a priori jakauma. Monessa tosieliméan tilanteessa ainoa a priori -informaation ldhde on asiantuntijoiden
arvailu.
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Liite A
Hyodyllisia matriisikaavoja

Ensimmadinen kaava:

(A+B) = [AU+A7B) T = [A(B + A7) B] =
— B l'[A 4B AL
Sijoitetaan
Bl=(A"'+B) At
ja saadaan

(A+B)™' = [A'+B ) —A A +B Y A=
— ATl AT [AT BT AT

Toinen kaava:

Kirjoitetaan
B=UCV.
Tutkitaan seuraava partitioitu yhtalo:
A U Dy D | | T O
vV —c! D1 Doy 0 1]

Téta voidaan kirjoittaa neljiaksi matriisiyhtaloksi:

AD11+UDyy = 1, (A1)
AD12 + UD22 = 0,
VD —C 'Dyy = 0, (A.2)
V Dy — C_1D22 = L
Niista neljasta yhtalostd vain ensimmdistd ja kolmatta tarvitaan jatkossa.
Ynnéitddn yhtilo A.2 kerrottuna UC:n kanssa yhtaloon A.1:
(A+UCV)Dyy =1 = Dy = (A+UCV) ™", (A.3)
Vihennet#sin yht#lo A.1 kerrottuna V A~':n kanssa yhtilosta A.2:
(C'=VA ') Dy =-VA™ = Dy =—(C ' =VAU) ' VAL
Sijoitetaan takaisin yhtdaloon A.1:
ADy —U(CT = VA ) ' VA =T =D = A+ AU (CT = VATIU) T VAT (A.4)
Nyt meilld on kaksi eri ilmaisua alamatriisille D11, jotka ovat oltavia identtisid. Néin saadaan
(A+UCV) ' =A 4 AU (CT —vATU) T VAT, (A.5)

Woodburyn matriisikaava (K. INKILA, henk. tied.), (http://en.wikipedia.org/wiki/Woodbury_matrix_
identity).
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Liite A Hydodyllisid matriisikaavoja
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Liite B
Gaussin reduktiomenetelma

Jo K.F. Gaussin ajoista on periisin perin yksinkertainen ja kéteva reduktiomenetelma lineaarisen yhtaléryhmén
ratkaisun laskemiseksi.

Olkoon ratkaistava yhtéloryhmé seuraava:

AX = B.
Sen ratkaisu on ilmeisesti
X =A"'B.
Kirjoitetaan auki:
a1l a2 - G1m 11 T2 o Tik bir bz --- bix
a21 Q22 - G2m T21 T22 o T2k bar T2 - bag
An1 Qp2  **° Gpm Tml Tm2 - Tmk bnl bn2 e bnk

Téamén yhtdloryhmén ratkaisumatriisi X ei muutu, vaikka
1. sekd A:n ettd B:n tietty rivi kerrotaan vakion ¢ kanssa, tai
2. sekd A:n ettd B:n tietty rivi ynnitdin vastaavaan toiseen sekd A:n ettd B:n riviin.

Jétetddn nyt matriisit pois ja kidytetdan notaatio:

ain G2 v Gim | bun bz oo bk
@21 G2 - Gom | by bag - bop
an1 an2 N ¢ ) bnl bn2 e bnk

Tésséd notaatiossa voidaan nyt, samalla tavalla kuin yllad luetteloitiin, kertoa riveja vakion kanssa tai ynnéta rivi
toiseen riviin, elementti kerrallaan.

Menetellddn seuraavalla tavalla:
1. Kerro ensimmaéinen rivi kertoimella afll.

2. Vihenni se kaikilta muilta rivilté ¢ kertoimella a;;:1la kerrottuna (Gauss-reduktio).

Lopputulos:
-1 -1 -1 -1 -1
1 aqq a12 e a1{ A1m aqq b11 aqq b12 cee aqq blk
-1 -1 -1 -1 -1
0 a2 —aziai7 @12 -+ Q2m — @21Q77 Gim | b21 —a21a77 bi1 baz —azia7 b1z -+ bag —az2ia77 bia
0 i o b b b o' b oo
An2 — Gn1Gyq A12 e Anm — An1Qq1 A1m nl — Gn1Q1q 011 n2 — Anl1Qqq 012 e nk — An1QAqq D1k

Kirjoitetaan symbolisesti

1 1 1 1 1
EEr TR
0 asy gy | by bay o by
0 a2 o

Elementti (1) kutsutaan timén operaation pivotiksi'.

1«Tappi, sarana’.
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Liite B Gaussin reduktiomenetelma

3. Toista operaatiot 1,2 alkiolla agé). Lopputulos on tdméan ndkoinen:
2 2 2 2 2 2
L0 g o B Bt
R SO R
0 0 agy - ag, |bsy by byy - by
0 0 oD a2l

Huomaa yksikkomatriisin ilmaantuminen vasemmalle yldnurkalle.

4. Y14 olevaa reduktiomenetelméd voidaan suorittaa, paitsi rivi kerrallaan, myos riviblokki kerrallaan. Par-
titioidaan yhtalo:

A A X1 X2 | _ | Bu B
Aoy Ag Xo1 Xoo By B
Osittainen reduktio tdssd tapauksessa antaa
A Aix | B B 1 A AL A Bn A7 Bra
Ag1 Agy | Bay Bao 0 Ay — A21Af11A12 By — A21Af11311 By — A21Af11312

Tisté nikyy, ettd, jos haluaa laskea matriisi-ilmaisua P — UQ ™1V — usein esiintyvi tarve — voi laittaa
ne nelja osa-matriisid vain laskentataulukkoon seuraavalla tavalla:

Q|V
Uu|PpP

... ja redukoida tdmé taulukko rivi kerrallaan, kunnes osamatriisin () paikkaan ilmaantuu yksikkomatriisi:

1| Qv
0| P-UQ'V

Nyt voidaan “poimia” osamatriisin P paikasta ilmaisu P — UQ V.

5. Sovellusesimerkki: parametrinen tasoitustehtivdin ratkaisu on

~ _ —1 _
X = [ATQMlA] ATQ€£1£7
_ -1
Qaz = [ATQzelA] :
Muodostetaan seuraava taulukko:
Qe | A| L
AT (0|0
Reduktio antaa:
Il QA | Qu't

0 ‘ —ATQZ(glA ‘ —ATQZglﬁ
Poistetaan téstd diagrammasta ensimmaéiset rivi ja sarake ja lisdd sarake oikealle:
_ATQZEIA ‘ _ATQZZ1£ ‘ -7
Jatketaan reduktio:
1] [ATQp! Al ATQRM | [ATQy' A
Kuten nékyy, on seké ratkaisu X etti sen painokerroinmatriisi @, valmiit poimittaviksi!

Tatd lahestymistapaa voidaan helposti laajentaa esim. jidnnosvirheiden ja painoyksikon keskivirheen laskemi-
seen. My6s pienimmén neliGsumman kollokaation ja Kalman-suodattimen kaavat voidaan laskea télla tavoin,
joka on helposti implementoitavissa tietokoneella.
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