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Adaptiivinen verkontihennys pyrkii pienentdmédan elementtimenetelman numeerisuu-
desta aiheutuvaa virhettd vahilla laskentakustannuksilla. Téssa tydssa selvitetéan Aba-
gus-ohjelmiston automaattisten adaptiivisten verkontihennysmenetelmien toimintaperi-
aatteita seka tutkitaan niiden toimintaa ohuilla laattarakentellla. Laattarakenteiden yk-
sinkertaisimmat laskentamallit eli Kirchhoffin-Loven seké& Reissnerin-Mindlinin laatta
mallit selitetdan. Lisaksi kerrotaan elementtimenetelman perusperiaatteet ja adaptiivisen
verkontihennyksen idea. Abagqus-ohjelmiston k&yttdman Zienkiewiczin ja Zhun kehitte-
leman verkontihennyksen perusperiaatteet selostetaan lyhyesti.

Tutkimus painottuu adaptiivisella verkontihennysmenetelmalla tihennetyn verkon ver-
talluun tasaisesti tihennetyn verkon kanssa. Vertailun kohteena tasaisesti tihennetyn
verkon kanssa ovat laskentakustannukset eli ratkaisun tarkkuus suhteessa elementtien
lukuméaréaén, ja vertailluarvona kaytetéén laatan venyméenergiaa sekd maksimitaipu-
maa. Tutkimuksen tuloksia vertaillaan aikaisempiin tutkimuksiin. Vertailun kohteena
aikaisempien tutkimuksien kanssa on péaasiassa adaptiivisesti tihennetyn verkon muoto.
Tutkimustapauksia on kolme: ensmmaisessa laatassa on singulaarinen nurkkapiste;
toisen laatan reunoilla on nopeasti muuttuvia jannityssuureita; kolmas laatta on kuormi-
tettu osittain.

Ensimmaisen laatan kanssa Abagqus-ohjelmiston adaptiivinen verkontihennys tuottaa
suuria hyotyj4, toisen laatan kanssa silld ei huomata juurikaan eroa tasaiseen tihennyk-
seen, ja kolmannelle laatalle silla saadaan hieman tarkempia tuloksia suhteessa element-
tien lukumddrdan kuin tasaisen tihennyksen kanssa. Tulokset vastaavat melko hyvin
vertailututkimuksia, mutta toisen tutkimustapauksen kanssa saadaan osittain poikkeavia
tuloksia
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1 Johdanto

Elementtimenetelma (finite element method, FEM) on tapa ratkaista matemaattinen on-
gelma pilkkomalla ratkaisualue osiin. Sen kéyttd rakennesuunnittelussa alkoi 1950-
luvulla[1, s. 2], ja matemaattisesti sita alettiin tutkia 1960-luvulla, jolloin se myds sai
nykyisen nimensé [2, s. 13]. Tietokoneiden kehitys on helpottanut numeerista analyysia,
ja mallinnus- ja laskentaohjelmistojen kehitys on tehnyt elementtimenetelmésta diffe-
rentiaaliyhtaloiden ratkaisemisen [2, s. 14; 3, s. 4] seka tietokoneavusteisen insinGori-
suunnittelun (computer aided engineering, CAE) [1, s. 1] yleisimpia tyokaluja. Yksi
yleisesti kaytetty ohjelmisto on Dassault Systémesin 3D-mallinnus ja FEM-
laskentaohjelmisto Abaqus [4].

Vaikka laskentaohjelmistojen kehitys on mahdollistanut yha vaativampien rakenteiden
suunnittelun, laskennan vieminen tietokoneen hartellle on vahentanyt tietokonelaskel-
mien taustalla vaikuttavien matemaattisten mallien ja yksinkertaistusten ymmartamista
Matemaattinen malli (general mathematical model) on aina todellisuuden idealisointia,
jasen tarkkuus riippuu siita, miten hyvin otetaan huomioon tulokseen vaikuttavat tekijat
[5, s. 2—-3]. Kéytannon insindoritydssa matemaattisesta mallista tehdaén yksinkertaistet-
tu matemaattinen malli (smplified mathematical model), jolla otetaan kantaa siihen,
mika kyseisessa tehtdvassa on térkedd. Sen tarkkuus méaraytyy insinddrikokemuksen
perusteella, ja siihen vaikuttavat kdytdssa olevat laskentaresurssit [5, s. 3.] Elementti-
menetelméa on numeerinen menetelma, jolla saadaan likiarvoratkaisu yksinkertaistetulle
matemaattiselle mallille.

Y leisen matemaattisen mallin luominen johtaa poikkeamiin todellisuudesta (idealization
error) [6, s. 9-10] ja tdman mallin yksinkertaistaminen poikkeamiin yleisestd mate-
maattisesta mallista eli mallinnusvirheeseen (modeling error). Yksinkertaistetun mallin
numeerinen laskenta johtaa puolestaan poikkeamiin yksinkertaistetun mallin tarkasta
ratkaisusta eli diskretointivirheeseen (discretization error). [6, s. 9-10; 7, s. 1414, 8, s.
25.] Tama poikkeaminen todellisuudesta useassa kohdassa analyysia voi johtaa suuriin-
kin virheisiin, jos yksinkertaistuksia ei ymmarretd. Virheanalyysista onkin tullut yha
merkittdvampi osa rakenneanalyysia.

Diskretointivirheitd voidaan vahentéd elementtien lukumééraa lisdamalla. Talloin ele-
menttien muodostama laskentaverkko tihenee. Nain ratkaisu saadaan tarkemmaksi, mut-
ta samalla laskentatehtdva muuttuu raskaammaksi. Teollisuudessa el yleensa pyrita
mahdollisimman tarkkaan ratkaisuun vaan parhaaseen kompromissiin ratkaisun laadun
jalaskennan viemien gjan seka resurssien (computation cost) valilla[7, s. 1420]. Rgal-
listen tietokoneresurssien vuoksi onkin jarkevéa kohdentaa elementtiverkon tihennys
ainoastaan kohtiin, joissa laskentasuureet muuttuvat eniten [3, s. 224]. Tata kutsutaan



adaptiiviseksi verkontihennykseksi (adaptive mesh refinement). Lujuuslaskentaohjel-
mistoihin on kehitetty menetelmid, jotka tekevét verkon tihentamisen automaattisesti.
Myds Abagus-ohjelmistoon on kehitetty automaattisesti toimiva adaptiivinen verkonti-
hennystoiminto.

Taman tutkimuksen tarkoituksena on perehtyd Abaqus-ohjelmiston automaattisiin ver-
kontihennysmenetelmiin. Tutkimuksen painopiste on kolmen esimerkkitapauksen ana-
lysoinnissa. Ne on valittu vastaamaan aikaisempia tutkimuksia [9; 10; 11], jotta saatuja
tuloksia voidaan verrata toisten tutkijoiden tuloksiin. Ensimmaéisenéa esimerkkitapaukse-
na kaytetdan tasaisesti kuormitettua L:n muotoista laattaa, toisena esimerkkitapauksena
on nelionmuotoinen laatta tasaisella kuormituksella, ja kolmanneks adaptiivista verkon-
tihennysta kokeillaan nelidlaatalla, jota kuormittaa osittainen kuormitus. Esimerkkita-
pauksien laatat ovat ohuita ja kevyesti taipuvia, joten niité voidaan tarkastella tasomuo-
donmuutogtilassa olevina, Kirchhoffin-Loven tai Reissnerin-Mindlinin laattateorioita
noudattavina laattamalleina. Lisdksi laatat ovat homogeenista ja isotrooppista materiaa-
lia. Tyon alussa on esitetty Kirchhoffin-Loven ja Reissnerin-Mindlinin laattamallit sek&a
elementtimenetelman perusperiaatteet.



2 Laattarakenteiden matemaattiset mallit

2.1 Laattamallien kinemaattiset ol etukset

Kuval. Laattakarteessessakoordinaatistossa[12, s. 3]

Seuraavassa tarkastellaan jakaantuneella kuormalla q kuormitettua, h:n paksuista laat-
taa, joka on sijoitettu kuvan 1 mukaisesti karteesiseen koordinaatistoon siten, etta x- ja
y-akselit ovat laatan keskipinnassa ja z-akseli osoittaa kuorman ja taipuman suuntaan.

Siirtymavektorin iz =(ux, Uy, Uy), tai yleissmmin kaytetyin merkinndin i = (u, v, w), kom-
ponenteille voidaan kirjoittaa [5, s. 247]:

U = U (X Y) +Ug(X,Y) Z+H U, (X, Y) 22 +u (%, Y) 2+, T=XY,2. (1)

Kun siirtymavektoria approksimoidaan huomioimalla sen sarjakehitelmasta (1) aarelli-
nen madra termejd, saadaan erilaisia laattamallgja. Kun termeja lisdtéan, pdadytéan lo-
pulta kolmiulotteiseen kimmoteoriaan. [5, s. 257.] Siirtymavektoria approksimoidessa
tehdd&n mallinnusvirhe [5, s. 257] ja médaratéén suurin tarkkuus, johon laskenta voi yl-
téd. Onkin ymmarrettéva, ettel paraskaan laskentaohjelmisto korjaa mallissa tehtyja
virheita [3, s. 6]. Mallin valinta perustuu ratkaisun matemaattiseen sileyteen ja reunaeh-
toihin sek& siithen, mika laskentatulos on kiinnostuksen kohteena [5, s. 257; 9, s. 1850].
Yleisimmin kaytetyt laattamallit ovat Kirchhoffin-Loven ja Reissnerin-Mindlinin laatta-
teoriat [9, s. 1850], joita kutsutaan klassisiksi laattateorioiks [5, s. 246—247]. Ne oletta-
vat laatan olevan ohut ja yksinkertaistavat sen kaksiulotteiseksi malliksi [3, s. 335].

2.1.1 Kirchhoff-L ove-laattamalli

Kirchhoffin-Loven laattateoria (1850) [3, s. 344] vastaa palkkien Bernoulli—Euler-
palkkiteoriaa [12, s. 3]. Sitd kutsutaan myds muun muassa lineaariseks laattateoriaksi
[13, s. 38], ja se perustuu seuraaville kinemaattisille oletuksille [6, s. 11-12; 13, s. 3§]:

— Keskipintaei veny, eli se on niin sanottu normaalipinta.

— Keskipinnan normaalit sdilyvét suorina ja kohtisuorassa deformoitunutta keskipin-
taa vasten.

— KesKkilinjan pisteet sirtyvét ainoastaan z-akselin suunnassa.
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Oletukset ovat luonnollisesti todellisuuden yksinkertaistuksia, mutta Kirchhoff—Love-
laattateoria antaa usein riittévan tarkkoja tuloksia ohuen laatan tapauksessa, jos taipumat
ovat pienid laatan paksuuteen ndhden [12, s. 2; 13, s. 38]. Kirchhoffin-Loven kinemaat-
tiset oletukset pelkistavét siirtymakomponentit (1) seuraavasti [5, s. 252; 6, s. 12]:

LWy )

X X Y Ty

! u, =w(xy). 2

2.1.2 Reissner—Mindlin-laattamalli

Reissnerin-Mindlinin laattateoria (Reissner, 1945 & Mindlin, 1951) [3, s. 344] vastaa
palkkien puolella Timoshenkon palkkiteoriaa [12, s. 3]. Se perustuu seuraaville kine-
maattisille oletuksille [6, s. 11]:

— Keskipintaei veny, eli se on niin sanottu normaalipinta.

— Keskipinnan normaalit sdilyvét suorina, mutta eivét valttamétta kohtisuorassa kes-
kipintaa vasten.

— Keskilinjan pisteet siirtyvét ainoastaan z-akselin suunnassa.

Oletukset siis yksinkertaistavat todellisuutta véhemman kuin Kirchhoffin-Loven oletuk-
set. Reissner—Mindlin-laattateoria péteekin suhteellisen ohuille laatoille [9, s. 1850].
Siirtymakomponentit (1) pelkistyvét oletuksista seuraavasti [10, s. 3]:

u =-b(xy)z, u, =-b,(xy)z, u, =w(x,y). (©)

Lausekkeissa b, (X, y) on kiertyma y-akselin jab, (X, y) x-akselin ympari.

2.2  Muodonmuutokset

Jos siirtymien oletetaan olevan pieni&, lineaarisen kimmoteorian (linear theory of elasti-
city) mukaan muodonmuutoksille eli venymille ja liukumille saadaan johdettua [14, s.
1-3] niiden méaaritelmista seuraavanlaiset lausekkeet [5, s. 247; 14, s. 2-3]:

P C 6, =My o =M.
i Ty 1z @
:&+& :&+E —ﬂ&.{.&

P v T G z Tx gyz_'ﬂz Tv



Kirchhoffin-Loven laattamallilla muodonmuutoksiksi saadaan [6, s. 12]

_ Twixy) _ Tty

ST e AR ¥ &0
, ®)
T"w(x, y) - _
g =-Z—— ’ g z O ! gxz - O y
Y Xy ’
jaReissnerin-Mindlinin laattamallilla puolestaan [6, s. 12]
b, (X,
ex__zw, y:-z%yy), ez:O,
(6)
1 Tw _1 9w z b, b
=—(—-b , =—(—-p , == X4 Y .
9 2('Hx ) I =3 Ty 2 Gy 2(‘Hy 'ﬂx)
2.3 Jannitysresultanttien maaritel méat
®Z ¥ @Z X
Almf
M.\’
y Y
Kuva 2. Kalvovoimat [12, s. 9] Kuva 3. Lelkkaugannitykset seka taivutus- ja

vaantémomentit [12, s. 10]

Kalvovoimat Ny, Ny ja Ny, leikkausiannitykset Qy ja Qy, taivutusmomentit My ja My seka
vaantomomentit M,y mééritel|88n seuraavasti [5, s. 248]:

h/2 h/2 h/2

N, = (¥, dz, N, = ¢§,0z, N, =N, = d,09z, (7
-h/2 -h/2 -h/2
h/2 h/2

Qx: 6xzdzi Qy: c\jyz dz’ (8)
-hi2 -h/2
h/2 h/2 h/2

M, = (F.x2dz, M, = s, x2dz, My,=-M,= Gy>xdz. (9
-h/2 -h/2 -h/2

Lausekkeissa ¢ on normaalijannitys ja = on leikkaugannitys. Koska laattaa kuormittaa
nyt vain pystysuora kuormitus, ja koska siirtymien oletetaan olevan pienid, laatta nou-
dattaa tasomuodonmuutostilaa ja kalvovoimat haviavét [3, s. 337].



2.4  Tasapainoehdot
Virtuaalisen tyon periaatteen mukaan siséisten ja ulkoisten voimien virtuaalisten tdiden
summa héviada kaikille reunaehdot toteuttaville virtuaalisille siirtymille [15, s. 5]:

. . ; N rl
dW™ + W =0, " il U. aW'”t:-qgsﬁdv, aWe“:-Q/a(JdeV. (10)

Kun laatan kuormitus jaetaan tilavuusvoimiin f ja pintavoimiin t, saadaan [16, s. 25]

qQ (f.au, + fyau, + fau)dv +q (tau, +tydi, +t,0u,)dA )
- Q/ (s,de, +s de, +t, ag, +t a9, +t,dg,)dV =0.

Koska nyt kalvovoimat héaviavét, fy=fy=t=t,= 0.
Kun virtuaalisen tyon periaatteen lausekkeeseen (11) sijoitetaan jannitysresultanttien
maéaritelmét (7)—(9), saadaan laatan tasapainoehdot [6, s. 13; 13, s. 40]
M M M
QLI Lo M My M, M,
™~ Ty fix Ty iy fix
jotka Kirchhoffin-Loven laattamallin tapauksessa yhdistetdan seuraavasti [13, s. 41]:

-Q,=0, (12

‘”ZMX+2‘”2MW+‘”2MV+q:O. (13)
x° ™y Ty

2.5 Reunaehdot

Reunaehdoista tiedetdan joko taipuma tai leikkaugannitys seké joko kiertymé tai taivu-
tusmomentti [5, s. 253]. Kirchhoffin-Loven laattamallin yleisimpia reunaehtoja ovat [5,
s. 253; 6, s. 14]

jaykka tuenta (clamped), w(s) =0, =0, ja

fw(s)
1

vapaa tuenta (simply supported), w(s) =0, M (s)=0.

Reissnerin-Mindlinin laattamallin yleissmméat reunaehdot ovat [5, s. 257; 6, s. 13]
jaykkatuenta, w(s) = b, (s) = b,(s) =0,

vapaa tuenta (hard simply supported), w(s) = b.(s) =0, M (s) =0, ja

nivelellinen tuenta (soft simply supported), w(s) =0 , M ,(s) = M(s) =0.
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Lausekkeissa w(s) tarkoittaa taipumaa reunalla s ja fs tarkoittaa kiertymaa reunan ympé-
ri. fn puolestaan tarkoittaa kiertyméaa reunan normaalin n ympéri. Vastaavasti M tar-
koittaa momenttia reunan ympéri ja M, momenttia reunan normaalin ympéri. Kirchhof-
fin-Loven laattamalli ei tunne soft simply supported -tuentaa [6, s. 14].

2.6 Materiaalimalli

Materiaalimalli kytkee jannitykset ja muodonmuutokset toisiinsa. Tassa keskitytéén
homogeeniseen ja isotrooppiseen materiaaliin, joka noudattaa Hooken lakia

éeu 1e1 -n -nués,u &g, U 2(1+)é1 0 Oué,u
e, u_14g8 aé. u A “a_ n) g a.é u
(:eey@—Ex(:e-n 1 -ng e eqyzu c go 1 Ol:JXA v - (14)
et gn -n 1§¢6s.8 €0, €0 0 1y e&.H

Laatan tasomuodonmuutosotaksuma jéttda jannityksen o, pienend huomioimatta. Mate-
riaalimallista (14) sijoitetaan joko jannitykset tai siirtymét edellisiin lausekkeisiin. En-
simmaista ratkaisutapaa nimitetdan siirtymamenetelméaksi, toista voimamenetelméksi, ja
niiden yhdistamista kutsutaan sekamenetelméaks [2, s. 21]. Kun materiaalimalli (14)
sijoitetaan jannitysresultanttien yhtaloihin (7)—(9), Kirchhoffin-Loven jannitysresultan-
teille saadaan [5, s. 252]

Tw  TPw Tw Tw
= , =D + ,
O ™ ‘Hxﬂyz) O ('ﬂy3 'Hy‘ﬂxz)
(15)
o Tow Tw, Tw 2w
wz) M,=D +n—), =D@-n
ﬂyZ ) y (ﬂyz ﬂXZ ) ( ) ﬂxﬂy
Reissner-Mindlinin jannitysresultanteiksi puolestaan tulee [5, s. 255]
Tw Tw
=kGh(- b, +—), =kGh(- b, +—
Q (- b, + ‘Hx) Q, (- 0y
MX:D(ﬂ_X+n—y), M :D(_y-{-nﬂ_bx), Mxy:Gh (ﬂbx +n y).
Ix Ty g Ty x 12 "y x

3

) ) Eh . .
= on liukumoduuli [5, s. 247], D = ——— taivutug aykkyys [5, s. 252],
20+n) [ 7] 2019 Saykkyys| ]

jax on Poissonin vakiosta v riippuva vakio (shear correction factor) [5, s. 255].

Laattaongelmalle el yleensd saada analyyttistd, suljetussa muodossa esitettavaa ratkai-
sua. Usein laatat ratkaistaan approksimoimalla taipumafunktiota ja hyodyntamalla ener-
giaperiaatteita. Elementtimenetelma perustuu téllaiseen menettelyyn.



3 Elementtimeneteméa

3.1 Padperiaatteet

elementti

Q(Z

solmu

Kuva 4. Elementtimenetelmé| 8, s. 5]

Elementtimenetelman ideana on jakaa tarkasteltava alue Q &rellisiin osa-alueisiin el
elementteihin (finite element) Q°, jotka muodostavat elementtiverkon (finite element
mesh). Seuraavassa h tarkoittaa elementin kokoa erotuksena aikaisempaan. Jokaiselle
elementille osoitetaan oma approksimaatio, joka kuvaa halutun laskenta-arvon, esimer-
kiksi taipuman tai lampétilan, jakauman elementin solmupisteiden (nodal point) valillg,
kun arvot niissa tunnetaan [2, s. 13; 3, s. 1-4]. Approksimaatio on yleensa polynomi-
funktio [3, s. 2]. Nain tuntemattomien suureiden lukumééra vahenee solmupisteiden
lukumééraksi, koska loput arvot saadaan johdettua solmupistearvoista. Tuntemattomia
arvoja kutsutaan vapausasteiksi (degrees of freedom) [3, s. 4]. Esimerkiksi jos ue(X,y,2)
kuvaa jatkuvaa siirtymétilaa elementin Q° alueella, sille voidaan muodostaa approksi-
maatio une(X,y,2) muotofunktion Ne(x,y,2) ja elementin solmuvapausasteiden U avulla
seuraavasti [2, s. 184; 8, s. 10]:

U (X, Y5 2) » Upo(X ¥, 2) =[N (X, Y, Z{U o} = [Nog,ooo, Ny Ut (27)

missa n kuvaa solmuvapausasteiden lukumaéréda. Kun vapausasteita on vain elementin
nurkissa, Us;, Saa ensimmaisen asteen polynomifunktion muodon ja puhutaan lineaari-
sesta elementistd [3, s. 98; 8, s. 10]. Kun vapausasteita lisétéan elementin reunoille ja
sisdlle, polynomifunktion kertaluku kasvaa ja puhutaan korkeamman kertaluvun ele-
menteistq, joista alin on kvadraattinen eli toisen kertaluvun elementti [3, s. 106; 8, s.
12]. Jatkuvasta, darettbman méaran vapausasteita sisiltdvasta systeemista (continous
system) on tala menetelmalla saatu nyt rajallinen eli diskreetti (discrete system) [2, s.
19; 3, s. 4]. Elementtimenetelma onkin jatkuvan systeemin korvaamista pistejoukolla,
mit& kutsutaan diskretoinniksi (discretization) [2, s. 19].



9

Virtuaalisen tyon periaatteen ja potentiaalienergian minimin periaatteen avulla saadaan
johdettua[2, s. 184-193] elementtimenetelman tasapainoyhtélo

{F} =[K}{U} , (18)

jossa [K] on koko diskretoidun systeemin jaykkyysmatriisi, { F} solmupisteisiin redusoi-
tu voimavektori ja{U} on koko systeemin solmuvapausasteiden muodostama vektori [ 2,
S. 16-17]. Ne muodostetaan summaamalla elementtien vastaavat ratkaisut. Elementtien
jaykkyysmatriisit saadaan integroitua materiaali- ja muodonmuutosyhteyksista [2, s.
187]. Lauseke (18) on siirtymamenetelman mukainen ratkaisutapa. Voimamenetelmassa
saadaan vastaava tulos kayttamalla komplementaarisen virtuaalisen tyon ja komplemen-
taarienergian minimin periaatteita[2, s. 17 ja 25]:

{U} =[KI{F} . (19)

Approksimaatio on yleensa jatkuva (compatibility requirement), ja erityisesti sen tulee
johtaa alkuperéisen systeemin suuruiseen ratkaisuun, kun vapausasteiden lukuméaéra
kasvaa (completeness requirement). Tatd kutsutaan approksimaation |ahestymiskritee-
riksi (converge criterion) [3, s. 92-93]. Laattamallien yksinkertaismpien elementtiap-
proksimaatioiden derivaatat eivat yleensd ole jatkuvia, mutta ne ldhestyvét jatkuvaa
ratkaisua, kun vapausasteiden lukumaéra kasvaa[2, s. 393 ja 396; 3, s. 361].

3.2 Elementtimenetel man tarkkuus

Koska jatkuva systeemi korvataan aérellisella maéralla vapausasteita, syntyy diskretoin-
tivirhe [8, s. 5], joka méaritell&an seuraavasti [1, s. 68; 8, s. 25]:

e =[u- by, (20)

mMissa u on jatkuvan systeemin, u, on diskreetin systeemin ratkaisu ja || || tarkoittaa valit-
tua matemaattista normia eli virhemittaria. Virhe voidaan méarittéd sekd yhdelle ele-
mentille (local error) [1, s. 188] etta koko rakenteelle (global error) [7, s. 1416]. Vir-
hetté voidaan arvioida etukateen sen tiedon avulla, joka elementtimenetelmén kaavoihin
laitetaan, jolloin puhutaan a priori -virhearviosta (a priori error estimate) [1, s. 110]. Se
antaa teoreettista tietoa ratkaisun tarkkuudesta [6, s. 18]. A posteriori -virhearviot (a
posteriori error estimate) puolestaan muodostetaan tehtévan ratkaisemisen jalkeen, ja
ne ovat térkeita tulosten luotettavuuden arvioimisen valineita [1, s. 415-417]. A priori -
virhearvio on yleensd kvalitatiivinen ja globaali; a posteriori -virhearvio antaa myds
kvantitatiivista ja lokaalia tietoa [6, s. 18]. Tyypillisesti virhearviot mitataan ener-
gianormissa (energy norm) [10, s. 6]. Arvioitava suure voi olla periaatteessa mika ta-
hansa, mutta Babuska ja Strouboulis muistuttavat, etta suure tulee valita huolella lasken-
taongelman mukaan, ja etté sen tulee olla mitattavissa ja kustannustehokkaasti lasketta-



10

vissa [1, s. 417]. A-posteriori -virhearvion tarkkuutta ja tehokkuutta mitataan tehok-
kuusindeksilla (effectivity index) [7, s. 1416]

y ==, (21)

o |

jossa é, on approksimaatio oikeasta virheesta e,. Yleensa pyritdan todellista virhetta
suurempaan arvioon eli tehokkuusindeksiin > 1 [7, s. 1416].

Elementtimenetelman tarkkuutta voidaan parantaa joko lisédmélla elementtien vapaus-
asteitatai tihentdmélla elementtijakoa[1, s. 72; 3, s. 94-96]. Ensimmaista lahestymista-
paa kutsutaan p-menetelméksi (p-version) jatoista h-menetelmaksi (h-version) [1, s. 72;
7, s. 1418; 8, s. 24]. Molemmat vaikuttavat siten, ettd laskentasolmujen lukumaaré li-
sdantyy. Ne voidaan myds yhdistda hp-menetelméksi (hp-version) [1, s. 72].

3.3 Adaptiivinen verkontihennys

Kun laskentaa tarkennetaan vain alueilla, joilla laskentasuureissa on suuria vaihteluja,
puhutaan adaptiivisesta verkontihennyksesta. Yleensa kaytetédn elementtien lukuméé-
réé lisdvad menetelmad, mutta myods adaptiivinen vapausasteiden lisdys on mahdollista
[7, s. 1418]. Adaptiivisen verkontihennyksen tarkoituksena on saavuttaa tietty tarkkuus
mahdollisimman pienilla laskentakustannuksilla[7, s. 1418]. |deana on saavuttaa ratkai-
su, jonka elementtikohtaiset virhenormit ovat pienempié kuin jotkut mdaratyt arvot [10,
s. 15].

Adaptiivinen verkontihennys toimii siten, ettd ensin melko harvalle verkolle suoritetaan
laskenta ja lasketaan virheet sek& elementeille etta koko alueelle. Taman jalkeen h-
menetelmaan perustuvassa menettelyssa lasketaan uudet elementtikoot, jotka huomioi-
vat, missd on suurin virhe, missa laskenta-arvo muuttuu jyrkimmin, ja miten paljon
elementtien annetaan muuttua uudelleenverkottamisen aikana [7, s. 1420-1423]. Tama
tehdaén virheindikaattoreiden (error indicator) avulla[1, s. 417; 10, s. 17]. Tihennysta
toistetaan kunnes maaratty tarkkuus on saavutettu jokaiselle elementille [10, s. 17].
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4 Abagus-lujuudaskentaohjelmisto

4.1 Laattaelementit Abaqus-ohjelmistossa

Abaqus-ohjelmistossa ei ole erikseen laattaelementtejd, vaan laattojenkin laskenta suori-
tetaan kuorielementeilld [17, luku 23.6.1]. Vaikka laattarakenteiden laatta- ja kuoriele-
menteill& el ole geometrista eroa, kuorielementti eroaa laattaelementista siing, etta kal-
vovoimat otetaan huomioon laskennassa [ 2, s. 410]. Abaqus laskee laatat niin sanottujen
yleiselementtien mukaan [18, luku 3.6.1]. Ne laskevat ohuet laatat Kirchhoffin-Loven
kinemaattisten oletusten mukaisina, ja paksuuden kasvaessa diirrytddn Reissnerin-
Mindlinin kuoriteoriaan [17, luku 23.6.2].

Tutkimus suoritettiin siten, etta ensimmaiselle tutkimustapaukselle kaytettiin kolmio-
elementtgd, joita Abagus-ohjelmassa merkitddn koodeilla S3 ja STR165 [17, luku
23.6.7]. Toisdlle ja kolmannelle tutkimustapaukselle kéaytettiin koodeilla S4R ja S8R
nimitettyja[17, luku 23.6.7] nelidelementteja.

4.2  Adaptiiviset verkontihennysmenetelméat Abagus-ohjelmistossa

Abagus-ohjelmiston adaptiivinen verkontihennysmenetelma valitaan verkontihennys-
sdannon (remeshing rule) avulla. Siina mallille méarétdan alue ja kuormitustapaus, jo-
hon sdant6a kaytetéan, virheindikaattori (error indicator), elementtien koon méadrdava
tihennysmenetelma (sizing method) seka rajoitteet. [19, luku 17.11.1.] S&&nnon avulla
Abaqus suorittaa iteratiivista verkontihennystd, jossa virheindikaattorin avulla elemen-
tellle lasketaan uudet koot. Se siis perustuu h-menetelmaan. Adaptiivista verkontihen-

nysta jatketaan kayttgjan madréamien iteraatiokertojen verran tai niin kauan kunnes
verkontihennyssdannossa maarétty tarkkuus on saavutettu [17, luku 12.3.1].

42.1 Virhendikaattorit

Virheindikaattorit ovat koko elementtia kuvaavia muuttujia, jotka osoittavat virheen
suuruutta. Abagus-ohjelmiston manuaalissa muistutetaan, ettd ne ovat likimdaraisia, ja
etta niiden laatu voi olla hyvinkin heikko, jos verkko on harva. Abaqus kayttéa Zien-
kiewiczin jaZhun kehittdméaa indikaattorityyppia[17, luku 12.3.2], jota nimitetdan Su-
perconvergent Patch Recovery (SPR) -menetelméksi [20, s. 207]. My6s Okstad et al.
[11, s. 698] seka Lee jaHobbs[10, s. 1] ovat tutkineet t&a menetelmédd. Se muodoste-
taan yleensa jannityksien avulla. Jannityskentta ry, sasadaan elementtimenetelman ratkai-
sun u, funktiona. Virhearviota parannetaan korvaamalla jannityskentan approksimaatio
rn niin sanotulla parannetulla arvolla (recovered value) r,* . Parannettuja arvoja kerétéén
solmupisteista kuten elementtimenetelméassékin, ja solmupistearvojen vélia kuvataan
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samanalaisilla, mutta korkea-asteisemmilla muotofunktioilla kuin yhtal6ssé (17) on esi-
tetty. Elementin parannettu jannityskentta (recovered stress field) ilmaistaan polynomi-
funktiona elementtijoukon yli [11, s. 698], javirhettd e, approksimoidaan arvolla e, *
[20, s. 208]:

e, ° ”'[ - |!h|| » e~ :”l!h *- I[h” . (22)

Saadut virhearviot |&hestyvét oikeaa virhetta tarkkuuden kasvaessa [11, s. 698]. SPR-
menetelmall& suoritettu verkontihennys kulkee Leen ja Hobbsin mukaan [10] pa&piir-
teittéin seuraavasti:

Suhteellisen virheen (relative error) 7 [10, s. 15] approksimaatioks n* tulee[10, s. 16]

ey e |
h =" »h* = — (23)
[l 1 |

jossa ||u]| on ratkaisun energianormi ja ||un*|| parannettujen arvojen avulla arvioitu
energianormi (estimated energy norm) [10, s. 6] ja ||en|| on virhenormi (error norm) ja
||en*|| parannettujen arvojen avulla arvioitu virhenormi (estimated error norm) [10, s.
10]. Ne perustuvat erilaisiin laskentasuureisiin. Adaptiivisen verkontihennyksen tavoit-
teena on saavuttaa ratkaisu, jossa suhteellinen virhe on enintéén maarétty arvo n*. Tasta
saadaan paikallinen luvallinen virhenormi (local allowable total error norm) [10, s. 17]

6,
Jn.

jossa ne on elementtien nykyinen lukumaara. Elementtikohtaiseksi tihennysindikaatto-
riksi elementille i saadaan [10, s. 17]

e, =h* (24)

h* :M, (25)
(S)

a

jolla elementille lasketaan uusi koko, kun x ilmaisee tihennyksen nopeutta [10, s. 17]:

vanha
uus hi

T ey (26)
Abagus-ohjelmistossa valitaan, kéytetédnkd elementin energiatiheyteen, Mises
jannityksiin, ekvivalenttiin plastiseen venymaan, plastiseen venymaan, virumaan, lam-
povirtaan, sahkdvuohon vai sdhkdpotentiaalin gradienttiin perustuvia virheindikaattorei-
ta. Niitd voidaan myos yhdistéda. [17, luku 12.3.2.] Laattaongelmaan sopivat elementin
energiatiheyteen perustuva eli ohjelmistossa lyhenteella ENDENERI merkitty [17, luku
12.3.2] ja Mises-jannityksiin perustuva eli lyhenteella MISESERI merkitty [17, luku
12.3.2] indikaattori.
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4.2.2 Tihennysmenetelmat

Menetelmdlle, jolla elementtien uudet koot mééritellaan, on kaks vaihtoehtoa: niin sa-
nottu minimi/maksimi-menetelma (minimum/maximum control) seka tasaisen virheja
kautuman menetelma (uniform error distribution). Oletusarvoisesti Abagqus kayttda ta-
saisen virhejakautuman menetelmd& ENDENERI-virheindikaattorin kanssa ja mini-
mi/maksimi-menetelméa M1 SESERI :n kanssa.

Minimi/maksimi-menetelma tekee kaksi tavoitetta virheelle: toinen kontrolloi element-
tien kokoa alueilla, joilla laskentatulos on korkein ja toinen alueilla, joilla ratkaisutulos
on pienin. Sit4, miten virhetavoitteet vaihtelevat néiden arvojen valillg, voidaan sddtda
bias factor -tekijala (bias factor) arvojen heikko (weak) ja vahva (strong) valilla Hel-
kolla bias factor -arvolla elementtien koot vaihtuvat jyrkimmin minimiarvosta maksi-
miarvoon, ja vahvalla arvolla muutos on heikoin. Oletusarvoisesti Abaqus asettaa bias
factor -arvon enemman vahvan puolelle. Tavoitevirheiden suuruudet voidaan paattéa
itse tai voidaan kéayttda Abagus-ohjelmiston oletusasetuksia, jotka laskevat virheen edel-
listen iteraatioiden perusteel la.

Tasaisen virhejakauman menetelma pyrkii samaan virheeseen koko aueella. Myo6s tassi
menetelmassa virhe on mahdollista méérittéd itse, ja Abaqus oletusarvoisesti maérittéa
virheen edellisten iteraatioiden perusteella. Abaqus-ohjelmiston manuaalissa suositel-
laan, ettd virheiden suuruuksien oletusasetuksia kaytetéén silloin, kun el ole erityista
virhetavoitetta, mutta halutaan tietéa verkontihennyksen vaikutuksia tuloksiin. [17, luku
12.3.3]

423 Réjoitteet

Verkontihennyssdénnon rajoitteet koskevat elementtien kokoa ja tihennysmenetelman
aggressiivisuutta. Elementtien kokoa saédetddn maaraamalla niille minimi- ja maksimi-
koot. Oletusarvoisesti Abagus asettaa minimiarvoksi yhden prosentin oletusel ementti-
koosta ja maksimiarvoks 10 kertaa oletuselementtikoon. [17, luku 12.3.3.] Oletusele-
menttikoko on elementin koko, jonka Abaqus oletusarvoisesti asettaa elementtiverkolle.
Tihennysmenetelmén aggressiivisuus sé&detdan tihennys- ja harvennustekijoiden (re-
finement and coarsening factors) avulla: refinement-tekija kontrolloi verkon tiheytté ta
pienten elementtien luomista; coarsening-tekija kontrolloi verkon harvuutta tai suurten
elementtien luomista [17, luku 12.3.3]. Ohjelmiston manuaalissa suositellaan kaytta
mé&an rajoituksia etenkin singulaaristen pisteiden kanssa, silla adaptiivinen verkontihen-
nysprosess voi alkaa tihentda verkkoa liikaa singulaarisen pisteen alueelle [17, luku
12.3.1]. Tutkimuksessa on kaytetty ohjelmiston oletusarvoja, jotka on suunniteltu est&-
maan seka liiallista harvuutta etta laskennallisesti kallista hienoutta[17, luku 12.3.3].



14

5 Esimerkkitapaukset

5.1 Tutkimusongel mat ja -menetel mét

Abagus-ohjelmiston verkontihennysmenetelmia tutkittiin kolmella esimerkkitapauksel-
la. Tutkimus suoritettiin versiolla Abaqus/CAE 6.7-1, ja sen painopisteend oli verrata
adaptiivista verkontihennysta tasaiseen verkon tihentdmiseen. Vertalu suoritettiin tar-
kastelemalla valittujen laskenta-arvojen kehitysta elementtien lukumaéran lisééntyessa.

51.1 Mallinnusperiaatteet

Esimerkkitapaukset mallinnettiin siten, ettd geometria otettiin vertailututkimuksista ja
kuorman suuruus skaalattiin sellaiseksi, etta siirtymét sailyivét realistisina ja suhteelli-
sen piening, jotta ne toteuttavat vertailututkimuksissa kaytettyjen laattamallien ehdot.
Malliin luotiin tasainen, melko harva elementtiverkko, jolle suoritettiin laskenta-
analyysi, ja tulokset kirjattiin ylés. Verkko luotiin uudestaan tihedmpang, ja analyysi
suoritettiin uudelleen. Tihennysta jatkettiin joko kunnes tulokset alkoivat vakiintua tai
kunnes tietokoneresurssit loppuivat. Tama tasainen verkontihennys suoritettiin seka
lineaarisilla etta kvadraattisilla elementeilla. Seuraavaksi mallille suoritettiin adaptiivi-
nen verkontihennys eri menetelmin, ja laskennan tuloksia verrattiin tasaiseen tihennyk-
seen. Adaptiivinen verkontihennys loppui joko kymmeneen iteraatioaskel eeseen tai kun
verkontihennyss&8nnossa annetut ehdot tayttyivat.

Seuraavassa tasai sella verkontihennysmenetel mall & saatuja tarkimpia tuloksia merkitdan
suhdeluvulla 1, ja muut tulokset ilmoitetaan suhteessa téhan. |deaalitapauksessa vertai-
luarvona kéaytettéisiin tehtdvan tarkkaa ratkaisua, mutta koska tarkka ratkaisu ei ole tie-
dossa, ja koska kiinnostuksen kohteena on suhde tasaiseen tihennykseen, esitystapaa
voidaan pitda selkeand. Vertailusuureiks valittiin maksimitaipuma seké venyméaenergia.
Nahin pdadyttiin, koska ongelmaa haluttiin katsoa kahdesta eri nékdkulmasta: maksi-
mitaipuman tarkastelu tarjoaa kdytanndnldheisen ja insinddrimaisen lahestymistavan,
slla taipuma on erés laskentasuureista, joita tarvitaan rakennesuunnittelussa; venymé-
energian seuraaminen puolestaan on teoreettisempi ja kattavampi tarkastelusuure. Ver-
tallusuureet valittiin ennen tutkimusta, ja tutkimuksen aikana huomattiin, etta toiset ver-
tallusuurevalinnat olisivat voineet johtaa toisenlaisiin tuloksiin. Maksimitaipuma 0soit-
tautui heikoksi tarkkuuden arvioimisessa, mink& vuoksi tulokset on esitetty padosin ve-
nyméaenergian avulla. Vertailun kohteena olivat laskentakustannukset eli vapausasteiden
lukumaéara suhteessa vertailusuuresarvon kehitykseen. Tydssa ei keskitytty vertailemaan
laskentasuureiden eroja, kun kaytettiin samaa vapausastelukumaéraga, mutta eri tihen-
nysmetodeja, vaan tutkimuksen pagpaino oli vertailussa tasai sen tihennyksen kanssa.



5.1.2 Tasaisesti kuormitettu, L:n muotoinen laatta

Ensimmaisen tutkimustapauksen laatta valittiin Beirdo
daVegan et a:n[9, s. 1861] tutkimuksesta. Kyseiseen
valintaan paadyttiin myods, koska L-muotoinen laatta
on yksinkertainen esimerkki singulaarisesta pisteesta
eli pisteestd, johon syntyy jannityskeskittymié. Singu-
laarisen pisteen vuoksi esimerkkitapauksen jannitys-
resultantin jakaumasta tulee rajoittamaton [10, s. 11].
Se diis sopii hyvin kuvaamaan virhekeskittymia ja
laskentatarkkuuden merkitystd [7, s. 1421]. Se on
my06s tapaus, jossa adaptiivinen verkontihennys tuot-
taa suuria hyotyja[10, s. 2 ja 12]. Reunaehdot valittiin
diten, etté sivut on tuettu vapaasti eli hard ssmply sup-
ported -tuennalla. Tutkimustapauksen geometria on
esitetty kuvassab.

5.1.3 Tasaisesti kuormitettu nelidlaatta

1m

15

im

Kuva5. Endmmainen
tutkimustapaus

Toisen tutkimustapauksen laatta valittiin vastaamaan Leen ja Hobbsin tutkimustapausta
2[10, s. 20 ja 27]. Syyna Leen ja Hobbsin kiinnostukseen tapausta kohtaan on jannitys-
resultanttien nopea muutos reunojen alueella [10, s. 2 ja 12-15]. Tuentana on nyt soft
simply supported -tuenta. Se on realistisempi kuin hard simply supported - tuenta[10, s.

12]. Geometriajatuenta on esitetty kuvassa 6.

5.1.4 Osittain kuormitettu nelidlaatta

Kolmannen tutkimustapauksen geometria
ja tuenta noudattavat edellista tapausta,
mutta kuormitusalue on siirretty Okstadin
et a:n tutkimustapauksen [11, s. 708] mu-
kaiseksi. Geometria, tuenta ja kuormitus on
esitetty kuvassa 6. Lisdksi kuormituksen
suuruutta liséttiin, jotta se tuottaa saman
suuruusluokan tuloksia kuin tutkimustapa-

us 2. Kuorman suurentamisen idea saatiin Kuva 6. Kolmastutkimustapaus[10, s. 708]

Okstadin et al:n tutkimuksesta[11, s. 709].
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5.2 Tulokset

521 Tasaisesti kuormitetun L-laatan tutkimustul ok set

Adaptiivinen verkontihennys suoritettiin lineaarisille elementeille yhteensa 17 eri kri-
teerein. Kaikillakriteereilla verkko tihentyi laatan nurkkaan sek& hieman laatan reunoil-
le. Tihennetyn verkon muoto on esitetty liitteessa 1, jase vastaa Beirdo daVegan et al:n
tuloksia [9, s. 1860]. Huomattiin, ettd tasaiseen virhejakaumaan pyrkiva menetelméa
tuotti johdonmukaisimpia tuloksia, ja etta ENDENERI- ja MISESERI-virheindikaatto-
reilla saatiin samansuuntaisia tuloksia. Tasaisen virhearvion menetelmalla suoritettiin
analyysi myos kvadraattisilla elementeill& Seka lineaarisilla etta kvadraattisilla elemen-
teilla laskettaessa saatiin hieman tarkemmat tulokset suhteessa elementtien lukuméaéraan
ENDENERI-indikaattorin kuin MISESERI-indikaattorin kanssa. Nain ollen lopulliset
vertailut tasaisen tihennyksen kanssa suoritettiin tasaiseen virhejakautumaan perustuval-
la ENDENERI-indikaattorin verkontihennyssdannolla.

Tasaisesti kuormitettu L-laatta .

e 700 —e— Vahva bias
€ 500 _— factor -ano.
= 500 /./ AN A 0
2 400 79:‘/ K- —o— Keskivahva bias
g 300 - — N factor -anvo.
§ 200 £ Wf
w 100 ( -

‘ ‘ T w T w ‘ ‘ ‘ —a— Heikko bias

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 factor -anvo.

Iteraatiokerta

Kuva 7. Elementtien lukum&ar an vaihtelu minimi/maksimi -menetelmén aikana. Tapaus 1.

Kuvassa 7 on esitetty elementtien lukuméadran kehitys minimi/maksimi-menetelmalla
suoritetun verkontihennysprosessin iteraatioiden mukaan. Neljannen iteraation jalkeen
minimi/maksimi-menetelméan adaptiivinen verkontihennysprosessi alkoi vahentéa ele-
menttien lukumaéréa ja tehda verkosta hyvin harvan muualle kuin singulaarisen pisteen
alueelle. Tarkistukseksi menetelmélle suoritettiiin 20 iteraation prosessi, ja huomattiin,
ettd elementtien lukumaéra heilahteli prosessin kuluessa, eikd vakiintunut minnekaan.
Laskentatarkkuus véheni elementtien lukumaéran vahentyessa ja kasvoi elementtien
lisdantyessd. Menetelmaa kokeiltiin eri bias factor -arvoilla, ja parhaat tulokset antoi
vahvan bias factor -arvon menetelmé. Se antoi jopa suuremman tarkkuuden suhteessa
elementtien lukuméérdan kuin tasaisen virhejakautuman menetelma Tama tarkin arvo
oli 0,9, ja se saavutettiin alle 700 elementill&, kun vastaavaan tarkkuuteen pdastiin tasai-
sen virhgjakautuman menetelman kanssa vasta noin 1000 elementill& Kuitenkin tasai-
sen virhgjakautuman menetelma johti lopulta parempiin ja vakiintuneempiin tuloksiin,
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joten sitd voidaan pitéa sopivampana vertailuun tasaisen tihennyksen kanssa. Huomat-
tiin, ettd minimi/maksimi -menetelma oli melko aggressiivinen oletusrgjoitusten suh-
teen, ja téhan menetelméan olisi ehkd kannattanut sd&tda omat rajoitukset. Toisaalta
myds minimi/maksimi-menetelma antoi tasaista verkontihennysta tarkempia tuloksia
suhteessa elementtien lukuméaréan, jatarkinta 0,9:n tulosta voitaisiin jo pitéariittavana.
Minimi/maksimi-menetelmé onkin ilmeisesti parhaimmillaan, kun kéytetéan suhteelli-
sen vahvaa bias factor -arvoa, vain muutama iteraatiokertaa seka tarkoin séadettyja ra-
joituksia.

Verkontihennyssdanttjen oletusarvoista parhaan tuloksen antoi ENDENERI- ja MI-
SESERI-virheindikaattorien yhdistelmg, jolloin pdastiin suurin piirtein samoihin tulok-
sin tasaiseen virheeseen pyrkivien ENDENERI- ja MISESERI-indikaattorien kanssa.
Muiden indikaattorien yhdistamisessd huomattiin, ettd yhdistetty menetelma noudatti
ENDENERI-indikaattorin antamia tuloksia

Tasaisesti kuormitettu L-laatta —s—Tasainen
110 verkontihennys,
' Lineaariset
1.00 NN elementit

' /./I/.—. —o— Tasainen
0,90 - verkontihennys,
Kvadraattiset
0,80 elementit
—a— Adaptiivinen
0,70 verkontihennys,
0.60 1 Lineaari_set
elementit
; —n— Adaptiivinen

100 1000 10000 100000 1000000 verkontihennys,
Kvadraattiset

Elementtien lukumaara elementit

Venymaenergia

0,50

Kuva 8. Venyméaenergian tarkkuuden kehitys elementtien lisdéntyessi. Tapaus 1.

Tasaisen virhejakautuman menetelmalla suoritettu, kvadraattisiin elementteihin perus-
tuva adaptiivinen verkontihennys antoi suuremmat laskenta-arvot kuin tasaisella tihen-
nyksella saadut tarkimmat arvot. Suurempien arvojen paateltiin olevan tarkempia, koska
ne vakiintuivat iteraatioprosessin edetessa ja elementtien lukuméaran lisdantyessa. Jo
400 elementtid antoi tarkemman tuloksen kuin tasainen kvadraattinen tihennys, jonka
tarkin arvo saavutettiin vasta noin 170 000 elementill&. Nama verkot on esitetty liittees-
s 1. Myos lineaarisilla elementeill& adaptiivinen verkontihennys saavutti tasaista tihen-
nysta tarkemmat arvot, jotka saavutettiin noin 10 000 elementill&. Lineaaristen element-
tien tasainen verkontihennys ei paassyt samaan tarkkuuteen muiden kanssa edes 380
000 elementilld. Kuva 8 esittéd venyméaenergian tarkkuuden kehitysté elementtien lu-
kuméaéran funktiona. My6s maksi mitaipuman tarkkuus noudattelee samanlaista kayraa.
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5.2.2 Tasaisesti kuormitetun nedlidlaatan tutkimustulokset

Tasaisesti kuormitetulla neliGlaatalla adaptiivisesti tihennetty verkko tihentyi hieman
laatan reunoihin, laatan keskelld oli suurempia elementteja ja suurin osa alueesta oli
melko tasaista verkkoa. Verkon muoto on esitetty liitteessa 2. Verkon tihentymisen pai-
nopisteet vastasivat Leen ja Hobbsin tuloksia [10, s. 44-45]. My0s tdlle tapaukselle ta-
saiseen virheeseen perustuva ENDENERI-virheindikaattori tuotti parhaat tulokset, ja
muille indikaattoreille saatiin tutkimustapauksen 1 mukaisia tuloksia. Huomettiin, etta
adaptiivisen elementtiverkon kanssa saavutettiin suurin piirtein yhta tarkkoja tuloksia
suhteessa elementtien lukum&araén kuin tasaisella tihennyksella. Venyméenergian tark-
kuus elementtien lukumééran suhteen on esitetty kuvassa 9.

Tasaisesti kuormitettu nelilaatta —a— Tasainen
105 verkontihennys,

Lineaariset
elementit

1,00 - —o— Tasainen
verkontihennys,
Kvadraattiset

0,95 elementit
// —a— Adaptiivinen
0,90 V(.erkonti.hennys,
Lineaariset
/ elementit
0,85 ‘ ‘ ‘ —— Adaptiivinen

10 100 1000 10000 100000 1000000 verkontihennys,
Kvadraattiset

Elementtien lukuméaara elementit

Venymaenergia

Kuva 9. Venyméaenergian tarkkuuden kehitys elementtien lisdéntyessa. Tapaus 2.

Syy siihen, miksi adaptiivisella tihennykselld ei saavutettu tasaista tihennysté tarkempia
tuloksia suhteessa elementtien lukuméaréan, voi olla se, etta indikaattori ei ehka havait-
se tihennystarvetta, mink& vuoksi tihennys ei johda optimaaliseen verkkoon. Toisaalta
menetelmalla tulisi saada tasaista tihennysta tarkempia arvoja suhteessa elementtien
lukumééraan, koska verkko muistuttaa Leen ja Hobbsin tutkimusta, jossa adaptiivinen
tihennys tuotti parempiatuloksia[10, s. 28]. Lee ja Hobbs vertailivat kuitenkin jannitys-
resultantteja, ja syy voikin olla siing, ettd adaptiivisesti tihennetty verkko johtaa vain
talpuman ja venymaenergian suhteen samoihin tuloksiin tasaisen tihennyksen kanssa, ja
jannitysarvoja vertailemalla saadaan aivan toisenlaisia tuloksia. Leen ja Hobbsin mu-
kaan adaptiivisella tihennyksell& saadaan tasaista tihennysté tarkemmat reunojen taivu-
tusmomenttien jakaumat suhteessa elementtien lukumédrdan [10, s. 34]. Véitetta voi-
daan pitda jarkevang, ja se voi toimia myds Abagus-ohjelmiston kanssa, koska adaptii-
vinen verkko on tiheédmpi laatan reunoilla. Lee ja Hobbs saivat tutkimuksessaan tulok-
sen, ettd reunojen elementtikoon tulee olla laatan paksuinen, jotta taivutusmomentit
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saadaan huomioitua [10, s. 34]. Myo6s Abagus-ohjelmiston kanssa huomettiin, etta suu-
rin piirtein laatan paksuuden kokoisilla elementeilld saatiin riittavan tarkat tulokset,
vaikka vertailluarvona olikin venyméenergia. Ei voidakaan sanoa, ettd adaptiivinen ti-
hennys el toiminut, vaikka se el yltanyt venymaenergian suhteen tarkempiin tuloksiin
kuin tasainen verkko.

Nelitlaatan tapauksessa huomattiin maksimitaipuman sopimattomuus vertailuarvoks.
Arvojen seuranta kérsi siitd, ettd jos elementti osui laatan keskelle, aivan laatan keski-
pisteessa olevaa taipumaa el saatu laskettua, slla siind el ollut solmupistetta Kun ele-
menttien lukumaara lisdantyi, ongelma poistui. Maksimitaipumalle saatiin kuitenkin
riittava tarkkuus jo parillakymmenella elementill&. My6s venyméenergialle saavutettiin
riittava tarkkuus melko pienilla elementtim&arilla Energiaa ja taipumaa parempi vertai-
luarvo olisikin ehka ollut jokin jannityssuure.

5.2.3 Osittain kuormitetun nelidlaatan tutkimustulok set

Kolmannelle tutkimustapaukselle saatiin melko samanlaisia tuloksia kuin tutkimustapa-
ukselle 2. Ero tuli siing, ettd adaptiivinen prosessi tihensi nopeammin kuorman alueelle
seka kuormitetun ja kuormittamattoman alueen rajapintaan. Taman vuoks adaptiivinen
verkontihennysmenetelma saavutti tarkempia arvoja suhteessa elementtien lukuméaé-
réén, kun elementtgéa oli melko vahan, ja saavutti riittavan tarkkuuden pienemmilla
elementtiméarilla kuin tasainen verkontihennys. Tama ndkyi selvemmin lineaaristen
elementtien kanssa. Venyméaenergian tarkkuus elementtien lukuméaran funktiona on
esitetty kuvassa 10. Adaptiivinen verkko muistutti toisen tutkimustapauksen verkkoa
silla erolla, ettd kuorman laheisyyteen muodostui hieman tihempaé verkkoa, miké vas-
taa myds Okstadin et a:n tutkimuksia[11, s. 709]. Verkon muoto on esitetty liitteessa 2.

Osittain kuormitettu nelilaatta —s—Tasainen
101 verkontihennys,
' Lineaariset
1,00 elementit
© | —o— Tasainen
g 0.99 verkontihennys,
$ 0,98 1 Kvadraattiset
g elementit
E 097 -
= —a— Adaptiivinen
< 0,9 verkontihennys,
Lineaariset
0,95 1 elementit
0,94 ‘ ‘ ; ‘ —a— Adaptiivinen
10 100 1000 10000 100000 1000000 verkontihennys,
Kvadraattiset
Elementtien lukuméaéra elementit

Kuva 10. Venymaenergian tarkkuus elementtien lisdantyessa. Tapaus 3.
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6 Johtopaatokset

Tassa tydssd on selostettu laattamallit ja elementtimenetelmén perusperiaatteet, virhei-
den teoriaa on avattu, ja adaptiivinen verkontihennys on esitetty keinona vahentda dis-
kretointivirhetta kustannustehokkaasti. Abagus-ohjelmiston verkontihennysmenetelmét
on lyhyesti selvitetty, ja niita on tutkittu kolmen esimerkin avulla. Tutkimuksessa keski-
tyttiin adaptiivisen jatasai sen verkontihennyksen laskentakustannusten vertailuun.

Ensimmaisessd esimerkkitapauksessa adaptiivisen verkontihennyksen avulla saatiin
tasaista tihennystd huomattavasti tarkempia tuloksia suhteessa elementtien lukumé&
réan. Adaptiivinen verkontihennys johti jopa tarkempiin tuloksiin kuin laskentakapasi-
teetin &ériragjoilla suoritettu tasainen verkontihennys.

Toinen tutkimustapaus ei tuottanut eroa adaptiivisen ja tasaisen tihennyksen valillg kun
tarkasteltiin venyméenergia-arvon tarkkuuden ja elementtilukumééran suhdetta. Adap-
tilvisesti tihennetty verkko oli kuitenkin tihedmpi laatan reunoilla, joilla oli nopeasti
muuttuvia jannityksid. Jos vertailusuureena olisivat olleet jannitysarvot, olisi tutkimuk-
sessa voitu havaita parempaa tarkkuutta niiden suhteen. Koska vertailuarvot valittiin
etukéteen ja pyrittiin yhtenaisyyteen kaikkien tutkimustapausten kanssa, jannitysarvojen
tarkkuus jéa avoimeks. Tutkimustapaus 2 osoittautuikin hyodylliseksi siing, ettéd se
osoitti vertailuarvojen valinnan tarkeyden ja sen, etta laskentaverkolla voidaan saavuttaa
riittava tarkkuus halutulle laskenta-arvolle, vaikka muilla arvoilla ei saavutettaisikaan
hyvéd tarkkuutta. Olis kuitenkin kiinnostava tietds, tuottaako Abaqus-ohjelmiston
adaptiivinen verkontihennys tasaista tihennysta tarkempia jannitysresultanttituloksia.
Jos parempaa tarkkuutta ei ssavuteta, tdma tarkoittaa, etté joko ohjelmiston indikaattorit
eivat kykene havaitsemaan optimaalisinta tihennystarvetta tai verkontihennyssdannon
asetuksia tulee sdatda paremmiksi. Asiaa voitaisiin selvittda lisatutkimuksilla.

Kolmas tapaus osoitti, ettd adaptiivista verkontihennysté voidaan kéayttéa tarkkuuden
parantamiseen myos kuormituskeskittymaalueilla. Adaptiivinen verkontihennys ei tuot-
tanut tassd tapauksessa yhté suurta eroa tasaiseen tihennykseen kuin enssmmaéisen tut-
kimustapauksen kanssa, mutta tasaista tihennysta suurempi tarkkuus suhteessa element-
tien lukumaaraén on ndhtavissa, kun elementtejd on vahan.

Abagus-ohjelmiston automaattisten adaptiivisten verkontihennysmenetelmien voidaan-
kin sanoa toimivan kohtalaisen hyvin. Niiden kaytto vaatii kuitenkin hyvaa virheiden-
hallinnan ymmartamista, silla pelkk& hienolta kuulostavan ominaisuuden kayttoonotto
el riitd. Adaptiivinen verkontihennys voi johtaa jopa heikompiin tuloksiin, jos ohjelmis-
ton rgoituksia el sd&deta sopiviksi, kuten minimi/maksimi-menetelman kanssa saavute-
tut tulokset osoittavat.
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Liitel

Kuva l. Tasaisesti tihennetty, noin 700 lineaarisen elementin verkko ja ENDENERI -
virheindikaattorin jakauma. Tapaus 1.
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Kuva 2. Adaptiivisesti tihennetty, noin 400 kvadr aattisen elementin verkko, jolla saatu tarkkuus
ylittéda alla kuvassa 3 esitetylla tasaisesti tihennetylla verkolla saadun tarkkuuden. Tapaus 1.

Kuva 3. Tasaisesti tihennetty, noin 170 000 kvadr aattisen elementin verkko, jolla saatu tarkkuus
alittaa ylla kuvassa 2 esitetylla adaptiivisesti tihennetylla ver kolla saadun tarkkuuden. Elementit

ovat niin pienia, ettei niitd ndy. Tapaus 1.
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Kuva 1. Adaptiivisesti tihennetty, noin 2200 kvadr aattisen elementin verkko. Tapaus 2.
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Kuva 2. Adaptiivisesti tihennetty, noin 2700 kvadr aattisen elementin verkko. Huomataan, etta
ver kko muistuttaa ylla olevan kuvan 1 verkkoa silla erolla, etté kuor mituksen alueella on
tihennettya verkkoa. Tapaus 3.



