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Symbolit ja merkinnéat

Skalaaregja on merkitty kursivoiduilla kirjaimilla, vektoreita pienill& lihavoiduillakir-
jaimillajamatriisgasuurillalihavoiduillakirjaimilla.

B Venymamatriisi

C..C, Kimmomatriisga

dy Elementin K pisimman sivun pituus

€;,€, Kéyréviivaisten koordinaattien tangenttivektorit
e,e,,6, Karteesisen paikalliskoordinaatiston kantavektorit
E Kimmokerroin

f V oimavektori

h Kuoren paksuus

J Jacobin matriisi

J Jacobin determinantti

k Leikkauskorjauskerroin

K Jaykkyysmatriisi

N; Solmun i muotofunktio

q Elementin solmujen siirtymien ja kiertymien vektori
RN, Redusoitu muotofunktiomatriisi

r,st Alakoordinaatit

u Siirtymavektori

u Kuoren keskipinnan siirtymavektori

[’} Solmun i siirtymavektori

a Kuoren normaalin siirtyma (kiertyma)

1} Solmunormaalin siirtyma (kiertyma)



u,Vv,,W

XY,z

Xil ! yiI ' ZiI

XX

x>

Solmun i siirtymakomponentit

Solmujen siirtymien ja kiertymien muodostama vektori

Globaalit karteesiset koordinaatit
Solmun i paikalliset karteesiset koordinaatit

Paikkavektori
Kuoren keskipinnan paikkavektori

Solmun i paikkavektori

Kuoren normaalivektori

Solmun i yksikkdnormaalivektori

Stabil ointiparametri

Venymét (&,n,{) -koordinaatistossa
Venymét (r,s,t,{)-koordinaatistossa
Venymét (X, Y, z) -koordinaatistossa
Paksuussuuntai nen koordinaetti

Kiertymét akselien e, ja e, ympéri solmussai
Poissonin vakio

Luonnolliset kayraviivaiset koordinaatit



1 Johdanto

1.1 Yleista

Kuorirakenne on kolmiulotteinen rakenne, jonka paksuus on pieni verrattuna muihin
ulottuvuuksiin. Kuorirakenne vastustaa siihen kohdistuvia kuormia padosin kaare-
vuudellaan. Kuorirakenteita ovat esimerkiksi autojen korit ja lentokoneiden seké lai-
vojen rungot. Kaikissa néissa tapauksissa ohut kuorirakenne kattaa suuren pinnan ja
kantaa suuria ulkoisia voimia. Téllaisia rakenteita suunniteltaessa on tavoitteena teh-
da rakenteesta turvallisuus ja kaytettévyys huomioon ottaen mahdollisimman ohuita
materiaalikustannusten minimoimiseksi ja jotta rakenne olisi kevyt. [Chapelle ja
Bathe 2003, s. 1-2]

Kuorirakenteiden mekaanista kayttaytymista kuvaavat yhtalot ovat yleensa, monista
yksinkertai stuksi sta huolimatta, niin monimutkaisia, etta niiden anal yyttinen ratkaise-
minen e ole mahdollista. Kéaytanntssa kuoriongelmat (muodonmuutokset ja janni-
tykset kuorirakenteessa) ratkaistaan numeerisesti kayttamalla el ementtimenetelmaa
(FEM). [Malinen 2001, s. 7.]

Elementtimenetelmé on yleinen numeerinen menetelma osittaisdifferentiaaliyhtal oi-
den ratkaisemiseksi. Sité voidaan kayttda virtausmekaniikassa, |ammaonjohtumison-
gelmissa, séhkoopissa jne. Kuitenkin juuri kuorirakenteiden analysointi antoi sy-
kayksen kaytanndllisten elementtimenetelmien kehittamiselle [Chapelle ja Bathe
2003, s. 2-3].

Ohuiden kuorirakenteiden analysoinnissa on perusteltua kayttéa erityisia kuoriele-
mentteja elka 3D-elementtgja. Verkotettaessa ohut rakenne kayttamalla tetraedri- tai
heksaedrielementtejd, verkosta téytyy generoida hyvin tiheg, koska muuten huonon-
muotoiset elementit heikentévat ratkaisun tarkkuutta Kayttdmalla kaksiulotteisia
kuorielementtgj 4, joilla verkotetaan kuorirakenteen keskipinta, vapausasteiden luku-
maéra ja sita kautta ratkai suaika pysyy pienempana.

Monimutkaisten geometrioiden verkottaminen on hel pompaa kayttamalla kolmioele-
mentteja kuin nelikulmioelementtejd. Useat automaattiset verkongeneroijat ja adap-
tilviset ratkaisijat kayttavét kolmioelementtgga. Nain ollen on perusteltua kehittéa
my6s kolmioelementtejd, vaikka nelikulmioelementit ovatkin yleensé tarkempia.

Varsinkin epdineaarisessa analyysissa, jossa yhtdloryhma joudutaan ratkai semaan
useita kertoja, on vapausasteiden lukumaardlla merkitystd, jolloin (bi)lineaaristen
elementtien (3-solmuinen kolmioelementti ja 4-solmuinen nelikulmioelementti) kayt-
taminen voi olla tarpeellista. N&in ollen on tarvetta kehittdd myds néita lineaarisia
elementte & eiké pelkastéan korkeampiasteisia elementteja.



1.2 Tyon tavoitteet ja padkohdat

Taman diplomityon tavoitteena oli perehtya kuoriongel mien ratkai semiseen element-
timenetelmalla ja ohjelmoida lukkiutumattomat 3- ja 6-solmuiset kolmiokuoriele-
mentit Finnsap-lujuusl askentaohj el mistoon.

Tavanomainen siirtymaelementti lukkiutuu eli elementti antaa huomattavasti liian
pienia siirtymatuloksia, kun kuorirakenne on ohut. Téssa tydssa on tarkasteltu ensin
tasokuorielementtid, joka on yhdistetty kalvoelementisté ja laattael ementista. Téllai-
nen elementti karsii lelkkauslukkiutumisesta. Lukkiutumista on pyritty estamaan
kayttamalla ns. MITC-laattaelementtid, jonka leikkausvenymétermeja on modifioitu
verrattuna tavanomaiseen siirtymaelementtiin. Lineaarisella (3-solmuisella) kolmio-
elementilla on lisdks kaytetty stabilointitekniikkaa, jossa |leikkauskorjauskerrointa
modifioidaan.

Tarkastellut kaarevasivuiset kvadraattiset (6-solmuiset) kolmiokuorielementit on
muodostettu kayttamalla ns. MITC- ja ANS-tekniikoita. Kvadraattiset elementit kér-
sivat leikkauslukkiutumisen lisdksi kalvolukkiutumisesta, joten leikkausvenyméater-
mien liséksi myos elementin tasonsuuntai sia venyméatermeja on modifioitu.

Luvussa 2 kasitellaén lyhyesti Finnsap-ohjelmistoa ja sen kuorielementtgjd. Luvussa
3 kasitelldan lineaarisen ohuen kuoren teoriaa ja elementtimenetelman soveltamista
kuoriongelmiin. Luvuissa 4-7 kuvataan ty6ssa implementoidut kolmiokuorielementit
jaluvussa 8 esitellaén 12 testitapausta, joilla on testattu implementoitujen element-
tien toimivuutta
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2 Finnsap-ohjelmisto

Téassa luvussa kasitell|aan lyhyesti Finnsap-1ujuusl askentaohjelmistoa. Esitys perustuu
Finnsap-ohjelmiston al oitusohjeeseen ja ohjelmasel osteeseen [FINNSAP | 2002].

2.1 Yleista

Finnsap-lujuuslaskentaohjelmiston kehityksesta ja kayttétuesta huolehtii Insindori-
toimisto FEMdata Oy. Finnsap-ohjelmisto sisaltéa ohjelmat Finngen, Finnsap, Finn-
draw, Finnpro, B7, EC3, Finndyn ja Ffatig.

Finngen on FEM-malligeneraattori, jonka avulla luodaan elementtimalli halutulle ra-
kenteelle Finnsap-ohjelmaa varten. Finngen-ohjelmaan voidaan lukea rakenteen
geometriaan liittyvid solmu- ja elementtitietoja myos suoraan CAD-jéarjestelmista.
Finnsap on FEM-analyysiohjelma, jolla suoritetaan varsinainen FEM-laskenta. Finn-
draw on graafinen FEM-jdkikéasittel yohjelma Finnsap-ohjelman laskentamallin ja tu-
losten kuvalliseen esittémiseen.

Finnpro on ohjelma, joka laskee palkkien poikkipintasuureet Finngen-mallintgjalla
luodun elementtimallin avulla. B7- ja EC3-ohjelmilla suoritetaan teraspal kkiraken-
teiden mitoituslaskelmia. Finndyn-ohjelmalla voidaan suorittaa dynaamisten vastei-
den analyysi Finnsap-ohjelman ominaisarvotehtavan ratkaisun pohjalta. Ffatig-ohjel-
ma on tarkoitettu vasymisanal yysien suorittamiseen.

Finnsap-ohjelmaa voidaan soveltaa mm. seuraavantyyppisten rakenteiden lujuuslas-
kentaan: ristikot seka palkki-, keh& ja arinarakenteet, putkistot, levy- ja laattaraken-
teet, pyordhdyssymmetriset paksut kuoret, 3-ulotteiset ohutkuorirakenteet seka 3-
ulotteiset paksukuori- ja solidirakenteet.

Seuraavat analyysityypit ovat mahdollisia: staattinen, ominaisvarahtel ytagjuuksien ja
-muotojen ratkaisu, vastespektrianalyysi maanjaristyskuormituksille, impulssivaste-
analyys sysayskuormituksille, satunnaisvarahtelyanalyysi kuormittavalle herétteelle,
joka on satunnai sprosessi, suora vasteratkaisu (harmoninen vaste sinimuotoiselle jat-
kuvale kuormitukselle), 3D20-solidielementin ja CBR-kuoren stationdérinen 1&m-
monjohtuminen, epdlineaarinen askeltava ratkaisu seka lineaarinen stabiliteetin omi-
naisarvoratkaisu (toistaiseks vain palkkielementille).

Mahdollisia staattisia kuormia ovat mm. solmupistevoimat ja -momentit, tukien pak-
kosiirtymatai esikiristys, kiihtyvyys ta omapaino haluttuun suuntaan, lampolaajene-
minen, erilaiset painekuormat ja viivakuormat tietyilla elementeilld, palkkielement-
tien jakautuneet ja jannevalikuormat, palkki- tai putkielementin esijannitys seka pyo-
rimisliike tietyilla elementeilla.
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2.2 Kuoridementit

Finnsap-ohjelmassa on 3- ja 4-solmuiset kuori3- ja kuori4-elementit, 6- ja 8-solmui-
set semiloof6- ja semiloof8-elementit seka erityyppisia 4-, 8- ja 9-solmuisia CBR-
elementtgad. CBR-elementit ovat naista uusimpia, yleisesti parhaiten toimiviajaniilla
on moni puolisimmat |iséti eto-ominai suudet.

Finnsap-ohjelmassa ei ole erikseen |laattagl ementtejd, vaan |aattarakenteet gjatellaan
kuorirakenteiden erikoistapauksiks ja analysoidaan kayttamalla kuoriel ementteja

2.2.1 Kuori-edementti

Kuori-elementilla on 20 vapausastetta (kolmioelementilla 15 vapausastetta): kolme
siirtyméaa ja kaksi kiertymaa jokaisessa solmupisteessid. Kuori-elementin jaykkyys-
matriisi muodostetaan seuraavien oletusten pohjata: pienet siirtymét, tasojannitysti-
la, kalvo- ja taivutugaykkyyksien vélilla el kytkentds, leikkausmuodonmuutosta el
oteta huomioon taivutustilassa. Elementin ominaisuudet ovat periaatteessa klassilli-
sen ohutkuoriteorian mukaiset.

Taivutus aykkyyden kohdalla on kyseessa ns. Q-19-laattaelementti, joka kootaan nel-
jasta ns. LCCT-11-kolmiosta, jotka edelleen kootaan kolmesta aikolmiosta. Taipu-
man lauseke on toisen asteen polynomi. Kuori-elementin kalvojaykkyys yhdistetdan
samala tavoin kuin taivutusdykkyyskin neljan kolmioelementin jaykkyyksista.
LCCT-11-kolmioita vastaavat nyt ns. LST-10-kolmiolevyelementit, joiden alueella
venymét vaihtelevat lineaarisesti.

2.2.2 Semiloof-eementti

Semiloof-elementin kahdeksalla (kolmioelementin kuudella) geometriasolmulla (si-
vujen nurkka- ja keskisolmut) on vapausasteina globaaliset x-, y- ja z-siirtymét. Sivu-
jen neljdnnespisteiden |dhelld sijaitsevilla ns. Loof-solmuilla on vapausasteena kier-
tyma elementin sivuviivan ympari.

Semiloof-elementin jaykkyysmatriisi muodostetaan seuraavien oletusten pohjalta:
pienet siirtymét, kalvo- ja taivutugaykkyyksien valilla on kytkent&d, taivutustilan
letkkausmuodonmuutosta ef oteta huomioon, keskipinnan normaalit séilyvét normaa-
leina, keskipintaa vastaan kohtisuorat normaalijdnnitykset ovat nollia. Elementin
ominaisuudet ovat siten periaatteessa klassillisen ohutkuoriteorian mukaiset.

Koska elementin nurkissa e ole kiertyméavapausasteita eika kiertyma ole niissa jat-
kuva, tarkkuus on nurkkasolmuun kohdistetun taivuttavan pistevoiman tai siirtymé-
tuen ymparistossa vaatimaton, ellei jakoa siindtihennetariittavasti.
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2.2.3 CBR-dementit

CBR-elementit on degeneroitu yleisesta kolmidimensioisesta paksukuoriel ementista
olettamalla, etta kuoren normaalit pysyvat suorina ja paksuusmuutokset elementin
ulottuvuus ja péasty klassillisen ohutkuoriteorian ns. resultanttimuotoon (CBR =
Continuum Based Resultant). Kaytettavissi ovat 4-solmuiset Lagrangen ja ANS-
elementit, 8-solmuinen serendipity-elementti sekd 9-solmuiset heterosis- ja ANS
elementit. Naistd ANS-elementit toimivat parhaiten.

ANS-elementtien venymét interpoloidaan elementin k&yréaviivaisessa koordinaatis-
tossa, josta ne transformoidaan karteesiseen koordinaatistoon. Interpolointi suori-
tetaan yksiulotteisillalineaarisilla Lagrangen muotofunktioilla.

ANS-elementilla elementin tason suuntaiset kalvo- jataivutussuureet interpol oidaan
kayttden 2x2 Gaussin interpolointipisteitd. Elementin tason suuntainen leikkaus
(F12) ja vaantd (M12) interpoloidaan kayttden elementin keskipisteen suureita. Pak-
suussuuntai set leikkaustermit (Q1 ja Q2) interpoloidaan elementin keskipisteen kaut-
ta kulkevilla paikallisakseliston suuntaisilla lineaarisilla muotofunktioilla. Néin suo-
ritettu interpolointi estéa elementin lukkiutumisen.

ANSO-elementin eri termien interpoloinnissa pyritéan lineaariseen venymien vaih-
teluun elementin alueella, koska variaatioanal yysilla tdmén on todistettu olevan edul-
lista paraboliselle elementille. Elementti integroidaan kayttamalla 3x3 Gaussin integ-
rointia.

Nykyinen CBR-kolmioelementti muodostetaan nelikulmioelementistd yhden sivun
solmut yhdistdmalla eli antamalla kahdelle (3-solmuinen kolmioelementti) tai kol-
melle (6-solmuinen kolmioelementti) solmulle samat koordinaatit. Nain muodostettu
kolmioelementti toimii kalvotilassa kohtuullisesti. 3-solmuinen elementti vastaa va-
kiovenyméaelementtia 6-solmuisella elementilld solmujérjestys (kolme vaihtoehtoa)
vaikuttaa tuloksiin.

Taivutustilassa solmuja yhdistamalla muodostetut kolmiot ovat hyvin jaykkiatai luk-
Kiutuvat tdysin. Jo muutama kolmio tayte-elementtind nelikulmioverkossa voi hei-
kent& ratkai sun tarkkuutta oleellisesti. Lisaks seka 3- ettd 6-solmuisella elementilla
solmuijérjestys vaikuttaa tuloksiin taivutustilassa. Ison leilkkauskorjausparametrin a
kayttaminen parantaa tuloksia, mutta tulokset eivét valttamétta konvergoi elementti-
verkkoa tihennettéessa
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3 Kuoriyhtélét ja elementtimenetelma

Kuoret ovat kolmiulotteisia rakenteita, joiden yksi ulottuvuus, paksuus, on pieni ver-
rattuna kahteen muuhun ulottuvuuteen. Kuorirakenteen geometria ja muodonmuu-
tokset kuvataan kuoren kaksiulotteisen keskipinnan ja kuoren paksuuden avulla
Kuormituksen oletetaan kohdistuvan kuoren keskipintaan ja paksuussuuntainen nor-
maalijannitys on nolla. Tassa tyossd kasitellyilla elementeilla kuoren paksuuden
suuntainen leikkausmuodonmuutos otetaan huomioon Reissner—Mindlin-teoriaa
kayttamalla. Kuoren keskipinnan normaalien oletetaan pysyvan suorina, mutta ei
valttdmétta kohtisuorassa deformoitunutta kuoren keskipintaa vastaan. [Lee 2004, s.
15, Mé&éttanen 2001, luku 7 sekd Kouhiaja Tuomala 2003, s.176.]

Elementtimenetel massa rakenne jaetaan niin sanottuihin elementteihin (luvun 8 testi-
tapausten yhteydessi on esitetty esimerkkeja elementtiverkoista). Kuorirakenteella
nama elementit ovat nelikulmioitata kolmioita, voidaan myos kayttda molempia yh-
té alkaa. Elementit liittyvét toisiinsa niin sanotuissa solmupisteissa. Solmut sijaitse-
vat elementin karkipisteissd. Solmuja voi sijaita myos e ementin sivuilla ja myos si-
sapisteissd. Kolmisolmuisella kolmioelementilla solmut sijaitsevat kolmion kérkipis-
teissa, kuusisolmuisella kolmioelementilla kérki pistei ssa seka sivujen keskipistei ssa.

3.1 Siirtymamenetelmé ja muotofunktiot

Tassa tyossa kasitellyt elementit perustuvat siirtymamenetelmaan. Siirtymamenetel-
massa tuntemattomia suureita (vapausasteita) ovat solmujen siirtymét. Kuoriraken-
teella ndma ovat siirtymét globaalien x-, y- ja z-akselien suunnissa seka kiertymét
ndiden akselien ympéri (6 vapausastetta jokaisessa solmussa). Ratkaistuista siirty-
mista méaritetdan edelleen rakenteeseen kohdistuvat voimat ja jannitykset. Voima
suuret ja jannitykset lasketaan elementin sisdlla kolmessa Gaussin integrointi-
pisteessa ja ekstrapol oidaan niisté lineaarisesti solmuihin.

N-solmuisen elementin mielivaltaisen pisteen paikkavektori suorakulmaisessa xyz-
koordinaatistossa voidaan kirjoittaa muodossa

X(E,4) =XEM +R(EM =Y N (EMK +TY N (EMK, (3.1)

missa 0 [0,1] janp O [0, 1-£&] ovat paikalliset kéyraviivaiset (luonnolliset) koordi-
naatit, joiden avulla parametrisoidaan elementin keskipinta. ¢ [0 [-h/2, h/2] on pak-
suussuuntainen koordinaatti, h on elementin paksuus. X =x(¢,7,0) on elementin
keskipinnalla olevan pisteen paikkavektori, jonka padtepiste on samalla {-viivalla
kuin kasiteltdvan pisteen paikkavektorin pédtepiste. X, on solmun i paikkavektori
globaalissa (rakennekohtaisessa) karteesisessa xyz-koordinaatistossa. X on akuase-
massa kuoren normaalin suuntaan osoittava yksikkovektori ja X, on solmun i yksik-
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konormaalivektori. N; on solmuun i liittyv& muotofunktio. Kolmisolmuiselle kolmi-
olle muotofunktiot ovat

N, (¢.7) =1-¢ -1,
N,($.77) =4, (3.2)
Ns(g’”) :,71

jakuusisolmuiselle kolmiolle

N, (&) =Q-¢-mA-28-2n),
N, (1) = &(2¢ -1),

N;(<.7) =n(27 -1),

N, (&) =46Q1=-¢&-n),

N5 ($,77) = 44n,

Ne(&.7) =4n-< —n).

(3.3)

Kuvassa 3.1 on esitetty luonnollisessa koordinaatistossa olevan niin sanotun kanta-
elementin solmunumerointi. [Sze ja Zhu 1999, s. 58, Vierros 1993, s. 8 seka Kouhia
jaTuomala 2003, s. 234-235.]

7 A

(0,1) ¢3

1
(0,0) (1,0

Kuva 3.1. Kantakolmioelementti.

3.2 Venymat ja koordinaatistomuunnos

Méadritelléén kuoren keskipinnan tangenttitasoon paikallinen suorakulmainen koor-
dinaatisto. Muodostetaan ensin elementin kadyraviivaisten koordinaattien tangentti-
vektorit
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" ON, _
e = a—{xi,
=1
o,

=l

(3.4)

n i

Paikallisakselisto méaritell88n siten, ettd sen 1-akseli on n-koordinaatiston akselin ¢

vastaan kohtisuorassa oikeakétisesti €li paikalliskoordinaatiston kantavektorit ovat

e =e;/|e;|
e, =e xe, /|e xe, | (3.5
e, =e, Xe,.

[Vierros 1993, s. 20-21, FINNSAP | 2002, s. Os 4 - 42.]

Pienten kiertymien tapauksessa lineaarisessa kuoriteoriassa elementin pisteen siirty-
ma voidaan kirjoittaa muodossa

U(E,Q) = T+ FBEM = YN (T, + T3 N (EMAL, 39

missa T, =[u, v, w]" sisdltda solmun i siirtymét globaalien x-, y- ja z-akselien
suunnissa. 0, =e,6, —e,8,, missA &, ja &, ovat kiertymét akselien e, ja e, ympéri
solmussa i. Siirtymét interpoloidaan kayttamalla samoja muotofunktioita kuin ele-

mentin koordinaattien interpoloinnissa. [Sze jaZhu 1999, s. 59.]

Venymét luonnollisessa koordinaati stossa | asketaan kaavalla[Lee 2004, s. 72]

1/ 0x _0u 0Xx _0du ,
g = S Bt O missad =46 =0.8 =4 37
” 2{05 0&, 0, afi} G 886G =4 (3.7)
di
Eq = XU,
Epp =X U,
2¢,, :x}ul,] +x17ulf, (3.8)

— T T
28 =X U +X U,
— T T
28,; =X, U, +X U .
Kun elementin tasonsuuntaisten venymien lausekkeissa otetaan huomioon ¢ :n suh-
teen korkeintaan lineaariset termit ja paksuussuuntaisten leikkausvenymien lausek-

keissa vain vakiotermit, saadaan [ Sze ja Zhu 1999, s. 59-60]
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ja

— ~M b — ~Mm b — m b
g =g T(Eq, £y =&y T(Ey,, 265 =265 +2(Eg, (3.9)
m T+
Eee =X U,
m T
‘grm _Xﬂuﬂ’
2e™ =x'U, +X'U
én £ a0
b _ T Lo (3.10)
Egg =X U g T XU,
b T+ 5T 5
‘grm - ﬂuﬂ +x,,7u,,7,
b _oT+r ST <T 5 di
2‘9&7 _X,fuﬂ + ﬂuf +X,fu,f7 +X,r7u,<‘
2., =X'U, +X.0
& & &4
oe =570 +%70 (3.11)
E,; =X U, +X, U.

M ateriaaliominai suudet méaritel|éan yleensa suorakulmaisessa paikalliskoordinaatis-

tossa

Sen vuoks taytyy elementin kayréviivaisen koordinaatiston venymasuureet

transformoida paikalliseen karteesiseen koordinaatistoon. Venymét paikallisessa kar-
teesi sessa koordinaati stossa saadaan seuraavasti [Sze ja Zhu 1999, s. 60]

missa

-1

£ XeXe  YeVe XeYe £
e" =9 ey = XX, Y,Y, X,Y, Em (312
2£X”; 2X X, 2YeY, XY, X,V 252)7
b -1 b
Ex XeXe  YeVe XeYe Ees
e =16y 1= XX, Y,Y, X, Y, Em (3.13)
2¢,, 2X X, 2YeY, XY, tX,Ve| |28
2¢ X “(2e
& :{ XZ} :{ € yﬂ { ff}, (3.14)
2<¢:yZ X, Y, 25,7(
X;=eX,, Y,=€X, X, =eX, Yy, =eX, (3.15)

Edella’m’ viittaa kalvotilaan (membrane), 'b’ taivutukseen (bending) ja’s’ leikkauk-
seen (shear).

Paikal

liset karteesiset venymét voidaan ilmaista elementin solmujen tuntemattomat

sirtymét jakiertymét siséltdvéan siirtymavektorin g avulla
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¢"=B g, £°=B,q, £ =B.. (3.16)

3.3 Jaykkyysmatriisi

Tuntemattomien solmusiirtymien ratkaisemiseksi muodostetaan lineaarinen yhtal6-
ryhma

Kv=f, (3.17)
missa K on jaykkyysmatriisi, v on solmupisteiden siirtymien ja kiertymien muodos-
tama siirtymévektori ja f on kuormavektori. Globaali jaykkyysmatriisi saadaan ele-

menttien jaykkyysmatriisien summana, kunhan yksittéiset jaykkyyskertoimet sijoite-
taan globaalien vapausasteiden maaraamiin paikkoihin [Hakala 1991, s. 33]:

K=>K". (3.18)

Elementin jaykkyysmatriisi [Sze jaZhu 1999, s. 60]

hi2 plpel-n
Ke=[ | ] (Bn+B,)C.(B,+B,)+BIC,B,)IdEdndl, (319)

-h/2

missa C, on tasojannitystilan kimmomatriisi, C, on leikkauksen kimmometriisi ja J
on Jacobin determinantti.

I sotrooppiselle materiadille

1 v 0
c.=—EF [y 1 o (3.20)
co@a-v?)
00 (1-v)/2
ja
c = K |10 (3.21)
Y 21+v)|0 1

missa E on kimmokerroin, v Poissonin vakio jak leikkauskorjauskerroin (k = 5/6).

Kuoriedlementilla e ole jaykkyytta kuoren tason normaalin ympéri tapahtuvaa kierty-
ma& vastaan. Tama aiheuttaa yhtd 6ryhmaan singulaarisuuden, jos samaan solmuun
liittyvét elementit ovat samassa tasossa, kuoren tason normaalin ympéri tapahtuvaa
Kiertymaa ei ole estetty reunaehdolla tai jousella ja solmuun e liity muita element-
tgjd, joilla olisi jaykkyytta kuoren normaalin ympéri tapahtuvaa kiertymaa vastaan.
Singulaarisuus poistetaan lisédmalla kiertymgjousielementti kuoren normaalin suun-
taan singulaarisuuden aiheuttaviin solmuihin. [Vierros 1993, s. 35.]
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3.4 Lukkiutuminen

Edella esitetty tavanomainen siirtymael ementti ei toimi ohuella kuorella. Malli el ku-
vaatodellista kuortariittévan hyvin. Elementti lukkiutuu eli taipumat jéavét liian pie-
niks tai pahimmassa tapauksessa taipumat ovat nollia. Testitapausten 8.9 ja8.12 yh-
teydessd on taulukoitu tulokset edella esitetylla tavalla muodostetuilla 3-solmuisella
(DISP3) ja 6-solmuisella (DISP6) kolmioelementilla. Molemmissa testitapauksissa
DISP3-elementin siirtymét ovat 18hes nollia. DISP6-elementti toimii paremmin, mut-
ta sekin konvergoi hyvin hitaasti kohti tarkkaa ratkai sua

Lukkiutuminen jaetaan yleensd kalvo- ja leikkausl ukkiutumiseen riippuen siitéd kum-
mat termit kuoren venymasuureista aiheuttavat lukkiutumisen [Vierros 1993, s. 26].
Tassa tyossa implementoiduilla elementeilla lukkiutumista pyritéan valttdmaan va-
litsemalla venymétermeille uudet interpolaatiofunktiot, joiden tuntemattomat kertoi-
met maaratéan sitomalla ne alkuperéisiin venymien lausekkeisiin tietyissa pisteissi.

Voidaan vaatia, etta venymét ovat vakioitatal muuttuvat lineaarisesti elementin sivu-
jen suunnissa. Nelikulmioelementilla tdméa on hel ppo jarjestéd, koska elementin sivut
ovat kayraviivaisen koordinaatiston akselien suuntaisia. Kolmioelementill& ongelmia
aiheuttaa kantaglementin hypotenuusaa vastaava sivu, joka e ole kayraviivaisen
koordinaatiston akselien suuntainen.

Toimivia nelikulmioelementtejd on olemassa, kolmioita vahemman. Seuraavassa lu-
vussa esitetddn ensin kalvoelementista ja laattaelementista yhdistetty tasokuorikol-
mioel ementti, jonka | eikkausmuodonmuutosta on modifioitu. Lineaarisella elementil-
|& sovelletaan lisdks stabilointitekniikkaa. Kvadraattisilla kaarevilla kuorielemen-
teilléa myds elementin tasonsuuntaisia venymakomponentteja téytyy modifioida, jotta
paastaan eroon kalvolukkiutumisesta. Luvussa 5 esitettéén MITC-elementtgja (MITC
= Mixed Interpolated Tensorial Components) ja luvussa 6 ANS-elementti (ANS =
Assumed Natural Strain). Molemmissa tekniikoissa on sama periaate.
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4 MITC-laattaelementit

Tassa luvussa késitelléan kalvoelementista ja MITC-laattael ementista yhdistettya ta-
sokuorikolmioelementtid. Tarkastelun kohteena ovat 3-ja 7-solmuiset MITC-laatta-
solmussa on vapausasteina vain kiertymét ja ne eliminoidaan elementtitasolla ennen
globaalin jaykkyysmatriisin muodostamista. Seitsemanteen, elementin keskipisteessa
sijaitsevaan, solmuun liittyva kuplamuotofunktio on

N, ($.7) =27¢n(1-¢ —n). (4.1)

4.1 Venymamatriis

Oletetaan, etté kunkin elementin solmut ovat keskendén samassa tasossa. Muodoste-
taan (integrointipisteessd) paikalliskoordinaatisto luvussa 3 selostetulla tavala. Sol-
mujen koordinaatit tassa paikalliskoordinaatistossa ovat

X) (el 3] [ef X
y r=1€) X p—iep Xy p, 1=12,...,n, (4.2)
2| | (e

missa e, e, ja e, ovat paikalliskoordinaatiston kantavektorit, X, on solmun i glo-
baali paikkavektori. Paikalliskoordinaatiston origo on solmussa 1.

Siirtymét paikallisakselien suunnissa voidaan kirjoittaa muodossa

u' ' B,
Vb=V b+ B, (4.3)
w W' 0

missa U', V' ja W' ovat keskipinnan siirtymét. f3, =6, jaf, =6, ,missa g, ja

Hy. ovat kiertymét paikallisakselien e, ja e, ympari.
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Venymét paikallisakselistossa ovat

ou' _oau' 0B, b
Ey === +t{—-=¢&,+{c,,,
X X axl axl Z axl X X Z X X
[ - aﬁl
€||_au| :au| +Z )|/ :£T|+Z£b||;
yy ay ay ay yy yy
I I =l ! 05, 0
28 _ou' ov' _ou'  ov £ B, N B,
Yoy’ ox ox' oy ay'  ox
ou'  ow oW’
2'5':| =—+t—= |+_1
¢ 97 oX A, ox’
| | |
2¢ :al+aﬂ|:,3I +ﬂl.
y{ of ay y ay
Merkitaan
2£| | | |
y:{z XZ}:{IBX}+{6V_V|/6X|}:B| +DW|.
£ye ’By' ow' /dy

! —_ m b
) - ng'y' +ZZ€X'y' ’

Y hden solmun osuus venymametriisista voidaan kirjoittaa matriisiksi

B
B, ={B>,
B:
missa
N,, 0 0
B"=| 0 0
N, N, O
a,y a,x
000 N_
B°={0 0 0 O
000 N_,
L ay
0 0 N, N,
BS: a,X
*7lo0 0 N, 0

0
Na

o O O

o

(4.4

(4.5)

(4.6)

4.7

(4.8)

(4.9)

Kun venymét paikallisakselistossa kirjoitetaan solmujen globaalien siirtymien ja
kiertymien avulla, elementin yhden solmun osuus venymamatriisista tulee muotoon
(Vierros 1993, s. 23)
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N_.e 0
BM = N,, 0], (4.10)
N_,e +N_,e 0
0 N, e
B2=|0 N,, & : (4.11)

T T
0 N_,& +N_ e

N e N,

. 412
N ,el N.e] (4.12)

Muotofunktioiden derivaatat N_, ja Na,y' saadaan seuraavasti kayttamalla deri-

voinnin ketjusaantoa

oN, aNaax'+6Na6y' ox oy |[oN
0 | _Jox' a& oy a&(_| 0o 0¢ |) ox

ON, [ ]oN, ox'  ON, ay' [ | ox  ay' []9N,
on ox' an oy' an on on |0y

oN,) [ox' oy ] [oN,
_Jox [ _| 0§ ¢ o0&
aNa aXl % %

W on o an

(4.13)

4.2 MITC-laattad ementtifor mulaatio

MITC-laattael ementtiformulaation idea on modifioida |eikkausmuodonmuutosta si-
ten, etta leikkausmuodonmuutos on elementin reunaviivalla samanasteinen polynomi

kuin taipuman W' gradientti t&ssa suunnassa (Kouhia ja Tuomaa 2003, s. 197). 3-
solmuiselle kolmioelementille tdma merkitsee leikkausmuodonmuutoksen vakioi-
suutta ja 7-solmuiselle kolmioelementille leikkausmuodonmuutoksen lineaarisuutta.

K aavassa (4.5) korvataan B elementeittéin Rx B' :llaeli
y'¢

~ ng'z [ —
Y= oF =Rp +Uw, (4.14)

missa Rk on niin sanottu reduktiomatriisi (Lyly ja Stenberg 1995a). M erkitaén

N, 0O N, 0 .. N, O
N, = . (4.15)
O N O N, ... 0 N,
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RkNg on nimeltééan redusoitu muotofunktiomatriisi (reduced shape function matrix).
Kun merkitéén sen solmuun a liittyvaa osuutta (sarakkeita 2a-1 ja 2a)

I I
RN, = {r“ r”} (4.16)
21 22

saadaan kaava (4.12) muotoon

T T T
Na,xl e I,6 +r,e,

BS = . (4.17)
|:Na,y' e; r21(5‘1T + rzze;]

Redusoi dun muotofunktiomatriisin muodostamista on kasitelty seuraavassa luvussa.

4.3 Redusoidun muotofunktiomatriisin muodostaminen

Seuraava esitys perustuu Lylyn ja Stenbergin raporttiin [1995a]. Referenssikolmio-
dementti K luonnollisessa (&, 17)-koordinaatistossa on esitetty kuvassa 4.1. Sivujen
El, Ez ja EB yksikkotangenttivektorit ovat

T, =(10),
#, == (1), (4.18)

2

2, =(0,-1).

Merkitéan sivujen Ei suuntaisia paikallisia koordinaatteja S, :I1& Seuraavat yhteydet
ovat voimassa koordinaattien S ja (¢ n) vailla

(& =5 +%,O), sivullaE,,

oS 1S el
(<‘,f7)—(2 &,2+\/§), sivullaE,, (4.19)
(En)=05-8) sivullaE,.
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Kuva 4.1. Referenssikolmioelementti K .

Redusoitu muotofunktiomatriisi muodostetaan seuraavallatavalla:

* Ensin méaritell88n 3- ja 6-solmuisille kolmioille paikallinen leikkausvenymé-
avaruus (local shear space) F(K) jasen vapausasteet ﬂ

o Toiseks méaéritelladn muotofunktiot ¥, avaruudelle F(K) diten, etta

ﬂ(?,-) =9, ,missa g; =1, jos i =] jaOmuulloin.

* Merkitddn muotofunktiomatriisin N, j:tta sarakettan,; (x,y):lla j=1, 2, ...,
2n, missa n on el ementin solmujen lukumaara.

* Seuraavaks asetetaan 1, (£,7) =J'n; (X, y), missaJ on Jacobin matriisi.

_| 0 on

J= _ 4.20
o (420
9& an

e Lasketaan arvot ﬂ(ﬁj ).

* Lopuks matriisin R N ; j:s sarake saadaan lausekkeesta

ITY TG (4.21)
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Seuraavissa kahdessa luvussa méaritelldan 3- ja 6-solmuisille kolmioille avaruudet
T'(K), niiden vapausasteet |, jamuotofunktiovektorit 7, .

4.3.1 Redusoitu leikkkausvenyma M| TC3-laattaelementille

MITC3-laattael ementin paikallinen leilkkausvenymaavaruus koostuu funktioista

(Eﬂo :0‘@ . (4.22)

Vapausasteet |, i =1, 2, 3, avaruudelle T(K) maaritell 38n kaavoilla
L) =[, A ds,
L@ =], A, d,, (4.23)

() = [, Ak 05,

Ehdot ﬂ(? ;) =9, antavat seuraavan muotofunktiojoukon F(K) e
?i :[a(i)o +Cio0,7} i=123. (424)
By — Cooé

Kertoimet a),, b, jac,, on esitetty taulukossa 4.1. Lylyll4 ja Stenbergilla [1995a, s.

17] kaavojen 4.22 ja 4.24 +- ja —merkit ovat toisinpain, mutta taulukon kertoimet
ovat samat kuin allaon esitetty (t&ssa heilla lienee painovirhe).

Taulukko 4.1. Muotofunktiopolynomien kertoimet.

T [t [
1 0
0 0
0 -1

Soveltamalla luvussa 4.3 esitettyd menettel ya redusoiduksi muotofunktiomatriisiks
saadaan

—_ 1 -T X21 y21 X21 y21 0 0
RNy =23 { 0
X31 y31 XSl y31

_i{ X3l] Yaol7 Xl —Yall Xof] Yaill :|
- stf - yszf X31<t y31<r - X21<t - y21<t 1

(4.25)

missa x; =X —X; jay; =y, -Y;.

25



4.3.2 Redusoitu leikkkausvenyma M| TC7-laattaelementille
MITC7-laattaelementin paikallinen letkkausvenyméavaruus koostuu funktioista

[aoo +a,,é +ay/] +C,,én + CoﬂzJ ) (4.26)
boo + blof + b01’7 - 01sz - C01<t’7

V apausasteet ﬂ i=1,2, ..., 8 avaruudelle F(K) maéaritel|één kaavoilla

L) =, A, 68,

L@ =], A, d,,
(@) =], A, 68,
L) = [, 8 E)d8,
(@) = [, (1),
o) = [, 8,(RE,) 8,
(@) =], A0L0)dédn,
;) = [ A0, d&dry.

(4.27)

Ehdot ﬂ(? ;) =9, antavat seuraavan muotofunktiojoukon F(K) e

I

- [aoo + aizof + a:;ln + ciiog? + ciéﬂz} i=12 .8 (4.28)
boo + bio¢ + b7 = C1p¢° — €

Kertoimet on esitetty taulukossa 4.2. Lylylla ja Stenbergilla [1995a, s. 19]
¢S =242 jac, = -24/2, kun omat laskelmat tuottivat ¢, = 4v/2 jacS, = —4/2.

Taulukko 4.2. Muotofunktiopolynomien kertoimet.

' lay |aw [an |bo |[Bo |by [Co | Ca

T (1 5 o |1 [0 o 4

2 [0 3 0o |3 |0 |4 4

3 [0 1 (1 |5 |0 |a 0
4|6 [12 (14 |0 [10 |0 |16 =8
510 10 12 |0 V2 |9 a2 |42
6 [0 [0 |10 |6 |14 |12 |8 16
7o |0 |16 [0 |8 |0 |8 |16
80 |0 |8 [0 |16 [0 |16 |8
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Redusoitu muotofunktiomatriisi on muodostettu soveltamalla luvussa 4.3 esitettya
menettelya. Tarvittavat integraalit on laskettu tarkasti (symbolisesti) kayttamalla
Maple-ohjelmaa, josta tulokset saa halutessaan Fortran-ohjelmointikielen syntaksin
mukai sessa muodossa.

MITC7-elementin jaykkyysmatriisi integroidaan kayttamalla 7 integrointipistetta.

4.4 MITC3-dementin stabilointi

Stabilointi tapahtuu korvaamalla kaavassa (3.21) leikkauskorjauskerroin k elemen-
teittdin seuraavalla modifikaatiolla [Lyly ja Stenberg 1994, s. §]

h2
— |k, 4.29
[h2+aKd§J (4.29)

missa dx on elementin pisimman sivun pituus, h on elementin paksuus ja ax on posi-
tiivinen parametri. Kun ax = 0, saadaan alkuperainen elementti. Kun dx léhestyy nol-
lag, stabiloitu elementti konvergoi kohti alkuperéista elementtia.

4.5 7-solmuisen elementin sisdsolmun kiertymien kondensointi

7-solmuisen elementin sisédsolmun kiertyméavapausasteet ovat kytkeytyneita vain
elementin muihin vapausasteisiin, mutta eivét naapurielementteihin. Téllaiset sisaiset
vapausasteet voidaan eliminoida jo elementtitasolla ennen globaalien matriisien
muodostamista.

Merkitédn elementin sisdisia vapausasteita u:llaja ulkoisia us:lla. Ositetaan elemen-
tin tasapainoyhtd 6 vastaavadti

K 21 K 22 u2 F2
F, = 0, koska sisésolmulle e anneta solmukuormia eika elementin aueella vaikut-
tavia kuormia jaeta sisdsolmulle ekvivalentiksi solmuvoimaksi. Y htél oryhméan alem-
masta osasta voidaan ratkaista
u, =-K,K,u,. (4.31)
Kun tdma yhteys sijoitetaan ylempadan osaan, saadaan yhtal 6ryhma

Ku,=F,, missa K =K, -K,K;XK,. (4.32)

Tata eiminointia sanotaan vapausasteiden (staattiseksi) kondensoinniksi. [Hakala
1991, s. 296-297.]
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5 MITC-kuoriedementit

[2004].

Mé&aritelléén niin sanottujen sidontapisteiden (tying points) joukko (&, /), k=1, ...,
nij ja maéritell&an venymakomponenteille interpol aatiot

AR WHAD 5

G TN
missa n;j on sidontapisteiden lukumaéra ja H ijk interpol aatiofunktioita, joille pétee

Hi (&) =04, 1=1....n (5.2)

eli venymakomponenteille valitaan tietyt interpolaatiot, jotka sidotaan kaavan (3.8)
venymiin tietyissa pisteissa (sidontapistei ssd).

5.1 Elementin tasonsuuntaisten venymien inter polointi

Kuvassa 5.1 on esitetty luonnollisessa koordinaatistossa sijaitsevan kolmioelementin
yhden pisteen elementin tasonsuuntaiset venymét. Elementin tasossa tapahtuva muo-
donmuutos madritelldan kolmen venyman eli kahden normaalivenyman &, ja ¢,

seka tasossa vaikuttavan leikkausvenyman ¢, avulla

Kolme riippumatonta normaalivenymaa maarittavat myos yksikasitteisesti tasossa
tapahtuvan muodonmuutoksen. Kolmioelementin, jonka tuloksiin e vaikuta solmu-
numerointijarjestys, aikaansaamiseks otetaan kaytt6on suorakulmaisen kolmion hy-
potenuusan suuntainen normadivenyma &,,. Venyma &, saadaan venymista &,

&,, 1a &5, seuraavasti (a = 135°) [Pennala 1993, s. 157-161]

. A& & |[cosa
£, ={cosa sma}{ “ ‘("H }

65’7 8’7’7 sna

— in2 :
—855C052CY+£,7,7$H'] a+2£5,7cosasna (53)

1 1 .
=§(£5gr +&,) +§((s&r —&,,)C082a + £, Sin2a

1
_E(‘S&‘ +5,7,7) ~ &g
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Kuva 5.1. Elementin tasonsuuntaiset venymét.

Venymét &, €, ja &, interpoloidaan toisistaan riippumatta samanasteisilla po-
lynomeilla

M

s thé+en+...
o = th,E+HCn . (5.4)

w - thd+ren+..,

1M

%)

missa ay, by, ..., ap, by, ..., as, bs, ... ovat venymapolynomien tuntemattomia kertoi-
mia. Seuraavaks valitaan sidontapisteet samalla tavalla elementin jokaisen sivun
suhteen ja muodostetaan yhtal 6t, joilla venymét (5.4) sidotaan venymiin (3.8)

Eg{(fkﬂk) =...
Epn (&) = ... (5.5)
gqq(fk"]k) = ..

Pisteen (&, k) e tarvitse olla sidontapiste. Riippumattomien yhtél 6iden |lukumaéran
taytyy luonnollisesti olla sama kuin tuntemattomien kertoimien lukumaéra yhté éryh-
méassa (5.4).

Lopuks ratkaistaan lineaariset yhtalot. Elementtiformulaatiossa tarvittava €, saa
daan kaavalla

g, (&) = %{Eg &)+ B, (Em} - B (E7). (56)

Lee esittda vaitoskirjassaan erilaisia venymainterpol aatioita ja sidontapistekombinaa-
tioita. Seuraavaks on esitetty ainoa menetelmé, jonka han on todennut toimivaksi 6-
solmuisella kolmioelementill&
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511 Menetdmal

Normaalivenymien oletetaan muuttuvan lineaarisesti kolmion sivujen suunnissa ja
téman vuoksi jokaiselta sivulta valitaan kaksi sidontapistettd. Kuvassa 5.2 on esitetty
sidontapisteiden paikat, missa

1 1 1 1

512/7125_2_\/5’ {2:’7225"'2_\/5- (5-7)

Normaalivenymille ol etetaan lineaari set interpol aatiot

M

« =—a+bé+cny
n —dtes+fn (5.8
w = 9+thé+il-¢&-n).

1M

%)

Ehdot tuntemattomien parametrien ratkai semiseksi ovat

555(0,0) = rﬁﬁ? - |&(z1), 555(0.5,0) = I‘Tlg(rl), 566(1'0) = rﬁ@? + |&(z1),

= —m2 1 F —m@ F —m2 1@
2 (0:0) = mﬂfl |'7f72 . £,(0,05) = mﬂfl , £,(01)= mﬂi + |’7'72 ' (5.9)

nn (]/\/51171) = gé(;;ﬂ '
gclq 1,0) = mé? - lqth)’

gqq (El’,]l) = gig(z])q !

l

= -3 L1 O
gqq(o'l)_mqq +|qq !

= — 7O
£,,(05,0.5) = m;

qq ’

missa

w0 =2 (o) )

(5.10)
T \/§ i i
10 =2 - e),
Ratkaisuks saadaan

a=mf -1, b=20,
d=my -1, =22,

— =B .10 )
g_mqq+|qq , h= 2Iqq ! (511)

c=3(&l —a-bé),
e= \/5(552,7 —d - fn,),
| =4/3(ef% — 9 —hé)).
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Venymét voidaan kirjoittaa muodossa

By = 612+ 3/2-36 -V3)
+&8)(1Y2-/3/2+/3¢)

ey

— £
+£@

+ &5 V3¢

=0

+‘9§2q 3(1_5_,7)
missa

1 1
(3 — (3) (3) €)
€1qq - E“:l&f + 2€1r7r7 ‘915/7

1 1
£® =20 4 =0

i (2+/3/2-43¢ - V3p)
(o W/2-+/3/2+43)

O (1/2-+/3/2+/3¢)
+s§2qw2—ﬁ/2+@7>

¥

2qq 2 255 2 2nn 2¢n

(©) —1 () 1 () _ (0
& 5535{ 5‘93/70 &3

3qq

(c)
81(2) &7 X

»
»

0 1

sidontapisteet venymle £,

é

Al
1 X: sidontapiste
X
£l
L <
0 1
@ @
81 82

sidontapisteet venymle £,

. /7

&P

©)
X 83(°) & f

0

»
»

1

sidontapisteet venymale £,

Kuva 5.2. Sidontapisteet el ementin tasossa oleville venymille.

(5.12)

(5.13)
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5.2 Elementin paksuussuuntaisten letkkausvenymien inter polointi

Kolmioelementilla taytyy ottaa huomioon poikittaisten leikkausvenymien ¢, ja g,
lissksi kolmion hypotenuusan suuntainen leikkausvenyma ¢, (kuva 5.3). Se saa
daan venymista &,, ja €,, kaavala

Eq :%(% —&). (5.14)

Kerroin ]/\/E voidaan jéttéa pois koska sidontayhtél 6issa qu ($st) = ¢ (Sia1i)
setulisi molemmille puolille yhtal 6&.

Al

—_—
€

Kuva 5.3. Elementin paksuussuuntaiset |eikkausvenymat.

Venymille ¢, ja ¢,, vaitaan sopiva polynomi-interpolaatio, venyman &, lauseke
seuraa kaavasta (5.14)

E,=a thé+en+..
£, =a,+h,+en+.. (5.15)

Eo =& —Ex =(a,th,+en+..)—(a,+tbé+en+..),

missa a, by, ... jaay, by, ... ovat venymapolynomien tuntemattomat kertoimet. Seu-
raavaksi menetelld8n samalla tavalla kuin elementin tasonsuuntaisia venymainterpo-
|aatioita méadritettaessa eli valitaan sopivat sidontapisteet, muodostetaan riittava méa-
ra yhtél 6ita ja ratkai staan yhta ot.

Lee esittda véitoskirjassaan erilaisia venymainterpol aatioita ja sidontapistekombinaa-

tioita. Seuraavaks on esitetty ndista ne, joita han on kayttéanyt 3- ja 6-solmuisille
kol mioelementeilleen.

32



521 Menetdmal

Poikittaiset leikkausvenymét elementin sivujen suunnissa oletetaan vakioiks ja si-
dontapisteind kaytetddn sivujen keskipisteitd (kuva 5.44). Interpolaatiopolynomit

ovat ensimmai sta astetta

£, =a+bf+cn
£, =d+el+1n

£y =&y —Ex =(d+el+ fn)—(a+bé+cn).

7

Ehdot ovat

£,(0,0)=¢3
E,(10)= 8
2¢(0.0) = g,(;)

£,:01) =2

l

= =0 = 0
€ (10)= Eoc =&

= =0 = 20
€ (0D = €0 =&

3
&
3
€

joista saadaan lineaariset yhtal 6t

— 0
a=¢gg
— 0
a+b—£55
— o2
d =&,7

— (2
d+ f =&,

A=
d+f-a C=¢,,

a_h =0 _ 0
d+e—a b—gn( Es

(3

—& -

(5.16)

(5.17)

(5.18)

Ratkaisemalla lineaariset yhtal 6t kuuden tuntemattoman kertoimen arvoks saadaan

— 0 —_ —_
a=ég;, b=0, c=

d= 5(2)

ne 1 e=—C,

Joten venymiksi saadaan

= ) (o) _
Eqg =€z (6, — €7

= _ o0 _ (o _
Ep =& —(&,7 — &

f

®

®

W _ g0 42O

@ _
& —€g ~Ey
=0.

_ o34 0
£ TEZM

_ o4 0
E7 TEZ)S

§

(5.19)

(5.20)
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£, =vakio £q; = Vakio @ e®
< L <
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£., =vakio €
&
(b)
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1
g9 X

Kuva 5.4. Sidontapisteet poikittaisille leikkausvenymille.



522 Menetelma?2

Poikittaisten letkkausvenymien oletetaan muuttuvan linesarisesti elementin sivujen
suunnissa ja sen vuoksi jokaiselta sivulta valitaan kaksi sidontapistettd. Kuvassa 5.4b
on esitetty sidontapisteet, missa

1 1 1, 1

=n,==-—, =n,==+——. 5.21
fl ,71 2 2\/§ 52 ,72 2 2\/5 ( )
Venymadpol ynomit ovat
£.,=a+bf+c
« 7 (5.22)

£, =d+ef+1n
Ehdot ovat

E(0,0)=m -1, £,(050)=m, £,(10)=mg+I>,
£.(00=/M2-1?, 7,(0085=m2, £,(01)=/2+?, (5.23)

ELO) =M —1,, £,(05,05) =My, £, (0.0 =M +1,”,

missa

. 73 (5.24)

| 7(55) -&").

Tuntemattomiksi kertoimiksi saadaan

— o @ - _1T® —o| @
e b=2, d=m2-12, =22,
c=(d+f -a) - (2 +1© -2 -1,9), (5.25)

o= arb=a) + (¢ 1,0~ + 1)

-0 _T®
a=m, I

jaedelleen venymien lausekkeiksi
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g = e [1+/3-238 - (1++/3)7]/ 2
+ el [1-+3+2/3¢ - (1-43)7]/ 2
+eQ -3/ 2+ [A+3)7/2]
+e2 (1312 + 0, [A+3)12]
+eQ [(V3-112] + ), [(-1-3)7/2]
£y =& [1-3)E 12 + 53 [(1+/3)¢12]
+ e 1(-1-43)¢1 2] + 5% [(V3-D¢/ 2]
+ &2 [1+/3 - (1++/3) - 24371/ 2
+e2,[1-3-(1-/3)E +243]/2
+e0,[A+3)E/ 2+ €0, [(1-3)/ 2]

(5.26)

523 Menetedma3

Sidontapisteet on esitetty kuvassa 5.4c. Elementin sivuilla on samat sidontapisteet
kuin menetelmassa 2, lisdksi elementin sisdlla on yksi sidontapiste (¢ = 1/3, 7 = 1/3)
menetel méasta 2 poiketen ja venymapol ynomit ovat

£, =a+bé+cn+dén+ef* + fn?

_ o (5.27)
£, =g+hé+in+jén+k&* +1n?

Ehdot ovat
E;(0,0=m -1, £,(050)=m2, £,(L0)=m3+I,
EcQO =P -LP, £, 008 =W2, £00=m2+LE0
qu (1' O) = I‘T]g? - Iq(Zs)’ qu (0'5’ 0'5) = mc(l?’ qu (0’1) = I‘T]g? + Iq(Zs)’
E,W3Y3)=£f, £,W3Y3 =&, d=-k, j=-f,

missa
0 = (e + )

- (5.29)

TG \/§ i i '
[0 =2 () - &)

36



V enymapol ynomien tuntemattomien kertoimien ratkai suks saadaan

-0 _T® —o| @
a=mg I{( , b=2l

& €=0,

g=2 -1, i=22, 1=0
c=6c) -3 +2m( —-2m) —~4a-b+g
h=-3¢{ +6¢? —2M2 +2M +a-4g i (5.30)
k=3e(7 -6 +32 1,0 - +1,0 +b+3g+1
f =-6efy +36(0 =312 -9 +3T2 + [0 +3arbei
d=-k, j=-f
javenymét voidaan Kirjoittaa muodossa

Eee = 0 [1+/3-2J3¢8 — (4+2J3) + 24/36n + (3+/3)°] /2
+ 0, [1-/3+ 238 - (4- 23)y - 2/3én + (3-3)7*] /12
+e -2+ (3+/3)én + (3-+/3)7°1/2
+e[-2n+(3-3)én +(3+/3)*]/ 2
+ &6 - 3&n - 6n°]
+e2[(1+/3)7 - (3+/3)én - 2/37%] /2
+e2.[A-3) - (3-+3)én + 2377/ 2
+el[2n - (3+3)én - (3-+/3)7°1/2
+e9.[27 - (3-+/3)én - (3+/3)7°]/ 2
+£9[-3n +6&n +37°]

£,; = % [1+/3)& - (3++/3)én - 2/3¢7]/ 2
+ &%, [1-+3)& - (3-+/3)én + 24/387]/ 2
+e[26 - (3-/3)én - (3+/3)§71/2
+ 50 [26 - (3+/3)én - (3-+/3)£°1/2
+£2[-3& + 681 +367]
+e (1433 (4+2/3)¢ - 237+ 2387 + (3+/3)¢7] /2 (5.31)
+62,[1-3 - (4-2J3)¢ + 237 - 2438 + (3-4/3)&%]/ 2
+ &l [-26 +(3=/3)én + (3+/3)¢°]/2
+ e [-28 +(3+3)én +(3-+/3)¢7]/2
+£9[6¢ -3 - 6£°]
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524 Menetelma4

Tama menetelméa on léhes sama kuin menetelma 3. Ainoa ero on, ettd kaytetdan kol-
mea elementin sisdlla olevaa sidontapistettd, jotka on esitetty kuvassa 5.4d, missa

1 1 . 1 1 :
=n,=--——jaé, =n,==+——.Ehtoja
$ = > 2,—31 $2 =11, > o0 J

- 1, . c c
£, (13,3 = 3 (&g + 5% + &%)
(5.32)

~ 1 C C C
e 1/3,3/3) 25(51(,7)( +‘9§/7)( +53(’,7)z)

kaytetéan menetelman 3 ehtojen £, (1/31/3)=¢9 ja £, (1/31/3) = &2 sijasta
Kun sijoitetaan

1
© — L0 4 ~0 4 o0
&g ‘5(‘9155 t & T Exg)

> (5.33)
(c) — (c) (c) (c)
&g = g(glnz + &3¢ T E3p)

menetelman 3 ratkai suun, saadaan tdman menetel mén ratkai su.

525 Menetelméa5s

Tama on variaatio menetelmastéa 4 ja se el esiinny Leen véitoskirjassa. Kolmion si-

. : 1 1 1 1 11 1, . /1 1 1
sdla olevat sidontapisteet (=-——,--——), (=—-———) ja —-———,—=)
2 23’2 2J37 W3'2 23 2 23’43
on korvattu Gaussin pisteilla (%%), (g,%) ja (%,g). Taldin elementin pitéis vas-
tata laatan taivutuksessa MITC7-laattaelementtid, josta olisi poistettu sisdsolmu, kos-
ka molemmilla venymaéinterpol aatiopolynomi on samanmuotoinen (kaavat (4.28) ja

(5.27)), jaintegraalit (4.27) tulevat lasketuiks tarkasti, jos ne lasketaan numeerisesti
jakaytetdan integrointipisteind menetelman 5 sidontapisteita
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5.3 Toteutetut MITC-kuorieementit

Lee esittda 3-solmuisen MITC3-elementin sekd 6-solmuiset MITC6-1, MITC6-2 ja
MITC6-3 -elementit. Taulukossa 5.1 on esitetty niiden eri venymétermeille kaytetyt
Interpol aatiomenetel mét.

Taulukko 5.1. Venymainterpol aatiomenetelmét MITC-kolmiokuorielementeille.

I nterpol aatiomenetel mé poikittaiselle I nterpol aatiomenetel méa elementin
leikkausvenymadlle tasonsuuntaiselle venymélle
MITC3 Menetelma 1
MITC6-1 Menetelma 3 Menetelma 1
MITC6-2 Menetelma 4 Menetelma 1
MITC6-3 Menetelméa 2 Menetelma 1
MITC6-4 Menetelma 5 Menetelma 1

MITC3-elementin solmut ovat aina samassa tasossa ja se @ karsi kalvolukkiutumi-
sesta, joten MITC-tekniikkaa on sovellettu vain poikittaiselle leikkausvenymélle.
Elementti on identtinen luvussa 4 esitetyn kalvoelementista ja stabiloimattomasta 3-
solmuisesta MITC-laattaelementista yhdistetyn elementin kanssa. Lee e mainitse
stabilointitekniikkaa. Leen testeissa MITC3-elementti on lukkiutunut ohuilla kuoril-
la

MITC6-4 on variaatio elementista MITC6-2. Se ei esiinny Leen tydssa.

Lee toteaa tekemiensa testien perusteella, ettéd hanen esittamiddn 6-solmuisia ele-
mentteja voidaan kayttaa kaytannossa vastaantul evien kuorirakenteiden | askentaan.

Seké 3-solmuisen etté 6-solmuisten elementtien jaykkyysmatriisit on integroitu kayt-
tamalla kolmea integrointi pistettéa.

Leen esittamaa MITC7-kuorielementtid e ole toteutettu. Finnsap-ohjelmiston ver-
kongeneroija Finngen e generoi 7-solmuisia kolmioita. Lisdksi Leen ehdottama
MITC7-kuorielementti ef toimi hanen omien testiensd mukaan kovin hyvin.

Bathe et al. [2000] esittdvéat MITC6-kuorielementin, jonka paksuussuuntainen leik-
kausvenyma interpoloidaan samalla tavalla kuin MITC6-1-elementilla Taivutus- ja
kalvovenymille ol etetaan lineaarinen interpolaatio ja sidontapisteiné kaytetdan Gaus-
Sin pisteita. Laatan taivutuksessa elementti antaa luonnollisesti samat tulokset kuin
MITC6-1. Luvun 8.12 pallokalottitestissd elementillé saadut siirtymét ovat samaa
luokkaa kuin tavanomaisen siirtyméelementin (elementti on liian jaykkd). Elementti
karsinee |ukkiutumisestaja sen tuloksiae ole taulukoitu luvun 8 testien yhteydessa.
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6 ANS-kuorielementti
Tama luku perustuu Szen ja Zhun artikkeliin [1999].

Kaytetédan niin sanottuja alakoordinaatteja, joita kaytettdessd maaritetéddn kolmion si-
sdlld olevan pisteen paikka kuvan 6.1 mukaisesti osakolmioiden pinta-alojen A, Az ja
Az avulla. Varsinaiset dimensiottomat alakoordinaatit méaéritellaén ndiden osa-alojen
suhteina kolmion pinta-alaan A €li

A A A 61
A

Alakoordinaateille péatee
r+s+t=1 (6.2

ei riippumattomia alakoordinaattgja on vain kaksi. [Hakala 1991, s. 274-275.] Ala
koordinaatti svastaaluvun 5 koordinagttia ¢ jat vastaa koordinaattia 7.

Kuva 6.1. Osakolmioiden pinta-alat alakoordinaattien maérittamista varten.

Muotofunktiot alakoordinaatei ssa lausuttuina ovat [Kim et a. 2003, s. 2079]

N, =r(2r-1, N,=s(2s-1, N,;=t(2t-1),

(6.3)
N, =4rs, Ng=4st, N, =4tr.
Venymét alakoordinaatei ssa lausuttuna méaéritel|aén kaavoilla
N =(0,%)7(0,U), £ =(0,%)7(3,1)+(3,%)7(,0),
ot T (6.4a)
2, =x (0,U)+(0,X) 0,
X =(0X)(0U), £2=(0X)"(0.U)+(0.X)"(0.0),
SS(AST)(S) SSA(S)(S)(S)(S) (6.4b)
26, =X (0,U) +(0.x)" 0,
g =(0X)7(0,0), & =(0,%)"(0,U) +(9,%)"(3,0),
(6.4¢)

26, =X (3,0)+(@,%)" 0,
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missa derivaattaoperaattorit 0, 0 s ja 0 funktioon F = F(r, s, t) kohdistettuina maari-

tellaan kaavoilla

0.F(r,st)y=SI129) 1 b gy = FAZSTLSY
or Js
F(rl-t-r,t (6.5)
atF(r,S,t) = (r’ at r’ )

6.1 Kalvo-jataivutusvenymien inter polointi

Kalvo- jataivutusvenymét interpol oidaan seuraavasti

EN =g, (r,9)er +g,(r,9)er" +2se°,
~rkr) gl( ) k;r g2( )brr brr (663.)
‘grr = gl(r1s)£rr_ + g2(r’s)£rr+ + ngrra
Eq = 0g(st)er +0,(st)en’ +2ter,
gss = gl(s1t)£ss_ + gZ(S’t)gss+ + 2t£ssa
& = g(t,r)er +0,(tr)er +2reg®,
B =00+ g+ 2y 669
gtt :gl(t’r)gtt +gZ(t1r)£tt +2r£tt
missa
1 43 3
gl(€,n)=(—+£j—£x/§-(l+£}7,
2 2 2
7 7 (6.7)
1 3 3
, =l =—=-"" |4+ 3—-({1-—
92(&,17) {2 2] &3 ( 2}7
ja
Err?_ :5:?@ :l—i’szoj’ g;“' :g;“(szl—i,t :Oj,
2 23 2 23
(6.89)
gm- :gm[t :l—i r :Oj
tt tt 2 2 3’
1 1 1 1
g =EgNlr==+—=,5=0|, &L =ells==+—F—,1=0],
rr rr( 2 2\/5 j ( 2 2\/5 j
(6.8b)
& =g t:1+i r=0
tt tt 2 2\/51
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n =&\ TE5757; 2 23’
. ) V3 (6.8¢c)
£ = b(t=———,r=0j
tt tt 2 2\/§
£ﬁ+—£ﬁ(r:%+2—\1@,s=0 : £;+_£;(S=%+ j/—,t OJ,
) ) (6.8d)
gtktH:ft?(t:E"'_z Syrzoj
seka
grnrwazlgrr? rzl_ 1 ,Szl +lgrr? r:l+i’szl (693)
2 4 3 2) 2 4 3 2
ggazig;” S:l—_l ’tzl +1¢S‘;1 Szl"‘i,t:1 (6.9b)
2 4 3 2) 2 4 3 2
& T & =11 -1 +1£{t“ =24t =2 (6.9¢)
4 3 2) 2 4 3 2
grbrazlgrbr r:l——l 1521 +1‘9rbr I’:1‘|'i15=1 (6.9d)
2 4 3 2) 2 4 3 2
g;azlg; S:l—_l ’tzl +1£; Szl"‘i,t:1 (6.9¢)
2 4 4J3° 2) 2 4 37 2
1 1 1 1) 1 1 1 1
P =gtz r= |+ t= s+ r == 6.9f
©T T4 43t T2) 27 T4 a3t 2 (690

Kalvo- ja taivutusvenymét paikallisessa suorakulmaisessa xyz-koordinaati stossa, jon-
ka akselit globaalissa koordinaatistossaovat e, e, ja e, saadaan kaavoilla

1. ™

» (0.0 @,y @x0.wn] (&
m o (6.108)

Ey 1=1(00° (0.)° (0.¥)0.Y) | 1€
265) [0 @) 0X0Y) | &

g [0 @,y 00w (&

EL =007 0.y)F (0.00.y)| 182 (6.10b)
288 @7 @) 0@y ]| |&
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missa

0,x=€l(0,X), 0,y=el(d,%), 0.,x=¢l(3.%),

o 2 L (6.12)
0,y=€,(0%), 0,x=€ (0%), 0.y=e;(0.X).

6.2 Paksuussuuntaisten lelkkausvenymien inter polointi

Paksuussuuntaiset |eikkausvenymét interpoloidaan samalla tavalla kuin kalvo- jatai-
vutusvenymat

gr( = gl(ris)gr_( + gz(r’s)“::( + zsgra( '

£, = Oi(sit)e, +0,(s el + 2Es,, (6.12)

E¢ = Oi(tT)EL +0,(t, e, +2re]

missa
_ 1 1 1 1
E,=¢&,r==-——,5=0|, &, =¢,/r==+——,5=0 6.13
¢ “( 2 243 j ¢ { 2 23 J (6.139
1 1 1 1
£, =€, S==—-—=t=0]|, €, =€,/s==+—=,t=0 (6.13b)
* “( 2 243 J * “( 2 243 J
_ 1 1 . 11
gt( :Et((t 25_2—\/§,r :Oj, Et( _gti[t —E"'E,r —OJ (613C)
ja
EraZ:lgr( r:l—i’szl +1£r( r:1+i’5:1 (6.14Q)
2 4 3 2) 2 4 3 2
1 1 1 1) 1 1 1 1
EL =o€ | S=EE———=t==|+Z¢g ] Ss=+—t== 6.14b
5525{44\/5 2}2“(4 3 2} (6.140)
g‘?ZE‘S}Z t:l—_l ’r:E +1£t5 t:1+_1 I :1 (6140)
2 4 443 2) 2 4 3 2

Funktiot g; jag, on méaritelty yhtalolla (6.7).

Poikittaiset leikkausvenymét £, ja £, paikallisessa suorakul maisessa xyz-koordinaa-
tistossa voidaan maérittaa kayttamalla mité tahansa kahta leikkausvenymisté £, , £,
ja £, . Néin menetellen solmunumerointijérjestys vaikuttaa tuloksiin. Elementin jayk-
kyysmatriisia laskettaessa venymét tarvitaan vain integrointipisteissd. Kun integrointi-
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pisteessé | (r = 2/3, s= 1/6, t = 1/6) &l huomioida venymaa &, , integrointipisteessa ||
(1/6, 2/3, 1/6) venymaa &, ja integrointipisteessa Il (1/6, 1/6, 2/3) venyméa &, ,

saadaan kolmioelementti, jonka tuloksiin solmunumerointijarjestys el vaikuta. Veny-
mét £, ja £, saadaan kaavalla[Kim et a. 2003, s. 2082

2¢,,] 5r-s-t[28,| -r+5s-t{28,] @ -r-s+5t[2&,
oF [T 3 oz +— oF +— oF ,(6.15)
gVZ 3 gVZ I 3 gVZ I 3 gVZ mn

missa

~ -1 ~
] Lo o) B o159
28, [0x 0.y |, |24,
a| _|OX asy} _1{25“ } (6.16b)
28, L Lox 0y, 28, ”’
{ngz} _[ox aty} - {2@}(} (6.150
Yz ) —afx afy Il 25@ 1l




7 Ohjelmainti

Uusia kolmioel ementteja toteutettaessa on kaytetty 4- ja 9-solmuisille CBR-nelikul-
mioelementeille olemassa olevaa koodia mahdollisimman paljon hyvaksi. 6-solmui-
nen kolmio on gjateltu 9-solmuiseksi, 3-solmuinen 4-solmuiseksi. Ylimaarédisiin sol-
muihin liittyvéa muotofunktiot on asetettu nolliksi. Tall6in elementin jaykkyysmat-
rils on singulaarinen, mutta kun kootaan globaali jaykkyysmatriisi saadaan sama
lopputulos kuin jos alun perin e ementit olisi kasitelty 3- ja 6-solmuisina.

Kéaytanndssa on tarvinnut mééritella Fortran 77-ohjelmointikielellda toteutettuun
Finnsap-ohjelmaan vain ANS- ja MITC-kolmioelementtien venymamatriisit, kol-
mioiden muotofunktiot ja integroinnit. Liséks on tarvittu joitain pienid muutoksia
likulmiosta degeneroidun kolmion kantaelementtien erilaisista sijainneista luonnol-
lisessa koordinaati stossa ai heutuvat muutokset.
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8 Testitapauksia

Testitapaukset ovat padosin Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteesta [FINNSAP |
2002] ja niiden kuvaus on otettu melko suoraan sieltéd. Osa Finnsap-ohjelman esi-
merkkisel osteen esimerkeistd on FEMdata Oy:n omia, osa perustuu kirjallisuudessa
esitettyihin testitapauksiin. Téssa esityksessa e ole esitetty testien alkuperda.

Viis enssmmaista testid ovat laatantaivutustestejd, seuraavat kolme testia ovat puh-
taita kalvotesteja. Testeissa 8.9-8.12 tarkasteltava kuorirakenne on kaareva.

Testeissa esiintyvét, tassa tydssa implementoidut el ementit:

MITC3 Elementti perustuu Leen tyohdn [2004] ja sen teoriaa on selostettu
luvussa 5. Stabiloitu (stabilointiparametri a nollasta poikkeava)
MITC3-elementti on yhdistetty kalvoelementisté ja stabiloidusta
MITC3-laattaelementistéa (luku 4). Kalvotesteissa stabilointipara-
metrin suuruudellatai MITC-reduktiolla el ole merkitysta. Néin ol-
len MITC3-elementti antaa kalvotesteiss saman tuloksen kuin ta-
vanomainen 3-solmuinen siirtymaelementti (DISP3).

MITC6-1, MITC6-2, MITC6-3 Elementit perustuvat Leen tyohon [2004] ja
niiden teoriaa on selostettu luvussa b.

MITC6-4 Elementti on oma variaatio elementistd MITC6-2, elementin sisdlla
olevat poikittaisten leikkausvenymien sidontapisteet on korvattu
Gaussin pisteilla. Kalvotesteissa kaikki MITC6-elementit antavat
identtiset tulokset, koska niiden kalvopuolen venymatermien inter-
polointi on identtinen.

MITC7 Laatantaivutustesteissa esiintyva MITC7 on laattaelementti ja sen
teoriaa on selostettu luvussa 4. Leen artikkelin [2004] MITC7-
kuorielementtid el ole toteutettu.

ANS6 Elementti perustuu Szen ja Zhun tyohon [1999] ja sen teoriaa on
kasitelty luvussa 6.

DISP3, DISP6 Tavanomaisia siirtymael ementteja (luku 3).

Osassa testeissa tuloksia on verrattu Finnsap-ohjelman kuorielementtien tuloksiin

KUO3 Finnsap-ohjelman 3-solmuinen kol miokuorielementti.
SEMI6 Finnsap-ohjelman 6-solmuinen semiloof-kolmioelementti.

ANS4, ANS9  Finnsap-ohjelman 4- ja 9-solmuiset nelikulmioelementit.
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Verkot on generoitu Finngen-ohjelmalla. Testeissd 8.1, 8.2, 8.3 ja 8.6 3-solmuisillaja
6-solmuisilla kolmioilla on verkoissa yhtéa paljon elementtgfé. Muissa testeissa on
verrattu tuloksia elementtiverkoilla, joissa on yhta paljon solmuja (elementtimaara
eri), jolloin vapausastemaéra on sama ja joudutaan ratkai semaan samankokoinen yh-
taloryhméa. Elementtiverkot on yleensé tasaisesti tihennetty. Joissain tapauksissa olisi
tarkoituksenmukai sempaa tihentd&a verkkoa paikallisesti esimerkiksi voiman vaiku-

tuskohdan |8hei syydessa.
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8.1 Nelidlaatta (laatan taivutus)

Jokaiselta reunaltaan jaykasti tuettua (reunalla kaikki siirtymét ja kiertymét on estet-
ty) nelidlaattaa kuormitetaan tasaisella painekuormalla. Tarkasteltavana suureena on
laatan keskipisteen taipuma. Symmetrian perusteella laatasta on mallinnettu vain yksi
neljannes. Laskennassa on kaytetty neljda eri elementtiverkkoa, joissa on 8, 32, 128
ja512 elementtid. Kuvassa 8.1 on esitetty laatan mitat, materiaalitiedot ja elementti-
verkko, jossa on 32 elementtia.

E = 10.92¢10°
v=0.3
L/2 h = 0.02, 0.002, 0.0002
L=2
p=1.25*10°h°

KL 4

KL

Kuva 8.1. Nelitlaatan neljannes, materiaaliarvot ja e ementtiverkko.

Elementeilla saadut laatan keskipisteen taipumat kolmella eri laatan paksuudella on
esitetty taulukoissa 8.1, 8.3 ja 8.5. Taulukoissa 8.2, 8.4 ja 8.6 on esitetty ndiden tai-
pumien prosentuaaliset virheet tavoitearvoon verrattuna. Taipuman tavoitearvot on
laskettu Finnsap-ohjelman ANS9-elementilla 16x16-el ementtiverkolla.

Stabiloimaton MITC3-elementti lukkiutuu téysin tiheimmallakin elementtiverkolla,
kun laatan paksuuden ja sivun pituuden suhde on 0.0001. Sen sijaan stabiloidulla
MITC3-elementilla laatan ohentaminen e juurikaan vaikuta taipuman suhteelliseen
virheeseen.

6-solmuisista elementeista MITC6-3-elementilla ja MITC7-laattaelementilla laatan
ohentaminen e vaikuta taipuman suhteelliseen virheeseen. MITC6-3-elementti antaa
varsinkin harvoilla e ementtiverkoilla liian joustavia tuloksia. Muillakin 6-solmuisil-
la elementeilla laatan ohentaminen vaikuttaa taipuman suhteelliseen virheeseen vain
harvimmalla elementtiverkolla.

Kaiken kaikkiaan téssa testitapauksessa kaikilla elementeill& stabiloimatonta MITC3-
elementtia ja MITC6-3-elementtia lukuun ottamatta saadaan hyvié tuloksia kaikilla
kolmella laatan paksuudella, kun elementteja on laatan neljanneksessa 32 tai enem-
man. Luvun 8.3 testissd on tutkittu elementtien muodon vaikutusta tuloksiin t&man
testin harvimman elementtiverkon solmuja siirtdmalla.
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Taulukko 8.1. Taipuma laatan keskipisteessa (tavoitearvo 2.536). h/L = 0.01.

eementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
8 0.127 2.462 3.365 2.581 2515 2.387 2446 2452
32 1.437 2.524 2.852 2.614 2.580 2.536 2530 2574
128 2414 2.535 2.631 2.561 2.549 2.538 2536 2.556
512 2.523 2.536 2.562 2543 2.539 2.537 2536 2542
Taulukko 8.2. Taipuman virhe (%). h/L = 0.01.
dementtgga MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
8 -95.0 -2.9 32.7 18 -0.8 -5.9 -3.5 -3.3
32 -43.3 -0.5 12,5 31 17 0.0 -0.2 15
128 -4.8 -0.0 3.7 1.0 0.5 0.1 0.0 0.8
512 -0.5 0.0 10 0.3 0.1 0.0 0.0 0.2
Taulukko 8.3. Taipuma laatan keskipisteessa (tavoitearvo 2.531). h/L = 0.001.
eementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
8 0.001 2.456 3.360 2.436 2185 1.986 2433 2177
32 0.037 2518 2.847 2.558 2.506 2441 2523 2501
128 0.568 2.529 2.626 2.545 2.538 2.524 2530 2533
512 2.091 2.530 2.557 2.536 2534 2531 2531 2534
Taulukko 8.4. Taipuman virhe (%). h/L = 0.001.
dementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
8 -100.0 -3.0 32.8 -3.8 -13.7 -21.5 -39 -140
32 -98.5 -0.5 12,5 11 -1.0 -3.6 -0.3 -1.2
128 -77.6 -0.1 3.8 0.6 0.3 -0.3 -0.0 0.1
512 -17.4 -0.0 10 0.2 0.1 0.0 0.0 0.1
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Taulukko 8.5. Taipuma laatan keskipisteessa (tavoitearvo 2.531). h/L = 0.0001.

elementtefd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01

8 0.000 2.456 3.360 2435 2.053 1954 2432 2166

32 0.000 2518 2.847 2557 2435 2417 2523 2487

128 0.007 2.529 2.626 2.544 2.517 2505 2530 2524

512 0.127 2.530 2.557 2535 2531 2526 2531 2530

Taulukko 8.6. Taipuman virhe (%). h/L = 0.0001.

elementtefd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01

8 -100.0 -3.0 32.8 -3.8 -18.9 -22.8 -39 -144

32 -100.0 -0.5 125 1.0 -3.8 -4.5 -0.3 -1.7

128 -99.7 -0.1 3.8 0.5 -0.6 -1.0 -0.0 -0.3

512 -95.0 -0.0 1.0 0.2 0.0 -0.2 0.0 -0.0
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8.2 Laattakaista (laatan taivutus)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.9.
Laattakaistan yks jannevéli voidaan mallintaa péistdan jaykasti tuettuna laattana,
jossa on kaksi reunaa vapaita (kuva 8.2). Symmetrian vuoks neljannesmallikin riit-
taisi.

Tutkittavina suureina ovat taipuma ja x-suuntainen normaalijannitys laatan keskipis-
teessa B seka x-suuntainen normaalijannitys tuetun reunan keskipisteessa A laatan
ylépinnalla. Kuormituksena on tasaisesti jakautunut 0.7 kPa painekuorma koko laa-
tallaja toisessa tapauksessa 0.7 N/mm viivakuorma laatan keskella leveyssuunnassa.

Kuvassa 8.3 on esitetty 2x4-elementtiverkko ja laatan mitat. Materiaalina on raken-
neteras, jonka kimmokerroin on 206 000 M Pa.

Poissonin vakio on asetettu nollaksi, jotta laatan leveys e vaikuttaisi tuloksiin. Tama
on |ahempana tilannetta, jossa laatta on darettdman leved ja siita tutkitaan aarellista
kaistaletta, jolloin kouruuntumista el esiinny. Jaykkyys on nyt kuitenkin vahan pie-
nempi kuin levedn laatan ja nollasta poikkeavan Poissonin vakion tapauksessa. Kun
asetetaan Poissonin vakio nollaksi, vatetddn myds kiinnityshairion vaikutusta pisteen
A jannitykseen.

z
VY Y Y YV Y Y Y Y Y ¥ Y Y Y Y Y Y Yy VvV Vv X

Kuva 8.2. Tasaisesti kuormitettu laattakaista ja sen yksi jannevali.

h=6mm

500 mm y l

le N| X
2000 mm

Kuva 8.3. Suorakaidelaatta, mitat ja 2x4-elementtiverkko.

Molemmissa kuormitustapauksissa taulukoidut jannitysten arvot ovat solmupisteen
keskimééréisia arvoja. Solmun keskiarvo on keskiarvo kyseiseen solmuun siihen liit-
tyvista eri elementeista tulevista tulossuureen arvoista. Tassa esimerkissa keskimaé-
réiset arvot eivét eroa oleellisesti maksimiarvoista

Tuloksia on verrattu teknisen taivutusopin mukaiseen péistéan jaykasti kiinnitetyn
palkin ratkai suun.
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8.2.1 Painekuorma

Elementeill& saadut pisteen B taipumat ja niiden prosentuaaliset virheet on esitetty
taulukoissa 8.7 ja 8.8. Taulukoissa 8.9 ja 8.10 on esitetty pisteen A jannitykset ja nii-
den prosentuaaliset virheet. Taulukoissa 8.11 ja 8.12 on esitetty pisteen B jannitykset
janiiden prosentuaaliset virheet. Testissa kaytetyssa harvimmassa el ementtiverkossa
on yksi kolmioelementti y-suunnassa ja 2 kolmioelementtia x-suunnassa eli yhteensa
nelja kolmioelementtid. Seuraavissa elementtiverkoissa on aina edellisen elementti-
verkon jokainen kolmioelementti jaettu neljaksi uudeksi kolmioelementiksi. Nan
elementit ovat kesken&ddn samanmuotoisia.

Stabiloimattoman MITC3-elementin tulokset ovat kdytdnntssa samat kuin Finnsap-
ohjelman ANS4-elementin tulokset [FINNSAP | 2002]. Molemmilla elementeilla
jannitys on vakio edettdessa jannityksen suuntaan. Tama vakio konvergoi kohti ele-
mentin x-suuntaisen sivun keskikohdan jannitystd, kun elementtijakoa tihennetéan.
Tarkka (pakkiteorian mukainen) jannitysakauma on jannityksen suunnassa para-
bolinen, jota nama elementit kuvaavat huonosti varsinkin pisteessa A, jossa janni-
tyksen muutos on suurimmillaan. Stabilointiparametrin kéayttod parantaa taipuman ar-
voja, muttaei vaikuta jannityksiin.

6-solmuisista elementeista MITC6-4, MITC7 ja ANS6 antavat parhaat tulokset ja ne
ovat kdytanndssa samat kuin Finnsap-ohjelman ANS9-elementin tulokset [FINNSAP
| 2002]. MITC6-1 jaMITC6-2 antavat yll&ttavan huonoja pisteen A jannityksia.

Taulukko 8.7. Keskipisteen taipuma (tavoitearvo 7.867 mm). Painekuorma.

elementtgfa  MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6

a=0 a=01
1x2 -—-- -—-- 8.753 1871 3417 7.865 7.853 7.900
2x4 5.900 6.485 8.303 6.321 6.874 7.867 7.868 7.886
4x8 7.374 7.520 8.004 7.671 7.795 7.867 7.867 7.880
8x16 7.743 7.780 7.905 7.874 7.880 7.867 8.867 7.874

Taulukko 8.8. Taipuman virhe (%). Painekuorma.

elementtgfa  MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6

a=0 a=01
1x2 11.3 -76.2 -56.6 -0.0 -0.2 0.4
2x4 -25.0 -17.6 55 -19.7 -12.6 0.0 0.0 0.2
4x8 -6.3 -4.4 17 -2.5 -0.9 0.0 0.0 0.2
8x16 -1.6 -1.1 0.5 0.1 0.2 0.0 0.0 0.1
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Taulukko 8.9. Pisteen A jannitys gy (tavoitearvo 38.89 MPa). Painekuorma.

dementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 28.76 3.40 10.45 20.21 29.67 29.23
2x4 14.58 14.61 36.58 17.65 23.33 36.47 36.52 36.42
4x8 25.52 25.51 38.26 28.23 32.17 38.29 3829 3812
8x16 31.90 31.89 38.70 34.82 37.21 38.74 38.74 38.69
Taulukko 8.10. Pisteen A jannityksen virhe (%). Painekuorma.
eementtgd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 -26.0 -91.3 -73.1 -24.9 -23.7 -24.8
2x4 -62.5 -62.4 -5.9 -54.6 -40.0 -6.2 -6.1 -6.4
4x8 -34.4 -34.4 -1.6 -274 -17.3 -15 -15 -2.0
8x16 -18.0 -18.0 -0.5 -10.5 -4.3 -0.4 -0.4 -0.5
Taulukko 8.11. Pisteen B jannitys gy (tavoitearvo -19.44 MPa). Painekuorma.
eementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 -29.57 -6.85 -10.64 -29.12  -28.76 -29.10
2x4 -14.58 -14.59 -21.62 -16.50 -19.03 -21.87 -21.85 -21.90
4x8 -18.23 -18.23 -19.97 -19.68 -20.02 -20.05 -20.05 -20.03
8x16 -19.14 -19.14 -19.58 -19.59 -19.61 -19.60 -19.60 -19.59
Taulukko 8.12. Pisteen B jannityksen virhe (%). Painekuorma.
dementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 -—-- -—-- 52.1 -64.8 -45.3 49.8 479 49.7
2x4 -25.0 -24.9 11.2 -15.1 -2.1 12,5 124 12.7
4x8 -6.2 -6.2 2.7 12 3.0 31 31 3.0
8x16 -1.5 -1.5 0.7 0.8 0.9 0.8 0.8 0.8
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8.2.2 Viivakuorma

Elementeill& saadut pisteen B taipumat ja niiden prosentuaaliset virheet on esitetty
taulukoissa 8.13 ja 8.14. Taulukoissa 8.15 ja 8.16 on esitetty pisteen A jannitykset ja
niiden prosentuaaliset virheet. Taulukoissa 8.17 ja 8.18 on esitetty pisteen B janni-
tykset ja niiden prosentuaaliset virheet. Testissa kaytetyssi harvimmassa el ement-
tiverkossa on yks kolmioelementti y-suunnassa ja 2 kolmioelementtid x-suunnassa
eli yhteensa nelja kolmioelementtia. Seuraavissa el ementtiverkoissa on aina edellisen
elementtiverkon jokainen kolmioelementti jaettu neljaksi uudeksi kolmioelementiksi.
Né&in elementit ovat keskeng&n samanmuotoisia.

Tarkka (pa kkiteorian mukainen) jannitysjakauma on jannityksen suunnassa lineaari-
nen.

Tulokset ovat samansuuntaisia kuin painekuorman tapauksessa. MITC6-4, MITCY ja
ANSG antavat k&ytdnnossa tarkat tulokset muiden 6-solmuisten elementtien tulosten
jéédessa selvasti huonommiksi.

Taulukko 8.13. Keskipisteen taipuma (tavoitearvo 7.867 mm). Viivakuorma.

elementtggda  MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6

a=0 a=01
1x2 8.966 2101 3.446 7.869 7.867 7.905
2x4 5.900 6.493 8.338 6.455 7.039 7867  7.867 7.889
4x8 7.374 7.520 8.007 7.713 7.832 7.867 7.867 7.881
8x16 7.743 7.780 7.905 7.882 7.884 7.867 8.867 7.874

Taulukko 8.14. Taipuman virhe (%). Viivakuorma.

elementtggda  MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6

a=0 a=01
1x2 14.0 -73.3 -56.2 0.0 0.0 0.5
2x4 -25.0 -17.5 6.0 -17.9 -10.5 0.0 0.0 0.3
4x8 -6.3 -4.4 18 -2.0 -0.4 0.0 0.0 0.2
8x16 -1.6 -11 0.5 0.2 0.2 0.0 0.0 0.1




Taulukko 8.15. Pisteen A jannitys oy (tavoitearvo 29.17 MPa). Viivakuorma.

dementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 26.79 3.46 10.32 290.14 2017 29.14
2x4 14.58 14.56 28.96 16.31 20.15 29.17 20.17 29.09
4x8 21.87 21.86 29.08 23.45 25.67 29.16 20.17 28.99
8x16 25.52 25.52 29.13 27.08 28.35 29.17 20.17 29.12
Taulukko 8.16. Pisteen A jannityksen virhe (%). Viivakuorma.
eementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 -8.2 -88.1 -64.6 -0.1 0.0 -0.1
2x4 -50.0 -50.1 -0.7 -44.1 -30.9 0.0 0.0 -0.3
4x8 -25.0 -25.1 -0.3 -19.6 -12.0 -0.0 0.0 -0.6
8x16 -12.5 -12.5 -0.1 -7.2 -2.8 0.0 0.0 -0.2
Taulukko 8.17. Pisteen B jannitys gy (tavoitearvo -29.17 MPa). Viivakuorma.
eementtggd MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 -31.54 -8.18 -10.93 -29.19 -29.17 -29.19
2x4 -14.58 -14.73 -29.53 -19.68 -24.43 -29.18 -29.17 -29.27
4x8 -21.87 -21.91 -29.20 -26.38 -28.45 -29.17  -29.17 -29.18
8x16 -25.52 -25.52 -29.15 -28.79 -29.24 -29.17  -29.17 -29.16
Taulukko 8.18. Pisteen B jannityksen virhe (%). Viivakuorma.
dementtgga MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
1x2 8.1 -72.0 -62.5 0.1 0.0 0.1
2x4 -50.0 -49.5 12 -32.5 -16.2 0.0 0.0 0.3
4x8 -25.0 -24.9 0.1 -9.6 -2.5 0.0 0.0 0.0
8x16 -125 -125 -0.1 -1.3 0.2 0.0 0.0 -0.0
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8.3 Weissman-Taylor-testi (laatan taivutus)

Tama esimerkki perustuu Lylyn ja Stenbergin [1994, s. 24-25] versioon Weissmanin
jaTaylorin [1990, s. 351] alunperin esittamasta testista. Jaykasti tuetun tasaisella pai-
nekuormalla kuormitetun nelidlaatan neljannes on jaettu kahdeksaan kol mioelement-
tiin. Keskimmaisté solmua on siirretty neljénnes aatan lavistdjaa pitkin kohti oikeata
alanurkkaa etdisyyden O verran, jolloin suorakulmaisesta verkosta tulee vinokulmai-
nen. Kuvassa 8.4 on esitetty laatan mitat ja materiaalitiedot. Testissa kaytetyt ele-
menttiverkot on esitetty kuvassa 8.5.

N L/2 KL
— KL
E = 10.92*10°
v=0.3
h = 0.02, 0.002, 0.0002
< o L/2 L=2
p=1.25%10° h®
/4 v

Kuva 8.4. Nelitlaatan neljannes, materiaaliarvot ja el ementtiverkko.

6= 0.000 0=0.057 0=0.113

0=0.170 0=0.226 0=0.283
Kuva 8.5. Testissd kaytetyt el ementtiverkot.

Elementeilla saadut laatan keskipisteen taipumat kolmella eri laatan paksuudella on
esitetty taulukoissa 8.19, 8.21 ja 8.23. Taulukoissa 8.20, 8.22 ja 8.24 on esitetty néi-
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den taipumien prosentuaaliset virheet tavoitearvoon verrattuna. Taipuman tavoite-
arvot on laskettu Finnsap-ohjelman ANS9-elementilla 16x16-elementtiverkolla.

Laatan paksuuden ja sivun pituuden suhteen ollessa 0.01 elementtien muodolla (J:n
arvolla) e ole suurta vaikutusta 6-solmuisten kolmioiden tuloksiin. Laattaa ohennet-
taessa 6-sol muisista kuorielementei sta ANSG toimii parhaiten.

Taulukko 8.19. Taipuma laatan keskipisteessa (tavoitearvo 2.536). h/L = 0.01.

o MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
0.000 0.127 2.462 3.365 2.581 2515 2.387 2446 2452
0.057 0.123 2.446 3.375 2573 2511 2.385 2444 2451
0.113 0.113 2.396 3.402 2.549 2.499 2.379 2438 2.446
0.170 0.098 2313 3.440 2.510 2478 2.368 2428 2437
0.226 0.081 2.195 3.476 2.458 2.449 2.352 2413 2424
0.283 0.061 2.037 3.493 2.392 2411 2.331 2389 2402
Taulukko 8.20. Taipuman virhe (%). h/L = 0.01.
o MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
0.000 -95.0 -2.9 327 1.8 -0.8 -5.9 35  -33
0.057 -95.1 -35 33.1 15 -1.0 -6.0 36  -34
0.113 -95.5 -5.5 34.1 0.5 -1.5 -6.2 -39 35
0.170 -96.1 -8.8 35.6 -1.0 2.3 -6.6 43 -39
0.226 -96.8 -134 37.1 -3.1 -3.4 -7.3 -4.9 -4.4
0.283 -97.6 -19.7 377 -5.7 -4.9 -8.1 -5.8 -5.3
Taulukko 8.21. Taipuma laatan keskipisteessa (tavoitearvo 2.531). h/L = 0.001.
) MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
0.000 0.001 2.456 3.360 2.436 2.185 1986 2433 2177
0.057 0.001 2.439 3.370 2.314 2172 1.980 2431 2170
0.113 0.001 2.390 3.397 2.103 2.126 1.949 2425 2.146
0.170 0.001 2.307 3.435 1.696 2.025 1.845 2414 2.105
0.226 0.001 2.189 3471 1.172 1.867 1577 2396 2.044
0.283 0.001 2.031 3.488 1.010 1.706 1.496 2370 1976
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Taulukko 8.22. Taipuman virhe (%). h/L = 0.001.

o MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
0.000 -100.0 -3.0 328 -3.8 -13.7 -215 -39 -14.0
0.057 -100.0 -3.6 331 -8.6 -14.2 -21.8 -40 -143
0.113 -100.0 -5.6 34.2 -16.9 -16.0 -23.0 -42 -152
0.170 -100.0 -89 357 -33.0 -20.0 -27.1 -46 -16.8
0.226 -100.0 -135 371 -53.7 -26.2 -37.7 -53 -19.2
0.283 -100.0 -19.8 37.8 -60.1 -32.6 -40.9 -6.4 -219
Taulukko 8.23. Taipuma laatan keskipisteessi (tavoitearvo 2.531). h/L = 0.0001.
o MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
0.000 0.000 2.456 3.360 2435 2.053 1.954 2432 2.166
0.057 0.000 2.439 3.370 1.815 1.752 1.947 2431 2.158
0.113 0.000 2.390 3.397 0.907 0.707 1.909 2424  2.133
0.170 0.000 2.307 3.435 0.233 0.301 1.724 2413 2.083
0.226 0.000 2.189 3471 0.110 0.828 0.565 2396 1.993
0.283 0.000 2.031 3.488 0.552 0.183 0.861 2370 1919
Taulukko 8.24. Taipuman virhe (%). h/L = 0.0001.
o MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
0.000 -100.0 -3.0 32.8 -3.8 -18.9 -22.8 -39 -144
0.057 -100.0 -3.6 331 -28.3 -30.8 -23.1 -40 147
0.113 -100.0 -5.6 34.2 -64.2 -72.1 -24.6 -42 -157
0.170 -100.0 -89 357 -90.8 -88.1 -31.9 47 -17.7
0.226 -100.0 -135 37.1 -95.7 -67.3 -77.7 -53 -213
0.283 -100.0 -19.8 37.8 -78.2 -92.8 -66.0 -6.4 -24.2

58



8.4 Salmiakkilaatta (laatan taivutus)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.10
(NAFEM S-testi nro LE6). Kuvassa 8.6 on esitetty salmiakkilaatan geometria, mate-
riaaliominaisuudet ja elementtiverkko. Laatan sivunpituus on 1 metri, laatan paksuus
on 0.01 metrid ja se on kaikilta sivuiltaan nivelelisesti tuettu (kaikki siirtymét on es-
tetty, kiertymét ovat vapaat). Kuormana on tasan jakautunut painekuorma kohtisuo-
rassa laatan pintaa vastaan. Tutkittavia suureita ovat suurempi pagannitys laatan ala
pinnallalaatan keskipisteessd ja keskipisteen taipuma.

D C Jannityslaskenta
/W E =210 000 MPa
v=0.3
W p=-0.7kPa
W Siirtymal askenta
W 9= 30° E = 100 000 MPa
v=0.3

A B p=1.0kPa

Kuva 8.6. Salmiakkilaatan geometria, materiaaliarvot ja elementtiverkko.

Elementeilla saadut keskipisteen jannitykset on esitetty taulukossa 8.25. Taulukoidut
arvot ovat solmupisteiden keskimaéraisia arvoja. Taulukossa 8.26 on jannitysten pro-
sentuaaliset virheet. Testissa kéytetyssa harvimmassa verkossa on 3 solmua joka si-
vulla €li kaks 6-solmuista kolmioelementtia tai kahdeksan 3-solmuista kolmioele-
menttid Seuraavassa verkossa on viisi solmua joka sivulla eli kahdeksan 6-solmuista
kolmioelementtid tai 32 3-solmuista kolmioelementtidjne.

Taulukossa 8.27 on eri elementeillé saadut keskipisteen taipumat ja taulukossa 8.28
on néden taipumien virheet prosentteina. Harvimmalla verkolla saadaan 6-solmui-
silla kolmioilla aivan liian joustavia tuloksia, mutta verkossa on vain kaksi € ement-
tid. Finnsap-ohjelman AN34-elementin (a = 0.05) prosentuaaliset virheet vastaavilla
verkoilla ovat -30.1, -25.9, -16.0 ja -8.0. ANS9 -elementill& vastaavasti -41.6, -18.7,
-13.8 ja -5.7. Nelikulmioelementteihin ANS4 ja ANS9 verrattuna kol mioelementit
toimivat hyvin. Kolmioelementit ovat varsin hyvanmuotoisia. Jos kulma & olisi 60°,
kolmioelementit olisivat muodoltaan optimaalisia, tasasivuisia.
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Taulukko 8.25. Jannitys laatan keskell& solmuma&ran mukaan (tavoitearvo 0.802 MPa).

solmuja MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
3x3 0.339 0.377 1.212 1174 1.115 1.053 0.950 1.163
5x5 0.656 0.695 1.175 1.145 1.083 0.989 0.940 0.987
9x9 0.750 0.787 0.817 0.898 0.890 0.862 0.904 0.822
17x17 0.790 0.808 0.796 0.835 0.828 0.818 0.825 0.806
Taulukko 8.26. Jannityksen virhe (%) solmumaaran mukaan.
solmuja MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
3x3 -57.7 -53.0 51.1 46.4 39.0 313 185 45.0
5x5 -18.2 -13.3 46.5 42.8 35.0 23.3 17.2 23.1
9x9 -6.5 -1.9 19 12.0 11.0 7.5 12.7 25
17x17 -15 0.7 -0.7 4.1 3.2 2.0 2.9 0.5

Taulukko 8.27. Taipuma laatan keskell4 (- 10° mm) solmumaaran mukaan (tavoitearvo 4.455- 107

mm).
solmuyja MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
3x3 2.805 5.631 9.920 9.402 8.583 7752 7739 9331
5x5 3.939 4.718 7.075 5.239 4.997 4560 4766 4.688
9x9 4.037 4.619 5.655 4.692 4.549 4363 4419 4293
17x17 4.386 4.503 4.875 4.626 4.568 4510 4481 4543
Taulukko 8.28. Taipuman virhe (%) solmumaaran mukaan.
solmuja MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6
a=0 a=01
3x3 -37.0 26.4 122.7 111.0 92.7 74.0 73.7 109.5
5x5 -11.6 5.9 58.8 17.6 12.2 24 7.0 5.2
9x9 -9.4 3.7 26.9 5.3 21 2.1 -0.8 -3.6
17x17 -15 31 94 3.8 25 12 0.6 20
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8.5 Elliptinen laatta (laatan taivutus)

Taméa on NAFEM S-testi nro 1C12 [Lyly & Stenberg 1995b, s. 9-10]. Ellipsin muo-
toisen laatan neljannes ja kaksi elementtiverkkoa (6-solmuisten kolmioelementtien
elementtiverkot, joissa on 5 ja 9 solmua sivulla CD) on esitetty kuvassa 8.7 (mitat
metreissd). Laattaa kuormittaa tasan jakautunut 1 MPan suuruinen painekuorma.
Reuna BC on jaykasti kiinnitetty. Reunalla AB on symmetriareunaehto yz-tason suh-
teen ( x-siirtyma ja kiertymét y- ja z-akselien ympéri on estetty). Reunalla CD on
symmetriareunaehto xz-tason suhteen ( y-siirtyma ja kiertymét x- ja z-akselien ympé-
ri on estetty). Kimmokerroin on 210 000 MPa ja Poissonin vakio on 0.3. Tarkastelta-
vana suureena on y-suuntainen normaalijannitys laatan yl&pinnalla pisteessa D.

(x/3.25)%+(y/2.75)% =1

1.75

A

(X/2)%+y?=1

e

Kuva 8.7. Elliptisen laatan neljannes ja elementtiverkot.

Eri elementeilla saadut pisteen D jannityksen arvot ovat taulukossa 8.29 ja jannitys-
ten prosentuaaliset virheet taulukossa 8.30.

Taulukko 8.29. Jannitys g, pisteessa D sivun CD solmumé&arén mukaan (tavoitearvo 158 MPa).

solmuja  MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6

a=0 a=01
3 41.1 140
5 122 149 70.2 134 139 142 157 139
9 156 158 142 155 156 156 169 159
17 161 161 159 159 160 161 167 162

Taulukko 8.30. Jannityksen virhe (%).

solmuja  MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 MITC7 ANS6

a=0 a=01
3 -74.0 -11.4
5 -22.8 -5.7 -55.6 -15.2 -12.0 -10.1 -06 -120
9 -1.3 0.0 -10.1 -1.9 -1.3 -1.3 7.0 0.6
17 19 19 0.6 0.6 13 19 5.7 25
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8.6 Levyulokepalkki (kalvotilan testi)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.4.
Kuvassa 8.8 on esitetty levyn mitat ja kuormat sekad 2x4-elementtiverkko. Tutkitta-
vina suureina ovat levyn x-suuntainen normaalijannitys pisteessi A seka taipuma pis-
teessd B. Levy on yhdelta reunaltaan jaykasti tuettu ja muut kolme reunaa ovat va-
paita. Ensimmaisessa kuormitustapauksessa levyn péddhan vaikuttaa momentti
1.3*10" Nmm ja toisessa leikkausvoima 14.4 N/mm. Molemmissa kuormitustapauk-
sissavoimat on jaettu ekvivaenteiksi solmuvoimiksi.

Materiaalina on rakenneteras (kimmokerroin on 206 000 MPa). Poissonin vakio on
asetettu nollaksi, koska jaykka kiinnitys aiheuttaa muuten hairiéta kiinnitetyn paan
jannityksiin. Kun Poissonin vakio nollataan, kiinnityshéiriosta paastéan eroon mo-
menttikuorman tapauksessa, mutta leikkausvoiman tapauksessa niita esiintyy edel-
leen, mutta véhemman. Kiinnityskohdan héirion vuoksi jannitys on luettu pisteesta A
levyn vasemman reunan sijasta.

h=6mm

L

X

7

500 mm

— ———

ANAANNNNNNY

N|

2000 mm

3

Kuva 8.8. Levyulokepalkin mitat, kuormat ja 2x4-elementtiverkko.

Testissa kaytetyssa harvimmassa elementtiverkossa on yksi kolmioelementti y-
suunnassa ja 2 kolmioelementtid x-suunnassa €li yhteensd nelja kolmioelementtié.
Seuraavissa elementtiverkoissa on aina edellisen elementtiverkon jokainen kolmio-
elementti jaettu neljaksi uudeksi kolmioelementiksi.

Implementoitujen elementtien liséksi on vertailun vuoks taulukoitu myds Finnsap-
ohjelman 3-solmuisen kuori-elementin (KUO3), 6-solmuisen semiloof-elementin
(SEM16) seké 4- ja 9-solmuisten ANS-elementtien tulokset. DISP6 on tavanomainen
6-solmuinen siirtymaelementti.

Molemmissa kuormitustapauksissa taulukoidut jannitysten arvot ovat solmupisteen
keskimaaraisia arvoja kuori3-elementtia lukuun ottamatta. MITC3-elementille on li-
séks esitetty solmupisteen maksimiarvot. Solmun keskiarvo on keskiarvo kyselseen
solmuun siihen liittyvisté eri elementeista tulevista tulossuureen arvoista.

Tuloksia on verrattu teknisen taivutusopin mukaiseen ulokepalkin ratkaisuun ottaen
lelkkausmuodonmuutos huomioon.
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8.6.1 Momenttikuorma

Kaikki 6-solmuiset kolmioelementit antavat tarkat tulokset jo harvimmalla element-
tiverkolla. Tarkka x-suuntaisen normaalijannityksen jakauma on momenttikuormalla
vakio x-suunnassa ja muuttuu lineaarisesti y-suunnassa. Kolmisolmuisen kolmioele-
mentin jannitysakauma on vakio molempiin suuntiin. Nan ollen 3-solmuisella kol-
miolla saadut pisteen A jannitysarvot ovat tarkkuudeltaan vaatimattomia.

Taulukko 8.31. Pisteen A jannitys o, (tavoitearvo 52.00 MPa). Momenttikuorma.

elementtefda  KUO3 MITC3 MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9
maksimi  maksimi keskiarvo
1x2 6.01 6.01 193 5200 5200 5200 5200 5200 52.00
2x4 17.47 17.47 1157 5200 52.00 52.00 52.00 52.00 52.00
4x8 34.67 34.67 2889 5200 5200 5200 5200 52.00 52.00
8x16 46.22 46.22 4237 5200 5200 5200 5200 52.00 52.00
Taulukko 8.32. Pisteen A jannityksen virhe (%). Momenttikuorma.
elementtefd KUO3 MITC3 MITC3 ANSA DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9
maksimi  maksimi keskiarvo
1x2 -88.4 -88.4 -96.3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2x4 -66.4 -66.4 -77.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
4x8 -33.3 -33.3 -44.4 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
8x16 -11.1 -11.1 -18.5 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
Taulukko 8.33. Pisteen B taipuma g, (tavoitearvo 2.019 mm). Momenttikuorma.
elementtefda KUO3 MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9
1x2 0230 0230 2019 2019 2019 2019 2019 2019
2x4 0680 0680 2019 2019 2019 2019 2019 2019
4x8 1349 1349 2019 2019 2019 2019 2019 2019
8x16 1796 1796 2019 2019 2019 2019 2019 2019
Taulukko 8.34. Pisteen B taipuman virhe (%). Momenttikuorma.
elementtefd KUO3 MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9
1x2 -88.6 -88.6 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2x4 -66.3 -66.3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
4x8 -33.2 -33.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
8x16 -11.0 -11.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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8.6.2 Lekkausvoimakuorma

Kaikki 6-solmuiset kolmioelementit antavat kesken&dn identtiset tulokset. Tarkka x-
suuntaisen normaalijannityksen jakauma on leikkausvoimakuormalla lineaarinen se-
ka x- etta y-suunnassa.

Taulukko 8.35. Pisteen A jannitys g, (tavoitearvo 28.80 MPa). Leikkausvoi makuorma.

eementtggd KUO3 MITC3 MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9
maksimi  maksimi keskiarvo
1x2 4.87 4.87 162 2880 24.10 2410 24.10 2410 28.80
2x4 11.99 11.99 6.40 2880 2742 2742 2742 2742 28.79
4x8 21.60 21.60 1560 2880 28.45 2845 2845 2845 28.80
8x16 27.20 27.20 23.07 28.80 2871 2871 28.71 2871 28.80
Taulukko 8.36. Pisteen A jannityksen virhe (%). Leikkausvoi makuorma.
dementtgga KUO3 MITC3 MITC3 ANS4A DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9
maksimi  maksimi keskiarvo
1x2 -83.1 -83.1 -94.4 0.0 -16.3 -16.3 -16.3 -16.3 0.0
2x4 -58.4 -58.4 -77.8 0.0 -4.8 -4.8 -4.8 -4.8 -0.0
4x8 -25.0 -25.0 -45.8 0.0 -1.2 -1.2 -1.2 -1.2 0.0
8x16 -5.6 -5.6 -19.9 0.0 -0.3 -0.3 -0.3 -0.3 0.0

Taulukko 8.37. Pisteen B taipuma g, (tavoitearvo 1.549 mm). Leikkausvoi makuorma.

elementtejd KUO3 MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9
1x2 0.205 0.205 1445 1484 1484 1484 1484 1538
2x4 0.538 0.538 1515 1.540 1540 1540 1540 1.547
4x8 1.040 1.040 1539 1.547 1547 1547 1547 1.549
8x16 1.378 1378 1544 1549 1549 1549 1549 1549

Taulukko 8.38. Pisteen B taipuman virhe (%). Leikkausvoimakuorma.

elementtefa  KUO3 MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANSO
1x2 -86.8 -86.8 -6.7 -4.2 -4.2 -4.2 -4.2 -0.7
2x4 -65.3 -65.3 -2.2 -0.6 -0.6 -0.6 -0.6 -0.1
4x8 -32.9 -32.9 -0.6 -0.1 -0.1 -0.1 -0.1 0.0
8x16 -11.0 -11.0 -0.3 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0




8.7 Cookin ongelma (kalvotilan testi)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.5.
Kuvassa 8.9 on esitetty rakenteen geometria, materiaaliarvot ja 6-solmuisten kolmio-
elementtien 5x5-solmun elementtiverkko. Sivulta AD levy on jaykasti tuettu ja sivul-
la BC vaikuttaa yhden yksikén suuruinen tasan jakautunut voima. Tutkittavana suu-
reena on kuormitetun sivun BC keskikohdan siirtymé. Kuormitus on sellainen, etta
kalvo ainoastaan taipuu tasossaan kuten paksu puolisuunnikkaan muotoinen uloke-
palkki.

C(48, 60)
F
D(0, 44)
B(48, 44)
E=10
v=0.33
h=1.0
F=10
A(0, 0)

Kuva 8.9. Rakenteen geometria ja 6-solmuisten kol mioiden 5x5-solmun elementtiverkko.

Elementeilla saadut siirtymét on esitetty taulukossa 8.39 ja siirtymien prosentuaal i set
virheet taulukossa 8.40. ANS4 ja ANS9 ovat Finnsap-ohjelman elementtejd ja niiden
tulokset ovat Finnsap-ohjelman esimerkkisel osteesta [FINNSAP | 2002]. SEMI6 on
Finnsap-ohjelman 6-solmuinen semiloof-elementti. DISP6 on tavanomainen 6-sol-
muinen siirtymael ementti.

Taulukko 8.39. Siirtyma sivun BC puolivalissa solmumaaran mukaan (tavoitearvo 23.91).

solmuja MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9

3x3 1198 1753 19.25 19.79  20.67 1631 2219
5x5 18.27 21.82 23.23 2311 2345 2276 23.61
9x9 2202 2333 2384 2376 2385 2381 2389

Taulukko 8.40. Sivun BC puolivélin siirtyméan virhe (%) solmuméaarén mukaan.

solmuja MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6 ANS9

3x3 -499 -26.7 -195 -17.2  -136 -31.8 -7.2
5x5 -23.6 -8.7 -2.8 -3.3 -1.9 -4.8 -1.3
9x9 -7.9 -24 -0.3 -0.6 -0.3 -04 -0.1
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6-solmuisilla elementeilla on kaarevia sivuja, vaikka rakenne on suorasivuinen. Ele-
menttiverkot on generoitu Finngen-ohjelmalla. Ensin on muodostettu suorasivuinen
generointialue antamalla alueen nelja nurkkapistetta. Seuraavaksi on maarétty alueen
sivujen elementtijako eli elementtien lukumaérét alueen sivuilla. Lopuksi ohjelma on
generoinut elementit.

Tarkastellaan solmujen koordinaattien maardytymista, kun alueen sivuilla on kaks 6-
solmuista kolmioel ementtia (kuva 8.10).

C(48, 60)
T A

1,1 (690 D(O, 44)

B(48, 44)

(-1,-1) (1,-1)
A0, 0)

Kuva 8.10. Alueeseen generoitujen elementtien solmujen koordinaattien méaréytyminen.

Solmujen koordinaatit |asketaan kaavoilla

KEM =3 N (EMX =240+ ),

VEM = SN (Em)y, =37 18 +) ~7é, >
missax; jay; ovat alueen nurkkien koordinaztit ja

N,(67) =3 @-8)a-n),

N(E) =5 L+ 1) o

Ny(E) = 5 (L+ L+ 1),

NL(E7) =5 W=+,
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Pisteiden E, F, G jaH koordinaateiks saadaan

x(-1/2,-1/2)=[12 20,29]",
x(+1/2,-1/2)=[36 38,79,
x(+1/2,+1/2) =[36 50,25|",
x(-1/2,+1/2) =12 3875|".

(8.3)

Tama selittéd miksi alueen sisdllé elementeilld on kaarevia sivuja. Finngen siirtda li-
séks (tarvittaessa) valisolmuja siten, etta valisolmun etéisyys molemmista nurkka-
solmuista on sama, jolloin pisteiden F ja H koordinaateiks tulee [36.4704 38.8872]
ja[11.5296 38.8872]. Taulukossa 8.41 on esitetty siirtymétulokset ilman, etta vali-
solmuja on siirretty. Eroa taulukon 8.40 tuloksiin e juurikaan ole. Elementeista saa-
daan suorasivuisia kun ensin poistetaan valisolmut ja sitten lisdtdéan valisolmut. Tal-
laisilla elementtiverkoilla saadut tulokset on esitetty taulukossa 8.42. Taloin kaikilla
6-solmuisilla kolmioelementeill & saadaan samat tul okset.

Taulukko 8.41. Siirtyma sivun BC puolivélissa (tavoitearvo 23.91). Valisolmujaei ole siirretty.

solmuja DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6

3x3  19.25(-195%) 19.79(-17.2%) 20.67(-13.6%) 16.31(-31.8%)
5x5  23.21(-29%) 23.01(-3.8%) 23.39(-22%)  22.76 (-4.8 %)
9x9  2384(-03%) 23.74(-07%) 23.84(-03%) 23.81(-0.4 %)

Taulukko 8.42. Siirtyma sivun BC puolivélissd (tavoitearvo 23.91). Suorasivuiset el ementit.

solmuja DISP6 MITC6 ANS6 SEMI6

3x3  18.36(-23.2%) 18.36(-23.2%) 18.36(-232%) 18.36(-23.2%)
5x5  23.30(-26%) 23.30(-26%) 23.30(-26%)  23.30(-2.6 %)
9x9 2385(-03%) 23.85(-03%) 23.85(-03%) 23.85(-0.3%)

Testeissa 8.5 ja 8.8 generointial ueen médrittel yssa on kaytetty nurkkapisteiden liséksi
valipisteita ja interpolaatiofunktioiden N; asteluku ja lukumaéré on korkeampi kuin
suorasivuisen generointial ueen tapauksessa.
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8.8 Elliptinen kalvo (kalvotilan testi)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.6
(NAFEM S-testi nro LE1L). Ellipsin muotoisen levyn neljénnes jakaks elementtiverk-
koa (6-solmuisten kol mioelementtien elementtiverkot, joissaon 5 ja 9 solmua sivulla
CD) on esitetty kuvassa 8.11 (mitat metreissd). Kuormituksena on levyn ulkoreunalla
BC vaikuttava ulospain suuntautunut tasaisesti jakautunut 10 M Pa:n suuruinen paine-
kuorma. Kaikissa solmuissa kaikki kiertymét ja z-suuntainen siirtyma on kiinnitetty.
Reunala AB on symmetriareunaehto y-akselin suhteen ( x-siirtyma on estetty). Reu-
nalla CD on symmetriareunaehto x-akselin suhteen ( y-siirtyma on estetty). Kimmo-
kerroin on 210 000 MPa ja Poissonin vakio on 0.3. Tarkasteltavana suureena on le-
vyn sisdkehan tangentiaalinen jannitys (o) pisteessaD.

(x/3.25)%+(y/2.75)% =1

1.75

A

Kuva 8.11. Elliptisen levyn neljannes ja elementtiverkot.

Eri elementeilla saadut pisteen D jannityksen arvot ovat taulukossa 8.43 ja jannitys-
ten prosentuaaliset virheet taulukossa 8.44. ANS4 ja ANSO ovat Finnsap-ohjelman
elementtgg& DISP6 on tavanomainen 6-solmuinen siirtymael ementti.

Taulukko 8.43. Jannitys o, pisteessa D sivun CD solmuméaérén mukaan (tavoitearvo 92.7 MPa).

solmuja MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 ANS9

3 52.9 68.0

5 74.0 84.7 88.4 89.4 88.1 85.7
9 86.9 91.9 934 92.9 92.8 91.1
17 914 93.6 93.2 92.9 92.9 92.1

Taulukko 8.44. Jannityksen g;, virhe (%) pisteessa D sivun CD solmuméaran mukaan.

solmuja MITC3 ANS4 DISP6 MITC6 ANS6 ANS9

3 -42.9  -26.6

5 -20.2 -8.6 -4.6 -3.6 -5.0 -7.6
9 -6.3 -0.9 0.8 0.2 0.1 -1.7
17 -14 1.0 05 0.2 0.2 -0.6
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8.9 Kiero ulokepalkki (kaarevakuori)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.13.
Testi tutkii kaksoiskaarevuuden vaikutusta kuorielementtien toimintaan. Testimallina
kaytetty kuorinauha, jota on kierretty 90°, seka materiaaliarvot on esitetty kuvassa
8.12. Kuorinauhan toinen pda on jaykasti kiinnitetty ja toiseen padhan vaikuttaa yh-
den yksikdn suuruinen leikkausvoima. Tutkittavana suureena on voiman vaikutus-
kohdan siirtymé voiman suuntaan. Finnsap-ohjelman esimerkkisel osteen esimerkissa
kuoren paksuus on 0.05. Siirtyman tavoitearvo kuoren paksuudella 0.0032 on saatu
|éhteesté [Belytschko et al. 1989, s. 408].

E = 29*10°

v=0.22

pituus = 12
leveys=1.1

paksuus = 0.05 / 0.0032
F=10/10%10°

Kuva 8.12. Kiero ulokepa kki, mitat ja materiaaliarvot.

Elementeill& saadut siirtymét nauhan paksuudella 0.05 on esitetty taulukoissa 8.45 ja
8.47. Taulukoissa 8.46 ja 8.48 on esitetty naiden siirtymien prosentuaaliset virheet.
Implementoitujen elementtien liséksi on vertailun vuoks taulukoitu myds Finnsap-
ohjelman 3-solmuisen kuori-elementin (KUO3), 6-solmuisen semiloof-elementin
(SEMI6) seké 4- ja 9-solmuisten ANS-elementtien tulokset. DISP3 ja DISP6 ovat ta-
vanomaisia siirtymael ementteja.

Stabiloimaton MITC3 toimii hyvin stabiloidun MITC3-elementin antaessa liian suu-
ria siirtymié. Finnsap-ohjelman ANS4-elementill& stabilointiparametrin (0.05) kay-
tolla el ole juurikaan vaikutusta tuloksiin. Kaikki 6-solmuiset kolmioelementit anta-
vat hyviatuloksia, ANS6-elementilla saadaan parhaat tul okset.
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Taulukko 8.45. Siirtyma sol mumééran mukaan (tavoitearvo 1.390). Paksuus 0.05.

solmuja DISP6 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6 SEMI6 ANS9

3x13 0.897 1.345 1.350 1.338 1323 1.389 1381 1.385
5x25 1.298 1.384 1.380 1.379 1378 1.386 1376 1.387
9x49 1.378 1.388 1.386 1.386 1386 1.387 1387 1.387

Taulukko 8.46. Siirtyman virhe (%) solmuméaéran mukaan. Paksuus 0.05.

solmuja DISP6 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6 SEMI6 ANS9

3x13 -35.5 -3.2 -2.9 -3.7 -4.8 -0.1 -0.6 -04
5x25 -6.6 -0.4 -0.7 -0.8 -0.9 -0.3 -1.0 -0.2
9x49 -0.9 -0.1 -0.3 -0.3 -0.3 -0.2 -0.2 -0.2

Taulukko 8.47. Siirtyma solmumaérén mukaan (tavoitearvo 1.390). Paksuus 0.05.

solmuja KUO3 DISP3 MITC3 MITC3 ANHA4 ANHA
a=0 a=01 a=0 a=0.05

3x13 1381 0.012 1.365 1515 1.376 1.377
5x25 1.383 0.046 1.389 1.525 1.384 1.385
9x49 1385 0.162 1.425 1.554 1.387 1.387

Taulukko 8.48. Siirtyman virhe (%) solmumaarén mukaan. Paksuus 0.05.

solmuja KUO3 DISP3 MITC3 MITC3 ANHA4 ANHA
a=0 a=01 a=0 a=0.05

3x13 -0.6 -99.1 -1.8 9.0 -1.0 -0.9
5x25 -05  -96.7 -0.1 9.7 -04 -04
9x49 -04  -883 25 11.8 -0.2 -0.2

Elementeilla saadut siirtymét nauhan paksuudella 0.0032 on esitetty taulukoissa 8.49
ja8.51. Taulukoissa 8.50 ja 8.52 on esitetty néaiden siirtymien prosentuaaliset virheet.
Stabiloimaton MITC3 antaa ohuellakin nauhalla hyvia tuloksia harvinta verkkoa lu-
kuun ottamatta stabiloidun MITC3-elementin antaessa liian suuria siirtymi& Nauhan
paksuuden pienentéaminen e vaikuta ANS6-elementin suhtedllisiin virheisiin. Sen si-
jaan MITC6-elementtien tulokset huononevat selvasti.

Sze ja Zhu [1999, s. 66] ovat saaneet ANS6-elementill&an tarkalla arvolla normeera-
tuiks siirtymiksi 0.992 ja 0.990 3x13- ja 5x25-solmun el ementtiverkoilla. Omat tu-
lokset ovat kéytanndssa samat.
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Taulukko 8.49. Siirtymé (- 10®) solmumaaran mukaan (tavoitearvo 5.256 - 10°%). Paksuus 0.0032.

solmuja DISP6 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6 SEMI6 ANS9
3x13 0.382 3.878 4.483 4.167 3509 5.217 5.266 5.251
5x25 0.361 3.003 2.945 2.846 2776 5.202 3.742 5.246
9x49 2.505 4.881 4.885 4.884 4882 5.227 4720 5.250

Taulukko 8.50. Siirtyman virhe (%) solmumaarén mukaan. Paksuus 0.0032.

solmuja DISP6 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6 SEMI6 ANS9
3x13 -92.7 -26.2 -14.7 -20.7 332 07 02 01
5x25 -93.1 -42.9 -44.0 -45.9 -47.2 -1.0 -28.8 -0.2
9x49 -52.3 -7.1 -7.1 -7.1 -7.1 -0.6 -10.2 -0.1

Taulukko 8.51. Siirtymé (- 10®) solmumaaran mukaan (tavoitearvo 5.256 - 10°%). Paksuus 0.0032.

solmuja KUO3 DISP3 MITC3 MITC3 ANHA ANHA
a=0 a=01 a=0 a=0.05

3x13 5.252  0.000 4125 5.736 5.060 5.165
5x25 5198 0.001 5.077 5.613 5.220 5.227
9x49 5223 0.003 5.179 5.654 5.244 5.245

Taulukko 8.52. Siirtyman virhe (%) solmumaarén mukaan. Paksuus 0.0032.

solmuja KUO3 DISP3 MITC3 MITC3 ANHA ANHA
a=0 a=01 a=0 a=0.05

3x13 -0.1 -100.0 -215 9.1 -3.7 -1.7
5x25 -1.1  -100.0 -34 6.8 -0.7 -0.6
9x49 -0.6 -99.9 -1.5 7.6 -0.2 -0.2
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8.10 Kaareva katto (Scordelis-L o) (kaareva kuori)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.8.
Kyseessa on laakea sylinterikuoren osan muodostama katto, jota kuormittaa omapai-
no. Rakenteen mitat ja materiaaliarvot seka tihein testissa kaytetyista 6-solmuisista
elementtiverkoista on esitetty kuvassa 8.13. Kaarevilla sivuilla on jaykisteet, suorat
sivut ovat vapaat. Tarkasteltavana suureena on pisteen A siirtyma. Tavoitearvo on
|ahteesta [Lee 2004, s. 28].

Symmetrian vuoksi on verkotettu vain rakenteen neljannes. Neljannesta rgoittaviin
kahteen leilkkaukseen on annettu symmetriareunaehdot: sivullaDA on dy, 8xja 6z
Kiinnitetty jasivullaDC on dx, 8y ja @z kiinnitetty. Padtysivu CB on tuettu jaykalla
kannakekaarella €li vapausasteet dx, dzja fy on kiinnitetty.

E=4.32*10°
v=0.0

tiheys = 360
kiihtyvyys=1
R=25

L=50
h=0.25
@=40°

Kuva 8.13. Rakenteen neljannes, mitat ja materiaaliarvot seka elementtiverkko.

Elementeilla saadut siirtymét on esitetty taulukossa 8.53 ja siirtymien prosentuaal i set
virheet taulukossa 8.54.

Sze ja Zhu [1999, s. 70] ovat saaneet normeeratuiks siirtymiks ANS6-elementill&én
0.856, 0825, 0.952, 0.982, 0.993, 0.995. Neljalla viimeisella elementtiverkolla omat
ANSG6-tulokset ovat esitetylla tarkkuudella ndiden kanssa identtiset.
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Taulukko 8.53. Siirtyma vapaan sivun puolivalissi solmumééran mukaan (tavoitearvo 0.3024).

solmuja MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6
a=0 a=01 a=0.2
3x3 0.0279  0.2235 0.2503 0.3305 0.2756 0.2699 0.2511 0.2552
5x5 0.1214  0.2058 0.2130 0.2874 0.2771 0.2743 0.2699 0.2485
7 0.2013  0.2439 0.2521 0.3078 0.3009 0.2995 0.2974 0.2878
9x9 0.2430  0.2678 0.2769 0.3079 0.3041 0.3032 0.3019 0.2969
13x13 0.2763  0.2913 0.3012 0.3051 0.3035 0.3030 0.3024 0.3004
17x17 0.2887  0.3018 0.3120 0.3034 0.3026 0.3024 0.3020 0.3009
Taulukko 8.54. Siirtyman virhe (%) solmumaéran mukaan.
solmuya MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANSE
a=0 a=01 a=02
3x3 -90.8 -26.1 -17.2 9.3 -8.9 -10.7 -17.0 -15.6
5x5 -59.9 -31.9 -29.6 -5.0 -84 -9.3 -10.7 -17.8
7 -334 -19.3 -16.6 18 -0.5 -1.0 -1.7 -4.8
9x9 -19.6 -11.4 -84 18 0.6 0.3 -0.2 -1.8
13x13 -8.6 -3.7 -0.4 0.9 0.4 0.2 0.0 -0.7
17x17 -4.5 -0.2 3.2 0.3 0.1 0.0 -0.1 -0.5
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8.11 Ympyrasylinterin litistdminen (kaareva kuori)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.11.
Kuvassa 8.14 on esitetty sylinterikuoren geometria ja materiaaliarvot. On laskettu
kaks eri tapausta: A) sylinterin pdét ovat vapaat ja B) sylinterin molemmissa péissa
on jaykisteet (jaykkakalvo).

Molemmissa tapauksissa tarkasteltavana suureena on pisteen C siirtyma y-akselin
suuntaan. Tapauksessa A syntyy kuoreen puhdasta taivutusta ilman kalvovenymig,
kun taas tapauksessa B syntyy taivutustilan ja kalvotilan yhdistelmé Elementeilla
saadut tulokset prosentuaalisine virheineen erilaisilla verkon tiheyksilla on esitetty
tapaukselle A taulukoissa 8.55 ja 8.56 seké tapaukselle B taulukoissa 8.57 ja 8.58.

Elementtien herkkyyttd verkon muotovirheille on tutkittu tapauksessa A kayttden
7x7-solmuverkkoa. Elementtiverkot on esitetty kuvissa 8.15 ja 8.16. Taulukossa 8.59
on esitetty sirtymét ja taulukossa 8.60 siirtymien prosentuaaliset virheet eri 6
-kulman arvoilla

TAPAUSA
E = 10.5%10°
v=0.3125
F =100.0
i R=4.953
R | L=10.35
| h=0.094

TAPAUSB
E=3.0-10°
v=0.3
F=10

R =300.0
L = 600.0
h=3.0

Kuva 8.14. Y mpyrasylinteri, mitat ja materiaaliarvot seké tihein 3-solmuinen elementtiverkko.
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Taulukko 8.55. Siirtymét (- 10™) pisteessé C (tavoitearvo 0.1139). Tapaus A, vapaat psét.

solmuja MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6E
a=0 a=01 oa=02
3x3 0.700 0.854 0.999 1.054 0.731 1.031 0.986 0.996
5x5 0.989 1.042 1.084 1.243 1.091 1.150 1106 1.135
9x9 1.085 1.108 1.124 1.192 1.156 1.147 1130 1.142
17x17 1.122 1.130 1.136 1.160 1.147 1.142 1136 1141
Taulukko 8.56. Siirtyman virhe (%). Tapaus A, vapaat péét.
solmuyja MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6
a=0 a=01 a=02
3x3 -385 -25.0 -12.3 -75 -35.8 -9.5 -134  -126
5x5 -13.2 -85 -4.8 9.1 -4.2 1.0 -29 -0.4
9x9 -4.7 -2.7 -1.3 4.7 15 0.7 -0.8 0.3
17x17 -1.5 -0.8 -0.3 18 0.7 0.3 -0.3 0.2

Taulukko 8.57. Siirtymét (- 10°) pisteessd C (tavoitearvo 1.8248- 10°). Tapaus B, paétyjaykisteet.

solmuyja MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6
a=0 a=01 a=02
3x3 0.049 0.098 0.098 0.091 0.101 0.100 0.099 0.095
5x5 0.252 0.734 0.851 0.920 0.747 0.839 0.900 0.920
9x9 0.880 1421 1.588 1.727 1551 1.584 1530 1.577
17x17 1.487 1.730 1.850 2.046 1.946 1.892 1823 1.893
Taulukko 8.58. Siirtyméan virhe (%). Tapaus B, padtyjaykisteet.
solmuja MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6
a=0 a=01 a=02
3x3 -97.3 -94.6 -94.6 -95.0 -94.5 -94.5 -946 -94.8
5x5 -86.2 -59.8 -53.4 -49.6 -59.1 -54.0 -50.7 -49.6
9x9 -51.8 -22.1 -13.0 -5.4 -15.0 -13.2 -16.2 -136
17x17 -185 -5.2 14 12.1 6.6 3.7 -0.1 37
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6=10°

Kuva 8.15. Vé&aristetyt 3-solmuiset kol mioel ementtiverkot.

TRRERRENEAR

6=10° 6=20°

6=230°

Kuva 8.16. Vé&aristetyt 6-solmuiset kol mioel ementtiverkot.

6= 40°

Taulukko 8.59. Siirtymét (- 10™) pisteessi C eri &-kulman arvoilla (tavoitearvo 0.1139).

kuma@ MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6
a=0 a=01 a=02
0 1.056 1.089 1.112 1214 1.152 1.151 1124 1141
10 1.046 1.087 1111 1.210 1.148 1.149 1121 1.139
20 1.015 1.079 1.105 1.199 1.166 1.147 1113 1.138
30 0.959 1.060 1.090 1.181 1.149 1131 109 1.113
40 0.860 1.022 1.061 1.147 1.102 1.095 1.064 1.061
Taulukko 8.60. Siirtyméan virhe (%).
kuma@ MITC3 MITC3 MITC3 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6
a=0 a=01 a=02
0 -7.3 -4.4 -2.4 6.6 11 11 -1.3 0.2
10 -8.2 -4.6 -2.5 6.2 0.8 0.9 -1.6 0.0
20 -10.9 -5.3 -3.0 53 24 0.7 -2.3 -0.1
30 -15.8 -6.9 -4.3 3.7 0.9 -0.7 -3.8 -2.3
40 -24.5 -10.3 -6.8 0.7 -3.2 -39 -6.6 -6.8
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8.12 Litistetty pallokalotti (kaareva kuori)

Tama on Finnsap-ohjelman esimerkkiselosteen [FINNSAP | 2002] esimerkki 1.12
(NAFEM S-testi nro LE3). Pallokalottia (puolipalloa) kuormitetaan 90° valein sijait-
sevilla pistevoimilla siten, etta vastakkaisista voi mapareista toinen puristaa ja toinen
levittda kalottia. Pallokalotti on kiinnitetty ainoastaan kuvun huipusta. Tarkasteltava
na suureena on siirtyma kal otista poispain vaikuttavien kuormien kohdalla.

Symmetrian vuoks kalotista on mallinnettu ainoastaan yksi neljdnnes. Elementtien
generointia varten pallokalotin neljénnes on jaettu kolmeen generointial ueeseen nel-
janneksen sivujen keskipisteiden ja pisteen (10/V/3, 10/V/3, 10//3) avulla. Kuvassa
8.17 on esitetty rakenteen geometria, materiaalitiedot ja nelikulmioelementtiverkko.
Kolmioverkoissa jokainen nelikulmio on jaettu vasemman ylékulman ja oikean ala-
kulman yhdistavalla diagonaalilla kahdeksi kolmioksi.

Testin tavoitteena on tutkia kuorielementtien toimintaa, kun ne sijaitsevat kahteen
suuntaan kaarevalla pinnalla ja lahes puhtaan taivutuksen aaisina. Liséksi mallissa
on alueita, joissa syntyy ainoastaan jaykan kappaleen liikettd. Verkon topologia ai-
heuttaa kaiken liséksi elementteihin kayristymista, joten ongelmaa voidaan pitéa erit-
téin vaativana akuaan tasomaisille elementeille.

Siirtymétulokset eri elementeille on esitetty taulukoissa 8.61 ja 8.63. Siirtymén pro-
sentuaaliset virheet ovat taulukoissa 8.62 ja 8.64. Implementoitujen elementtien li-
séksi on vertailun vuoks taulukoitu myds Finnsap-ohjelman 3-solmuisen kuori-
elementin (KUQO3), 6-solmuisen semiloof-elementin (SEMI6) seké 4- ja 9-solmuisten
ANS-elementtien tulokset. DISP3 ja DISP6 ovat tavanomaisia siirtyméaelementtej &

6-solmuisista kolmioista MITC6-3 ja ANSG, joiden letkkausvenyméinterpolaatio on
lineaarinen, antavat parhaat tulokset. M1TC3-elementti stabilointiparametrin a arvol-
la0.1 antaa yllattavan hyviatuloksia.

[T17]°

E =68 250 MPa
v=03
h=0.04m

B R=10.0m
F=40kN

V

Kuva 8.17. Pallokalotin geometria, materiaaliarvot ja nelikul mioel ementtiverkko.

77



Taulukko 8.61. Pisteen A siirtyma sivun AB solmumé&éran mukaan (tavoite 0.185 m).

solmuja DISP6 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6 SEMI6 ANS9
5 0.004 0.199 0.155 0.151 0146 0189 0146 0.134
9 0.013 0.188 0.175 0.172 0169 0.191 0.072 0.182
17 0.060 0.184 0.177 0.177 0176 0.183 0.157 0.184
33 0.158 0.186 0.184 0.184 0.184 0.184 0.183 0.185

Taulukko 8.62. Pallokalotin pisteen A siirtyman virhe (%) sivun AB solmumaaran mukaan.

solmuja DISP6 MITC6-3 MITC6-1 MITC6-2 MITC6-4 ANS6 SEMI6 ANS9
5 -97.8 7.6 -16.2 -18.4 -21.1 2.2 211 -27.6
9 -93.0 16 -5.4 -7.0 -8.6 3.2 -61.1 -1.6
17 -67.6 -0.5 -4.3 -4.3 -4.9 -11 -15.1 -0.5
33 -14.6 0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -0.5 -11 0.0

Taulukko 8.63. Pisteen A siirtyma sivun AB solmumé&éran mukaan (tavoite 0.185 m).

solmuyja KUO3 DISP3 MITC3 MITC3 MITC3 ANHA ANSA
a=0 a=01 a=02 a=0 a=0.05

5 0.178 0.000 0.007 0.190 0.206 0.107 0.127

9 0.181  0.000 0.056 0.187 0.194 0.180 0.186

17 0.182 0.001 0.151 0.185 0.188 0.185 0.187
33 0.183  0.003 0.179 0.184 0.185  0.187 0.188

Taulukko 8.64. Pallokalotin pisteen A siirtyman virhe (%) sivun AB solmumaaran mukaan.

solmuja KUO3 DISP3 MITC3 MITC3 MITC3 ANHA ANSHA
a=0 a=01 a=02 a=0 a=0.05

5 -3.8 -100.0 -96.2 2.7 11.4 -42.2 -31.4

9 -2.2 -100.0 -69.7 11 49 -2.7 0.5

17 -1.6 -99.5 -184 0.0 16 0.0 11
33 -1.1 -98.4 -3.2 -0.5 0.0 11 16
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9 Yhteenveto

Tassa tyossa perendyttiin kuoriongelmien ratkaisemiseen elementtimenetelméalla ja
toteutettiin  Finnsap-lujuusl askentaohjelmistoon 3-solmuinen (stabiloitu) MITC3-
kol miokuoriel ementti, 6-solmuinen ANS6-kolmiokuorielementti seké neljé toisistaan
hiukan eroavaa 6-solmuista M1TC6-kolmiokuorielementtia

Sovellettu kuorielementin teoria perustuu kontinuumimekaniikkaan ja on ol etettu, et-
té kuoressa e esiinny paksuussuuntaista normaalijannitystd, kuoren normaalit pysy-
vét suorina ja kuoren paksuussuuntaiset |eikkausmuodonmuutokset ovat pienid. Li-
séksi on oletettu, etta kuori on suhteellisen ohut ja paksuuden muutokset elementin
aluedlaovat véhadisia. Talldin on voitu kayttda kaksiul otteisia kuoriyhtél 6ita.

Lineaarinen (3-solmuinen) elementti MITC3 toimii vakiovenyméaelementtind hei-
kosti kalvotilassa. Stabiloimaton MITC3 lukkiutuu taivutuksessa, kun kuori on ohut.
Stabiloitu MITC3 toimii hyvin laatan taivutuksessa taipuman osalta (stabilointihan
on kehitetty |aattaelementille). Jossain tapauksissa (esim. kiero ulokepalkki) stabi-
lointi tekee elementista liian tai puisan.

Kvadraattisista (6-solmuisista) elementeista keskimaarin parhaiten toimii ANS6 ja
testitapausten perusteella sita voi suositella kuorirakenteiden laskentaan. MITC6-
elementit antavat joissain tapauksissa selvasti heilkompia tuloksia kuin ANSG-
elementti. MITC6-3 antaa paasdanttisesti liian taipuisia tuloksia (joskin pallokalotti-
testissd se toimii hyvin).

Tassa tyssa rgjoituttiin lineaariseen staattiseen analyysiin lineaarisella i sotrooppisel -
la materiaalilla. Finnsap-ohjelmistossa CBR-nelikulmioelementtejd voidaan kayttada
lineaarisen staattisen ja dynaamisen analyysin liséksi geometrisesti epélineaariseen
analyysiin (suuret siirtymaét), materiaalisesti epélineaariseen analyysiin (myoétaminen
/ suuret venymét) seké& lammaonjohtumisanalyysiin. On mahdollista kayttada useita eri-
laisia materiaalimallgja, j&ykistettya poikkileikkausta, laminaatti poikkileikkausta jne.
Jatkossa on testattava uusien kol mioelementtien soveltuvuutta néihin.
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