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1 Johdanto

Elementtimenetelma (engl. Finite element methodyIFBn nykyajan insinddoritie-
teisséa laajalti kaytetty menetelma rakenteiden th§rmisen analysoimisessa. En-
simmaiset yritykset elementtimenetelméan soveltaksiseakenteiden lujuusanalyy-
siin tehtiin 1950-luvun lentokoneteollisuudessa.olfain elementtimenetelma oli
niin sanottu suora menettely, jota kaytettiin agtaan sauva- ja palkkirakenteiden
laskentaan [6, s. 13]. 1960-luvulla syntyi elemem¢hetelman matemaattinen pohja,
kun l6ydettiin yhteys elementtimenetelman ja klsessiRitzin likimaaraismenetel-
man valilla [6, s. 14]. Tama mahdollisti yhdessiokoneiden kehittymisen mydéta
elementtimenetelman soveltamisen sauvarakenteidaksi myds muihin rakentei-

siin, kuten laatta- ja kuorirakenteisiin.

Yleisia elementtimenetelmaan pohjautuvia ohjeln@stovat muun muassa Adina,
Ansys, Lusas, Comsol seka Abaqus, jonka kayttoastekaan tassa tyossa. Ohjel-
mistot mahdollistavat vaativien rakenteiden mallisien lisaksi myds monifysikaali-
set tarkastelut, kuten [ammaon siirtymisen, mastavsten tai varahtelyjen vaikutus-
ten arvioinnin. Monipuoliset kayttomahdollisuudetidaan selittdd menetelmassa
kaytettyjen matemaattisten mallien avulla. Mallitveavat kaytanndén ongelmia eri-
laisten muuttujien ja yhtaldiden muodossa. Jokaseasallissa muuttujille on tehty
oletuksia ongelmasta riippuen. Oletusten avullal@an luoda yksinkertaistettu, ma-
temaattisesti ratkaistavissa oleva malli todeltisdédanteesta. Malleilla voidaan ku-

vata esimerkiksi varahtelyliikettd, lampotilojenivlua tai siirtymia rakenteessa.

Tassa tyossa tarkastellaan elementtimenetelmanokayaattarakenteissa, joiden
matemaattiset mallit ovat syntyneet siirtymatilashkevien oletusten pohjalta. Tyon
alussa esitetddn kaksi yksinkertaisinta laattaenali Kirchhoffin ja Reissnerin—

Mindlinin laattamallit. Elementtimenetelmén laskameriaate selvitetaan yleisella
tasolla, seka kaydaan lapi elementtien ominaisaujgsivalintaa laattarakenteita sil-
malla pitden. Tyossé esitetyissa tutkimustuloksisgaitutaan Abaqus/Standard ele-
menttikirjaston ohuiden kuorielementtityyppien adiun. Tavoitteena on selvittaa,
miten laatan geometria ja reunaehdot seka elertygpitn valinta vaikuttavat lasken-

tatarkkuuteen.



2 Laattateoria

2.1 Peruskasitteet ja -oletukset

Laatat ovat tasopintoja, joiden paksuus on piemrafiina muihin dimensioihin.
Taman takia laatat voidaan redusoida kaksiulotsismalliksi, jossa kaikilla muut-
tujilla on riippumattomuus paksuuden suuntaisestaardinaatista. Kuori on kaare-
va pinta, jolla laattarakenteista poiketen nornmaaliunta muuttuu pinnalla liikutta-

essa.

Kaytannon insindorisovelluksissa on usein ratkassteakenteen sisaiset jannitysja-
kaumat kestavyyden maarittamiseksi. Laattojen tepessa kestavyyden kannalta
ratkaisevat suureet ovat x- ja y-akselien suunt@@smitysjakaumat. Jannitykset ovat
verrannolliset rakenteen venymiin ja venymat puakas riippuvat siirtymista. Ylei-

sesti kaikille lineaarisesti elastisille materialédevoidaan siirtyma—venymaéayhteydet

muodostaa seuraavasti [3, s. 147]:

_ ou _ ov _ ow 1
T ox Ey_ay' 2= %5, @
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Siirtymaa z-akselin suunnassa eli taipumaa on rterkirjaimellaw. Lausekkeissa

u jav ovat x- ja y- akseleita vastaavat siirtymat, ilehtyjen oletusten perusteella

on kehitetty erilaisia laattateorioita. Seuraavadsietadn yleisessa kaytdssa olevat
Kirchhoffin ja Reissnerin—Mindlinin laattateorioideperusoletukset karteesisessa
X,Y,z-koordinaatistossa. Molemmissa teorioissa m@@lijannitys paksuuden suun-

nassa on asetettu nollaksi ja materiaalille olatetpdtevan Hooken lain mukainen

lineaarinen materiaalimalli.



2.2 Kirchhoff-laattamalli

Kirchhoff-laattateoriaa voidaan kayttaa ohuillettalle, joiden taipuma on pieni ver-
rattuna laatan paksuuteen [6, s. 379]. Teoriasteet@in myods nimed lineaarinen [1,
s. 283 ja klassinen laattateoria (engl. classic plagotly, CPT) [10, s. 59]. Lattamal-
lin kinemaattiset perusoletukset maaritelladn sewasti [9, s. 167]:
1. poikkileikkaustasot pysyvat tasoina sekd kohtisssmalaatan keskipintaa
kohden taivutuksen tai muodonmuutoksen aikana,
2. laatan keskipinnan normaalit eivat veny,

3. keskipinta siirtyy ainoastaan z-suunnassa.

Teoria noudattaa siis tasojannitystilan (engl. Plsiness) yhtalditd, joissa poikittaisia
leikkausmuodonmuutoksia ei synny. Kinemaattisteztusiten perusteella siirtymille

voidaan kirjoittaa lausekkeet [3, s. 171]:

_Ow _Ow —w(xy) 3
u= Zo v= Zay' w=w(x,y). 3)

Sijoittamalla siirtymat kaavoihin (1) ja (2) muoduoutoksille saadaan yhtalot [3, s.
171]:

0%°w 0w
£x=—ZW, Sy=—Za—yz, EZ=0,
0%°w
Yxy = — Zaxay' Vyz=0v Yax = 0. 4)

Todellisuudessa laatan poikkipinta kuitenkin kéyydeikkausjannitysten vaikutuk-
sesta. Ohuella laatalla tAma ilmid ei ole merkétdwun taipumat ovat pienié. Talldin
kaikki venymat johtuvat laatan kayristymisestégatassa vaikuttaa ainoastaan taivu-

tuksesta aiheutuvia normaali- ja leikkausjannitiikfs, s. 100, 379]

2.3 Reissner—Mindlin-laattamalli

Reissnerin—Mindlinin laattateoria on yksidimensiois€éimoshenko-palkin vastine
laatoille [1, s. 282 ]. Teoriaa kaytetddn useinspahkpia laattarakenteita mallinnetta-
essa, joissa poikkipinnan oletetaan pysyvan yhéntasnutta ei enaa kohtisuorassa

keskipintaa vastaan [5, s. 100]. Tall6in taivutiseattaa nollasta poikkeavan poik-
3



kipinnan kiertyman, jolloin myés leikkausmuodonmkget otetaan huomioon. Téal-
lainen teoria on tarpeellinen esimerkiksi kerroslagai sandwich-laatan tapauksessa
[9, s. 176]. Teorian mukaan siirtymille voidaandittaa lausekkeet [3, s. 173]:

u=z0,, v=—2z0,, w =w(x,y). (5

Muodonmuutoksille puolestaan saadaan kaavojena(12)j avulla lausuttuna [3, s.
173]:

a0 a0
£x=za—;, sy——za—;, & =0,
20, 96, dw aw
PTGy T ) Ty 0 TR Tt ©

Lausekkeissav on laatan keskipinnan taipuma,fa ja 6, ovat kiertymatx- ja y-
akselien ympari. Kaavasta huomataan, etta korvdamak= Z—'; jag, = _?3_2/’ poi-

kittaiset leikkausmuodonmuutokset katoavat, jollgintalot vastaavat Kirchhoff-

laattamallin oletuksia [3, s. 174].

2.4 Leikkausrasitukset

Tasojannitystilassa laattaan vaikuttavat leikkatusad Q, ja @, , taivutusmomentit

M, jaM,, seka kiertomomenttM,, voidaan maaritella seuraavasti [2, s. 532]:

h/2 h/2
Qx = J Tyz AZ, Qy = .[ Tyz dz (8)
—h/2 ~h/2
h/2 h/2 h/2
M, = f oyxzdz, M, = f oyzdz, My, =My, = f TyyZdz. 9
—h/2 —h/2 —-h/2

Lausekkeissa on normaalijannitys ja leikkausjannitys. Kuvassa 1 on esitetty laat-

taan vaikuttavat leikkausrasitukset seka normgaleikkausjannitykset.
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Kuva 1 Laattaan kohdistuvat voimasuureet[2, s.532]

2.5 Materiaalimalli

Normaalijannityso, on tyypillisesti merkitykseton verrattu jannityksiir o, o0, ja
T.y. 1all0IN lineaarisesti elastis§a isotrooppiseimateriaalintapauksess:asojanni-

tystilanjannity—venymayhteydet voidaan kirjoittaa matriisimuodc[2, s. 533]:

Oy 1 v 0 Ex
E
Oy | = ——— 1 0 €
I=aom|” H y‘ (10)

Txy 0 0 (1 — V)/Z ny
SuureetE ja v ovat materiaalivakioita, joiden avulla jannitykg@tmuodonmuuin-
muutolset kytkeytyvét toisiinsa. Lause (10) tunnetaan lyhemmin konstitutiivise
yhtélénalo] = [E][g]. Sijoittamalla konstitutiivisesta yhtalosta ratkatsfannityster

arvot yhtaloihin 8) ja (9 voidaan maarittdd myds laatassa vaikuttavat deikkai-

tukset.



3 Elementtimenetelma

3.1 Laskentaperiaate

Elementtimenetelman perusidea on I6ytaa ratkaisninmakaiseen ongelmaan kor-
vaamalla se yksinkertaisemmalla mallilla [11, s. @hgelman yksinkertaistaminen
tarkoittaa tarkasteltavan rakenteen jakoa pienemgsia-alueisiin eli elementteihin,
jotka liittyvat toisiinsa solmupisteiden valityk&e[6, s. 12]. Elementtien ja solmujen
muodostamaa kokonaisuutta kutsutaan elementtiverKekgl. element mesh). Ku-

vassa 2 on esimerkki suorakaidelaatasta, jokaedtujd00 elementin verkoksi.

Elementti Solmmu

.
7

Kuva 2 Suorakaidelaatan elementtiverkko

Seuraavaksi esitetddn yleisesti, miten elementisolmupisteiden avulla rakentees-
sa vaikuttavat voimat saadaan laskettua. Solmghi&ten tarkasteltavasta mallista
riippuen tietty maara vapausasteita (engl. degféeeedom, DOF). Jannityksia las-
kettaessa mahdolliset vapausasteet ovat rakenidggméat u, v jaw seka kiertymat
0, 0, ja 8, [5, s. 2]. Vapausasteena Kirchhoffin laattamadligs taipumaw ja
Reissner—Mindlinin laattamallissa taipuman lisaksrtymat6, ja 6,. Vapausastei-
den ollessa mallin tuntemattomat siirtymasuureghupaan siirtymamenetelmasta [6,
s. 21]. Tall6in diskretoitu systeemi voidaan kuvadatriisimuotoisella yhtaloryhmal-
la[6, s. 17]:

[F] = [K][U] (11)

Lausekkeess@F] on rakenteen voimavektori eli elementtien solmigigsa vaikut-

tavat voimat,[K] on rakenteen jaykkyysmatriisi [# | solmupisteiden vapausasteet.
6



Siirtymamenetelma on systemaattisuutensa johddetsegti kaytdossa elementtime-

netelmiin pohjautuvissa laskentaohjelmistoissa|[@1].

Kun elementin solmut, vapausasteet ja muotofunkiiovalittu, muodostetaan tapa-
usta vastaava muotofunktioiden avulla lausuttu iaattinen matriis[B], seka ma-
teriaalivakiot sisaltdva kimmomatriigE] [6, s. 236]. Muotofunktioista kerrotaan
tarkemmin seuraavassa kappaleessa. Matriigignja [E] avulla voidaan yleisia
energiaperiaatteita kayttamalla muodostaa elemggyikkyysmatriisi[K]. Tasapai-
noehdot huomioiden yksittisten elementtien jaylskggtriisit voidaan yhdistaa ko-
ko rakenteen kattavaksi, globaaliksi jaykkyysmsiksi. Taman jalkeen muodoste-
taan lausekkeen (11) avulla systeemin yhtaléryhan@ajkaistaan niistéa rakenteen
siirtymat ja kiertymat [6, s. 236]. Venymille saadapuolestaan arvot lausekkeiden
(1) ja (2) avulla huomioimalla siirtymille tehdyletukset. Rakenteessa vaikuttavat

jannitykset saadaan lopulta ratkaistuksi sijoitthamaenymat lausekkeeseen (10).

3.2 Muotofunktiot

Ratkaisun kayttaytymista elementin alueella voidaamida elementtimenetelméssa
yksinkertaisilla kentillép (engl. fields), joista kaytetddn myos yleisestneé inter-
polointifunktiot [11, s. 80]. Funktiot voivat kuweatesimerkiksi l[ampétilan tai hyd-
raulisen paineen jakautumista tarkasteltavassaekehba [2, s. 7]. Kuvassa 3 on kaksi
yksiulotteista elementtia, joiden solmupisteet oarkiity numeroilla. Yhtenainen
viiva kuvaa elementin alueen tarkkaa ratkaisua gwvioidaan kohdassa a lineaari-
sella funktiollag(x) = ay + a,x, ja kohdassa b kvadraattisella funktiofegx) =

ap + a;x + a,x2.

$(x) . $0x) irlcka ratkaian
/qb{x) =85+ 8K + 8,X°

1 2 3
- L 2 —- o X
"— elementti — !'— elementti —
a) lineaarinen b) kvadraattinen

Kuva 3 Muotofunktiot [11, s. 81]



Rakenteiden mekaniikassa interpolointifunktioillapegksimoidaan yleensa raken-
teen siirtymida ja kiertymia. Talldin puhutaan muotaktioista, jotka nimensa mukai-
sesti ilmaisevat oletetun siirtymatilan muodong651]. Kuvan 3 tapauksessa tarkka
ratkaisu voi kuvata esimerkiksi elementin todadlitdipumaa, jolloin kvadraattisella
muotofunktiolla saadaan parempi approksimaatio.d\igiirtymat tapahtuvat aino-
astaan tason suunnassa, myos lineaarisilla muddibdilla on mahdollista saavuttaa
tarkkoja approksimaatioita. Esimerkiksi aksiaalis&aormitetuille sauvarakenteille

on loydettavissa analyyttista ratkaisua vastaals {6, s. 56].

Laattoihin kohdistuu usein tasoa vastaan kohtiskooamitus, jolloin ongelmana on
taipuman ratkaiseminen. Laattaelementeilla taipunagproksimaatiolle voidaan

kirjoittaa yleisesti kaksiulotteisessa muodossa §1B2]:
¢(x,y) = a; + a,x + azy + a,x? + asy? + agxy + - + a,,y" (16)

Lausekkeessa,, a,, ..., a,, ovat funktion vakiokertoimet; on polynomien aste ja

on funktion asteluvusta riippuva vakiokertoimiekumaara, joka kasvaa asteluvun
myota. Korkeamman asteen elementeissa (engl. hagher elements) muotofunkti-

on astelukun on kaksi tai enemman [11, s. 80]. Asteluvun mykitdvaa myos ele-

mentin solmupisteiden lukumaara [5, s. 81]. Tamé&awaittavissa kuvissa 1 ja 3,
joissa toisen asteen elementilla muodostetussasswmlbolmupisteet sijaitsevat kul-
mapisteiden liséksi myos elementin sivuilla. Astel vaikutusta laskentatuloksiin

laatoille soveltuvilla elementeilla tarkastellaagghemmin luvussa 5.



3.3 Elementtityypit

Kappaleessa 3.1 esitetyt elementtimenetelméallegooljovat perusyhtalét ovat var-
sin yleisia ja niitd voidaan soveltaa mita erilasiissa tapauksissa. Tarkeimman
vaiheen elementtimenetelmassd muodostaa rakenislaetdinti eli jako element-
teihin ja yksittaisten elementtien tyypin ja omsaiksien maarittaminen. Muut vai-
heet eli varsinaiset laskentaprosessit voidaanoktlguorittaa laskentaohjelmilla [6,

s. 235]. Elementtityypin maarittely vaatii kolmeearpsasian selventamista [8, s. 44].

1.elementin muodon eli geometrian (jana, kolmio aediri, sarmio, jne.),
2.interpoloivien funktioiden ja

3.vapausasteiden maarittelyn.

Laattaelementit ovat muodoltaan kolmioita tai ndliRioita. Vapausasteina on usein
taipumaw seka kiertymat x- ja y-akselien ympari. Ensimmiligattaelementit olivat
klassisen laattateorian vaikutuksesta Kirchhoffredatteja, joissa poikittaiset leik-
kausmuodonmuutokset koko elementin alueella oliettsenollaksi. [2, s. 538, 542]
Myohemmin on kehitetty myos diskreetti-Kirchhoffyppisia (engl. discrete Kirch-
hoff, DK) laattaelementteja, joilla poikittaiset odbnmuutokset on asetettu nollaksi
vain tietyissa pisteissa. Ensimmaisista elemeidtepsiketen muodonmuutokset on
maaéritelty Reissnerin—Mindlinin laattamallin kaalle(6) [9, s. 167, 183].

Reissnerin—Mindlinin laattamalliin pohjautuvat elermieovat luontevasti laajennet-
tavissa kuorielementeiksi [2, s. 547]. Elementiatkin ohjelmoijien suosiossa, silla
nykyisisséa elementtimenetelmiin pohjautuvissa ohiglioissa varsinaisten laattaele-
menttien sijaan kaytetdan usein ainoastaan kuorexiéeja (engl. shell elements) [2,
s. 536]. Laattaelementeista poiketen kuorielembaten tyypillisesti kuusi vapaus-
astetta, jolloin elementeilla on mahdollista kuvatgds tasossa tapahtuvia muodon-

muutoksia sek&d mallintaa kaarevia pintoja.



Kuorielementeissa solmut ovat yleensa elementikiteesolla. Yleisimmin kaytossa
olevat kuorielementit ovat kolme ja kuusisolmuirerimio, sek& nelja, kahdeksan-
ja yhdeksansolmuinen nelikulmio [5, s. 267]. Kuxzadson esimerkki kolmisolmui-

sesta kolmioelementistd, jonka jokaisella solmegikd on viisi vapausastetta.

Kuva 4 Kolmioelementti [5, s. 267]

Kuorielementit palautuvat laattaelementeiksi, kuorapiskiertymad, seka tason

suuntaiset siirtymat jav estetdén [2, s. 536].

3.4 Tulostarkkuus

Kuten aiemmin on todettu, elementtimenetelmallddsaéulokset ovat aina approk-
simaatioita todellisen mallin kayttaytymisesta. Radkin luotettavuutta voidaan tut-
kia tarkastelemalla tulosten suppenevuutta. Suppemea eli konvergoiminen kohti
tarkkaa ratkaisua riippuu padasiassa kaytettyjemtofwnktioiden asteluvusta ja
elementtiverkon tiheydesta. [7, s. 174] Strategiassa tulosten suppenevuutta tar-
kastellaan elementtiverkkoa tihentamalla ja kayitémalhaista astetta olevia funkti-
oita, nimitetddn h-menetelméksi (engl. h-versidt, [s. 81]. Kyseistd menetelmaa

on kaytetty myos tutkimusosiossa luvussa 5.

Modernimpi tapa saavuttaa numeerisen ratkaisurmdéukninen on pitaa elementtien
lukum&ara pienend ja korottaa muotofunktion asteff@lléin puhutaan p-
menetelmasta (engl. p-version) [7, s. 137]. Kayéi##relementeille aarettbman suur-
ta muotofunktion astelukua, on teoriassa mahdalkstavuttaa mallille tarkka, ana-
lyyttinen, ratkaisu [11, s. 80]. Vastaavasti h-ntefreélla tarkka ratkaisu on I6ydet-
tavissad kayttamalla aarettoman tiheda elementkeoark Kaytannon sovelluksissa
tarkastelu rajataan usein vain ensimmaisen, tgss&nlmannen asteen muotofunkti-
oihin.

10



Aina ei ole selvad, miten suppenemista mitataaté Varten on kehitetty erilaisia
kriteereja, joista yksinkertaisin on tutkia tietgnureen maksimiarvon muuttumista
kayttamalla edella mainittuja menetelmia [7, s.[1&atkaisun luotettavuuden mit-
tana voidaan kayttaa myos suuretta, joka huomikokarkasteltavan mallin. Line-
aarisesti kimmoisessa tapauksessa sopiva mittalkenteen sisdginen muodonmuu-

tosenergia (engl. strain energy) [6, s. 205].

3.5 Jannitysten laskenta

Elementtimenetelmaan perustuvissa laskentaohjelissst jannitykset lasketaan
elementtikohtaisesti kayttajan valitsemissa kolad[8s s. 59]. Usein laskentapisteik-
si valitaan integrointipisteet, koska niissa jaykset saavat tarkimmat arvonsa. Kun
jannitysten huippuarvojen tiedetaan sijaitsevareméen reunoilla, laskentapisteet
kannattaa valita vastaavasti elementin reunoiits@mupisteistd. Talloin laskenta-
ohjelmat ekstrapoloivat Gaussin pisteiden arvomsglisteisiin, jolloin tulokset ovat

epatarkempia [3, s. 87].

Jannityskeskittymien kohdalla riittava tulostarkkwaatii ymparoivaan rakenteeseen
verrattuna tiheamman elementtiverkon. Verkon tilysnmoidaan suorittaa esimer-
kiksi adaptiivisin verkontihennysmenetelmin [6, lu8.1.1]. Viime aikoina on kehi-
tetty myos taysin verkottomia menetelmid. Menetasdamallin Kriittisiin kohtiin
voidaan vapaasti lisata solmupisteitd, huolehtianatimujen riippuvuudesta muihin
ymparoiviin solmupisteisiin [10, s. 22]. Talldin et mainittu diskretointi ja ele-
menttiverkon luominen voidaan sivuuttaa. Tama mdistia entista tehokkaamman
analyysiprosessin etenkin vaikeimmissa mallinnuksenekteissa. Verkoton mene-
telm& on kuitenkin varsin uusi ala numeerisessdinmaksessa, eika se ole viela

saavuttanut ohjelmistojen kehittajien keskuudessaesnpaa suosiota [10, s. 24].

Kuvassa 5 on havainnollistettu reunoiltaan vapaastiun ja tasaisesti kuormitetun
laattarakenteen jannityskuvaajien muoto. Kuvaajartaon saatu elementtimene-
telmaan pohjautuvalla Abaqus-ohjelmistolla, jostaré&taan tarkemmin luvussa 4.
Yhtendiset viivat kuvaavat jannityksen approksinwatlineaarisella ja kvadraatti-

sella mallilla, kun laatta on jaettu leveyden swassa kahteen nelikulmaiseen ele-
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menttiin. Katkoviivalla on merkitty ohjelmistollaaatua tarkinta ratkaisua. Vaikka
approksimaatiot ovat varsin epatarkkoja, on nigli havaittavissa elementtimene-
telman ratkaisun luonne. Jannitysten arvot solstaEsa sijaitsevat tarkan jannitys-
jakauman molemmin puolin. Tama osoittaa, kuink&réi®itu rakenne pyrkii yleis-

ten energiaperiaatteiden mukaisesti noudattamad@ilisen rakenteen sisaista ener-

giatilaa.
— 10
© . .
o 8 —@— |ineaarinen
- -
g ,/' \\
Z 4 = \{ e— kvadraattinen
c
H] 2
i s \\‘
0 = = =« tarkka ratkaisu

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00
Etaisyys y-akselista [m]

Kuva 5 Jannitysten kayttaytyminen

4 Abaqus-ohjelmisto

Abaqus on multifysikaalinen ohjelmisto, jonka orhk&nyt vuonna 1978 perustettu
yritys nimeltd HKS. Ohjelma on saavuttanut tutlden keskuudessa suosiota, koska
Abaqus mahdollistaa my6s uusien materiaalien jmehdtityyppien lisddmisen oh-
jelmaan [5, s. 22]. Seuraavissa kappaleissa asitéd@ttarakenteiden mallinnuksessa
kaytetyt elementtityypit sekéa kuorman maarittelygsdannitysten tulkinnassa huo-

mioitavia seikkoja Abaqus-ohjelmistossa.
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4.1 Laattojen elementtityypin valinta

Liitteen D kuvassa 14 on esitetty Abaquksen eletik@maston tyypillisimmat janni-
tystarkastelussa kaytetyt elementit. Laattojen elgttityyppina voidaan kayttaa kuo-
rielementtejd, kun laatan paksuus on alle kymmesgesmatan lyhimman sivun mi-
tasta [13, luku 5]. Taman rajan ylittavat laatatlimaetaan kolmiulotteisilla soli-

dielementeilla.

Laatoissa, joiden paksuuden suhde lyhimman sivutaam on alle 1/15, voidaan
kayttad ohuita kuorielementteja [12, luku 23.6BElgmenteilla on lineaarisen ja elas-
tisen materiaalioletuksen tapauksessa pienten vienyahnto, joka toteutuu, kun ve-
nyméa on alle viisi prosenttia [13, luku 5.5]. Suarkmioelementit S4R5 ja S8R5

soveltuvat yleisesti ohuille laatoille. Kvadraattila S8R5-elementilla saavutetaan
harvaa elementtiverkkoa kayttamalla jo melko tajakiiloksia, kuten myos myo-

hemmin testitapauksista selvidd. STRI3 ja STRI6S osekreetti-Kirchhoff-

elementteja, jotka on tarkoitettu ainoastaan o@alatoille.

Elementit S3, S4 ja S4R ovat yleiskayttdisia ja #avat myos paksujen laattojen
mallintamiseen. Elementeissd S4 ja S4R on lisélemtpn kalvovenymien (engl.
small membrane strains) ominaisuus, jolloin ne Bovat myds dynaamisiin ongel-
miin, joissa on pienet siirtymat ja kohtalaisenretikiertymat. Kaikkien edella mai-

nittujen elementtien ominaispiirteet on esitetilyden D taulukossa 1.
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4.2 Kuorman maarittdminen ja jannitysten tulkinta

Kuorman maarittamiseksi ja jannitysten tulkitserkgeoikein on tiedettava, miten
laatan pinta ja pohjapuoli ovat maariteltyja ohjgim. Kuvassa 6 on havainnollistet-
tu positiivisen normaaliakselin suunta seka kuorén (SPOS) ja alapinta (SNEG).
Kuorman maarittamiseksi ohjelma kysyy pinnan, jdleorman halutaan vaikutta-

van. Ruskeaksi varitetty pinta tarkoittaa ylapugtaihrea alapuolta.

4 face SPOS

face SNEG

Kuva 6 Positiivisen normaalin suunta kuorille [12,luku 23.6.1]

Jannitysten graafisessa tulostuksessa Abaqus &@fdtusarvona pohjapuolen integ-
rointipisteistéa saatuja tuloksia. Abaquksessa \amdalita my6s numeerinen tulostus
kayttajan haluamille arvoille. Arvot laatan alapel on merkitty Locl-merkinnalla
ja ylapuolella Loc2-merkinnalla [12, luku 23.6.Jannitysten arvoja voidaan tarkas-
tella esimerkiksi kayttamalla von Mises-jannitykg@iden arvot eivat ole riippuvai-
sia kaytetysta koordinaatistosta [3, s. 60] Kolmeghsioinen von Mises-jannitys

voidaan muodostaa homogeeniselle aineelle seutapdjas 204]:

1/2
O = —= [(Ux - O-y)z + (Uy - UZ)Z + (UZ - Jx)z + 6(Txy + Tyz + sz)]

V2

Laattojen tapauksessa = 0, jolloin lauseke yksinkertaistuu muotoon:

1 1/2
0o = —=[(0x — 0)2 + 0,2 + 0,2 + 6(Txy + Tyz + Toz) |

V2
Mises-jannitykset ovat aina positiivisia, jotenda&n avulla ei pystyta maarittdmaan
rakenteessa vaikuttavien vetavien tai puristavi@mien suuruutta ja sijaintia. Janni-
tys ei mydskdan anna selvaa kuvaa yksittaistentj@momponenttien keskindisesta
vaihtelusta. Liitteissa A-C on esitetty testitapaunstkuva 7) yksittaisten jannitys-
komponenttieno,, o, ja t,, seka von Mises-jakaumien graafinen tulostus laatan
pinnalta, kun laattoja on kuormitettu 1 kPa tadkiskuormalla. Koordinaatisto on
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sijoitettu siten, etta positiivinen x-akseli vastasvien koordinaatistossa merkintaa 1
ja y-akseli vastaavasti merkintdd 2. Tulosteessaipalla on merkitty puristavaa
jannitysta ja sinisella vetojannitysta. Elementtikk® on muodostettu kayttden 300
kappaletta S8R5 elementteja.

Liitteessa A on esitetty ulokelaatassa vaikuttay@mitysten jakauma. On huomioi-
tava, etta Mises-jannityksen maksimiarvo 22,76 &Raienempi kuin laatan pituu-
den suunnassa vaikuttavan jannitykegmmaksimiarvo. Mises-jannitys antaa kuiten-
kin selkedn kuvan jannitysten yhteisvaikutuksese@kauman perusteella voidaan
maarittdd rakenteen kriittisin kohta, mutta suurenmjannityksen tulkitsemiseksi

oikein kannattaa suorittaa komponenttikohtainenifstarkastelu.

5 Testitapaukset

5.1 Tutkimusmenetelmét

Tutkimus suoritettiin versiolla Abaqus/CAE Studédition 6.6-2. Version element-
tikirjastossa on kaytettavissd Abaqus/Standard et jotka on kuvattu liitteen D
taulukossa 1. Tutkimuksen painopisteend oli vereattyyppisten laattarakenteille
soveltuvien elementtien vaikutusta jannitystenajgumien arvoihin. Vertailu suori-
tettiin tarkastelemalla valittujen laskenta-arvojeghitysta elementtiverkkoa tihen-

tamalla.

Abaqus-ohjelmiston elementtityyppeja tutkittiin kedlla eri esimerkkitapauksella,

jotka on esitetty kuvassa 7. Tapaus A vastaa yhdmulta jaykasti tuettua uloke-

laattaa. Tapauksissa B ja C laatan yksi sivu on gykdettuna ja kaksi vapaasti tu-
ettuna. Kaikissa tapauksissa laattarakennetta kteiean tasaisesti jakautuneella 1
kPa kuormalla. Materiaalina kaytetadan homogeenestimeaarisesti kimmoisaa te-

rasta, jonka materiaalivakiot ovat Poissonin luxulD.3 ja kimmokertoimelle E 210

GPa. Laattojen paksuus on 10 mm, jolloin paksuusldrde lyhimpaan sivuun on

1/100. Laatat ovat talloin ohuita ja kevyesti tai@) jolloin on perusteltua kayttaa

ohuita kuorielementteja, joilla on voimassa edsikinitut laattateoriat.
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Kuva 7 Testitapausten geometria ja reunaehdot

Testitapausten mallinnuksessa kaytetyt elementidiobhuita kuorielementteja, joil-
la saadut tulokset on esitetty kuvissa 8-13. Kavilvidad, miten valitut laskenta-
arvot muuttuvat elementtiverkkoa tihennettaessatyRkselilla on mallin laskenta-
arvot ja vaaka-akselilla vapausasteiden kokonaishiérad, joka on saatu kertomalla
solmupisteiden lukumaara yksittdisen elementin skbhtaisella vapausasteluku-
maaralla. Tallbin elementtityypit ovat kesken&amtaikikelpoisia. Tutkimuksessa
rajoituttiin elementtiverkkoihin, joiden solmupigden lukumaara on alle 1000 kap-
paletta, joka on Abaqus Student-versiossa rajoitted avoitteena on 16ytaa kullekin
testitapaukselle ominainen elementtiverkon jakasakmenttityyppi, jolla pa&staan
riittdvaan laskentatarkkuuteen.

5.2 Tulokset

5.2.1 Jannitykset ja muodonmuutosenergia tapauksissaB ja

Seuraavassa tarkastellaan tapausten B ja C von Nkhgksinijannityksen sup-
penevuutta (kuva 8) kayttden ohuita kuorielemeatt84R5, S8R5, STRI3 ja
STRIE5. Tapausten jannitysjakaumien graafinen telost esitetty liitteissa B ja C.
Elementtien S8R5 ja STRI65 muotofunktiot ovat toissteen polynomeja. Muissa
elementeissa kaytetdan lineaarisia muotofunktio@m tarkeaa huomata myds, etta
elementit S4R5 ja S8R5 ovat nelikulmioita ja STRI3&&KRI6G5 ovat puolestaan

kolmioelementteja.
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Kuva 8 von Mises-maksimijannitykset

Tulokset suppenevat molemmissa tapauksissa kettiidiraja-arvoa. Kvadraattisilla
elementeilla saadut tulokset suppenevat kuitenkontattavasti nopeammin lineaa-
risiin elementteihin verrattuna. Tulokset vastaggaigiresun paatelmas, jonka mu-
kaan korkeamman asteen elementeilld, joilla muotkifan asteluku on kaksi tai
enemman, saavutetaan yleisesti harvempaa elenegkkida kayttamalla parempi
laskentatarkkuus [11, s. 80]. Lineaarisilla S4R5SjERI3-elementeilld jannitysten
arvot eivat suppene kohti selkeda raja-arvoa, ijolleotettavaa tulosta ei voida ky-

seisille elementeille tdssa tapauksessa maarittaa.

Tulosten suppenevuudessa havaitaan myds tapauskalgeoavaisuuksia. Tapauk-
sessa C lineaarisilla elementeilla suppenevuus e&sti hitaampaa tapaukseen B
verrattuna. Tapauksessa B, jossa laatta on lyhyet@miiultaan jaykasti tuettuna,
ero lineaarisen elementin S4R5 ja kvadraattisen S8&%entin tarkimpien arvojen
valilla on 3,6 prosenttia. Tapauksessa C, joss#alamt jaykasti tuettu pidemmalta
sivultaan, vastaava ero on 7,3 prosenttia. Myosdiaattisten elementtien sup-
penevuus poikkeaa; tapauksessa B tulokset pieneatraenttiverkon tihentyessa,
tapauksessa C tulokset vastaavasti kasvavat. Jdmnswédreneminen kasvattaa jan-
nitysten arvoja, jolloin on ymmarrettavaa, ettaatsigsessa C vaikuttaa suuremmat
jannitysten arvot. Tulosten perusteella voidaarteda etta suurempien jannitysten

vaikuttaessa myos elementeilla saaduissa tuloksssdayy enemman hajontaa.
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Tuloksista ei voida paatella, kummalla kvadraattésielementeista saavutetaan luo-
tettavampi tulostarkkuus. Tapauksessa B SRTI65 el@marnvot jadvat S8R5 ele-
menttia pienemmiksi. Tapauksessa C tulokset ovateptaan vastakkaiset. Kuten
luvussa 3.4 mainittiin, luotettava mitta ratkaidwvyydelle on tarkastella muodon-
muutosenergioiden suppenevuutta. Suppenevuutta mmubsa tapauksissa seka
kvadraattisella nelikulmiolla ettda kolmiolla on kittu kuvissa 9 ja 10. Tuloksista
nahdaan, ettd muodonmuutosenergia suppenee nopeaelementilla S8R5.

Taman perusteella S8R5 antaa luotettavimman tuloksen

0,5220
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2

o 05140 / —a—Tapaus B STRI65 —a—Tapaus B S8R5
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0 1000 2000 3000 4000 5000
vapausasteiden lukumaara

Kuva 9 Tapaus B, muodonmuutosenergia
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Kuva 10 Tapaus C, muodonmuutosenergia
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5.2.2 Jannitykset ja taipumat tapauksissa A ja B

Seuraavassa tarkastellaan taipumien (kuva 11lpatygten (kuva 12) kayttaytymis-
ta tapauksissa A ja B suhteellisten virheiden avWartailuarvona on kaytetty

300:lla S8R5-elementilla saatuja arvoja.

60 %

50 %
Q0% --&--Tapaus A S4R5
S 30% K —&8— Tapaus B S4R5
% ’ \ —2A— Tapaus B STRI3
c
% 20% —&— Tapaus B S8R5
2 10%
c 0
7 0,63 % 0,37%

0%
1 2 4
109 ¢ 000 000 3000 000 5000
vapausasteiden lukumaara
-20%

Kuva 111 Taipumien suhteellinen virhe
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% 20%
Q
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——— 4B—A
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C i 1000 2000 3000 4000 5000
-10%
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-20%

Kuva 122 von Mises-jannitysten suhteellinen virhe

Tapauksessa A ulokelaattaa kuormitetaan tasaiketieamalla. Ainoa reunaehto on
yhden sivun jaykka kiinnitys. Kuvasta 11 havaitegité taipumat suppenevat erittain
nopeasti. Lineaarisella elementilla S4R5 saavutetdidévd tulostarkkuus kayttden

ainoastaan 12 elementtina.
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Ongelmana ulokelaatta onkin yksinkertainen eikaskatteinen mallintaminen ole
valttamatta tarpeellista. Taipuma- tai jannitysjakalle voidaan ratkaista analyytti-
nen malli, esimerkiksi soveltamalla ulokepalkil@hf@lettuja yhtaloita ja olettamalla
laatan jannitysjakauman olevan leveyden suunnassaitmmaton. Lahella tukea
jannitysten arvot kuitenkin muuttuvat leveyden suassa, kuten myds liitteen A
ulokelaatan jannitysjakaumista (kuvat 1-4) nahd&arkkaan lujuusanalyysiin ele-

menttimenetelma onkin varsin hyodyllinen.

On kuitenkin huomattava, etta elementtimenetelmakietut jannitykset ovat ylei-
sesti epatarkempia kuin siirtymat. Tama johtulasigtta jannitykset saadaan siirty-
mista derivoimalla, jolloin virheet aina kertaaratiy6, s. 209]. [Imié on n&htavissa
myds kuvista 11 ja 12; jannitysten arvot suppendagiumien arvoja hitaammin.
Taipumia tarkasteltaessa lineaarisilla elementeiladut tarkimmat tulokset poik-
keavat 0,4-0,6 prosenttia vertailuarvosta. Janeityarvoille vastaavat virheprosen-

tit ovat yli nelinkertaiset.

5.3 Johtopéaatokset

Tulosten perusteella voidaan sanoa, etté laataraetuloilla, geometrialla ja erityi-

sesti elementtityypin valinnalla on vaikutusta starkkuuteen. Yksinkertaisessa
tapauksessa, jossa on ainoastaan yksi reunaeiptontn arvot eivat tarkennu mer-
kittdvasti, vaikka elementin astelukua nostetaarelgmenttiverkkoa tihennetéaan.
Taipumien arvot suppenivat yleisesti seka linedkristta kvadraattisilla elementeil-

|&. Testitapauksesta riippumatta jannityksille sdeftiin puolestaan luotettava tulos-
tarkkuus ainoastaan toisen asteen kvadraattiddlmenteilla. Reunaehtojen moni-

mutkaistumisen myota tulosten suppenevuus vaatsriggadmman elementtiverkon.

Jannevalin kasvattaminen (tapaus C) kasvatti lagaymia ja jannityksia, jolloin

my0s eri elementeillda saadut tulokset poikkesieditesisti enemman toisistaan. Toi-
sin sanoen suurempien muodonmuutosten vuoksi glekava tiheampaa elementti-
verkkoa, jotta luotettava tulos voitiin saavuttélsein kaytannon insinéoérisovelluk-

sissa kaytetaan kuitenkin liian harvoja elementkikeja, jolloin ei valttaméatta saada

20



luotettavaa tietoa siitd, ovatko jannitykset ja mauunnittelun kannalta oleelliset

suureet sallituissa rajoissa.

Elementteja vertailtaessa ainoastaan yhden tapayg&sghden laskentasuureen tar-
kastelu voi johtaa vaaraan lopputulokseen. Sisdmeadonmuutosenergia on ylei-
sesti hyva mitta tulosten suppenevuudelle, muttiugienkaan kerro miten tietyt

pistearvot rakenteessa kayttaytyvat. Tassa tutksesda tarkasteltin muodonmuu-
tosenergian lisdksi jannitysten ja taipumien muuttita. Tulosten perusteella luotet-

tavimmaksi elementiksi osoittautui kvadraattinetkugmioelementti S8R5.
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Jannitysjakaumien ja taipuman kuvaajat, Tapaus A
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Kuva 5 Tapaus A. Taipuman jakauma kayttaen 300kpl S8R elementtia




Jannitysjakaumien ja taipuman kuvaajat, Tapaus B LIITE B
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Kuva 2 Tapaus F.s: Normaalijannitysjakaumase, kayttaen 300kpl S8R5 elementtia

Kuva 1 Tapaus B. Von Mises-jannitysjakauma kayttaer800kpl S8R5 elementtia
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Kuva 4 Tapaus B. Leikkausjannitysjakaumary, kayttden 300kpl S8R5 elementtia

Kuva 5 Tapaus B. Taipuman jakauma kayttden 300kpl SB5 elementtia



Jannitysjakaumien ja taipuman kuvaajat, Tapaus C
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Kuva 13 Tapaus C. Von Mises-jannitysjakauma kayttaer800kpl S8R5 elementtia
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Kuva 2 Tapaus C. Normaalijannitysjakaumasy kayttéen 300kpl S8R5 elementtia
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Kuva 3 Tapaus C. Normaalijannitysjakaumac, kayttden 300kpl S8R5 elementtia
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Kuva 4 Tapaus C. Leikkausjannitysjakaumar,y, kayttaen 300kpl S8R5 elem
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Kuva 5 Tapaus C. Taipuman jakauma kayttden 300kpl SR5 elementtia
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Taulukko 1 Abaqus-kuorielementit (conventional shellkelements) [12, luku 23.6.7 ]

Muoto| Lyhenne| Versio*| n** | Paksuus Solmut | DOF. All- n.e.m.kK
integrointi
S3 S 1 |ohut/Paksti 3 6 - -
o |SSR e 1 |ohut/Paksy 3 6 - -
% S3RS e 1 |Ohut/Paks 3 6 - -
X |STRI3 s 1 | ohut 3 6 . .
STRI6ES S 2 | ohut 6 5 - -
S4 s 1 |ohut/Paksyi 4 6 kylla -
o S4R5 S 1 |ohut 4 5 kylla kylla
£ |s4Rs e 1 |Ohut/Paksli 4 6 kylla kylla
= . .
E S4RSW e 1 | ohut/Paksli 4 6 kylla kylla
S8R s | 2 |paksy 8 6 kylla .
S8R5 S 2 | Ohut 8 5 kylla -
S9R5 e 1 | ohut 9 5 kylla -
* s = ABAQUS/Standard e = ABAQUS/Explicit  Lukkiutumisen esto

** n=1->Lineaarinen elementti, n=2Kvadraattinen elementti
Ohut/Paksu = yleiskayttoiset elementit (engl. gahpurpose)

DOF = vapausasteet solmua kohti

n.e.m.k = nollaenergiamuotojen kontrollointi (erfgburglass controll)

K = <&

Kiinteat clementit Kuoriclementit Palkkielementit Jaykat elementit
(Solid) (Shell) (Beam) (Rigid)
@ J ) —f—
Kalvoelementit Aarettomit elementit Jouset ja pisteet Ristikkoelementit
(Membranc) (Infinite) (Springs and dashpots) (Truss)

Kuva 14 Jannitysanalyysissa tyypillisesti kdytetyelementit [12, luku 21.1.1]



